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Современные сотовые сети используют технологию передачи
сигнала с множеством антенн на стороне базовой станции и пользова-
теля. В работе исследуется адаптивный префильтр, использующий
особую регуляризацию на основе сингулярного разложения матриц.
Проводится теоретический анализ, оценка производительности и
сравнение с другими методами на симуляциях в модели канала
"Quadriga".
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1. Введение

В системах радиосвязи с множеством передающих и принимающих ан-
тенн (multiple-input multiple-output, MIMO) префильтр4 является важной
частью обработки сигнала на нисходящей линии связи, поскольку позво-
ляет фокусировать энергию передаваемого сигнала на меньших областях
(именно там, где располагаются приемники), обеспечивая большую спек-
тральную эффективность при меньшей передаваемой мощности [1, 2].
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разными названиями, в т.ч. Precoding, Beamforming, Transmitting filter, etc.
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Различные линейные префильтры позволяют либо максимизировать по-
дачу энергии к пользователю, как в случае передачи с сопряжённым
префильтром (далее – СФ, в англоязычной литературе известен как
Maximum Ratio Transmission, MRT), либо полностью устранять межполь-
зовательские помехи 5, как в методе псевдообратного префильтра (далее
– ПФ, в англоязычной литературе – Zero-Forcing, ZF) [3].

В случае алгоритмов регуляризованного псевдообратного префиль-
тра (РПФ, Regularized Zero-Forcing, RZF) достигается баланс между
максимизацией мощности сигнала и минимизацией межпользователь-
ской интерференции [4, 5, 6, 7, 8], при этом сохраняется относительно
низкая вычислительная сложность по сравнению с нелинейными пре-
фильтрами. Обычно рассматривается “скалярная” регуляризация, то есть
регуляризация с помощью скалярного множителя при единичной мат-
рице соответствующего размера. В данной работе исследуется явная
эвристическая формула для диагональной регуляризации, которая да-
ёт лучшие результаты по сравнению со скалярным РПФ при той же
асимптотической сложности алгоритма. Исследование подкреплено тео-
ретическим обоснованием и тестированием в симуляторе (программном
пакете) “Quadriga” [9].

Существуют и другие подходы построения линейного префильтра, та-
кие как префильтр с учётом постфильтра (detection-aware precoding) [10],
блочно-диагональный префильтр [11], а также префильтры с распределён-
ной мощностью [12]. Также существуют различные нелинейные методы
построения префильтра, такие как кодирование с учётом известного по-
мехового сигнала (Dirty Paper Coding, DPC) и векторная перестановка
(Vector Perturbation, VP), однако они значительно сложнее в реализа-
ции [13], и при использовании множества антенн предпочтение отдается
линейным методам префильтра.

Существуют качественные обзоры методов префильтра [14, 15], а
также статьи, рассматривающие различные аспекты и модификации
этих алгоритмов (см., например, [16, 17, 18]). В частности, в работе [18]
представлены различные варианты РПФ в случае нескольких базовых
станций, позволяющие уменьшить межсотовые помехи.

Большинство работ, для упрощения анализа, не уделяют должно-
го внимания пользователям с несколькими антеннами. В нашей работе
рассматривается одна базовая станция (с большим количеством пере-
дающих антенн), обслуживающая пользователей также с несколькими
антеннами каждый, при этом каждому пользователю передаётся меньшее
число каналов данных, чем число антенн. Это объясняется тем, что на

5Помехи на приемнике, возникающие в результате одновременной передачи сигналов
разным пользователям, в литературе часто называется “интерференцией”. Составляет
значительную (часто бОльшую) часть всех помех.
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практике каналы между различными антеннами одного пользователя ча-
сто пространственно коррелированы [19]. В результате матрицы каналов
пользователя плохо обусловлены (или даже вырождены), и невозможно
эффективно передавать данные с помощью максимального числа потоков.

Для решения этой проблемы вместо полной матрицы канала пользо-
вателя в префильтре можно использовать векторы из её сингулярного
разложения, соответствующие наибольшим сингулярным значениям [20].
В случае пользователя с одной антенной канал можно нормализовать [6],
и коэффициенты нормализации соответствуют потерям мощности сигна-
ла на пути от передатчика к приемнику (pathloss, PL), которые могут
отличаться на несколько порядков: типичные значения мощностей полу-
ченного сигнала (Reference Signal Received Power, RSRP) варьируются от
−130 дБм до −70 дБм. При использовании сингулярного разложения, син-
гулярные значения разных пользователей имеют тот же порядок, что и
соответствующие потери мощности на пути, и также сильно варьируются.

Нам удалось найти простую эвристическую формулу, которая превос-
ходит известные алгоритмы РПФ. Алгоритмы типа РПФ [4] используют
скалярную регуляризацию вида λI. В работе Э. Бьёрнсона [5] доказано
из общих соображений, что максимизация функции отношения сигнал-
интерференция-шум (ОСИШ6 , Signal-to-Noise-plus-Interference Ratio,
SINR), включая рассматриваемую суммарную спектральную эффектив-
ность, достигается при использовании алгоритма с подходящей диаго-
нальной матрицей регуляризации. Нгуен и Ле-Нгок [21] выводят формулу
адаптивного РПФ (АРПФ) для системы с одноантенными приемниками
(multi user single-input multiple-output, MU-SIMO) с одноантенными поль-(multi-user single-input multiple-output, MU-SIMO) с одноантенными поль-
зователями. Алгоритм АРПФ эффективно использует разные параметры
регуляризации для разных пользователей, учитывая сингулярные значе-
ния передаваемых слоёв (потоков). Мотивированные этим, мы исследуем
префильтр АРПФ с диагональной регуляризацией, что соответствует об-
щей теореме из [5] и обобщает результаты [21] на случай многоантенных
приемников, в котором необходимо учитывать алгоритмы постфильтра7

на стороне принимающих станций. Основная сложность такой постановки
задачи заключается в том, что постфильтры реализуются каждой прини-
мающей станцией из своих соображений (т.е. заведомо несогласованно) и
более того не известны для передающей станции.

6ОСИШ отличается от обычного отношения сигнал-шум (ОСШ) тем, что часть
помех, которые связаны с интерференцией и которые можно минимизировать на
передатчике, вынесены в отдельное слагаемое: ОСИШ = сигнал (дБ) - (интерференция
(дБ) + остальной шум (дБ).)

7Постфильтр – это обработка сигнала на стороне приемника, позволяющая отфиль-
тровать шум и усилить сигнал в соответствии с используемой схемой модуляции и
кодирования.
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Результатом данной работы является адаптация формулы WARZF для
многопользовательских многоантенных систем (multi user multiple-inputмногопользовательских многоантенных систем (multi-user multiple-input
multiple-output, MU-MIMO) систем, а также подробное исследование
свойств префильтра АРПФ, в том числе доказательство его асимптотиче-
ской оптимальности в случае многоантенных приемников.

Статья организована следующим образом. В разделе 2.1 формулиру-
ется задача, включающая модель канала и системы, показатели качества
и ограничения на мощность. Модель нисходящего канала с множеством
антенн упрощается с помощью сингулярного разложения матрицы ка-
нала (раздел 2.1.1) и упрощенной модели постфильтра, асимптотически
приближающей стандартные алгоритмы (раздел 2.1.3); показатели каче-
ства и ограничения по мощности обсуждаются в разделах 2.1.5 и 2.1.6.
В разделе 2.2 определяются известные стандартные префильтры (СФ,
ПФ, РПФ), в разделе 2.3 дается определение предлагаемому алгоритму
АРПФ и исследуются его свойства и асимптотическая связь со стандарт-
ными алгоритмами. Сравнение алгоритмов на численных экспериментах
в симуляторе “Quadriga” представлено в разделе 3.2. Заключение дано в
разделе 4. Условные обозначения приведены в таблице 1.

В статье используются следующие обозначения. Рассматривается одна
базовая станция с K пользователями, число передающих антенн — T , чис-
ло приёмных антенн и передаваемых символов у пользователя k обознача-
ются как Rk = 1, 2, 4 и Lk ⩽ Rk, соответственно. Общее число приёмных
антенн: R =

∑K
k=1Rk, а число передаваемых символов: L =

∑K
k=1 Lk, при

этом Lk ⩽ Rk ⩽ T . Жирными строчными буквами обозначаются векторы
(строки или столбцы). Матрицы обозначаются жирными заглавными
буквами и трактуются как совокупности векторов, например, матрица
канала — это набор векторов-строк: H = [H1; . . . ;HR] ∈ CR×T , а матрица
префильтра — набор векторов-столбцов: W = (W1, . . . ,WL) ∈ CT×L.
Элементы матриц обозначаются обычными строчными буквами с двумя
индексами: первый индекс — строка, второй — столбец: H = {hrt}, W =
{wtl}, r = 1, . . . , R, t = 1, . . . , T, l = 1, . . . , L. Эрмитово сопряжение обо-
значается как HH := H

T. Диагональные и блочно-диагональные матрицы
записываются как Sk = diag{sk,1, . . . , sk,Rk

} и S = bdiag{S1, . . . ,SK}, со-
ответственно. Единичная матрица размера T : IT = diag{1, . . . , 1} ∈ CT×T .
След квадратной матрицы A обозначается как trA =

∑K
k=1 akk, а норма

Фробениуса: ∥H∥ =
√∑R,T

r=1,t=1 |hrt|2.

81



12

…

𝐾

𝑮𝑯𝑾
𝒙

𝒓

Рис. 1. Пример использования префильтра в системе с множеством антенн.
Задача состоит в нахождении оптимальной матрицы префильтра W
для системы при заданной функции спектральной эффективности и
ограничениях (25).

Таблица 1. Обозначения и символы
Символ Обозначение

()H Эрмитово сопряжение
(комплексное сопряжение + транспонирование)

H,W Матрицы
Wn n-й столбец матрицы W

Hm,W
m m-я строка матриц H,W

hnm, wnm Элемент на пересечении n-й строки
и m-го столбца матриц H,W

S = diag(s1, ..., sN ) Диагональная матрица
K Количество пользователей
T Число передающих антенн
R Общее число приёмных антенн
Rk Число приёмных антенн у k-го пользователя
L Общее число принимаемых символов в системе
Lk Число принимаемых символов у k-го пользователя

(ранг k-го пользователя)
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2. Методы

2.1. Модель канала и системы

В соответствии с [2, 22, 12] рассматривается широковещательный ка-
нал с множеством антенн. Модель многопользовательской системы с
множеством антенн описывается следующей линейной системой:

r = G(HWx+ n) = GHWx+Gn, (1)

где x, r ∈ CL — это соответственно векторы передаваемого и принимае-
мого сигнала, H ∈ CR×T — матрица нисходящего канала8, W ∈ CT×L
— матрица префильтра, а G ∈ CL×R — блочно-диагональная матрица
постфильтра; вектор шума n ∼ CN (0, σ2IR) предполагается комплексно-
нормальным с нулевым средним и дисперсией σ2 (см. рис. 1). Линейный
префильтр и постфильтр реализуются простыми матричными умножени-
ями.

Постоянные T,R,L обозначают количество передающих антенн, об-
щее количество приёмных антенн и количество передаваемых символов
(количество потоков), соответственно. Обычно выполняется соотношение
L ⩽ R ⩽ T . Каждая из матриц G,H,W раскладывается по K пользова-
телям:

G = bdiag{G1, . . . ,GK}, H = [H1; . . . ;HK ], W = (W1, . . . ,WK),

как показано на рис. 2, где Gk ∈ CLk×Rk , Hk ∈ CRk×T , Wk ∈ CT×Lk —
матрицы, соответствующие k-му пользователю.

2.1.1. Сингулярное разложение канала

Удобно [20] представлять матрицу канала пользователя k с помощью её
сингулярного разложения:

Hk = UH
k SkVk, UkU

H
k = UH

kUk = IRk
,

Sk = diag{s1, . . . , sRk
}, VkV

H
k = IRk

.
(2)

8Здесь и далее предполагается, что передающая сторона имеет идеальную ин-
формацию о состоянии всех нисходящих каналах. Это предположение оправдано
для систем с разделением восходящей и нисходящей передач по времени, в которых
можно использовать принцип взаимности и проводить непосредственные измерения
соответствующих каналов. Каждый пользователь, в свою очередь, обладает только
информацией о собственном канале с учетом примененного префильтра, но не знает
информации о канале других пользователей.
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Рис. 2. Пример системы передачи в матричной форме. Многопользова-
тельский префильтр W позволяет одновременно передавать различную
информацию разным пользователям.
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Рис. 3. Основное разложение матрицы канала.

Здесь матрица канала пользователя k, Hk ∈ CRk×T , содержит по строкам
векторы канала Hi ∈ CT ; сингулярные значения Sk ∈ CRk×Rk отсорти-
рованы по убыванию; Uk ∈ CRk×Rk — унитарная матрица левых сингу-
лярных векторов; матрица Vk ∈ CRk×T состоит из правых сингулярных
векторов — векторов-строк.

Объединяя все каналы пользователей, получаем следующее разло-
жение матрицы канала: H = UHSV (лемма 1 и рис. 3), где каждая
из матриц разложения — UH ∈ CR×R,S ∈ CR×R,V ∈ CR×T — состоит
из K подматриц UH

k ∈ CRk×Rk ,Sk ∈ CRk×Rk ,Vk ∈ CRk×T , содержащих
векторы UH

l ∈ CRk , sl ∈ R,Vl ∈ CT .

Лемма 1 (Основное разложение). Для линейной системы r = G(HWx+
n) существует разложение матрицы канала в виде H = UHSV,
где S = diag{S1, . . . ,SK} ∈ RR×R

+ — диагональная матрица сингулярных
значений,
V = [V1, . . . ,VK ] ∈ CR×T — конкатенация матриц сингулярных векто-
ров для каналов отдельных пользователей,
а UH = bdiag{UH

1 , . . . ,U
H
K} ∈ CR×R — блочно-диагональная унитарная

матрица.
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Отметим, что это представление не является строгим сингулярным раз-
ложением всей матрицы H, так как векторы Vk,j ,Vl,i, соответствующие
различным пользователям k ̸= l, в общем случае не ортогональны. Тем
не менее, данное представление обладает важными свойствами: матрица
S = diag(Sk) ∈ CR×R является диагональной, а U = bdiag(Uk) ∈ CR×R —
блочно-диагональной унитарной матрицей. Это позволяет компенсиро-
вать множитель UHS на стороне приёмника (причём каждый пользова-
тель обрабатывает только собственную часть UH

k Sk). Таким образом, на
стороне передачи достаточно инвертировать только матрицу V, которая
значительно проще, чем H: во-первых, её строки имеют единичную норму,
а во-вторых, она является естественным объектом для задачи адаптации
ранга [23]. Мы активно используем лемму 1 в дальнейшем.

2.1.2. Идея исследуемого алгоритма префильтра

Кратко сформулируем суть предлагаемого алгоритма. Интуитивная идея
исследуемого метода префильтра заключается в том, чтобы обеспе-
чить максимальную мощность сигнала при одновременном устранении
так называемых межпользовательских помех. Известно, что максималь-
ную мощность сигнала обеспечивает метод сопряжённого префильтра:
WMRT (V) = VH, а полное устранение помех достигается с помощью псев-
дообратного префильтра: WZF (V) = VH(VVH)−1 [3]. Однако у обоих
методов имеются недостатки, которые могут быть устранены с помощью
регуляризованного псевдообратного префильтра.

WRZF (V) = VH(VVH + λI)−1,

где параметр регуляризации λ > 0 зависит от уровня шума и среднего
значения потерь на пути сигнала [4].

Если у пользователей существенно различаются потери на пути, пред-
почтительнее использовать регуляризацию с диагональной матрицей.
Нескалярную (матричную) регуляризацию предложил Э. Бьёрнсон в
работе [5], где она была получена с помощью метода двойственности.
Показано, что оптимальная регуляризация имеет диагональную форму (в
общем случае с различными элементами). Однако полученный результат
не носил конструктивного характера и не давал явной формулы или
процедуры для построения оптимальной регуляризации.

В нашей работе мы исследуем явную эвристическую формулу для
диагональной регуляризации — алгоритм адаптивного регуляризованного
псевдообратного префильтра (АРПФ, для англоязычной литературы мы
бы перевели как Adaptive Regularized Zero-Forcing, ARZF) для многополь-
зовательской системы с множеством антенн.

WARZF = VH(VVH + λS−2)−1.
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Теоретическое обоснование формулы представлено далее в разделе 2.2.
Численные эксперименты с использованием модели канала “Quadriga” [9]
показывают, что рассматриваемый метод АРПФ превосходит известные
скалярные алгоритмы РПФ (см. раздел 3.2).

2.1.3. Число передаваемых символов и сопряжённый пост-
фильтр

В предыдущем разделе была введено понятие сингулярного разложения
(см. уравнение 2). Обычно передатчик передаёт каждому пользователю
несколько символов, это число (ранг пользователя) меньше числа приём-
ных антенн пользователя (Lk ⩽ Rk). В таком случае естественно выбирать
для передачи первые Lk векторов из матрицы Vk, соответствующих Lk
наибольшим сингулярным числам из матрицы Sk.

Обозначим через S̃k ∈ CLk×Lk Lk наибольших сингулярных чисел из
Sk, через ŨH

k ∈ CRk×Lk и Ṽk ∈ CLk×T — соответствующие им первые
левые и правые сингулярные векторы:

S̃k = diag{sk,1, . . . , sk,Lk
},

ŨH
k = (uH

k,1, . . . ,u
H
k,Lk

),

Ṽk = [vk,1; . . . ;vk,Lk
],

(3)

где волнистая черта ·̃ означает сокращённое представление по сингуляр-
ным векторам, то есть rank(Ṽk) = Lk ⩽ Rk = rank(Vk).

Числа Lk (и, соответственно, выбор Ṽk) определяются в задаче вы-
бора ранга, которая вместе с планировщиком решается до этапа выбора
префильтра. За дополнительной информацией по адаптации ранга см.,
например, [23]. Далее считаем, что Lk и Ṽk уже выбраны.

После выбора префильтра и передачи на стороне пользователя k
необходимо выбрать матрицу постфильтра Gk ∈ CLk×Rk , которая учи-
тывает ранг пользователя Lk. Способ, которым пользователь выполняет
процедуру постфильтра, существенно влияет на итоговую производитель-
ность системы, и разные алгоритмы постфильтра требуют различных
оптимальных префильтров (см. [4], где префильтр является функцией
матрицы постфильтра). Оптимально было бы согласованно выбирать
префильтр и постфильтр, но это затруднительно из-за распределённого
характера беспроводной связи. Однако существуют идеи по настройке
префильтра на передатчике при предполагаемом способе постфильтра
на приёмной стороне [10]. В данной работе мы не рассматриваем такой
подход, хотя он может быть использован для дальнейшего улучшения.

Для проведения аналитических выкладок мы будем предполагать
использование сопряжённого постфильтра (который достаточно хорошо
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приближает реальные алгоритмы и при этом сильно упрощает задачу,
см. [24]) следующего вида:

GC
k = S̃−1

k Ũk ∈ CLk×Rk ⇐⇒ GC := S̃−1Ũ ∈ CL×R, (4)

где матрица Ũk ∈ CLk×Rk содержит первые Lk сингулярных векторов,
а диагональная матрица S̃k ∈ CLk×Lk — соответствующие сингуляр-
ные числа. Блочно-диагональная матрица Ũ составлена из блоков Ũk,
а диагональная матрица S̃−1 из блоков S̃−1

k . Таким образом, матрица
постфильтра GC также блочно-диагональна: GC := S̃−1Ũ ∈ CL×R.

Теорема 1. Сопряжённый постфильтр удаляет неиспользуемые сингу-
лярные векторы: GCH = Ṽ, и уравнение модели (1) принимает вид:

r = ṼWx+ ñ, ñ := S̃−1Ũn. (5)

Доказательство. Используя лемму (1), получаем:

GC
kHk = S̃−1

k ŨkU
H
k SkVk = S̃−1

k

[
ILk

0
]
SkVk = S̃−1

k S̃kṼk = Ṽk, (6)

что при объединении по всем пользователям k = 1, . . . ,K даёт равен-
ство (5).

Следствие 1. При предположении о гауссовом независимом шуме
n ∼ CN (0, σ2IR), распределение эффективного шума ñ ∈ CL×1 (ко-
торый появляется при сопряжённом постфильтре) описывается как:
ñ ∼ CN (0, σ2S̃−2).

Доказательство.

E[ññH] = E[S̃−1ŨnnHŨHS̃−1] = S̃−1ŨE[nnH]ŨHS̃−1

= σ2S̃−1ILS̃
−1 = σ2S̃−2. (7)

Замечание 1. Следствие 1 играет ключевую роль в нашей работе,
поскольку оно даёт основание использовать матрицу S̃−2 ∈ CL×L в
регуляризационном слагаемом префильтра с целью корректного учёта
эффективного шума S̃−1Ũn.

Замечание 2. Формулируемая теорема существенно упрощает исход-
ную задачу, уменьшает её размерность и позволяет унифицировать
обозначения. В частности, мы можем работать с рангом пользовате-
лей размерности Lk и L, вместо пространства антенн пользователя.
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Заметим также, что достаточно выполнять лишь частичное син-
гулярное разложение канала Hk ∈ CRk×T , сохраняя только первые Lk
сингулярных значений и векторов:

Hk ≈ ŨH
k S̃kṼk. (8)

В связи с этим далее по тексту мы будем опускать волнистую черту
и обозначать Uk,Sk,Vk вместо Ũk, S̃k, Ṽk соответственно.

Замечание 3. Введённый сопряжённый постфильтр является “иде-
альным” и не может быть реализован на практике. Однако мож-
но показать, что реалистичные алгоритмы постфильтра, такие как
постфильтр среднеквадратичной ошибки (Minimum Mean Square Error,
MMSE) или постфильтр с подавлением помех (Interference Rejection
Combining, IRC) [25] , зачастую демонстрируют схожее поведение. В
численных экспериментах для сравнения различных префильтров ис-
пользуется постфильтр среднеквадратичной ошибки.

2.1.4. Постфильтр для минимизации среднеквадратичной ошиб-
ки

Целью процедуры постфильтра сигнала является псевдообращение про-
изведения матриц канала и префильтра. Наиболее распространённой
формой постфильтра G является матрица минимизации среднеквад-
ратичной ошибки [26]. В статистике и обработке сигналов постфильтр
среднеквадратичной ошибки — это метод оценки, минимизирующий функ-
цию среднеквадратичной ошибки, которая, в свою очередь, служит общей
мерой качества оценки предсказанных значений зависимой переменной.

Определение постфильтра среднеквадратичной ошибки реализуется
следующим образом:

GMMSE
k (Ak) = AH

k

(
AkA

H
k + σ2I

)−1
, Ak = HkWk. (9)

Параметр P — мощность базовой станции, а σ2 — мощность шума в
системе. Метод постфильтра среднеквадратичной ошибки предполагает
устранение шума при допущении его одинаковости для всех символов:
n ∼ CN (0, σ2IR), что может нарушаться на практике.

Лемма 2. Для системы (1): rk = GkHkWx+Gknk ∈ CLk с распреде-
лением шума n ∼ CN (0, σ2IR) и префильтром W = H+ = HH(HHH)−1,
матрица (9): GMMSE минимизирует норму в квадрате: En,x∥rk − x∥2,
k = 1 . . .K.

Доказательство. Подставим выражение для системы rk = GkHkWx+
Gknk в функцию потерь:

En∼CN (0,σ2IR)∥rk − x∥2 = En∼CN (0,σ2IR)∥GkHkWx− x+Gknk∥2.
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Второе слагаемое обнуляется благодаря математическому ожиданию
шума с нулевым средним. Третее слагаемое также исчезает.

Раскроем скобки, используя формулу квадрата нормы суммы:

En∼CN (0,σ2IR)∥(GkHkW − I)x+Gknk∥2 = ∥(GkHkW − I)x∥2+
+ 2En∼CN (0,σ2IR)ℜ{⟨GkHkWx− x,Gknk⟩}+ En∼CN (0,σ2IR)∥Gknk∥2 =

= ∥(GkHkW − I)x∥2 + σ2∥Gk∥2. (10)

Теперь возьмём математическое ожидание по символам x с условием
Ex∼CN (0,IL)xx

H = I:

Ex∼CN (0,IL)∥(GkHkW − I)x∥2 + σ2∥Gk∥2 =
= ∥GkHkW − I∥2 + σ2∥Gk∥2 → min

Gk

. (11)

Если выполнены условия: HkW = HkWk, где W = HH(HHH)−1, то
функция принимает вид:

∥GkHkWk − I∥2 + σ2∥Gk∥2 → min
Gk

(12)

Вычислим градиент функции (12) и приравняем его к нулю:

∇Gk
{∥GkHkWk − I∥2 + σ2∥Gk∥2} =

2(GkHkWk − I)(HkWk)
H + 2σ2Gk =

= 2Gk(HkWk)(HkWk)
H − 2(HkWk)

H + 2σ2Gk = 0

(13)

Переносим слагаемые с Gk в левую часть:

Gk((HkWk)(HkWk)
H + σ2I) = (HkWk)

H (14)

В итоге выражаем из уравнения Gk:

ĜMMSE
k = Gk = (HkWk)

H((HkWk)(HkWk)
H + σ2I)−1 (15)

Получаем желаемое решение (9).

2.1.5. Оценки качества

Для оценки качества методов префильтра используются следующие функ-
ционалы. Эти функции зависят не от конкретных передаваемых символов
x ∈ CL×1, а от их распределения [5]. Таким образом, получаем общую
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характеристику для всех возможных символов, которые могут быть пере-
даны с использованием данной матрицы префильтра.

Рассмотрим сквозную нумерацию символов l = 1, . . . , L для всех
пользователей, и определим индексную функцию k = k(l), которая воз-
вращает номер пользователя, получающего символ l. Функционал отноше-
ния сигнал-интерференция-шум (ОСИШ) для l-го символа пользователя
k = k(l) определяется как:

SINRl(W,Hk,Gl, σ
2) :=

|GlHkWl|2∑L
i ̸=l |GlHkWi|2 + σ2∥Gl∥2

. (16)

Формула (16) показывает соотношение между полезной частью сигна-
ла и помехами. Она зависит от всей матрицы префильтра W ∈ CT×L, где
вектор Wl ∈ CT×1 соответствует префильтру для l-го символа, матрицы
канала Hk ∈ CRk×T пользователя k, вектора постфильтра Gl ∈ C1×Rk , и
уровня шума после постфильтра: E[Gln] = σ2∥Gl∥2. Формула (16) может
быть эффективно вычислена для всех L слоёв при помощи матричных
операций и суммирования.

Формулу можно упростить, используя теорему 1:

Следствие 2. Для сингулярного разложения (2) и предположения со-
пряжённого постфильтра (4), ОСИШ выражается как:

SINRC
l (W,Vl, sl, σ

2) = SINRl(W,Hk,G
C
l , σ

2) =
|VlWl|2∑L

i ̸=l |VlWi|2 + σ2/s2l
.

(17)

Важным критерием производительности сети является спектральная
эффективность (Specrtal Efficiency, SE) пользователя k, отражающая
максимальную скорость передачи информации на заданной полосе ча-
стот. При передаче одного символа (Lk = 1), она ограничена энтропией
Шеннона и выражается через ОСИШ следующим образом:

SE(SINR) := log2(1 + SINR). (18)

Это является теоретическим пределом передаваемой информации.
Современные схемы модуляции и кодирования, в сочетании с механиз-
мами гибридного автоматического запроса повторной передачи (Hybrid
Automatic Repeat Request, HARQ) и управлением блочной ошибки (Block
Error Rate, BLER), позволяют достичь скоростей, близких к этому преде-
лу. Обратите внимание, что ОСИШ здесь используется в линейной шкале,
а не в децибелах (дБ).

При передаче нескольких символов спектральная эффективность
пользователя k в общем случае не является суммой спектральных эффек-
тивностей разных символов, так как используется общий транспортный
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блок, к которому применяются общие алгоритмы кодирования и модуля-
ции. Обычно вводится эффективный ОСИШ как функция от ОСИШ по
символам:

SINReff
k = f(SINR1, . . . ,SINRLk

),

и тогда по формуле (18) получаем:

SEk(W,Hk,Gk, σ
2) = Lk S

(
SINReff

k (W,Hk,Gk, σ
2)
)
. (19)

Существует множество подходов к оценке эффективного ОСИШ для
разных схем квадратурно-амплитудной модуляции (КАМ) КАМ64 и
КАМ256 (см. [27]); в численных экспериментах мы используем модель
КАМ256.

Также рассмотрим приближённую формулу с использованием геомет-
рического среднего по ОСИШ символов. Это эквивалентно обычному
среднему по символам в дБ. Данное эвристическое приближение будет
использоваться в градиентной оптимизации:

SINReff
k (W,Hk,Gk, σ

2) ≈
(∏

l∈Lk

SINRl(W,Hk,Gl, σ
2)
) 1

Lk . (20)

Наиболее общий вид задачи — многокритериальная оптимизация век-
тора (SE1, ...,SEK). Для такой постановки может быть проведён анализ
по Парето (см. [28, 29]), который, однако, не даёт уникального реше-
ния. Поэтому часто задача сводится к однокритериальной оптимизации:
J = J(SE1, ...,SEK) → max или J = J(SINR1, ...,SINRK) [5]. Один из
возможных вариантов — максимизация суммы спектральных эффектив-
ностей:

JSE(W) := SE(W,H,G, σ2) =
K∑

k=1

SEk(W,Hk,Gk, σ
2). (21)

Такой критерий является естественным, поскольку скорости передачи
данных по пользователям являются аддитивными. Возможны и другие
цели, например, оптимизация качества самых плохих пользователей.
Подробный анализ таких постановок приведён в [12, разд. 7], включая:

SEmin = min
k

SEk → max или SINRmin = min
1⩽j⩽L

SINRj → max . (22)

Наконец, введём однопользовательский ОСИШ (Single User SINR,
SUSINR) для пользователя k (эти метрики будут использоваться для
оценки результатов на тестах).

SUSINRk(Sk, σ
2, P ) :=

P

Lkσ2

(∏
l∈Lk

s2l

) 1
Lk
. (23)
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2.1.6. Постановка задачи и ограничения по мощности

Прежде всего, предполагается, что полная матрица канала H, число поль-
зователей K и их ранги Lk — известные заранее величины. Это означает,
что задачи планировщика — каких пользователей обслуживать, и выбора
ранга — какой ранг назначается каждому пользователю — уже решены.
В реальных сетях такая последовательность шагов стандартна. Пробле-
мы планировщика и выбора ранга представляют собой сложные задачи
управления радиоресурсами и выходят за рамки данного исследования
(см., например, [30] и ссылки внутри для задачи планировщика, [23], [10]
— для задачи выбора ранга).

Эти алгоритмы влияют на свойства матрицы H, например, плани-
ровщик может выбирать только пользователей с достаточно малыми
корреляциями: ∥C∥ = ∥VVH − IR∥ ⩽ ε. Мы учитываем это и рассматри-
ваем сценарии с малой корреляцией каналов пользователей.

Далее, используем модель канала в виде (1), что, в частности, означает
точные измерения канала. Для упрощения задачи предполагаем, что
стратегия постфильтра G = G(H,W) — известная функция, причём
применение сопряжённого постфильтра (4) упрощает модель канала до
вида (5). На основе этой модели вычисляется ОСИШ передаваемых
символов по формуле (17) и эффективный ОСИШ пользователей по
приближённой формуле (20).

Обозначим полную мощность системы через P и предполагаем, что
вектор передаваемых символов нормирован: E[xxH] = IL. Тогда ограни-
чения по мощности на префильтр могут быть следующими:

∥W∥2 ⩽ P, или ∥(wt1, . . . , wtL)∥2 ⩽ P/T, t = 1, ..., T, (24)

что соответствует, соответственно, полному ограничению по мощности и
более реалистичному ограничению по мощности на каждую антенну [12].

Цель состоит в нахождении матрицы префильтра, максими-
зирующей суммарную спектральную эффективность (19) при
выполнении ограничений по мощности (24), то есть:

JSE(W) := SEC(W),

W = argmaxWJSE(W),

при условии:∥W∥2 ⩽ P,

(25)

Даже после всех вышеуказанных упрощений, сформулированная зада-
ча остаётся слишком сложной для аналитического решения. Кроме того,
она не является выпуклой или вогнутой, поэтому может иметь множе-
ство существенно различных локальных максимумов. Поэтому стратегия
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данного исследования заключается в изучении эвристической форму-
лы, превосходящей известные алгоритмы по результатам достоверного
моделирования.

После задания конкретной формы префильтра W := µW можно все-
гда выполнить ограничение по мощности, нормировкой на коэффициент
µ, например, для случая (24):

µ =

√
P

∥W∥ или µ =

√
P/T

max
t=1,...,T

{∥(wt1, . . . , wtL)∥}
. (26)

В моделировании мы используем более реалистичное ограничение по
мощности на антенну.

Ниже сформулирован эвристический алгоритм, идея которо-
го мотивирована упрощениями, приведёнными в следствии 1 и
замечании 1. Теоретическим обоснованием служит модельная задача
минимизации средней квадратичной ошибки, см., например, [4]:

JMSE(W) := Ex,n[∥r(W)− x∥2],
W = argminWJMSE(W),

при условии:∥W∥2 ⩽ P,

(27)

где r(W) определяется моделью канала (1) или (5).

2.2. Базовые префильтры

В данном разделе приведены известные эталонные алгоритмы префиль-
тра, а также представлено предлагаемое решение.

2.2.1. Сопряжённый префильтр

Алгоритм сопряжённого префильтра (Maximum Ratio Transmission,
MRT) использует веса одного пользователя, взятые как сопряжённо-
транспонированная матрица VH из сингулярного разложения. Такой
подход приводит к максимизации мощности полезного сигнала одного
пользователя, полностью игнорируя межпользовательские помехи. Ме-
тод сопряжённого префильтра особенно эффективен в условиях, когда
уровень шума превышает уровень межпользовательских помех [3]:

WMRT (V) = µVH, (28)

где нормировочный множитель µ определяется из условия ограничения
мощности (26).

Этот алгоритм приводит к формированию взаимно мешающих кана-
лов, исходя из модели (5):

r = VWx+ S−1Un = µVVHx+ S−1Un.
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2.2.2. Псевдообратный префильтр

Следующая модификация алгоритма префильтра выполняет декорре-
ляцию передаваемых символов с помощью обратной корреляционной
матрицы векторов канала. Такая конструкция префильтра направляет
лучи сигнала к пользователям, не создавая между ними взаимных помех.
В отличие от метода сопряжённого префильтра, метод зануления помех
псевдообратного префильтра (Zero-Forcing, ZF) предпочтителен в усло-
виях, когда межпользовательские помехи превышают уровень шума. В
этом случае качество спектральной эффективности улучшается за счёт
устранения этих помех [3]:

WZF (V) = µV† = µVH(VVH)−1. (29)

Соответствующая модель приёмника будет следующей:

r = VWx+ S−1Un = µVVH(VVH)−1x+ S−1Un = µx+ S−1Un.

Обозначим F = UH = SV.

Теорема 2. Предположим, что матрица канала имеет вид H = UHSV
(см. Лемму 1). Тогда для метода зануления помех выполняется следую-
щее равенство:

WZF (F)S = WZF (V). (30)

Доказательство.

WZF (F)S = FH(FFH)−1S = VHS(SVVHS)−1S =

= VHSS−1(VVH)−1S−1S = VH(VVH)−1 = WZF (V). (31)

2.2.3. Регуляризованный псевдообратный фильтр

В геометрическом смысле в методе ПФ (29) лучи направляются не стро-
го на пользователей, а с отклонением, что уменьшает полезный сигнал.
Следующая модификация корректирует направление лучей, допуская
некоторое межпользовательское вмешательство, что значительно увели-
чивает полезную нагрузку.

В практическом смысле, в методе ПФ может не существовать правой
обратной матрицы канала или матрица VVH может быть плохо обу-
словленной, что ухудшает работу метода ПФ. Существует множество
практических решений этой проблемы, основанных на регуляризации:

WRZF (V) = µVH(VVH + λI)−1. (32)
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Метод регуляризованного псевдообратного префильтра (Regularized
Zero-Forcing, RZF) является самым распространённым в практических
системах, и именно его мы используем в качестве основного эталонного
метода. В качестве базовой настройки мы берём аналитическую форму
регуляризации: λ = Lσ2

P [8].
Этот метод не устраняет полностью межпользовательские и много-

слойные помехи, а допускает их в разумных пределах для увеличения
мощности полезного сигнала. Он представляет собой компромисс между
методами сопряжённого префильтра и псевдообратного префильтра [5],
балансируя между максимизацией сигнала и минимизацией интерферен-
ции, поэтому параметр регуляризации должен быть выбран в зависимости
от уровня шума.

Метод РПФ обладает следующими предельными свойствами [3]: при
σ2 → ∞ он переходит в WMRT = µVH — оптимальный в условиях низкого
ОСИШ. При σ2 = 0 формула совпадает с псевдообратным префильтром:
WZF = µVH(VVH)−1, которое оптимально при высоком ОСИШ.

Префильтр на основе ненормализованной матрицы канала [6], в случае
когда количество передаваемых символов L меньше количества антенн
приёмника, можно записать в следующем виде:

WRZF (F) = µFH(FFH + λI)−1, (33)

где параметр F = SV, а λ = Lσ2

P [8] учитывает уровень шума E[nnH] =
σ2IR. На практике это эквивалентно использованию ненормализованной
матрицы канала H, которая в нашей модели заменяется матрицей F
после разбиения канала пользователя на несколько потоков.

Сформулируем следующий известный факт о методе РПФ (32).

Теорема 3. Рассмотрим разложение канала H = UHSV из Леммы 1.
Префильтр WRZF (V) с любым параметром λ > 0 является решением
следующей задачи оптимизации:

WRZF (V) = argminWJ(W), J(W) = ∥VW − I∥22 + λ∥W∥22. (34)

Доказательство. Вычисляя градиент и приравнивая его к нулю, полу-
чаем:

∇J(W) = 2VH(VW − I) + 2λW = 0 ⇔ (VHV + λI)W = VH

(35)

⇔ W = (VHV + λI)−1VH = VH(VVH + λI)−1.

Последнее равенство доказывается умножением на (VVH+λI) справа
и на (VHV + λI) слева.
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Замечание 4. Алгоритм WRZF (V) также является решением задачи
оптимизации с ограничением (27) при допущении GH = V (см. [4]):

WRZF (V) = argminWEx,n

[
∥VWx− x+ n∥2

]
, : ∥W∥2 ⩽ P. (36)

Эта задача сводится к (34) с множителем Лагранжа λ = Lσ2/P .
Иными словами, WRZF (V) — это частный случай префильтра Винера [4,
Eq. (34),(35)], при допущении, что ковариационные матрицы сигнала
и шума равны: rx := E[xxH] = IL и rn := E[nnH] = σ2IR, а также при
специальном выборе постфильтра: G = U.

2.2.4. Префильтр Винера с занулением помех

В работе [4] авторы рассматривают регуляризованный псевдообратный
префильтр Винера (РПФВ, Wiener Regularized Zero-Forcing, WRZF), кото-
рый обеспечивает оптимум в задаче (36) для произвольных ковариацион-
ных матриц символов и шума rx и rn при известной матрице постфильтра
G. Мы рассматриваем детектирование сопряжённым префильтром (4),
т.е. G = GC , и применяем префильтр Винера к нормализованному каналу
V при rx = IL и соответствующей ковариации шума rn = S−2.

Алгоритм

WWRZF (V,S) = µVH(VVH + λI)−1, λ =
σ2

P
tr(S−2) (37)

является решением задачи оптимизации с ограничением (27) при допу-
щении сопряжённого постфильтра (G = GC , тогда GCH = V согласно
Теореме 1):

WWRZF (V,S) = argminWEx,n

[
∥VWx− x+ n∥2

]
, : ∥W∥2 ⩽ P,

(38)

где E[nnH] = S−2, E[xxH] = IL.

2.3. Предлагаемые методы префильтра

2.3.1. Определение адаптивного РПФ

Алгоритмы WRZF и WWRZF (а также префильтр Винера в более общем
случае) являются алгоритмами построения префильтра со скалярной
регуляризацией. Учитывая эффективный шум из следствия 1, рассматри-
вается алгоритм адаптивного РПФ (АРПФ) с диагональной матрицей
регуляризации:

WARZF (V) = µVH(VVH + λS−2)−1, λ =
σ2L

P
. (39)
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АРПФ позволяет использовать различную регуляризацию для раз-
ных пользователей и слоёв в зависимости от их сингулярных значений,
включая потери пути до пользователя.

Используя r = ṼWx + S̃−1Ũn, запишем квадрат ошибки между
принятыми и переданными символами r и x:

∥r− x∥2 = ∥ṼWx− x+ S̃−1Ũn∥2

⇒ En∼CN (0,σ2I)∥(ṼW − I)x+ S̃−1Ũn∥2 = ∥(ṼW − I)x∥2

⇒ Ex∼CN (0,I)∥(ṼW − I)x∥2 = ∥ṼW − I∥2. (40)

Введём в определение нормы обратную ковариационную матрицу
шума S̃, и получим следующую функцию взвешенного метода наименьших
квадратов (41):

MSES(W) = ∥ṼW − I∥2
S̃
+ λ∥W∥22 = ∥S̃(ṼW − I)∥22 + λ∥W∥22. (41)

Таким образом, АРПФ является решением задачи оптимизации (41)
(см. теорему 4).

Теорема 4. Рассмотрим разложение канала H = UHSV из леммы 1.
Префильтр (39) является решением следующей задачи оптимизации
(взвешенная среднеквадратичная ошибка с регуляризацией):

WARZF (V) = argminWJS(W), JS(W) := ∥S(VW − I)∥2 + λ∥W∥2.
(42)

Доказательство. Вычислим градиент и приравняем его к нулю:

∇JS(W) = 2VHS(SVW−S)+2λW = 0 ⇔ (VHS2V+λI)W = VHS2,

W = (VHS2V + λI)−1VHS2 = VH(VVH + λS−2)−1. (43)

Последнее равенство можно доказать, умножив с правой стороны на
матрицу (VVH + λS−2) и с левой — на (VHS2V + λI).

Замечание 5. Задача оптимизации (42) не является стандартной
и не может быть записана в форме, аналогичной (36). Тем не менее,
такая постановка задачи является более точным приближением к
задаче максимизации суммарной спектральной эффективности (25),
так как АРПФ обеспечивает более высокую суммарную спектральную
эффективность по сравнению с РПФ и префильтром Винера. Подробные
результаты моделирования приведены ниже.
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Замечание 6. Рассматриваемый алгоритм WARZF (V) и теорема 4
являются основным результатом данной работы. Алгоритмы типа
префильтра Винера [4] используют скалярную регуляризацию вида λI,
поэтому АРПФ не относится к этому классу. Как показано в [5], мак-
симум функции отношения сигнал/шум+помехи (ОСИШ) пользователя
(включая суммарную спектральную эффективность (19)) достигает-
ся алгоритмом с подходящей диагональной регуляризацией, а АРПФ
является эвристикой такого вида.

Возможная интерпретация функции JS(W) (34) заключается в сле-
дующем. Второй член λ∥W∥2 представляет собой стандартную регуля-
ризацию по шуму, а первый член — норма ∥S(VW − I)∥2, взвешенная
по матрице S, — придаёт больший вес слоям с большими сингулярными
значениями. Таким образом, функция оптимизируется более точно для
слоёв с более высоким качеством сигнала по сравнению с теми, у которых
сигнал слабее. Иными словами, вектора префильтра для слоёв с высокими
сингулярными значениями приближаются к псевдообратному префильтру,
а для слоёв с низкими — к передаче с сопряжённым префильтром, то есть
адаптивный регуляризованный префильтр обеспечивает адаптивную
регуляризацию. В следующем разделе будет показано, что такой подход
приводит к равномерному увеличению спектральной эффективности по
сравнению с базовым методом с единичными весами.

Рассмотрим связь адаптивного регуляризационного префильтра с
другими алгоритмами. Во-первых, видно, что параметр регуляризации в
регуляризационном префильтре Винера представляет собой (арифмети-
ческое) среднее значение регуляризации АРПФ:

σ2

P
tr(S−2) =

σ2L

P
· 1
L

L∑

l=1

s−2
l .

В случае, когда потери мощности в канале всех пользователей примерно
одинаковы sl ≈ s, l = 1, ..., L, АРПФ и префильтр Винера дают схожие
результаты. Во-вторых, связь между префильтрами WRZF и WARZF

формулируется следующим образом:

Теорема 5. Пусть матрица канала имеет вид H = UHSV (см. Лем-
му 1), и обозначим F = UH = SV. Тогда для АРПФ выполняется
следующее соотношение:

WARZF (V) = WRZF (F)S. (44)
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Доказательство.

WRZF (F)S = FH(FFH + λI)−1S = VHS(SVVHS+ λI︸ ︷︷ ︸
B

)−1S =

= VHSS−1(VVH + S−1λIS−1)−1S−1S =

= VH(VVH + λS−2
︸ ︷︷ ︸

A

)−1 = WARZF (V). (45)

Замечание 7. В уравнении (45) акцент сделан на матрицах A =
VVH + λS−2 и B = SVVHS + λI, чтобы использовать их в следую-
щем утверждении 6.

Замечание 8. Формулу АРПФ (39) можно также получить с помощью
PCA-разложения [31], что и утверждается в Теореме 4.

Правая матрица S в формуле (44) может интерпретироваться как
особый вид алгоритма распределения мощности (см. интересное исследо-
вание в [12, разд. 7]), который распределяет общую мощность передачи
между слоями. На практике предпочтительнее использовать WRZF (V), а
не WRZF (F), так как нормы строк матрицы FFH+λI могут существенно
отличаться (вплоть до нескольких порядков), что приводит к несбалан-
сированному распределению мощности между символами (в качестве
альтернативы можно применить корректное распределение мощности
для WRZF (F), как это вытекает из теоремы 4). С другой стороны, пара-
метр регуляризации в WRZF (F) является более естественным и точным.
Исследуемый префильтр WARZF (V) объединяет преимущества этих двух
подходов и реализует их обобщение.

В данной работе мы доказываем теоретические оценки числа обуслов-
ленности обратных ковариационных матриц методов АРПФ и стандартно-
го РПФ, что важно для систем с фиксированной точностью вычислений.

Теорема 6. Пусть VHV(ε) = I + O(ε), ε → 0, и заданы матрицы
A = VHV(ε)+λS−2 → I+λS−2 и B = SVHV(ε)S+λI → S2+λI, которые
инвертируются в соответствующих префильтрах WARZF = VHA−1,
и WRZF = SVHB−1. Тогда числа обусловленности матриц A и B равны
соответственно:

χ(A) =
λs−2

min + 1

λs−2
max + 1

, χ(B) =
λ+ s2max

λ+ s2min

(46)

и между ними выполняется соотношение:

1) χ(A) < χ(B), если λ < s2min < s2max,
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2) χ(A) > χ(B), если s2min < s2max < λ,

где smin и smax — минимальные и максимальные элементы диаго-
нальной матрицы S, а λ = σ2L

P .

Доказательство. Предположение о том, что матрица сингулярных век-
торов пользователей близка к унитарной, справедливо при отборе поль-
зователей с низкой корреляцией: VHV(ε) = I + O(ε), где ε → 0. Тогда
исследуемые матрицы приближаются к диагональным:

A = VHV(ε) + λS−2 = I+O(ε) + λS−2 → I+ λS−2.

B = SVHV(ε)S+ λI = S(I+O(ε))S+ λI = S2 + λI+O(ε)S2 → S2 + λI.

Их функции обусловленности соответствуют выражению (46).
Сравнивая эти функции, можно выделить переходные режимы, в

которых предпочтительнее использовать ту или иную формулу. Если
λ < s2min < s2max, то χ(A) < χ(B), и лучше использовать первую формулу.
Если s2min < s2max < λ, то χ(A) > χ(B), и предпочтительна вторая.

Замечание 9. В случае s2min < λ < s2max нельзя сделать однозначный
вывод — требуется дополнительный анализ. Однако отметим, что
в реальных сетях используется только случай 1) λ < s2min < s2max.
Сингулярные векторы, чьи сингулярные значения меньше мощности
шума, в системе не применяются, поэтому условие χ(A) < χ(B) всегда
выполняется.

Математическая формулировка WARZF = VHA−1 улучшает обуслов-
ленность системы при низком и среднем уровне шума λ, что делает алго-
ритм более точным при реализации в условиях ограниченной разрядной
сетки по сравнению с другой формулировкой метода WRZF = SVHB−1.
Экспериментальное сравнение значения обусловленности показано на
рис. 4.

2.3.2. Асимптотические свойства алгоритма АРПФ

В данном разделе получена асимптотическая оценка функции ОСИШ (16)
для префильтра АРПФ (39) при допущении, что мощность шума на
каждом устройстве значительно меньше мощности принимаемого сигнала.

Используя разложение по формуле Неймана [32], формулируем следу-
ющую лемму

Лемма 3 (Разложение обратной суммы матриц по малому параметру с
остаточным членом в форме O). Рассмотрим обратимые комплексные
матрицы M и n одинакового размера и ранга. Для любого 0 < ε≪ 1 и
detM ̸= 0 справедливо следующее тождество:

(M+ εn)−1 = M−1 − εM−1nM−1 +O(ε2) = M−1 +O(ε).
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Рис. 4. Числа обусловленности χ(A) и χ(B) матриц A и B.

Доказательство. Рассмотрим разложение матричной функции F(ε), за-
висящей от вещественного параметра ε > 0:

F(ε) = F(0) + F′(0)ε+O(ε2), где F(ε) = (M+ εn)−1.

Производная от обратной матрицы приведена в [33, 2.2]:

F′(ε) = −(M+ εn)−1n(M+ εn)−1,

⇒ F′(0) = −M−1nM−1

⇒ F(ε) = (M+ εn)−1 = M−1 − εM−1nM−1 +O(ε2) = M−1 +O(ε).

Следующая теорема 7 описывает асимптотику АРПФ:

Теорема 7. Пусть матрица VVH имеет полный ранг, равный L. Тогда
выполняются следующие асимптотики:

WARZF = VH
(
(VVH)−1 − λ(VVH)−1S−2(VVH)−1 +O(λ2)

)
=

= WZF − λWZFS
−2(VVH)−1 +O(λ2), при λ→ 0+, (47)

WARZF = λ−1VH
(
S2 − λ−1S2(VVH)S2 +O(λ−2)

)
=

= λ−1WMRTS
2 − λ−2WMRTS

2(VVH)S2 +O(λ−3), при λ→ +∞.
(48)
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Доказательство. Для получения асимптотики при λ→ 0+ (47) исполь-
зуем Лемму 3 с M = VVH и n = S−2, а асимптотика при λ→ +∞ (48)
следует из применения Леммы 3 с M = S−2, n = VVH, ε = λ−1.

Свойство при малом шуме в Теореме 7 при λ → 0+ означает, что
алгоритм АРПФ стремится к ПФ. Другая асимптотика при λ → +∞
означает, что при преобладании шума над сигналом АРПФ обслуживает
только UE с наилучшим каналом благодаря множителю S2.

Лемма 4 (Модель системы с учётом префильтра АРПФ). Для префиль-
тра W = WАРПФP, постфильтра G = P−1GC и матрицы корреляции
C = VVH − I = O(λ) при λ→ 0 для системы (1) справедливо:

GHW = I− λS−2 +O(λ2). (49)

Доказательство. Используем Формулу 47:

VWARZF = VVH(VVH + λS−2)−1 = I− λS−2(VVH)−1 +O(λ2) =

= I− λ(I+O(λ))−1 +O(λ2) = I− λS−2 +O(λ2). (50)

GHW = P−1GCH︸ ︷︷ ︸
=V

WARZFP = P−1VWARZFP =

= P−1IP− λP−1S−2P+O(λ2) = I− λS−2 +O(λ2).

Замечание 10. В реальных сетях множество пользователей выбира-
ется с помощью алгоритма планировщика, а число символов каждого
пользователя — алгоритмом адаптации ранга [23]. Оба подхода обеспе-
чивают выполнение C = O(λ).

Используя Лемму 4, получаем следующую теорему:

Теорема 8 (Функция ОСИШ с учётом префильтра АРПФ). Для пре-
фильтра W = WARZFP, постфильтра G = P−1GC и корреляционной
матрицы C = VVH − I = O(λ) функция ОСИШ (16) при условии, что

мощность шума намного меньше мощности сигнала λ =
σ2

P
→ 0 и при

предположении P ∼ pl, ∀l = 1, . . . , L имеет следующий асимптотиче-
ский вид:

SINRl(W,Hk,G
C
l , σ

2) =
pls

2
l

σ2︸︷︷︸
O(λ−1)

−2
pl
P︸︷︷︸

O(1)

+O
(
σ2

P

)

︸ ︷︷ ︸
O(λ)

, λ→ 0. (51)
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Доказательство.

SINRl(W,Hk,G
C
l , σ

2) :=
1− 2λs−2

l +O(λ2)

O(λ4) +
σ2

pls
2
l

=

=
pls

2
l

σ2
(
1− 2λs−2

l +O(λ2)
)
=

=
pls

2
l

σ2︸︷︷︸
O(λ−1)

−2
pl
P︸︷︷︸

O(1)

+O
(
σ2

P

)

︸ ︷︷ ︸
O(λ)

.

2.3.3. Оптимальная регуляризация на основе градиентного ме-
тода

Алгоритм: Оптимальная регуляризация префильтра R (OPT)
Вход: Канал H и его разложение H = UHSV по Лемме 1, мощность
станции P , шум σ2, число итераций N

1) Определим функцию префильтра W(R) по формуле (54)

2) Определим функцию постфильтра G(R) = GMMSE(W(R)) по
формуле (9)

3) Определим целевую функцию JSE(R) = SE(W(R),H,G(R), σ2)
из (16), (18), (21)

4) Задаём точность завершения по градиенту: εg = 10−5

5) Задаём точность завершения по аргументу и значению функции:
εc = 10−9

6) Инициализируем регуляризацию: R0 =
Lσ2

P
S−2
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7) Для n = 0 до N − 1 выполнять:

а) Вычисляем градиент ∇RJ
SE(R)

∣∣
R=Rn

б) Если выполняются условия сходимости по εg или εc:

– Вернуть WOPT = W(Rn)

в) Иначе:

– Вычисляем направление L-BFGS [34] по градиенту: Dn =
D(∇RJ

SE(R)
∣∣
R=Rn

)

– Оптимизируем длину шага: αn = argmax
α

JSE(Rn + αDn)

– Обновляем регуляризацию: Rn+1 = Rn + αnDn

8) Вернуть WOPT = W(RN )

Таблица 2. Оптимальная регуляризация префильтра R (OPT)

Рассматриваемый алгоритм минимизирует квадратичную оптимизаци-
онную задачу (42), однако остаётся вопрос: насколько он хорош относи-
тельно функции суммарной спектральной эффективности (21)?

В работе [5] доказано, что оптимальное решение задачи
max f(SINR1, . . . ,SINRK) при ограничении по суммарной мощности име-
ет форму:

WOPT(V) = µVH(VVH + r)−1, r = diag(r1, . . . , rL). (52)

Хотя аналитически определить конкретные значения r затруднительно,
структура решения остаётся полезной.

В связи с этим мы сравниваем эффективность алгоритма АРПФ с
градиентным поиском по суммарной функции спектральной эффектив-
ности (19). Для этого формулируется итеративное решение с диффе-
ренцируемыми вложенными функциями. Предлагаемое параметрическое
решение сохраняет структуру базового алгоритма РПФ, но оптимизи-
рует целевую функцию спектральной эффективности, что приводит к
заметному улучшению качества. Мы решаем задачу гладкой оптимизации
с ограничениями: требуется найти локальный максимум спектральной
эффективности (21):

максимизировать
R=diag{r1,...,rL}

SE(W(R),H,GMMSE(W), σ2)

при условиях |(wt1, . . . , wtL)|2 ⩽
P

T
, t = 1, . . . , T

(53)
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Параметрическое решение использует формулу РПФ в следующем
виде:

W(V, r) = µ(Ŵ)Ŵ(V, r), Ŵ(r) = VH(VVH + r)−1, (54)

µ(Ŵ) =

√
P/T

max
t

∥(ŵt1, . . . , ŵtL)∥
(55)

Ограничение на максимальную мощность антенн реализуется через
масштабирование матрицы префильтра скаляром µ, что позволяет удо-
влетворить ограничению мощности, сохранив геометрию и желаемые
свойства префильтра.

В дальнейших экспериментах будет оптимизироваться дифференци-
руемая вещественная диагональная матрица r ∈ RL×L, что составляет
одно из основных достижений работы. Сам префильтр W изучен в соот-
ветствующей статье [35].

Процесс постфильтра участвует в расчёте градиента и, следовательно,
является неотъемлемой частью спектральной эффективности. Дифферен-
цируемыми переменными выступают диагональные элементы матрицы
регуляризации, по которым строится префильтр, затем вычисляется
постфильтр. Оба результата используются при расчёте градиента. Регу-
ляризация участвует во всех этих операциях как внутренняя переменная
сложной композиционной функции, и её градиент может быть найден
по правилу дифференцирования сложной функции с использованием
алгоритма обратного распространения ошибки, как это реализовано, на-
пример, в библиотеке PyTorch.

Замечание 11. В рассмотренной градиентной оптимизации префильтр
строится с учётом конкретного постфильтра (в данном случае пост-
фильтра среднеквадратичной ошибки), который предполагается реали-
зуемым на стороне пользователя. Эта идея активно обсуждается в
современной литературе (см., например, [10]) и может быть приме-
нена для улучшения практически любой схемы префильтра с помощью
итеративной процедуры.

3. Результаты моделирования и обсуждение

3.1. Настройка в “Quadriga”

В этом разделе описано, как получены данные с помощью “Quadriga” — от-
крытого ПО для генерации реалистичного радиоканала. Рассматривается
сценарий Urban Non-Line-of-Sight (3GPP_38.901_RMa_NLOS) [22].
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Рис. 5. Пример случайной генерации пользователей в городской среде.

Параметр Значение
Базовая станция
Число станций 1
Координаты (x,y,z), м (0, 0, 25)
Антенн по оси y/z 8 / 4
Расст. между антеннами (y/z) 0.5λ / 1.7λ
Модель антенны 3gpp-macro
Ширина луча (азимут/место), град 60 / 10
Отн. перед/зад лепестков, дБ 20
Всего антенн 64

Приёмник
Антенн по оси x 2
Расст. между антеннами (x) 0.5λ
Модель антенны полуволновый диполь
Всего антенн 4

Симуляция Quadriga
Центр. частота 3,5 ГГц
Выборка на метр 1
Задержка прямого пути 1
Без сферических волн 1

Генератор каналов
Затухание в тени (sigma) 0
Деление кластеров Ложь
Полоса пропускания 100 МГц
Число поднесущих 42

Таблица 3. Параметры генерации канала в “Quadriga”

На рис. 5 показан пример расположения пользователей: они разме-
щаются либо в кластере одного из зданий, либо на земле рядом с ним.
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Пользователи обозначены синими кружками, а базовая станция — крас-
ным. Расстояния между антеннами станции и пользователями малые по
сравнению с расстояниями между станцией и пользователями, поэтому
они изображены отдельными кружками, каждый содержащим несколько
антенн.

Общий алгоритм моделирования для каждого случайного зерна:

1) Генерируем случайную среду вокруг базовой станции;

2) Случайно размещаем пользователей рядом с базовой станцией;

3) Выбираем релевантных пользователей по корреляции.

Далее процедура описана более подробно.
Во-первых, фиксируем положение базовой станции в точке [0, 0, 25].
Во-вторых, выбираем случайные позиции пользователей вокруг стан-

ции:

1) Сэмплируем до 8 центров кластеров (xc, yc) в секторе 120° радиусом
до 2000 м от станции. Каждый кластер соответствует части здания;

2) Задаём случайную высоту кластера zc = 1.5+ (3 ·U({1, . . . , 10})− 1)
м, выбирая этаж равномерно;

3) Для каждого пользователя назначаем кластер c(u) и сэмплируем
(xu, yu) внутри окружности радиуса 60 м вокруг центра кластера;

4) Сэмплируем высоту пользователя: 80% размещаются около этажа
кластера zu = zc(u) + 3U({−1, 0, 1}), и 20% — на улице zu = 1.5м.

В-третьих, сгенерировав матрицы канала для Kmax = 64 пользова-
телей, выполняем отбор, моделируя работу планировщика. Выбираем
K < Kmax пользователей, у которых корреляция не слишком высокая:
corri,j = |VH

i,1Vj,1|2 ≤ 0.3. Число потоков для каждого пользователя
Lk = 2 (политика выбора ранга).

Рассматриваем два сценария:

1) Разные потери мощности на пути (path loss, PL): введён случай-
ный множитель PL ∈ [−10 дБ,+10 дБ] — диапазон, характерный
для близких пользователей (в реальности разброс внутри базовой
станции до 60 дБ);

2) Почти равные потери мощности на пути: si,1 ∼ sj,1 (это поведение
по умолчанию у “Quadriga”).

Результаты усреднены по 40 моделям каналов и выборок пользовате-
лей:
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- H ∈ CK×Rk×T ;

- T = 64 антенн базовой станции;

- K = 4 пользователей;

- R = 16 антенн на стороне пользователя;

- L = 8 передаваемых символов.

Несущая частота выбирается случайно в пределах полосы. Антенная
решётка базовой станции: 8×4 (8 по оси по оси x и 4 по оси y), антенная
решётка на пользователе: 2×1. Каждая позиция антенной решётки имеет
две кросс-поляризованные антенны. Алгоритм генерации даёт реали-
стичную городскую среду. Подробные параметры приведены в Табл. 3
приложения.

3.2. Результаты

Сравниваем адаптивный регуляризованный псевдообратный префильтр
с опорными алгоритмами (сопряжённый префильтр (MRT), псевдооб-
ратный префильтр (ZF), регуляризованный псевдообратный префильтр
(RZF), регуляризованный псевдообратный префильтр Винера (WRZF)) и
оптимальным решением OPT. На рисc. 6, табл. 4 и рисc. 7, табл. 5 пред-
ставлены средняя (J_SE) и минимальная спектральная эффективность
для сценария с разными потерями мощности на путях. Аналогичные
данные для сценария с равными потерями мощности на путях — на
рис. 8/табл. 6 и рис. 9/табл. 7.

Префильтр WMRT (V ) WZF (V ) WZF (F ) WRZF (V ) WRZF (F ) WWRZF (V ) WARZF (V ) WOPT(V )
SU SINR
0 1.45 2.27 0.02 2.37 2.46 1.48 3.91 4.07
4 1.75 3.13 0.05 3.19 2.79 1.84 4.91 5.10
8 2.08 4.16 0.11 4.19 3.10 2.33 6.03 6.32
12 2.41 5.29 0.26 5.31 3.37 3.02 7.17 7.63
16 2.71 6.51 0.54 6.52 3.61 4.02 8.23 9.01
20 2.99 7.79 1.03 7.79 3.66 5.48 9.26 10.42
24 3.24 9.05 1.75 9.05 3.76 7.29 10.23 11.74
28 3.47 10.40 2.77 10.40 4.08 9.58 11.24 13.09
32 3.65 11.65 3.95 11.65 4.73 11.60 12.19 14.17
36 3.76 12.83 5.16 12.83 5.55 13.10 13.13 15.24
40 3.83 13.90 6.34 13.90 6.52 14.21 14.05 16.17

Таблица 4. Таблица соответствует рис. 6 и показывает среднюю спек-
тральную эффективность (SE) различных префильтров в городском мно-
голучевом (NLOS) сценарии с разными потерями пути. Исследуемый
алгоритм — WARZF (V). Оптимальная регуляризация WOPT(V) была
получена с помощью оптимизации методом L-BFGS.
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Рис. 6. Средняя спектральная эффективность (SE) различных префиль-
тров в городском многолучевом (NLOS) сценарии с разными потерями
пути. Зелёная линия совпадает с жёлтой. Матрица F = SV. Значения
приведены в табл. 4.
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Рис. 7. Минимальная спектральная эффективность (SE) среди пользо-
вателей для различных префильтров в городском многолучевом (NLOS)
сценарии с разными потерями пути. Зелёная линия совпадает с жёлтой.
Матрица F = SV. Значения приведены в табл. 5.
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Префильтр WMRT (V ) WZF (V ) WZF (F ) WRZF (V ) WRZF (F ) WWRZF (V ) WARZF (V ) WOPT(V )
SU SINR
0 0.02 0.01 0.02 0.01 0.00 0.02 0.00 0.00
4 0.05 0.02 0.04 0.02 0.01 0.05 0.00 0.00
8 0.12 0.04 0.10 0.04 0.06 0.13 0.00 0.00
12 0.28 0.11 0.19 0.11 0.21 0.29 0.02 0.03
16 0.57 0.26 0.34 0.26 0.59 0.56 0.08 0.11
20 1.04 0.58 0.54 0.58 1.12 1.01 0.28 0.23
24 1.62 1.16 0.76 1.16 1.46 1.67 0.75 0.52
28 2.24 2.19 0.99 2.19 1.56 2.68 1.74 0.89
32 2.67 3.67 1.18 3.67 1.47 4.05 3.34 1.63
36 2.89 5.45 1.34 5.45 1.47 5.70 5.29 2.74
40 3.00 7.52 1.47 7.52 1.51 7.67 7.49 4.25

Таблица 5. Таблица соответствует рис. 7 и показывает минимальную
спектральную эффективность (SE) различных префильтров в городском
многолучевом (NLOS) сценарии с разными потерями пути. Исследуемый
алгоритм — WARZF (V). Оптимальная регуляризация WOPT(V) была
получена с помощью оптимизации методом L-BFGS.

Адаптивный регуляризованный псевдообратный префильтр показыва-
ет лучшую среднюю спектральную эффективность: адаптивная регуляри-
зация учитывает потери мощности на пути и порядок сингулярных значе-
ний каждого пользователя. В диапазоне высоких одномользовательских
ОСИШ псевдообратный префильтр лучше сопряжённого префильтра.
При равных потерях мощности на путях спектральная эффективность
АРПФ примерно равена спектральной эффективности префильтру Вине-
ра; при разных потерях мощности на путях префильтр Винера заметно
хуже, а АРПФ выигрывает.

OPT (чёрная линия) — градиентный поиск — даёт лучшие результаты,
но слишком затратен вычислительно. Тем не менее он полезен как верхняя
оценка: он показывает потенциал улучшения АРПФ. Анализ минимальной
спектральной эффективности показывает, что АРПФ улучшает среднюю
спектральную эффективность, но слабее для самых слабых пользователей,
особенно при низком однопользовательском ОСИШ. Такая разница между
средней и минимальной сапектральной эффективностью известна [12].

На рис. 8/табл. 6 и рис. 9/табл. 7 представлены аналогичные ре-
зультаты для равных потерь мощности на пути : АРПФ превосходит по
средней спекральной эффективности, но не по минимальной; при этом
он совпадает с префильтром Винера, когда потери мощности на пути
одинаковые.
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Рис. 8. Средняя спектральная эффективность (SE) различных префиль-
тров в городском многолучевом (NLOS) сценарии с равными потерями
пути (см. табл. 6). Красная линия WARZF (V) совпадает с синей линией
WWRZF (V), что говорит о равенстве работы алгоритмов при одинаковых
потерях.
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Рис. 9. Минимальная спектральная эффективность (SE) среди пользо-
вателей для различных префильтров в городском многолучевом (NLOS)
сценарии с равными потерями пути (см. табл. 7).

Префильтр WMRT (V ) WZF (V ) WZF (F ) WRZF (V ) WRZF (F ) WWRZF (V ) WARZF (V ) WOPT(V )
SUSINR
0 1.00 0.54 0.25 0.96 1.19 1.12 1.19 1.39
4 1.60 1.11 0.57 1.56 1.86 1.92 1.99 2.26
8 2.25 2.08 1.23 2.46 2.71 3.03 3.09 3.49
12 2.85 3.54 2.40 3.81 3.81 4.46 4.47 5.03
16 3.30 5.41 4.09 5.57 5.12 6.14 6.12 6.86
20 3.57 7.52 6.11 7.60 6.73 8.00 7.99 8.83
24 3.73 9.64 8.23 9.69 8.56 9.94 9.90 10.83
28 3.81 11.56 10.19 11.59 10.36 11.73 11.70 12.74
32 3.85 13.29 11.99 13.31 12.07 13.38 13.36 14.59
36 3.87 14.57 13.34 14.58 13.38 14.62 14.60 16.02
40 3.88 15.50 14.36 15.51 14.38 15.53 15.52 17.15

Таблица 6. Таблица соответствует рис. 8 и показывает среднюю спектраль-
ную эффективность различных префильтров в городском многолучевом
(NLOS) сценарии. Исследуемый алгоритм — WARZF (V). Оптимальная
регуляризация WOPT(V) была настроена с помощью алгоритма оптими-
зации L-BFGS.
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Префильтр WMRT (V ) WZF (V ) WZF (F ) WRZF (V ) WRZF (F ) WWRZF (V ) WARZF (V ) WOPT(V )
SUSINR
0 0.42 0.16 0.24 0.33 0.33 0.45 0.09 0.11
4 0.85 0.38 0.56 0.60 0.83 0.91 0.30 0.33
8 1.48 0.86 1.21 1.08 1.71 1.60 0.83 0.91
12 2.18 1.77 2.36 1.96 3.05 2.58 1.85 1.89
16 2.67 3.22 4.00 3.34 4.70 3.88 3.40 3.35
20 2.90 5.12 5.86 5.19 6.51 5.55 5.34 5.33
24 2.99 7.25 7.67 7.28 8.07 7.49 7.41 7.38
28 3.02 9.19 9.16 9.21 9.35 9.33 9.30 9.67
32 3.04 10.84 10.31 10.85 10.40 10.92 10.91 11.54
36 3.04 11.93 11.02 11.93 11.06 11.97 11.96 12.83
40 3.05 12.61 11.44 12.62 11.45 12.63 12.63 13.74

Таблица 7. Таблица соответствует рис. 9 и показывает минимальную
спектральную эффективность различных префильтров в городском мно-
голучевом (NLOS) сценарии. Исследуемый алгоритм — WARZF (V). Опти-
мальная регуляризация WOPT(V) была настроена с помощью алгоритма
оптимизации L-BFGS.

4. Заключение

Ключевая задача статьи – оптимизация метода построения префильтра
в многопользовательской системе с множеством антенн, в том числе
на каждом приемном устройстве. В статье мы анализируем производи-
тельность различных линейных методов (сопряжённый префильтр, псев-
дообратный префильтр, регуляризованный псевдообратный префильтр,
регуляризованный псевдообратный префильтр Винера) и вводим простую
эвристическую модель адаптивного регуляризованного псевдообратного
префильтра. Аналитически изучаем связь адаптивного регуляризован-
ного псевдообратного префильтра с регуляризованным псевдообратным
префильтром, а также их асимптотическое соотношение. Получаем оцен-
ку ОСИШ при низком шуме. Проведенное тестирование на реалистичном
канале в системе “Quadriga” показывает стабильное улучшение средней
(по принимающим устройствам) спектральной эффективности по сравне-
нию с эталонными методами. Важно отметить, что при этом минимальная
спектральная эффективность (рассчитываемая на подмножестве прини-
мающих устройств с самым плохим априорным ОСШ) практически не
меняется. Результаты для предложенного префильтра также сравнива-
ются с нелинейнымй методом OPT, который градиентным алгоритмом
оптимизирует целевую функцию и таким образом дает хорошую оценку
для доступной верхней границы решения.
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Доступность данных и материалов

Матрицы каналов, сгенерированные в “Quadriga”, и полный Python-код
доступны на GitHub: https://github.com/eugenbobrov/Adaptive-Regularized-
Zero-Forcing-Beamforming-in-Massive-MIMO-with-Multi-Antenna-Users.

Adaptive Regularized Zero-Forcing Beamforming in Massive
MIMO with Multi-Antenna Users

Bobrov E.A., Minenkov D.S., Yudakov D.A.

Modern cellular networks utilize massive MIMO technology with
multiple antennas. This work investigates the adaptive regularized Zero-
Forcing method employing special regularization based on SVD. We
conduct theoretical analysis, performance evaluation, and comparison
with other methods through simulations using the Quadriga channel
model.

Keywords: Telecommunications, MIMO, optimization, singular
value decomposition (SVD), signal-to-interference-and-noise ratio
(SINR), spectral efficiency
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