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1. Введение

В настоящей работе демонстрируется эффект, показывающий наличие ка-
чественной разницы (для базисов B0 = {x& y, x∨ y, x̄}, B0,1 = {x& y, x̄},
B∗

0,1 = {x ∨ y, x̄}, B0,2 = {x & ȳ, x̄}, B∗
0,2 = {x ∨ ȳ, x̄}) между поведе-

ниями функций Шеннона длины единичного проверяющего теста при
константных неисправностях на выходах элементов в булевых формулах
и в схемах из функциональных элементов (СФЭ). Именно, указанные
функции Шеннона для СФЭ ограничены сверху константами для любого
значения аргумента, тогда как в случае формул эти функции Шенно-
на растут асимптотически не медленнее, чем число n переменных, от
которых зависят булевы функции.

Все определения, не введенные в этой статье, можно почерпнуть из
книг [1, 2].
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Булева формула может быть представлена как СФЭ (над тем же
базисом, что и формула) с одним выходом без ветвлений на выходах
функциональных элементов (ФЭ) [1, §§ 2–3 гл. 2]. Поэтому при описании
формул (как СФЭ формульного типа) будет повсеместно использоваться
схемная терминология. Будем в любой базис неявно включать тожде-
ственную функцию.

Пусть на реализовывавшую булеву функцию f(x1, . . . , xn) СФЭ S над
полным базисом B подействовал источник неисправностей U , превратив
схему S в любую схему из конечного содержащего схему S множества
H схем. Обычно источник неисправностей сохраняет множество входов
и множество выходов исходной схемы и определяется теми поломками,
которые он может произвести в схеме. При тестовом исследовании схемы
анализируются значения на выходе схемы, являющиеся откликом схемы
на подачу на входы схемы входных наборов.

Константная неисправность на выходе ФЭ есть результат замены ис-
ходного ФЭ на функциональный элемент, реализующий константу. Через
Oc

1 (IOc
1) обозначается источник одиночных произвольных константных

неисправностей на выходах ФЭ (соответственно, источник одиночных
произвольных константных неисправностей на входах и выходах ФЭ).

Множество T входных наборов схемы S является проверяющим те-
стом для схемы S относительно источника неисправностей U тогда и
только тогда, когда для любой схемы S′ из множества H имеет место им-
пликация: если S′ реализует булеву функцию g(x1, x2, . . . , xn), не равную
f , то в T найдется набор α̃ такой, что f(α̃) ̸= g(α̃).

Число наборов в тесте T обозначается через L(T ) и называется длиной
теста T . Минимальный тест — это тест минимальной длины. Длина
минимального проверяющего теста для схемы S относительно источника
неисправностей U будет обозначаеться через Ldt(U, S).

Схема S считается неизбыточной относительно источника неисправ-
ностей U , если при любой меняющей хоть на каком-то входном наборе
значение на выходе хоть какого-то функционального элемента порож-
денной источником U одиночной поломке функционального элемента
(т. н. нетривиальной поломке) полученная схема реализует функцию, не
равную исходной функции f (реализуемой S в при отсутствии поломок).
Под длиной минимального проверяющего теста для реализуемой СФЭ
(формулами) над базисом B булевой функции f относительно источ-
ника неисправностей U понимается величина Ldt

C,B(U, f) (соответствен-
но Ldt

F,B(U, f)), представляющая собой минимум по всем неизбыточным
реализующим f схемам (соответственно формулам) S над базисом B
величин Ldt(U, S). Если для функции f отсутствуют реализующие ее
неизбыточные относительно источника неисправностей U СФЭ (форму-
лы) над базисом B, то будем считать, что Ldt

C,B(U, f) = 0 (соответственно
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Ldt
F,B(U, f) = 0). Функцией Шеннона длины проверяющего теста относи-

тельно источника неисправностей U для СФЭ (формул) над базисом
B называется величина Ldt

C,B(U, n) = max
f∈P2(n)

Ldt
C,B(U, f) (соответственно

Ldt
F,B(U, n) = max

f∈P2(n)
Ldt
F,B(U, f)).

Перечислим результаты, связанные с оцениванием функций Шенно-
на длины единичного проверяющего теста относительно произвольных
константных неисправностей на выходах функциональных элементов в
СФЭ. Если не оговорено иное, оценки функций Шеннона приведены для
произвольного целого положительного n.

В [4] фактически установлено, что в базисе B1 = {x & y, x ⊕ y, 1}
любая булева функция n переменных моделируется формулой (с одной
добавочной переменной), обладаающей универсальным единичным прове-
ряющим тестом длины не более n+4 относительно IOc

1. В [5] эта верхняя
оценка понижается до n+ 3, а в [2, стр. 113–116] фактически доказано
неравенство Ldt

F,B1
(IOc

1, n) ⩽ n+ 3. В работах [6]–[9] продемонстрирова-
но, что Ldt

C,B(O
c
1, n) ⩽ n + 3 в произвольном полном базисе B (в ряде

базисов, по существу, строятся формулы, а не СФЭ). В [10] для базиса
B′

1 = {x & y, x ⊕ y, x ∼ y} получено неравенство Ldt
C,B′

1
(IOc

1, n) ⩽ 16.
В [11] установлено, что 2 ⩽ Ldt

C,B(O
c
1, n) ⩽ 4 для произвольного конеч-

ного полного базиса B. В [12] доказано, что при n ≥ 3 в любом пол-
ном базисе B, содержащемся в множестве элементарных конъюнкций
с одинаковыми степенями переменных, линейных функций двух пере-
менных и функций, представляющих собой конъюнкцию x1x̄2 и неко-
торой функции, Ldt

C,B(O
c
1, n) ⩾ 3. В [13] установлено точное значение

Ldt
C,{xy, x̄, x⊕y⊕z}(O

c
1, n) = 2. В [14] доказано, что Ldt

C,{xy, x⊕y, 1, 0}(O
c
1, n) ⩽ 3.

Отметим, что в работах [3]–[8], [12]–[14] применяется иное определение
неизбыточности схемы, не делающее исключений для тривиальных поло-
мок неконстантных ФЭ.

2. Формулировка и доказательство основного ре-
зультата

В данной статье устанавливается следующее утверждение о значениях
функции Шеннона длины единичного проверяющего теста относительно
одиночных константных неисправностей на выходах элементов для фор-
мул над базисами B0 = {x&y, x∨y, x̄}, B0,1 = {x&y, x̄}, B∗

0,1 = {x∨y, x̄},
B0,2 = {x& ȳ, x̄}, B∗

0,2 = {x ∨ ȳ, x̄}.

Теорема 1. Для любого базиса B из множества {B0, B0,1, B∗
0,1,

B0,2, B∗
0,2} при n → ∞ для почти всех булевых функций
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f(x1, . . . , xn) имеет место следующая асимптотическая нижняя оценка:
Ldt
F,B(O

c
1, f(x1, . . . , xn)) ≥ n · (1 + o(1)).

Из этого утверждения мгновенно вытекает теорема 2.

Теорема 2. Для любого базиса B из множества {B0, B0,1, B∗
0,1, B0,2,

B∗
0,2} при n→∞ имеет место следующая асимптотическая нижняя

оценка: Ldt
F,B(O

c
1, n) ≥ n · (1 + o(1)).

Для доказательства теоремы 1 докажем несколько лемм, вводя неко-
торые понятия.

Лемма 1. Для любой тождественно не равной константе булевой функ-
ции f(x1, . . . , xn) существует реализующая ее неизбыточная формула
над произвольным базисом B из множества {B0, B0,1, B∗

0,1, B0,2, B∗
0,2}.

Доказательство. Пусть Df = K1 ∨K2 ∨ · · · ∨Ks — формула над базисом
B0, представляющая собой какую-то тупиковую ДНФ функции f так, что
слагаемые реализованы цепочками конъюнкторов (на незадействованные
в цепочках входы конъюнкторов подаются переменные или отрицания
переменных) и собраны в указанном порядке в логическую сумму цепоч-
кой дизъюнкторов. В силу тупиковости Df найдется такой набор α, что
K1(α) = 1, тогда как K2(α) = · · · = Ks(α) = 0. На наборе α обнаружива-
ются все неисправности типа 0 на выходах всех дизъюнкторов. Так как
f ̸≡ const, найдется набор β такой, что f(β) = 0. На наборе β обнаружи-
ваются все неисправности типа 1 на выходах всех дизъюнкторов. В силу
тупиковости ДНФ Df для каждого i = 1, s найдется такой набор αi, что
Ki(αi) = 1, тогда как остальные слагаемые на этом наборе обращаются в
0. На этом наборе обнаруживаются все неисправности типа 0 на выходах
конъюнкторов из Ki и всех инверторов из Ki. В силу тупиковости ДНФ
Df для каждого множителя x

ξj
j произвольной простой импликанты Ki

(i = 1, s) найдется такой набор βi,j , что f(βi,j) = 0, xj = ξ̄j , но при вы-
брасывании множителя x

ξj
j из слагаемого Ki полученная элементарная

конъюнкция (или константа 1, если множитель единственный) будет об-
ращаться в 1. На этом наборе βi,j обнаруживается неисправность типа 1
на выходе того конъюнктора из Ki, на вход которого подается буква x

ξj
j ,

и того инвертора (если ξj = 0) из Ki, который связан с входом xj . Таким
образом, для случая базиса B0 все неисправности обнаружены.

Переход к базису B0,1 осуществляется заменой цепочки дизъюнкторов
на отрицание цепочки конъюнкторов, на входы которых подаются отрица-
ния слагаемых, упоминавшихся в предыдущем абзаце. Ясно, что тест для
тупиковой ДНФ над базисом B0 окажется и тестом для перестроенной
указанным образом формулы над базисом B0,1. Доказательство утвержде-
ния для базиса B∗

0,1 осуществляется теперь по принципу двойственности.

165



Переход от базиса B0,1 к базису B0,2 осуществляется добавлением ча-
сти инверторов и избавлением от иной части инверторов включением
отрицания в базисную функцию x & ȳ. Тест не изменит своего вида.
Доказательство утверждения для базиса B∗

0,2 осуществляется теперь по
принципу двойственности. Лемма доказана.

Нагруженным ФЭ формулы Σ над базисом B из ФЭ с не более чем
двумя входами называется всякий из двухвходовых ФЭ в Σ, к каждому
входу которого проведена дуга от функционального элемента.

Под нагруженной сложностью Č(Σ) (нагруженной глубиной Ď(Σ))
формулы Σ над базисом B из ФЭ с не более чем двумя входами понима-
ется количество нагруженных ФЭ в Σ (соответственно, максимум — по
всем ориентированным цепям в Σ — количества нагруженных элементов
цепи).

Под нагруженной сложностью ČFB(f) (нагруженной глубиной ĎF
B(f))

реализации функции f формулами над базисом B из ФЭ с не более чем
двумя входами понимается минимум — по всем реализующим f формулам
Σ над базисом B — величины Č(Σ) (соответственно величины Ď(Σ)).

Лемма 2. Пусть Σ — неизбыточная относительно Oc
1 формула над

базисом B (B ∈ {B0, B0,1, B∗
0,1, B0,2, B∗

0,2}), реализующая отличную
от тождественной константы булеву функцию f(x1, . . . , xn). Тогда
Ldt(Oc

1,Σ) ≥ Ď(Σ).

Доказательство. Если в формуле Σ имеются ФЭ, на выходах которых
реализуются константы, осуществим приведение формулы Σ, последова-
тельно заменяя ФЭ, на входы которых подаются константы, на константы,
проводники или инверторы и удаляя висячие ФЭ до тех пор, пока не
получится неизбыточная формула Σ′, в которой нет ФЭ, на выходах ко-
торых реализуются константы (это возможно в силу того, что f ̸≡ const).
Очевидно, Ldt(Oc

1,Σ) ≥ Ldt(Oc
1,Σ

′).
Будем теперь предполагать, что в неизбыточной формуле Σ нет функ-

циональных элементов, на выходах которых реализуются константы.
Тогда для любого единичного проверяющего теста для Σ относительно
Oc

1 на наборах этого теста на выходах каждого ФЭ Σ будут появляться оба
булевых значения. Рассмотрим цепь P максимальной нагруженной глуби-
ны в Σ и произвольный нагруженный ФЭ E в ней, которому приписана
булева функция (x& yσ1)σ2 из базиса B.

Если передача сигналов вдоль цепи P осуществляется через левый
вход E, то для проверки неисправности типа σ1 на выходе того ФЭ, дуга
от которого подается на правый вход E, в тест должен входить такой
набор, что на входах E на этом наборе возникают значения (1, σ̄1). Но
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на этом наборе в силу того, что (x & σ̄σ1
1 )σ2 = σ̄2, никакая неисправ-

ность нагруженного ФЭ, лежащего на цепи P выше E, не может быть
обнаружена.

Аналогично, если передача сигналов вдоль цепи P осуществляется
через правый вход E, то для проверки неисправности типа 1 на выходе
того ФЭ, дуга от которого подается на левый вход E, в тест должен
входить такой набор, что на входах E на этом наборе возникают значения
(0, σ1). Но на этом наборе в силу того, что (0 & yσ1)σ2 = σ̄2, никакая
неисправность нагруженного ФЭ, лежащего на цепи P выше E, также не
может быть обнаружена.

Значит, для каждого следующего нагруженного ФЭ цепи P в тест дол-
жен входить по крайней мере один новый набор, откуда с очевидностью
следует утверждение леммы.

Примитивной цепью в формуле Σ назовем всякую максимальную
по включению функциональных элементов и входов схемы цепь в Σ,
не содержащую нагруженных ФЭ (в случае двух последовательных на-
груженных ФЭ в некоторой цепи будем считать, что примитивная цепь
между этими элементами не содержит ФЭ).

Через ||ǓF
B(Č, n)|| обозначим число попарно неравных булевых функ-

ций вида f(x1, . . . , xn), реализуемых формулами над базисом B, имеющи-
ми нагруженную сложность не выше Č. В следующей лемме приводится
асимптотическая нижняя оценка величины ČFB(f) для почти всех булевых
функций f(x1, . . . , xn) (то есть для такой доли функций из множества
P2(n) всех булевых функций от переменных (x1, . . . , xn), которая стре-
мится к 1 при n→∞).

Лемма 3. Для почти всех булевых функций f(x1, . . . , xn) из множе-
ства P2(n) при n → ∞ и B ∈ {B0, B0,1, B∗

0,1, B0,2, B∗
0,2} имеет место

асимптотическая нижняя оценка

ČFB(f(x1, . . . , xn)) ≥
2n

2n log n
· (1 + o(1)).

Доказательство. Занумеруем нагруженные ФЭ формулы Σ в порядке
обхода в глубину. Ясно, что на каждый вход нагруженного элемента
подается некоторая примитивная цепь, и от выхода ближайшего к кор-
ню формулы ФЭ до корня формулы Σ ведет примитивная цепь. Если
примитивная цепь начинается от входа схемы, то этот вход схемы всегда
относится к примитивной цепи, даже если иных вершин в примитив-
ной цепи нет. Если примитивная цепь начинается после нагруженного
ФЭ, будем использовать новую переменную x0 для кодирования нагру-
женного ФЭ, после которого начинается примитивная цепь. Используя
стандартные эквивалентные преобразования формул, легко показать,
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что произвольная не равная константе булева функция, реализуемая
примитивной цепью, допускает реализацию бесповторной примитивной
цепью (без повторов одинаковых переменных). Но, как мы, фактиче-
ски, видели в доказательстве леммы 2, для реализации неконстантных
булевых функций можно обойтись без констант, реализуемых прими-
тивными цепями. Используя правила де Моргана, всякую неконстант-
ную булеву функцию, реализуемую примитивной цепью над базисом B,
можно представить в виде ((· · · ((xτ00 ◦0 xτ1i1 ) ◦1 x

τ2
i2
) ◦2 · · · ) ◦t−1 x

τt
t ) или

в виде ((· · · (xτ1i1 ◦1 x
τ2
i2
) ◦2 · · · ) ◦t−1 x

τt
t ), где ◦j — конъюнкция или дизъ-

юнкция, τj ∈ {0, 1}, i1, . . . , it — попарно различные числа из множества
{1, . . . , n} (j = 0, t, t ≤ n). Поставим формуле Σ в соответствие вектор
γ = (γ0, γ1, . . . , γČ) длины Č + 1, в котором γ0 — булева функция g0,
реализуемая или примитивной цепью, ведущей от выхода ближайшего
к корню формулы ФЭ до корня формулы Σ, или самой формулой Σ,
если в Σ нет нагруженных ФЭ, а γν = (φν , g

′
ν , g

′′
ν ) (ν = 1, Č(Σ)), где φν

— тип ν-го нагруженного ФЭ (функция из B), g′ν (g′′ν ) булева функция,
реализуемая примитивной цепью, подающейся на левый (соответствен-
но правый) вход ν-го нагруженного ФЭ. Элементы γν (ν = Č(Σ) + 1, Č)
устроены аналогично предыдущим, но произвольны (то есть строятся
для фиктивных ФЭ и примитивных цепей). Заметим: количество видов
каждой из булевых функций g0, g′1, g′′1 , . . . , g′Č , g

′′
Č не превосходит вели-

чины n! · 2n · 3n+1 = 3 · n! · 6n (n! — число перестановок переменных с
x1 по xn, 2n — количество способов расстановки n конъюнкторов или
дизъюнкторов, 3n+1 — количество способов вхождения переменных с
x0 по xn: каждая переменная либо входит без отрицания, либо входит
с отрицанием, либо не входит в представление булевой функции). Оче-
видно, что количество ||ǓF

B(Č, n)|| не больше числа наборов γ, а, значит,
удовлетворяет неравенствам:

||ǓF
B(Č, n)|| ≤ (3 · n! · 6n)2Č+1 · 2Č + 2 ≤ (18 · (n!)2 · 36n)Č+1. (1)

Занумеруем все функции f из P2(n) по неубыванию значения ČFB(f)
их нагруженной сложности в классе формул над базисом B и обозначим
через f̂ функцию с номером ⌈22n/n⌉, тогда для нагруженной сложности
функции f̂ в качестве Č будет, очевидно, выполняться неравенство

||ǓF
B(ČFB(f̂), n)|| ≥ 22

n
/n. (2)

Сличая (1) и (2), получим:

(18 · (n!)2 · 36n)ČF
B(f̂)+1 ≥ 22

n
/n,

(ČFB(f̂) + 1) · log(18 · (n!)2 · 36n) ≥ 2n − log n,
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а, значит, для почти всех функций f(x1, . . . , xn) из P2(n) будет иметь
место неравенство:

ČFB(f(x1, . . . , xn)) ≥
2n

2n log n
· (1 + o(1)).

В полной аналогии со стандартным неравенством между сложностью
и глубиной формулы [1, лемма 2.1 на стр. 83] из предыдущей леммы
мгновенно получаем следующее утверждение.

Лемма 4. Для почти всех булевых функций f(x1, . . . , xn) из множе-
ства P2(n) при n → ∞ и B ∈ {B0, B0,1, B∗

0,1, B0,2, B∗
0,2} имеет место

асимптотическая нижняя оценка

ĎF
B(f(x1, . . . , xn)) ≥ n · (1 + o(1)).

Теперь утверждение теоремы 1 получается последовательным приме-
нением лемм 1, 2 и 4.

Авторы выражают глубокую благодарность профессору Сергею Ан-
дреевичу Ложкину за полезные советы и внимание к работе.
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The Growing Lower Bound for the Shannon Function of the
Detection Test Set Cardinality with Respect to Single Stuck-at

Faults at the Outputs of Gates in Formulas over Bases Close to the
Standard One

Cui Zh., Romanov D.S.
Lower bounds asymptotically equal to the number of variables are

established for Shannon functions of the cardinality of single fault
detection test set with respect to stuck-at faults at outputs of gates in
Boolean formulas over bases {x& y, x ∨ y, x̄}, {x& y, x̄}, {x ∨ y, x̄},
{x& ȳ, x̄}, {x ∨ ȳ, x̄}.
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