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Данная статья посвящена поиску расстояния между парами
слов в общем конечном алфавите под действием операции заме-
ны одной буквы в две (соседние) и вычислению соответствующей
кратчайшей цепочки замен (в случае ее существования). Изначаль-
но задача ставилась в более общей формулировке для пары регу-
лярных языков, но позднее постановка задачи была уточнена. При
этом рассмотрены две возможности - с разрешением замены ранее
отсутствовавших в исходном слове букв или с запретом таких опе-
раций. Данное направление актуально и может быть использовано,
например, в теории помехоустойчивого кодирования. В частности,
стоит упомянуть метрику Левенштейна, вдохновляющую на анало-
гичные исследования относительно нового вида операций буквен-
ной замены.
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1. Введение

В области распознавания текстов многие классические приложения ис-
пользуют меры расстояния для определения сходства между данными.
В частности, используются расстояние Хэмминга, которое подсчитывает
различные позиции между двумя словами одинаковой длины, и рассто-
яние Левенштейна [1] (расстояние редактирования), которое вычисляет
количество операций, необходимых для преобразования одного слова в
другое. Расстояние редактирования — это обычная метрика, используе-
мая для расчета сходства между двумя последовательностями, которая
включает операции вставки, удаления и замены символов[2]. По произ-
вольной паре слов необходимо уметь эффективно находить расстояние
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между ними. Эта проблема возникает в нескольких областях, включая
обработку естественного языка и вычислительную биологию.

В этой статье будет решаться такая же проблема, но для другого ви-
да операций: замена одной буквы на две. Ставится основная задача:
по произвольной паре слов найти эффективный алгоритм, проверяю-
щий возможность преобразования слов друг в друга, рассчитывающий
минимальное достаточное количество операций и дающий возможность
эффективно восстановить соответствующую цепочку преобразований.

2. Основные определения и результаты

Определение 1. Алфавит A - некоторое конечное непустое множество
символов.

Определение 2. Слово в алфавите A - конечная последовательность
символов данного алфавита.

Определение 3. Множество всех слов данного алфавита обозначаем
A∗.

Определение 4. Длиной |α| слова α назовем количество символов в
этом слове.

Определение 5. Пусть α, β ∈ A∗. Говорим, что слово α получается из
слова β применением операции *, если найдется представление

α = α1aα2,
β = α1b1b2α2

для некоторых a, b1, b2 ∈ A, α1, α2 ∈ A∗.

Определение 6. Пусть α, β ∈ A∗. Если слово α можно превратить в
слово β с помощью конечного применения операций *, то обозначаем
это через α ∗−→ β.

Определение 7. Пусть α, β ∈ A∗. Если слово α можно превратить в
слово β с помощью 1 применения операции *, то обозначаем это через
α

∗,1−−→ β.

Определение 8. Пусть α, β ∈ A∗. Если слово α можно превратить в
слово β с помощью конечного применения операций *, и при этом мы
имеем возможность заменять только первоначальные буквы α, то обо-
значаем это через α ∗∗−→ β (это означает, что мы не можем заменять
новые буквы еще раз).
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Определение 9. Для произвольной пары слов α, β ∈ A∗ обозначаем
через f1(α, β) минимальное количество операций *, которых достаточно,
чтобы превратить α в β . Если это не возможно, то f1(α, β) =∞.

Определение 10. Для произвольной пары слов α, β ∈ A∗ обозначаем
через f2(α, β) минимальное количество операций * с дополнительным
ограничением на невозможность замены уже добавленных букв, кото-
рого достаточно, чтобы превратить α в β. Если это не возможно, то
f2(α, β) =∞.

Замечание 1. Введенные функции f1, f2 не являются метриками, по-
скольку они не удовлетворяют ни условию симметричности, ни неравен-
ству треугольника.

Замечание 2. Не для каждой пары слов значения f1(α, β), f2(α, β) ко-
нечны. Например,

f1(00, 111) = f2(00, 111) =∞.

Замечание 3. Приведем пример пары слов, иллюстрирующих различие
f1, f2:

f1(00, 11111) = 3.
f2(00, 11111) =∞.

Определение 11. Алгоритм Т.
Пусть есть 2 слова α, β ∈ A∗:

α = a1a2...an,
β = b1b2...bm.

Пусть также известно, что длина α не превосходит длину β, то есть
n = |α| ≤ |β| = m.

Проверяем на равенство первые буквы слов.
а. Если a1 = b1, то отбрасываем по первой букве из каждого слова:

α = a1α̂,
β = b1β̂,
a1 = b1.

Если α̂, β̂ не пусты, то запускаем алгоритм для новой пары α̂, β̂.
Иначе алгоритм заканчивает работу.

Если α̂ пусто, то алгоритм заканчивает работу со значением 1.
Если α̂ не пусто, а β̂ пусто, то алгоритм заканчивает работу со

значением 0.
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b. Если a1 6= b1 и m ≥ 2, то отбрасываем 1 букву из первого слова и
2 буквы из второго слова:

α = a1α̂,
β = b1b2

̂̂
β.

Если α̂, ̂̂β не пусты, то запускаем алгоритм для новой пары α̂,
̂̂
β.

Иначе алгоритм заканчивает работу.
Если α̂ пусто, то алгоритм заканчивает работу со значением 1.
Если α̂ не пусто, а ̂̂β пусто, то алгоритм заканчивает работу со

значением 0.

c. Если равенство a1 = b1 не выполняется и m = 1, алгоритм закан-
чивает работу со значением 0.

Определение 12. Если даны пара слов α, β ∈ A∗, причем |α| ≤ |β|, и
алгоритм Т закончил работу со значением 1, то говорим, что α влезает
в β, и обозначим это через α T−→ β. Иначе говорим, что α не влезает в β.

Теорема 1. Существует линейный по времени выполнения алгоритм,
эффективно вычисляющий по произвольной паре слов α, β ∈ A∗ значе-
ния f1(α, β), f2(α, β), и, в случае их конечности, находящий последова-
тельность соответствующих преобразований α

∗−→ β, α
∗∗−→ β.

3. Вспомогательные утверждения

Лемма 1. Пусть α, β ∈ A∗, тогда:
1) Если α

T−→ β, то α T−→ aβ,
2) Если aα

T−→ β, то α T−→ β.

Доказательство. Обозначим

α = a1α̂,
β = b1β̂.

Если при этом β̂ не пусто, то обозначим β̂ = b2
̂̂
β.

Сформулируем k-ое утверждение индукции – это утверждение леммы
при ограничении |α| + |β| = k. При k = 2 верно только первое свойство
леммы (второе свойство в этом случае не выполнимо), при k ≥ 3 оба
свойства леммы верны.

База индукции: Проверим свойство 1 для случаев k=2, 3.
k = 2 и |α| + |β| = 2. Значит |α| = |β| = 1. То есть α = a1 и β = b1.

Так как α T−→ β, то a1 = b1.
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Значит aβ = ab1 и получаем a1
T−→ ab1.

Пусть теперь k = 3 и |α| + |β| = 3. Тогда, так как α T−→ β, то длины
|α| = 1, |β| = 2. Тогда α = a1, β = b1b2. В этом случае a1

T−→ b1b2. Тогда
верно и a1

T−→ ab1b2.
Проверим свойство 2. k = 3 и |α| + |β| = 3. Тогда, так как aα T−→ β,

то |α| = 1, |β| = 2. Тогда α = a1, β = b1b2. Знаем, что aa1
T−→ b1b2. Это

возможно только в том случае, если a = b1, a1 = b2. Тогда, очевидно,
a1

T−→ b1b2.
Переход индукции: Предположим, что мы доказали утверждение

индукции для пар слов α и β с суммарной длиной не выше k.
Докажем утверждение индукции для пар слов α и β суммарной дли-

ной k + 1.
Докажем первую часть леммы:
Случай 1:

a1 = b1, a1 6= a.

Тогда в результате применения алгоритма T для пары слов α, β про-
изойдет замена a1

T−→ b1 и α̂ T−→ β̂.
Тогда для пары слов α, aβ произойдет замена a1

T−→ ab1 и дальше уже
факт, который знаем: α̂ T−→ β̂.

Рис. 1.

Замечание 4. Текст рассуждения здесь и далее не меняется в случае
пустого α̂. Далее про это отдельно говориться не будет.

Случай 2:

a1 = b1 = a

Для слов α, β произойдет замена a1
T−→ b1, и мы знаем, что α̂ T−→ β̂.

Так как |α̂| + |β̂| ≤ k, то по предположению индукции α̂
T−→ b1β̂. И

для слов α, aβ произойдет замена a1
T−→ a:

Случай 3:

a1 6= b1, a1 = a.
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Рис. 2.

В слове β точно есть как минимум 2 символа b1, b2, в силу условия
|α|+ |β| = k, k ≥ 3.

Тогда, по нашему алгоритму, для слов α, β мы знаем, что a1
T−→ b1b2

и α̂ T−→ ̂̂
β.

Далее, для слов α, aβ получаем a1
T−→ a, и по предположению индук-

ции 2 раза применяем первое свойство Леммы: α̂ T−→ b1b2
̂̂
β.

Рис. 3.

Случай 4:

a1 6= b1, a1 6= a.

Тогда, по алгоритму для слов α, β, a1
T−→ b1b2, и α̂

T−→ ̂̂
β.

Далее, для слов α, aβ получаем a1
T−→ ab1 и, по предположению ин-

дукции для первого свойства Леммы верно, что α̂ T−→ b2
̂̂
β.

Рис. 4.

Теперь проверяем свойство 2.
Так как aα T−→ β, то m ≥ 2.
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Случай 1:

a = b1 = a1

Для пары слов aα, β знаем, что a T−→ b1, и, по алгоритму a1α̂
T−→ β̂.

Тогда, по предположению индукции из второго свойства Леммы по-
лучаем α̂

T−→ β̂.
И, так как a1

T−→ b1 и α̂ T−→ β̂, то α T−→ β.

Рис. 5.

Случай 2:

a = b1, a1 6= b1.

Для пары слов aα, β знаем, что aα T−→ β, и, по алгоритму a T−→ b1 и
a1α̂

T−→ b2
̂̂
β.

Для слов α, β заметим, что a1
T−→ b1b2 и надо показать, что α̂ T−→ ̂̂

β.

Рис. 6.

Разберем два подслучая:
Случай 2.1:

a1 = b2, тогда α̂
T−→ ̂̂
β

Рис. 7.
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Случай 2.2

a1 6= b2, тогда m ≥ 3 и обозначим ̂̂β = b3
̂̂̂
β.

Тогда α̂ T−→
̂̂̂
β. По первому свойству Леммы верно, что α̂ T−→ b3

̂̂̂
β.

Рис. 8.

Случай 3:

a 6= b1, a1 = b1.

Для слов aα, β знаем, что a T−→ b1b2, и a1α̂
T−→ ̂̂
β, и по предположению

индукции для второго свойства Леммы верно α̂ T−→ ̂̂
β.

Далее, для слов α, β получим a1
T−→ b1 и, по преположению индукции

для первого свойства Леммы α̂
T−→ b2

̂̂
β. Индукция по обоим свойствам.

Рис. 9.

Случай 4:

a 6= b1, b1 6= a1.

Для слов aα, β знаем, что a T−→ b1b2 и a1α̂
T−→ ̂̂
β.

Далее, для слов α, β имеем a1
T−→ b1b2, тогда по предположению ин-

дукции для второго свойства леммы, α̂ T−→ ̂̂
β

Рис. 10.
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Утверждение леммы доказано.

Лемма 2. Пусть α1
T−→ α2 и α2

T−→ α3, тогда α1
T−→ α3.

Доказательство. Будем доказывать утверждение индукцией по длине

|α1|+ |α2|+ |α3| = k, k ≥ 3.

База индукции: k = 3, тогда все первые буквы одинаковы a = a = a,
тогда, очевидно, α1

T−→ α3.
Переход индукции : пусть доказано утверждение для k, докажем

его для k + 1.
Расммотрим 5 случаев:
1. Первые буквы попарно равны.
2. Первые буквы α1 и α2 равны, но не равны первой букве α3;
3. Первые буквы α2 и α3 равны, но не равны первой букве α1;
4. Первые буквы α1 и α3 равны, но не равны первой букве α2;
5. Первые буквы попарно не равны.

Случай 1: Первые буквы попарно равны, то есть

α1 = aα̂1,
α2 = aα̂2,
α3 = aα̂3.

Тогда, так как α1
T−→ α2, то α̂1

T−→ α̂2.
Так как α2

T−→ α3, то α̂2
T−→ α̂3.

Заметим, что a T−→ a, тогда по предположению индукции верно, что
α̂1

T−→ α̂3. Отсюда окончательно получаем α1
T−→ α3.

Случай 2: Первые буквы α1 и α2 равны, но не равны первой букве
α3:

α1 = aα̂1,
α2 = aα̂2,
α3 = āα̂3.

Так как α2
T−→ α3, а a 6= ā, то |α3| ≥ 2:
α3 = āb̂̂α3.

Так как α1
T−→ α2, то α̂1

T−→ α̂2.
Так как α2

T−→ α3, то α̂2
T−→ ̂̂α3.

Тогда, по предположению индукции α̂1
T−→ ̂̂α3.

Заметим, что a T−→ āb и α̂1
T−→ ̂̂α3, значит верно, что α1

T−→ α3.
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Случай 3: Первые буквы α2 и α3 равны, но не равны первой букве
α1:

α1 = aα̂1,
α2 = āα̂2,
α3 = āα̂3.

Так как α1
T−→ α2, а a 6= ā, то |α2| ≥ 2:
α2 = āb̂̂α2,

Так как α2
T−→ α3, то |α3| ≥ 2:

α3 = āĉ̂α3.

Так как α1
T−→ α2, то α̂1

T−→ ̂̂α2.
Так как α2

T−→ α3, то b̂̂α2
T−→ ĉ̂α3.

Случай 3.1: b = c, получим α̂1
T−→ ̂̂α2 и ̂̂α2

T−→ ̂̂α3. Значит, по пред-
положению индукции, α̂1

T−→ ̂̂α3.
Так как a T−→ āc и α̂1

T−→ ̂̂α3, то α1
T−→ α3.

Случай 3.2: b 6= c, тогда |α3| ≥ 3 и обозначим α3 = ācd
̂̂̂
α3.

α̂1
T−→ ̂̂α2 и ̂̂α2

T−→ ̂̂̂
α3. Получили α̂1

T−→ ̂̂̂
α3, и из первого свойства

Леммы 1 верно α̂1
T−→ d

̂̂̂
α3.

Так как a T−→ āc и α̂1
T−→ d

̂̂̂
α3, то α1

T−→ α3.

Случай 4: Первые буквы α1 и α3 равны, но не равны первой букве
α2:

α1 = aα̂1,
α2 = āα̂2,
α3 = aα̂3.

Так как α1
T−→ α2, а a 6= ā, то |α2| ≥ 2:
α2 = āb̂̂α2,

Так как α2
T−→ α3, то |α3| ≥ 2:

α3 = ad̂̂α3.

Так как α1
T−→ α2, то α̂1

T−→ ̂̂α2.
Так как α2

T−→ α3, то b̂̂α2
T−→ ̂̂α3. По второму свойству Леммы 1 полу-

чим, что ̂̂α2
T−→ ̂̂α3.

И, по предположению индукции, α̂1
T−→ ̂̂α3. Тогда, по первому свой-

ству Леммы 1 получим, что α̂1
T−→ d̂̂α3.

Так как a = a и α̂1
T−→ d̂̂α3, то α1

T−→ α3.
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Случай 5: Первые буквы попарно не равны:

α1 = aα̂1,
α2 = āα̂2,
α3 = cα̂3.

Так как α1
T−→ α2, а a 6= ā, то |α2| ≥ 2:
α2 = āb̂̂α2,

Так как α2
T−→ α3, а ā 6= c, то |α3| ≥ 2:
α3 = cd̂̂α3.

Так как α1
T−→ α2, то α̂1

T−→ ̂̂α2.
Так как α2

T−→ α3, то b̂̂α2
T−→ ̂̂α3. По второму свойству Леммы 1 полу-

чим, что ̂̂α2
T−→ ̂̂α3.

И, по предположению индукции α̂1
T−→ ̂̂α3.

Так как a T−→ cd и α̂1
T−→ ̂̂α3, то α1

T−→ α3.
Утверждение леммы доказано.

Лемма 3. Если верно α1
∗,1−−→ α2, то верно и α1

T−→ α2.

Доказательство. Пусть

α1 = γ1aγ2,
α2 = γ1bcγ2.
γ1, γ2 ∈ A∗

Алгоритм идет по началу.
1. Первый случай:

γ1 = γ1, тогда γ1
T−→ γ1,

Если а 6= b, тогда a T−→ bc,
γ2 = γ2, тогда γ2

T−→ γ2.

2. Второй случай:

γ1 = γ1, тогда γ1
T−→ γ1,

а =b, тогда a T−→ b.

γ2
T−→ cγ2 - второе свойство Леммы 1, так как γ2

T−→ γ2.

Утверждение леммы доказано.

Лемма 4. Пусть α, β ∈ A∗, |α| = n, |β| = m и n ≤ m ≤ 2n.

Тогда α T−→ β равносильно α ∗−→ β.
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Доказательство. Если α T−→ β, то алгоритм заканчивает работу и α мо-
жет перейти в начало β. То есть β = β1β2, причем α

∗−→ β1. Так как
операция * позволяет нам заменять уже замененные буквы α еще раз в
буквы β, то последнюю букву α заменяем в две новые пока β не закон-
чится, то есть β1

∗−→ β1β2. Таким образом α
∗−→ β.

Докажем в обратную сторону. Пусть α ∗−→ β, тогда существует такая
последовательность замен, которая слово α превращает в слово β.

Возникает цепочка шагов α = α1
∗,1−−→ α2

∗,1−−→ ...
∗,1−−→ αn = β.

По Лемме 3 мы знаем, что если верно α1
∗,1−−→ α2, то верно и α1

T−→ α2.
Значит α1

T−→ α2. Также для α2
T−→ α3 и остальных пар. Значит, по

Лемме 2 α1
T−→ αn, то есть α T−→ β.

Утверждение леммы доказано.

Лемма 5. Пусть α, β ∈ A∗, |α| = n, |β| = m, m ≥ n.

Eсли α
T−→ β или m > 2n, то f1(α, β) = m− n.

Иначе f1(α, β) =∞.

Доказательство. Если α
T−→ β и m ≤ 2n, то по Лемме 4 есть цепочка

преобразований α ∗−→ β. Таким образом, f1(α, β) конечно и равно m− n,
так как каждая операция увеличивает длину на единицу.

Если m > 2n, то каждую букву α заменяем в две буквы β, а потом,
так как операция * позволяет нам заменять уже замененные буквы еще
раз, то последнюю букву заменяем на 2 новые пока β не закончится.
Таким образом, f1(α, β) конечно и равно m− n.

Если не верно, что α T−→ β, но m ≤ 2n, то по Лемме 4 неверно α ∗−→ β.
Таким образом, f1(α, β) =∞.

Лемма 6. Пусть α, β ∈ A∗, |α| = n, |β| = m, m ≥ n.

Eсли α
T−→ β и 2n ≥ m, то f2(α, β) = m− n.

Если m > 2n, либо не верно, что α T−→ β, то f2(α, β) =∞.

Доказательство. Если α
T−→ β и m ≤ 2n, то верно, что β = β1β2, где

α
∗∗−→ β1. Разделим буквы слова α на два типа: те, которые мы не меняли

при замене, и те, которые заменяли одну в две. Пусть букв, которых мы
не меняли при замене k штук. Тогда |β1| = 2(n − k) + k. Тогда в β2
осталось m− (2(n− k) + k) = m− 2n+ k букв. Тогда, так как m ≤ 2n, то
m− 2n+ k ≤ k.

Далее заменяем последние m − 2n + k нетронутых букв α по одной
в две буквы β, начиная с крайней правой, и получаем соответствующую
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цепочку замен α ∗∗−→ β. Количество операций при этом, очевидно, равно
m− n.

Если m ≤ 2n и не верно, что α T−→ β, то, по Лемме 4, не верно α ∗−→ β,
тем более не верно α ∗∗−→ β. И, значит, f2(α, β) =∞.

Если m > 2n, то нам не хватит букв α, так как даже если мы бу-
дем заменять каждую букву α в две буквы β, то максимальная длина β
может быть только 2n.

Поэтому f2(α, β) =∞.
Утверждение леммы доказано.

4. Доказательство основных утверждений

Теорема 1. Существует линейный по времени выполнения алгоритм,
эффективно вычисляющий по произвольной паре слов α, β ∈ A∗ значе-
ния f1(α, β), f2(α, β), и, в случае их конечности, находящий последова-
тельность соответствующих преобразований α

∗−→ β, α
∗∗−→ β.

Доказательство. Пусть |α| = n, |β| = m. Без ограничения общности
считаем, что m ≤ n.

Если m ≤ 2n, то запускаем Алгоритм T.
Если Алгоритм T закончился со значением 1, то по Леммам 5 и

6 верно, что значения f1(α, β) = f2(α, β) = m − n. Соответствующая
цепочка преобразований строится из доказательств Лемм 5 и 6.

Если Алгоритм T закончился со значением 0, то по Леммам 5 и 6
верно, что значения f1(α, β) = f2(α, β) = ∞. Соответствующей цепочки
преобразований нет в силу доказательств Лемм 5 и 6.

Если m > 2n, то по Лемме 5 верно f1(α, β) = m−n, и из доказатель-
ства Леммы 5 получим соответствующую цепочку преобразований. А из
доказательства Леммы 6 получаем f2(α, β) =∞.

Утверждение теоремы доказано.

5. Заключение

Приведем основные результаты данной статьи:

• Была исследована тема метрической близости языков и ее приме-
нение для исправления ошибок в словах, в частности, замены одной
буквы на две.

• Была выполнена основная задача: предложен отптимательный по
времени работы алгоритм, позволяющий по произвольной паре
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слов α, β ∈ A∗ проверить возможность преобразования одного сло-
ва в другое нашими операциями, вычисляющий минимальное до-
статочное количество шагов и эффективно восстанавливающий со-
ответствующую последовательность преобразований.

В результате исследования были выявлены возможные направления
для дальнейшей работы в этой области.

В частности, можно рассмотреть расширение алгоритма для других
вариантов замен, а также его применение не к паре слов, а к паре языков.
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On the complexity of converting pairs of words with respect to
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Dergach P.S., Amirova S.R.

This article is devoted to finding the distance between pairs of
words in a general finite alphabet under the action of the operation
of replacing one letter into two (adjacent) and calculating the
corresponding shortest chain of substitutions (if it exists). Initially, the
problem was posed in a more general formulation for a pair of regular
languages, but later the formulation of the problem was clarified. At
the same time, two possibilities are considered - with the permission
to replace letters that were previously absent in the original word or
with the prohibition of such operations. This direction is relevant and
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