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В данной работе рассматривается точная параметро-эффективная
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Для всех классов приведены оценки сложности расшифровки.
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1. Введение

Точная расшифровка булевых функций решетки Поста является объ-
ектом исследования данной работы. Рассматриваемая задача является
по сути игрой между учителем и учеником. Учитель выбирает функ-
цию одного из классов решетки, ученику известен сам класс и то, что
у функции n переменных и не более k из них являются существенны-
ми. Ученик задает учителю запросы, учитель на них честно отвечает.
Анализируя ответы учителя, ученик должен понять выбор учителя. В
данной работе рассматривается версия задачи, в которой ученик может
задавать учителю только запросы на сравнение, которые были введены
в литературу сравнительно недавно [1]. Каждый запрос на сравнение —
пара наборов, на которую учитель отвечает, чему равен знак разности
выбранной им функции на этой паре.

При этом рассматривается задача параметро-эффективной расшиф-
ровки, поскольку для многих классов учитывается малость k относитель-
но n. Например, при расшифровке классов функций логических сумм
рассматриваются k = o(n), а для классов линейных функций считается,
что log2 k = o(log2 n).

Стоит отметить, что данная задача уже исследовались с точки зре-
ния сложности расшифровки запросами на значение [2, 3, 4, 5]. Поэтому
интерес представляет разница результатов рассматриваемой задачи для
запросов на значение, полученные в этих работах, и запросов на сравне-
ние, рассматриваемые в этой.

В работе [6] уже рассматривалось применение запросов на сравне-
ние в задаче параметро-эффективной расшифровки замкнутых классов
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Поста. Было показано, что не все классы решетки Поста можно рас-
шифровать запросами на сравнение, то есть нельзя привести алгоритм
расшифровки запросами на сравнение, который определит, какая функ-
ция загадана. Оказалось, что класс нельзя расшифровать запросами на
сравнение тогда и только тогда, когда в классе содержатся обе константы
0, 1. Более того, для любого класса решетки Поста алгоритм расшифров-
ки запросами на значение можно преобразовать, не меняя количество
запросов, в алгоритм расшифровки запросами на сравнение. Поэтому
сложность расшифровки любого класса решетки Поста, который можно
расшифровать запросами на сравнение, не больше сложности расшиф-
ровки этого же класса запросами на значение. К тому же существует
классы (классы группы O), для которых эта сложность строго меньше
в случае запросов на сравнение.

Если в работе [6] в основном был сделан упор на верхние оценки
сложности расшифровки замкнутых классов Поста, то в данной работе
приводятся нижние оценки, позволяющие говорить в целом о характере
поведения сложности расшифровки классов решетки Поста.

2. Основные определения и утверждения

2.1. Базовые определения

Если a — вещественное число, под ]a[ будем понимать наименьшее целое,
не меньшее a, под [a] — наибольшее целое, не большее a.

Будем говорить, что A(n), B(n) асимптотически равны и писать
A(n) ∼ B(n), если limn→∞

A(n)
B(n) = 1. Будем писать A(n) = o(B(n)),

если limn→∞
A(n)
B(n) = 0, и A(n) & B(n), если limn→∞

A(n)
B(n) > 0. Если

A(n) & B(n), B(n) & A(n), то будем говорить, что A(n) и B(n) равны по
порядку при n→∞ и обозначать A(n) � B(n).

Бинарной покрывающей матрицей P (n, k) будем называть любую би-
нарную матрицу с n столбцами, такую, что в любых ее k столбцах встре-
тятся все 2k двоичных наборов. Среди всех бинарных покрывающих мат-
риц для чисел n, k выберем ту матрицу, у которой число строк наимень-
шее, это количество строк обозначим через α(n, k).

Обозначим через Sn,k значение maxp∈N,1≤p<k (2p − 1)α(n− p, k − p).

2.2. Исследуемые классы функций

В данной работе исследуются все замкнутые классы решетки Поста,
представленные на рисунке 1, словесное описание которых можно найти
в работах [5, 6]. Для любого из классов Поста R под R(n, k) будем пони-
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мать множество функций класса R, зависящих от n переменных, среди
которых существенных переменных не более k.

2.3. Сложность расшифровки

Запросом на значение x для функции f является набор x, а ответом на
него является значение функции f на наборе x. Запросом на сравнение
(x, y) будем называть упорядоченную пару наборов x, y, а под ответом
на этот запрос понимать знак разности f(x)− f(y).

Будем говорить, что последовательность запросов расшифровывает
загаданную функцию f , если последовательность конечна, состоит из за-
просов одного типа и функция f однозначно восстанавливается по отве-
там на запросы этой последовательности.

В определениях, которые введем далее, через T ∈ {MQ,CQ} будем
обозначать тип запроса, где MQ — запрос на значение, CQ — запрос на
сравнение.

Алгоритмом расшифровки ATM,n для запросов типа T будем назы-
вать процесс такого задания последовательности запросов типа T , что
каждый элемент последовательности выбирается определенным образом
в зависимости от ответов учителя на запросы — предыдущие члены
последовательности, причем сформированная последовательность рас-
шифровывает загаданную функцию f ∈ M(n). Через ATM,n будем обо-
значать множество всех алгоритмов ATM,n расшифровки для запросов
типа T .

Обозначим через q(A, f) минимальное количество первых запросов
в последовательности запросов алгоритма A, которые расшифровыва-
ют функцию f . Тогда под сложностью расшифровки запросами типа
T будем понимать число запросов типа T , которое придется задать наи-
лучшему алгоритму для расшифровки самой плохой функции. Иными
словами, сложность расшифровки запросами типа T задается следую-
щим образом: ϕT (M,n) = minA∈AT

M,n
maxf∈M(n) q(A, f).

Будем говорить, что алгоритм расшифровывает функцию f ∈
F (n, k), если ответы на запросы, заданные алгоритмом, однозначно опре-
деляют вектор значений функции f ∈ F (n, k).

Будем говорить, что класс F (n, k) можно расшифровать запроса-
ми на сравнение, если существует алгоритм расшифровки запросами на
сравнение, который для любой функции f ∈ F (n, k) расшифровывает
f . Если про класс F (n, k) нельзя сказать, что его можно расшифровать
запросами на сравнение, тогда будем, говорить, что класс F (n, k) нельзя
расшифровать запросами на сравнение.

Будем говорить, что класс F можно расшифровать запросами на
сравнение, если для любых целых n, k, где n ≥ k ≥ 1, можно расшиф-

90



ровать запросами на сравнение класс F (n, k). Если про класс F нельзя
сказать, что его можно расшифровать запросами на сравнение, тогда
будем, говорить, что класс F нельзя расшифровать запросами на срав-
нение.

2.4. Результаты

Под условной оценкой по порядку будем понимать то, что оценка по по-
рядку равна величине, связанной с α(n, k), порядок, а тем более асимпто-
тику, которой мы не знаем, хотя как показано в [5] исследование α(n, k)
ведется уже несколько десятелетий.

Напомним, что классы из “правой” половины решетки Поста заве-
домо упускаются из дальнейшего рассмотрения, так как они являются
двойственными к классам из “левой” половины, следовательно задача
расшифровки классов из “правой” половины сводится к задаче расшиф-
ровки классов из “левой” половины.

В [6] было показано, что классы C1, A1, L1, S6, O9, O6 нельзя расшиф-
ровать запросами на сравнение, потому что они содержат обе констан-
ты. Чтобы не терять полностью из рассмотрения эти замкнутые клас-
сы лишь по тому, что они содержат обе константы, далее все же будем
рассматривать эти классы, но без константы 0, и помечать символом ∗.
Причем заметим, что замыкание класса C∗1 совпадает с C1, L∗1 — с L1,
O∗9 — с O9, а A∗1 = A2, S

∗
6 = S3, O

∗
6 = O5.

Стоит отметить, что верхние оценки для классов получаются исполь-
зованием теоремы 2 работы [6], в которой утверждается, что сложность
расшифровки фиксированного класса запросами на сравнение не боль-
ше сложности расшифровки этого класса запросами на значение. Ниж-
ние оценки получаются адаптацией доказательств нижних оценок этих
классов для запросов на значение из [5]. Если в случае запросов на зна-
чение для класса нижняя оценка мощностная, то в случае запросов на
сравнение она по порядку такая же. Если нижняя оценка получалась
конструктивным образом, то и для запросов на сравнение она конструк-
тивная, причем в качестве загадаваемой функции учитель выбирает для
запросов на сравнение такие же, как и в случае запросов на значение.

Теорема 1. Замкнутые классы решетки Поста по характеру извест-
ной на данный момент сложности точной расшифровки запросами на
сравнение разделены на четыре группы в случае n, k →∞:

1) точная оценка

• ϕCQ(O1, n, 1) =
]
log3 n

[
;

2) асимптотика
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• ϕCQ(O4, n, 1) ∼ log3 n при n→∞;

• ϕCQ(O5, n, 1) ∼ log3 n при n→∞;

• ϕCQ(O8, n, 1) ∼ log3 n при n→∞;

• ϕCQ(O
∗
9, n, 1) ∼ log3 n при n→∞;

3) условный порядок

• ϕCQ(C
∗
1 , n, k) � α(n, k) при n, k →∞, k = o(n);

• ϕCQ(C2, n, k) � α(n, k) при n, k →∞, k = o(n);

• ϕCQ(C4, n, k) � α(n− 1, k − 1) при n, k →∞, k = o(n);

• ϕCQ(D1, n, k) � α(n− 1, k − 1) при n, k →∞, k = o(n);

• ϕCQ(D3, n, k) � α(n− 1, k − 1) при n, k →∞, k = o(n);

• если i > 1 или i = ∞, то ϕCQ(F i1, n, k) � Sn,k при n, k → ∞,
k = o(n);

• если i > 1 или i =∞, то ϕCQ(F i4, n, k) � α(n, k) при n, k →∞,
k = o(n).

4) порядок

• ϕCQ(A2, n, k) � 2k√
k
+ k log n при n, k →∞;

• ϕCQ(A4, n, k) � 2k√
k
+ k log n при n, k →∞;

• ϕCQ(D2, n, k) � 2k√
k
+ k log n при n, k →∞;

• если i > 1 или i = ∞, то ϕCQ(F i2, n, k) � k log n + 2k√
k
при

n, k →∞;

• если i > 1 или i = ∞, то ϕCQ(F i3, n, k) � k log n + 2k√
k
при

n, k →∞;

• ϕCQ(S1, n, k) � k log (n/k) при n, k →∞, k = o(n);

• ϕCQ(S3, n, k) � k log (n/k) при n, k →∞, k = o(n);

• ϕCQ(S5, n, k) � k log (n/k) при n, k →∞, k = o(n);

• ϕCQ(L
∗
1, n, k) � k log n при n, k →∞, log k = o(log n);

• ϕCQ(L2, n, k) � k log n при n, k →∞, log k = o(log n);

• ϕCQ(L4, n, k) � k log n при n, k →∞, log k = o(log n);

• ϕCQ(L5, n, k) � k log n при n, k →∞, log k = o(log n).

На рисунке 1 схематично приведены основные результаты этой тео-
ремы. Если класс выделен квадратом с обеими диагоналями, тогда этот
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Рис. 1. Результаты сложности расшифровки замкнутых классов Поста
запросами на сравнение при n, k →∞.
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класс, согласно [6], нельзя расшифровать запросами на сравнение. Ес-
ли класс выделен вертикальной чертой в квадрате, то имеется точная
оценка. Если класс выделен белым, то для него получена асимптотиче-
ская оценка, если обозначен косой линией внутри квадрата, то оценка по
порядку, если черным, то условная оценка по порядку.

Теорема 2. Замкнутые классы решетки Поста по характеру извест-
ной на данный момент сложности точной расшифровки запросами на
сравнение в случае, если k не меняется и n растет, разделены на три
группы:

1) точная оценка

• ϕCQ(O1, n, 1) =
]
log3 n

[
;

2) асимптотика

• ϕCQ(O4, n, 1) ∼ log3 n при n→∞;

• ϕCQ(O5, n, 1) ∼ log3 n при n→∞;

• ϕCQ(O8, n, 1) ∼ log3 n при n→∞;

• ϕCQ(O
∗
9, n, 1) ∼ log3 n при n→∞;

3) порядок

• ϕCQ(C
∗
1 , n, k) � log n при n→∞, k ≥ 2;

• ϕCQ(C2, n, k) � log n при n→∞, k ≥ 2;

• ϕCQ(C4, n, k) � log n при n→∞, k ≥ 2;

• ϕCQ(A2, n, k) � log n при n→∞;

• ϕCQ(A4, n, k) � log n при n→∞;

• ϕCQ(D1, n, k) � log n при n→∞, k ≥ 2;

• ϕCQ(D2, n, k) � log n при n→∞;

• ϕCQ(D3, n, k) � log n при n→∞, k ≥ 2;

• если i > 1 или i = ∞, то ϕCQ(F i1, n, k) � log n при n → ∞,
k ≥ 2;

• если i > 1 или i =∞, то ϕCQ(F i2, n, k) � log n при n→∞;

• если i > 1 или i =∞, то ϕCQ(F i3, n, k) � log n при n→∞;

• если i > 1 или i =∞, то ϕCQ(F i4, n, k) � log n при n→∞;

• ϕCQ(S1, n, k) � log n при n→∞;

• ϕCQ(S3, n, k) � log n при n→∞;

• ϕCQ(S5, n, k) � log n, n→∞;
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• ϕCQ(L
∗
1, n, k) � log n при n→∞;

• ϕCQ(L2, n, k) � log n при n→∞;

• ϕCQ(L4, n, k) � log n при n→∞;

• ϕCQ(L5, n, k) � log n при n→∞.

3. Вспомогательные определения и утверждения

Через Mi(n, k), i ∈ {0, 1}, будем обозначать любую бинарную матрицу
с наименьшим числом строк и n столбцами, такую, что в любых k ее
столбцах встретятся все 2k наборов кроме быть может набора, все ком-
поненты которого равны i. Назовем ее почти покрывающей типа i, число
строк в ней обозначим за βi(n, k).

Выберем произвольные различные k переменных из n и присвоим
выбранным переменным произвольным образом значения из {0, 1}. По-
лученные k переменных с присвоенными им значениями назовем фикса-
цией. Будем говорить, что запрос содержит фиксацию, если переменные
в фиксации имеют такие же значения, как и эти же переменные в запро-
се.

Для удобства приведем следующие две леммы, которые объединили
в себе формулировки лемм 2–5 работы [5], на которые мы будем часто
ссылаться в следующих разделах.

Лемма 1. Справедливо неравенство βi(n, k) ≥ α(n, k)− 1, i ∈ {0, 1}.

Лемма 2. Справедливы следующие соотношения.

1) При k = o(n), k, n→∞

k log2 n = o(α(n, k)).

2) При 1 ≤ p < k − 1, k = o(n), k, n→∞

k log2 n = o((2p − 1)α(n− p, k − p)).

3) При k = o(n), k, n→∞

Sn,k = max
p∈N,1≤p<k

(2p − 1)α(n− p, k − p) >

(2k−1 − 1)α(n− (k − 1), k − (k − 1)).

Лемма 3. При k ≥ 2, n→∞ справедливо соотношение α(n, k) � log n.
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Доказательство. Доказательство следует из нижней оценки, получен-
ной в [7], и верхней оценки из работы [8], которые имеют место для k ≥ 2
и n→∞:

α(n, k) ≥ 2k−2 · α(n− k + 2, 2) = 2k−2 log2 (n− k + 2)(1 + o(1)),

α(n, k) ≤ (1 + o(1)))
k − 1

log2
2k

2k−1
· log2 n.

Лемма 4. При k ≥ 2 справедливо соотношение Sn,k � log n при n→∞.

Доказательство. Доказательство следует из определения Sn,k и лемм 2,
3.

4. Классы Ci

Лемма 5. Имеет место неравенство

ϕCQ(C2, n, k) ≥ [0.5(α(n, k)− 1)].

Доказательство. Для получения нижней оценки на первые [0.5(α(n, k)−
1)] − 1 запросов ученика будем отвечать 0. Пока ученик не опросит все
фиксации k переменных из n, он не поймет ему загадали константу
1 или функцию с ровно одним нулем в векторе значений, полученном
при удалении всех фиктивных переменных. Так как f ∈ C2(n, k), то
f(1, . . . , 1) = 1, следовательно ученику не интересны фиксации k пере-
менных из n из одних единиц. Следовательно, ученик должен опросить
все строки почти покрывающей матрицы типа 1. Чтобы покрыть за-
просами на сравнение все наборы почти покрывающей матрицы типа 1,
необходимо задать как минимум [0.5(α(n, k)− 1)], что следует из леммы
1 и факта, что в один запрос на сравнение можно включить две строки
почти покрывающей матрицы типа 1.

Лемма 6. При n > 1, k > 1 имеет место неравенство

ϕCQ(C4, n, k) ≥ α(n− 1, k − 1)− 1.

Доказательство. Аналогично доказательству для запросов на значение
в [5] необходимо заставить ученика запросами на сравнение покрыть n-
местные бинарные наборы двух типов:

96



1) строки покрывающей матрицыM0(n−1, k−1) типа 0, где столбцам
матрицы соответствуют переменные x2, . . . , xn, а x1 = 0,

2) строки покрывающей матрицыM1(n−1, k−1) типа 1, где столбцам
матрицы соответствуют переменные x2, . . . , xn, а x1 = 1.

Играем за учителя. Ученику сразу расскажем, что x1 — существенная
переменная. На первые α(n−1, k−1)−2 запросов ученика будем отвечать
следующим образом. Если запрос имеет вид (a1a2a3 . . . an, b1b2b3 . . . bn),
тогда ответ на него sign(a1 − b1).

Учитывая лемму 1, заметим, что своими α(n−1, k−1)−2 запросами
на сравнение ученик покрывает максимум 2α(n − 1, k − 1) − 4 различ-
ных строк упомянутого типа, а для того, чтобы покрыть все строки,
ему необходимо задать β0(n, k)+β1(n, k) ≥ 2α(n, k)− 2. Соответственно,
какая-то из фиксаций не покрыта запросами на сравнение и значение
функции на этом наборе k переменных можно задать любым способом,
поэтому обе функции, используемые при доказательстве нижней оценки
в случае запросов на значение в [5], будут удовлетворять ответам учителя
на α(n− 1, k − 1)− 2 запросов на сравнение.

Теорема 3. Справедливы соотношения

• ϕCQ(C
∗
1 , n, k) � α(n, k), n, k →∞, k = o(n);

• ϕCQ(C2, n, k) � α(n, k), n, k →∞, k = o(n);

• ϕCQ(C4, n, k) � α(n− 1, k − 1), n, k →∞, k = o(n).

Доказательство. Доказательство первого и второго пункта теоремы
следует из верхней оценки α(n, k) + k log2 n, полученной в [5], и лемм
5, 2.

Доказательство третьего пункта теоремы следует из верхней оценки
2α(n − 1, k − 1) + k log2 n, полученной в [5], леммы 6 и второго пункта
леммы 2 при p = 1.

Теорема 4. При k ≥ 2 справедливы следующие соотношения.

• ϕCQ(C
∗
1 , n, k) � log n, n→∞;

• ϕCQ(C2, n, k) � log n, n→∞;

• ϕCQ(C4, n, k) � log n, n→∞.

Доказательство. Доказательство следует из доказательство теоремы 3,
а также леммы 3.
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5. Классы Ai

Теорема 5. Справедливы соотношения

• ϕCQ(A2, n, k) � 2k√
k
+ k log n при k, n→∞;

• ϕCQ(A4, n, k) � 2k√
k
+ k log n при k, n→∞.

Доказательство. Верхняя оценка для классов A2, A4 следует из теоре-
мы 3 из [5]. Нижняя оценка, полученная в [4], для класса A1(n, k), как
и для классов A2, A4 в [5], мощностная. Мощностная нижняя оценка в
случае запросов на значение получается логарифмированием количества
функций из класса по основанию 2. В случае запросов на сравнение это
основание заменяется на 3, поэтому оценка сложности расшифровки при
k, n→∞ по порядку остается той же 2k√

k
+ k log n.

Как следствие из этой теоремы получаем следующую теорему.

Теорема 6. Справедливы соотношения

• ϕCQ(A2, n, k) � log n при n→∞;

• ϕCQ(A4, n, k) � log n при n→∞.

6. Классы Di

Лемма 7. Для k > 1 имеет место неравенство

ϕCQ(D3, n, k) ≥
[
0.5α(n− 1, k − 1)

]
.

Доказательство. На все
[
0.5α(n − 1, k − 1)

]
− 1 запросов ученика бу-

дем отвечать следующим образом. Если запрос на сравнение имеет вид
(a1a2 . . . an, b1b2 . . . bn), тогда ответим sign(a1− b1). Тогда аналогично до-
казательству подобной леммы для запросов на значение в [5] утвержда-
ется, что ученик обязан своими запросами покрыть все строки какой-то
покрывающей матрицы α(n − 1, k − 1), где столбцы матрицы соответ-
ствуют переменным x2, x3, . . . , xn. По сути, в начале игры ученику рас-
крывается информация о том, что переменная x1 точно существенная,
а ему уже остается своими запросами понять, имеются ли еще какие-то
существенные переменные помимо x1.

Рассмотрим запросы, которые задает ученик. Каждый набор из за-
проса преобразуем следующим образом:

• если x1 = 0 в наборе, то оставим набор без изменений;

• если x1 = 1 в наборе, то инвертируем все переменные в нем.

98



Теперь рассмотрим все преобразованные запросы. Всего наборов ров-
но 2[0.5α(n−1, k−1)

]
−2. Значит ученик не опросил какую-то фиксацию

k − 1 переменной из переменных x2, x3, . . . , xn. Фиксируем одну такую
фиксацию, а затем зафиксируем любой n-местный набор, содержащий
эту фиксацию. Заметим, что значение функции на этом наборе можно
зафиксировать любым способом, то есть либо 0, либо 1.

Если значение на этом наборе установить равным значению пере-
менной x1, тогда всем [0.5α(n − 1, k − 1)

]
− 1 запросам ученика будет

удовлетворять функция x1 ∈ D3(n, k).
Если значение на этом наборе установить равным значению x1, то-

гда всем [0.5α(n − 1, k − 1)
]
− 1 запросам ученика будет удовлетворять

функция, у которой существенными являются только все переменные за-
фиксированной фиксации и переменная x1. Иными словами, во втором
случае получилась бы самодвойственная функция, у которой при вы-
брасывании всех фиктивных переменных (n− k штук) вектор значений
в первой его половине содержит ровно одну единицу, то есть функция
принадлежит классу D3(n, k).

Таким образом, не задав последнего
[
0.5α(n − 1, k − 1)

]
-го запроса

ученик не знает, какая функция загадана: x1 или функция с ровно k
существенными переменными.

Лемма 8. Для любого k > 1 имеет место неравенство

ϕCQ(D1, n, k) ≥
[
0.5(α(n− 1, k − 1)− 1)

]
.

Доказательство. Ученик знает, что значение функции на наборе
(0, . . . , 0) равно 0, а на наборе (1, . . . , 1) в силу самодвойственности функ-
ции — 1.

На все
[
0.5(α(n − 1, k − 1) − 1)

]
− 1 запросов ученика будем от-

вечать следующим образом. Если запрос на сравнение имеет вид
(a1a2 . . . an, b1b2 . . . bn), тогда ответим sign(a1 − b1).

Далее доказательство повторяет доказательство леммы 7 с той лишь
разницей, что теперь утверждается, что ученик обязан своими запросами
покрыть все β0(n−1, k−1) строки какой-то почти покрывающей матрицы
типа 0, где столбцы матрицы соответствуют переменным x2, x3, . . . , xn.

Рассмотрим запросы, которые задает ученик. Каждый набор из за-
проса преобразуем следующим образом:

• если x1 = 0 в наборе, то оставим набор без изменений;

• если x1 = 1 в наборе, то инвертируем все переменные в нем.

Теперь рассмотрим все преобразованные запросы. Всего наборов ров-
но 2

[
0.5(α(n − 1, k − 1) − 1)

]
− 2. Согласно лемме 1 верно соотношение
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β0(n−1, k−1) ≥ α(n−1, k−1)−1, поэтому своими
[
0.5(α(n−1, k−1)−1)

]
−1

запросами на сравнение ученик покрыл точно не все строки ни одной из
почти покрывающих матриц типа 0. Значит ученик не опросил какую-то
фиксацию k− 1 переменной из переменных x2, x3, . . . , xn. Среди неопро-
шенных фиксаций точно имеется фиксация отличная от полностью ну-
левой. В противном случае, неопрошенную строку почти покрывающей
матрицы типа 0 можно было бы выкинуть из матрицы, а значит исход-
ная матрица была не минимальной. Фиксируем любую неопрошенную
ненулевую фиксацию, а затем зафиксируем любой n-местный набор, со-
держащий эту фиксацию. А далее полностью повторяем доказательство
леммы 7.

Лемма 9. Имеет место неравенство

ϕCQ(D2, n, k) & k log (n/k) +

√
2

π
· 2

k−1
√
k

при k, n→∞, k < n.

Доказательство. Результат леммы получается заменой основания лога-
рифма с 2 на 3 в доказательстве мощностной нижней оценке сложности
расшифровки этого же класса для случая запросов на значение (лемма
11 в [5]).

Теорема 7. Имеют место следующие соотношения.

1) ϕMQ(D3, n, k) � α(n− 1, k − 1) при k, n→∞, k = o(n).

2) ϕMQ(D1, n, k) � α(n− 1, k − 1) при k, n→∞, k = o(n).

3) ϕMQ(D2, n, k) � 2k√
k
+ k log n при k, n→∞.

Доказательство. Верхние оценки для всех классов совпадают с тако-
выми в случае запросов на значение из [5]. Соотношение для класса D3

следует из лемм 7, 2 при p = 1. Соотношение для класса D1 следует из
лемм 8, 2 при p = 1. Нижняя оценка для класса D2 следует из леммы 9.

Теорема 8. Верны следующие соотношения.

1) ϕCQ(D1, n, k) � log n при n→∞, k ≥ 2.

2) ϕCQ(D2, n, k) � log n при n→∞.

3) ϕCQ(D3, n, k) � log n при n→∞, k ≥ 2.

Доказательство. Доказательство следует из доказательства теоремы 7
и леммы 3.
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7. Классы F j
i , 1 ≤ j ≤ 4

Лемма 10. Имеет место неравенство

ϕCQ(F
i
4, n, k) ≥

[
0.5(α(n, k)− 1)

]
.

Доказательство. Аналогично доказательству леммы 12 из [5], в роли
учителя выберем константу 1 и отвечать на все запросы ученика будем
в соответствии с выбранной функцией. Тогда своими запросами на срав-
нение ученик должен покрыть все строки почти покрывающей матрицы
типа 1. Если ученик не опросит хотя бы одну строку, будет не опрошена
хотя бы одна фиксация. На наборе с этой фиксацией значение может
быть как 0, так и 1. Если значение на нем равно 0, то ученик бы понял,
что одна из ранее невстречавшихся фиксаций, отличных от фиксации из
одних единиц, и содержит все номера существенных переменных. Учи-
тывая то, что один запрос на сравнение покрывает не более двух строк
почти покрывающей матрицы типа 1, а также вспоминая лемму 1, полу-
чаем неравенство доказываемой леммы.

Лемма 11. Имеет место неравенство

ϕCQ(F
∞
2 , n, k) & k log (n/k) +

√
2

π
· 2k−1√

k − 1

при k, n→∞, k < n.

Доказательство. Нижняя оценка сложности расшифровки запросами
на сравнение класса F∞2 (n, k) также как и в случае запросов на значе-
ние — мощностная. Поэтому результат леммы получается заменой осно-
вания логарифма с 2 на 3 в доказательстве мощностной нижней оценке
сложности расшифровки этого же класса для случая запросов на значе-
ние.

Лемма 12. Пусть i > 1, k > 1, 1 ≤ p < k, p — целое. Тогда справедливо
неравенство

ϕCQ(F
i
1, n, k) ≥

[
0.5(2p − 1)α(n− p, k − p)

]
.

Доказательство. Доказательство опирается на доказательство леммы
14 в [5]. Учитель отвечает на запросы ученика так, чтобы ответам на все
запросы кроме последнего заданного удовлетворяли две функции, кото-
рые использовались в доказательстве упомянутой леммы: x1|x2| . . . |xp и
функция, отличающаяся от x1|x2| . . . |xp ровно в одном наборе и равная
1 на всех наборах с x1 = x2 = . . . = xp = 1.

Напомним, что в [5] различались следуюшие три категории n-
местных наборов x1x2 . . . xn:

101



1) x1 = x2 = . . . = xp = 0,

2) x1 = x2 = . . . = xp = 1,

3) остальные наборы.

Также напомним, что считается, что группа наборов с фиксированными
значениями переменных x1, x2, . . . , xp опрошена, если были опрошены все
фиксации из k переменных, в которые вошли переменные x1, x2, . . . , xp с
этими фиксированными значениями.

Заметим, что мы могли ученику подсказать, что значение функции
на наборах группы второй категории равно 1, и он мог не опрашивать
их. Тем не менее, все наборы групп первой и третьей категории он обя-
зан задать, потому что не задав хотя бы один из этих запросов, у него
нет уверенности, p или больше существенных переменных у загаданной
функции. Для того, чтобы опросить все группы наборов за исключение
группы наборов второй категории, в случае запросов на значение учени-
ку необходимо было задать (2p − 1)α(n− p, k − p) запросов. Вспоминая,
что один запрос на сравнение включает в себя два набора, получаем
неравенство доказываемой леммы.

Теорема 9. Cправедливы соотношения

• если i > 1 или i =∞, то ϕCQ(F i4, n, k) � α(n, k) при k, n→∞, k =
o(n);

• если i > 1 или i = ∞, то ϕCQ(F i1, n, k) � Sn,k при k, n → ∞, k =
o(n);

• если i > 1 или i =∞, то ϕCQ(F i2, n, k) � k log n+ 2k√
k
при k, n→∞;

• если i > 1 или i =∞, то ϕCQ(F i3, n, k) � k log n+ 2k√
k
при k, n→∞.

Доказательство. В качестве верхних оценок всех классов берутся верх-
ние оценки сложности расшифровки запросами на значение из работы
[5]. Соотношение, касающееся класса F i4(n, k), следует из лемм 10, 2. Со-
отношение, касающееся класса F i1(n, k), следует из лемм 12, 2. Соотноше-
ния, касающееся классов F i2(n, k), F i3(n, k), следует из леммы 11, потому
что класс F∞2 (n, k) вкладывается в классы F i2(n, k), F

i
3(n, k).

Теорема 10. Справедливы соотношения

• если i > 1 или i =∞, то ϕCQ(F i1, n, k) � log n при n→∞, k ≥ 2;

• если i > 1 или i =∞, то ϕCQ(F i2, n, k) � log n при n→∞;
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• если i > 1 или i =∞, то ϕCQ(F i3, n, k) � log n при n→∞;

• если i > 1 или i =∞, то ϕCQ(F i4, n, k) � log n при n→∞.

Доказательство. Доказательство всех пунктов следует из доказатель-
ства теоремы 9 и лемм 3, 4.

8. Классы Si

В работе [5] для классов группы Si получены асимптотические оценки
сложности расшифровки запросами на значение, причем нижние оценки
— мощностные. Поэтому заменив в нижних оценках основание логариф-
ма с 2, используемого для запросов на значение, на 3, применяемого для
запросов на сравнение, несложно получить порядок сложности расшиф-
ровки этих классов запросами на сравнение.

Теорема 11. Справедливы соотношения

• ϕCQ(S1, n, k) � k log (n/k), n, k →∞, k = o(n);

• ϕCQ(S3, n, k) � k log (n/k), n, k →∞, k = o(n);

• ϕCQ(S5, n, k) � k log (n/k), n, k →∞, k = o(n).

Теорема 12. Справедливы соотношения

• ϕCQ(S1, n, k) � log (n), n→∞;

• ϕCQ(S3, n, k) � log (n), n→∞;

• ϕCQ(S5, n, k) � log (n), n→∞.

9. Классы Li

Для классов линейных функций в случае запросов на значение в [5] бы-
ла получена асимптотическая оценка сложности расшифровки и причем
нижние оценки — мощностные. Поэтому аналогично предыдущему раз-
делу, легко получить порядок сложности расшифровки классов Li за-
просами на сравнение.

Теорема 13. Справедливы соотношения

• ϕCQ(L
∗
1, n, k) � k log n, n, k →∞, log k = o(log n);

• ϕCQ(L2, n, k) � k log n, n, k →∞, log k = o(log n);

• ϕCQ(L4, n, k) � k log n, n, k →∞, log k = o(log n);
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• ϕCQ(L5, n, k) � k log n, n, k →∞, log k = o(log n).

Теорема 14. Справедливы соотношения

• ϕCQ(L
∗
1, n, k) � log n, n→∞;

• ϕCQ(L2, n, k) � log n, n→∞;

• ϕCQ(L4, n, k) � log n, n→∞;

• ϕCQ(L5, n, k) � log n, n→∞.

10. Классы Oi

Лемма 13. Для n > 1 справедливы следующее соотношение:

1) соотношение
]
log3 n + log3 2

[
=
]
log3 n

[
справедливо в одном из

двух случаев:

• log3 n — нецелое и (log3 n+ log3 2) — целое,
• оба log3 n и (log3 n+ log3 2) — нецелые и верно равенство

[
log3 n

]
=
[
log3 n+ log3 2

]
,

2) соотношение
]
log3 n+log3 2

[
=
]
log3 n

[
+1 справедливо в одном из

двух случаев:

• log3 n — целое и (log3 n+ log3 2) — нецелое,
• оба log3 n и (log3 n+log3 2) — нецелые, и выполнено равенство

[
log3 n

]
=
[
log3 n+ log3 2

]
− 1.

Доказательство. Случай, когда log3 n и (log3 n+log3 2) — целые, невоз-
можен, в силу того, что log3 2 нецелое, а значит сумма log3 n+log3 2 тоже
нецелая при целом log3 n.

Докажем первый пункт леммы.
Случай, когда оба log3 n и (log3 n + log3 2) — нецелые, и выполнено

равенство [
log3 n

]
=
[
log3 n+ log3 2

]
.

Равенство первого пункта леммы верно.
Случай, когда log3 n — нецелое и (log3 n + log3 2) — целое, причем в

этом случае очевидно, что выполнено равенство
[
log3 n

]
=
[
log3 n+ log3 2

]
− 1 = log3 n+ log3 2− 1.
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Равенство первого пункта леммы верно.
Докажем второй пункт леммы.
Случай, когда log3 n — целое и (log3 n + log3 2) — нецелое, причем

очевидно выполнение равенства log3 n =
[
log3 n

]
=
[
log3 n + log3 2

]
.

Равенство второго пункта леммы верно.
Случай, когда оба log3 n и (log3 n + log3 2) — нецелые, и выполнено

равенство [
log3 n

]
=
[
log3 n+ log3 2

]
− 1.

Равенство второго пункта леммы верно.

Теорема 15. При n > 1 справедливы соотношения

• ϕCQ(O1, n, 1) =
]
log3 n

[
;

• ϕCQ(O4, n, 1) ∼ log3 n, n→∞;

• ϕCQ(O5, n, 1) ∼ log3 n, n→∞;

• ϕCQ(O8, n, 1) ∼ log3 n, n→∞;

• ϕCQ(O
∗
9, n, 1) ∼ log3 n, n→∞.

Доказательство. Точная оценка
]
log3 n

[
для класса O1 и верхняя оцен-

ка
]
log3 n

[
+ 1 для класса O4 следует из теоремы 3 в [6].

Нижняя мощностная оценка для класса O4 следующая:

ϕCQ(O4, 1, n) ≥
]
log3 (2n)

[
=
]
log3 n+ log3 2

[
.

Согласно лемме 13, при определенных значениях n оценка
]
log3 n+log3 2

[

равна значению
]
log3 n

[
+ 1, то есть совпадает с верхней оценкой для

класса O4, но при каких-то значениях нижняя оценка строго на 1 меньше
верхней оценки. Несмотря на такое отличие в некоторых случаях верхней
и нижней оценок, второй пункт теоремы доказан.

Для получения верхней оценки ϕCQ(O5, n, 1) или ϕCQ(O8, n, 1) пред-
лагается следующий алгоритм расшифровки: узнаем значение на запро-
се (0 . . . 0, 1 . . . 1), если ответ равен 0, то загадана единственная в классе
константа, иначе загадана функция xi(1 ≤ i ≤ n). В случае функции xi
применяем алгоритм расшифровки, описанный в доказательстве утвер-
ждения 4 в [6], для нахождения за

]
log3 n

[
запросов на сравнение номе-

ра существенной переменной. Поэтому сложность расшифровки классов
O5, O8 не превосходит

]
log3 n

[
+ 1. Нижняя оценка для обоих классов

мощностная и не меньше
]
log3 (n+ 1)

[
, что совпадает с

]
log3 n

[
+ 1 при
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целом log3 n и на 1 меньше
]
log3 n

[
+ 1 в остальных случаях. Третий и

четвертый пункты теоремы доказаны.
Нижняя мощностная оценка для класса O∗9 следующая:

ϕCQ(O
∗
9, 1, n) ≥

]
log3 (2n+ 1)

[
≥
]
log3 n+ log3 2

[
.

Для получения верхней оценки ϕCQ(O
∗
9, n, 1) предлагается следующий

алгоритм расшифровки: узнаем значение на запросе (0 . . . 0, 1 . . . 1). Если
ответ равен 0, то загадана единственная в классе константа 1. Если ответ
равен 1, то загадан селектор xi(1 ≤ i ≤ n). Если ответ равен -1, то
загадано отрицание селектора xi(1 ≤ i ≤ n). Аналогично предыдущим
рассматриваемым пунктам получаем верхнюю оценку

ϕCQ(O
∗
9, 1, n) ≤ 1 +

]
log3 n

[
.

11. Теорема о сложности расшифровки для всех
классов Поста

Теорема 1 получается объединением результатов теорем 3, 5, 7, 9, 11, 13,
15. Теорема 2 является объединением результатов теорем 4, 6, 8, 10, 12,
14, 15.
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