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В работе рассматриваются многомерные сверточные схемы в
базисе Маккалока-Питтса. Показано, что рассматриваемые схемы
могут быть реализованы схемой из априорной и динамической ча-
сти, в которой вычисления в априорной части не зависят от вход-
ных данных. При этом априорная и динамическая части имеют
нелинейную глубину, равную 2.
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1. Введение.

Сверточная нейронная сеть - специальная архитектура нейронных сетей,
предложенная Яном Лекуном в 1988 году [1]. Основная идея таких сетей
- последовательное использование сверточных слоев и субдискретизиру-
ющих слоёв, что от слоя к слою позволяет переходить ко все более и
более высоким абстракциям, при этом на последних слоях выделяются
признаки очень высокого уровня. Сеть в процессе обучения самонастра-
ивается и учится сама выбирать такие детали путем фильтра маловаж-
ных деталей и выделения существенных. Основными преимуществами
сверточных нейронных сетей являются не очень большое количество на-
страиваемых параметров по сравнению с обычными полносвязными се-
тями, удобное распараллеливание вычислений, что позволяет использо-
вать для вычисления графические процессоры, относительная устойчи-
вость к повороту и сдвигу исходных данных. Сверточные сети активно
применяются в задачах компютерного зрения - распознавании образов,
детекции объектов, также такие сети используются для распознавания
речи, обработки аудиосигналов и анализа временных рядов.

Поэтому нужно уметь оптимизировать работу сверточных нейрон-
ных сетей, особенно важно уметь обходиться сетями с не очень большой
нелинейной глубиной, так как в таком случае вытекает ряд преимуществ
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- это позволяет ускорять время работы сетей, делать сети более интер-
претируемыми.

В данной работе рассматриваются сверточные одномерные нейрон-
ные схемы. ([2], [3]) в модели Маккалока-Питтса [4]. Выполняется разло-
жение этих сетей на динамическую и априорную части, при этом вычис-
ления априорной части не зависит от входных данных. Минимизируется
нелинейная глубина каждой из этих частей.

2. Основные понятия, определения и текущие ре-
зультаты.

Пусть X = {x1, x2, · · · } - алфавит входных переменных. Введем следую-
щие функции:

1) постоянная функция gc ≡ c, c ∈ R

2) сумматор Σn(x1, · · · , xn) = x1 + x2 + · · ·+ xn, xi ∈ R

3) усилитель fγ(x) = γx, γ, x ∈ R

4) функция Хевисайда, θ(x) =

{
1, x ≥ 0

0, x < 0

5) функция F (x1, x2)=

{
x1, x2 ≥ 0

0, x2 < 0

Множество таких функций обозначим за ∆
′ .

По аналогии с автоматными схемами [5] определим схемы из функ-
циональных элементов.

Каждой функции f(x1, · · · , xn) : Rn → R можно сопоставить графи-
ческий объект S с n входными стреклами и одной выходной стрелкой
(коротко входы и выход S). Входам объекта S приписаны слева направо
переменные x1, x2, · · · , xn.

Элементы из ∆
′ изображаются следующим образом:
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Графический объект и соответствующая ему функция из ∆
′ называются

функциональными элементами. Теперь индуктивно определим нейрон-
ные схемы без памяти. Функциональные элементы из 1-5 - нейронные
схемы без памяти. Используя операции суперпозиции [6], а именно опе-
рации добавления фиктивного входа, изъятие фиктивного входа, скле-
ивание ходов, переименование ходов без склеивания и последовательное
соединение над функциональными элементами, индуктивно определяю-
ся нейронные схемы без памяти.

Если функция F реализуется нейронной схемой S, то в этом случае
будем использовать запись (S, F). При этом элементы θ и F называются
нелинейными, остальные элементы называются линейными. Множество
функций Rn → R , реализуемых нейронными схемами без памяти, будем
обозначать L. В работе [6] показано, что множество L совпадает с мно-
жеством кусочно-линейных функций PL.

Число элементов в схеме называется сложностью нейронной схемы.
Число нелинейных элементов в схеме называется нелинейной сложно-
стью нейронной схемы.

Путем в нейронной схеме называется последовательность функцио-
нальных элементов
G1, G2, · · · , Gk, где вход G1 является входом схемы, выход Gk является
выходом схемы, и для любого i, i = 1 · · · k − 1 выход Gi является входом
Gi+1 . Нелинейной длиной пути называется число нелинейных элементов,
содержащихся в нем. Нелинейной глубиной нейронной схемы называется
длина самого длинного пути в ней.

Две нейронные схемы эквивалентны, если они реализуют одну и ту
же функцию. В работе [6] показано, что для любой нейронной схемы без
памяти существует эквивалентная ей схема с нелинейной глубиной 2.
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Напомним определение одномерной сверточной схемы в базисе
Маккалока-Питтса, приведенное в работе [7]. Имеется схема с n входа-
ми и одним выходом, в котором последовательно применяются операции
свертки и Хевисайда. Приведем ее изображение:

Такую схему назовем одномерной сверточной схемой в базисе
Маккалока-Питтса.

Нетрудно видеть, что приведенная схема на рис.2 имеет нелинейную
глубину n − 1. Распишем подробнее, что происходит в процессе вычис-
ления схемы на рис.2.

1. Выходы первого сверточного слоя нейронной схемы (которые пе-
редаются на вход второму слою):

(θ(a1b1 + a2b2), · · · , θ(an−1b1 + anb2)) (1)

2. Выходы второго сверточного слоя нейронной схемы (которые переда-
ются на вход третьему слою):

(θ((b3θ(a1b1 + a2b2) + b4θ(a2b1 + a3b2)), · · · ,
θ(b3θ(an−2b1 + an−1b2) + b4θ(an−1b1 + anb2)))

(2)

50



Далее идет третий сверточный слой с (b5, b6) , и так до конца до тех пор,
пока у последнего сверточного слоя останется один выход.

Также напомним разложение, полученное в работе [7]. Если выра-
зить результат вычисления схемы через F 1

i , i = 1 · · ·n − 1, а конкретно
то, что получается после первого свертоочного слоя, то получится ли-
нейная комбинация слагаемых, при этом каждое слагаемое состоит из
2 множителей - первый множитель равен в F 1

i или их всевозможных
произведений, а второе слагаемое является комбинацией сверток, кроме
первой. Следовательно, каждый такой множитель можно посчитать от-
дельно, в дальнейшем изобразим такие схемы.

Под схемой & подразумеваем получение всевозможных произведений
(коньюкций) из переданных в этот блок элементов, под схемой +selected

подразумевается получение определенных линейных комбинаций. Те-
перь изобразим, как выглядит вид такой схемы с нелинейной глубиной
2, на основе приведенных выше преобразований:

Здесь ci - различные произведения операций Хевисайда на множе-
стве
(b3, b4, b3 + b4, b5, · · · , b2n−3, b2n−2, b2n−3 + b2n−2) , а Ci - это определен-
ные линейные комбинации таких операций Хевисайда, которые полу-
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чаются при раскрытии нейронной схемы в явном виде. На выходах Ci
схемы +selected реализуется конъюнкция с i подможеством из функций
{F1, F2, · · · .Fn−1} .

R-схемой назовем схему, реализующую комбинации сверток (апри-
орная часть схемы, которая не зависит от исходных данных), а L-
схемой назовем схему, реализующую преобразования с самими данны-
ми(динамическая часть схемы). LR-схемой назовем финальную комби-
нацю L и R-схемы, изображенную на рис.3.

По построению видно, нелинейная глубина R-схемы и L-схемы равна
2. Схема, изображенная на рис.3, имеет глубину 3, чтобы получить нели-
нейную глубину 2 после объединения R и L, нужно применить лемму 1.

Такой подход обладает интересным свойством - для новых данных
нужно считать заново только преобразования из L-схемы, а преобразо-
вания R-схемы достаточно посчитать один раз, так как массивы сверток
для разных массивов данных будет одинаков.

Также заметим, что полученную схему можно представить в другом
виде - когда выходами L−схемы будут не F 1

i и их всевозможные произве-
дения, а F ki и их всевозможные произведения, где 1 < k < n, а выходами
R− схемы будут комбинации из меньшего числа сверток.

Имеет место следующая теорема, полученная в [7].

Теорема 1. Любая одномерная сверточная сеть в базисе Маккалока-
Питтса представляется в виде схемы нелинейной глубины 3, изобра-
женной на рисунке 3.

Также выпишем верхнюю оценку на нелинейную сложность, получен-
ную в работе [7] для одномерных сверточных схем в базисе Маккалока-
Питтса:

Теорема 2. Порядок роста нелинейной сложности LR−схемы с нели-
нейной глубиной 2 не превосходит n23n. При этом нелинейная слож-
ность L-схемы не превосходит n2n.
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3. Рассмотрение двумерного случая.

Выше рассматривались только одномерные сверточные схемы, когда все
операции изначально совершаются над одномерными массивами. Одна-
ко можно рассматривать и другие размерности, например размерность
2, когда изначальным объектом выступают черно-белые изображения
(матрицы). Более того, в практических задачах основную роль играют
именно высокоразмерные объекты, а не одномерные.

Пусть имеются n× n матрица A,

A =




a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann




и последовательность из n− 1 матриц (назовем эти матрицы ядрами):

B1 =

(
b11 b12
b13 b14

)
, B2 =

(
b21 b22
b23 b24

)
, · · · , Bn−1

(
bn−1,1 bn−1,2

bn−1,3 bn−1,4

)

По аналогии с одномерными сверточными схемами последовательно
применяются операции свертки и Хевисайда, обобщим эти операции для
двумерного случая. В этой схеме последовательно применяются опера-
ции свертки к каждому 2× 2 матрице окну A (применяются 4 операции
усилителя и затем одна операция сумматора между ними) и последу-
ющем применении функции Хевисайда к получившемуся результату. К
полученному выходу повторяем такую же последовательность операций.
Последовательное применение операций свертки и функции Хевисайда
будем называть одним сверточным слоем нейронной схемы. Приведен-
ная схема содержит n− 1 сверточных слоев.

Дадим более формальное определение. Для начала определим дву-
мерую свертку. Пусть есть n×n матрица A, 2×2 матрица, и n−1×n−1
матрица C, элементы все матриц изоюражены на рисунке. Тогда опера-
цией convB будем называть нейронную схему, на вход которой подается
матрица A, а на выходе получается матрица C.
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Теперь дадим определение двумерной сверточной схемы в базисе
Маккалока-Питтса. Будем обозаначать матрицами A1, A2, · · · , An−1 мат-
рицы, которые получаются на соответствующем слое. На последнем слое,
на месте An−1, будет матрица размерности 1.

Двумерной сверточной сетью в базисе Маккалока-Питтса назовем
сеть, изображенную на рисунке 5.

В результате таких операций размер сооттветствующей матрицы на
каждом последующем слое будет уменьшаться на 1, и в финале у схемы
получится только один выход. Полученная нелинейная глубина такой
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схемы будет равна n − 1, так как количество блоков с функцией Хеви-
сайда здесь (длина пути) равно n− 1.

Пример для n=3. Рассмотрим пример с небольшой размерностью
при n = 3, получится ровно 2 сверточных слоя. Даны матрицы:

A =




a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


 , B1 =

(
b11 b12
b13 b14

)
, B2 =

(
b21 b22
b23 b24

)

Выходом первого сверточного слоя будет:
(
θ(a11b11 + · · ·+ a14b14) θ(a12b11 + · · ·+ a23b14)
θ(a21b11 + · · ·+ a32b14) θ(a22b11 + · · ·+ a33b14)

)

Выходом второго сверточного слоя будет 1 элемент (матрица размер-
ности 1× 1):

θ(b21θ(a11b11 + · · ·+ a14b14) + b22θ(a12b11 + · · ·+ a23b14) + b23θ(a21b11 +
· · ·+ a32b14) + b24θ(a22b11 + · · ·+ a33b14))

Запишем результат такой схемы в другой форме. Пусть: F 1
11 =

θ(a11b11 + a12b12 + a13b13 + a14b14)
F 1
12 = θ(a12b11 + a13b12 + a22b13 + a23b14)
F 1
21 = θ(a21b11 + a22b12 + a31b13 + a32b14)
F 1
22 = θ(a22b11 + a23b12 + a32b13 + a33b14)

Обозначим этот финальный элемент как F 2
1 . Заметим, что F 2

1 можно
воспринмать как функциональный элемент, входами которого являются
F 1
11, F

1
12, F

1
21, F

1
22. И поэтому его можно записать как F 2

1 (F 1
11, F

1
12, F

1
21, F

1
22).
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Действительно, в явном виде выпишем всевозможные варианты:

0000 : 0 = K0000

0001 : θ(b24) = K0001

0010 : θ(b23) = K0010

0011 : θ(b24 + b23) = K0011

0100 : θ(b22) = K0100

0101 : θ(b22 + b24) = K0101

0110 : θ(b22 + b23) = K0110

0111 : θ(b22 + b23 + b24) = K0111

1000 : θ(b21) = K1000

1001 : θ(b21 + b24) = K1001

1010 : θ(b21 + b23) = K1010

1011 : θ(b21 + b23 + b24) = K1011

1100 : θ(b21 + b22) = K1100

1101 : θ(b21 + b22 + b24) = K1101

1110 : θ(b21 + b22 + b23) = K1110

1111 : θ(b21 + b22 + b23 + b24) = K1111

Таким образом, финальный выход возможно представить в виде следу-
ющей суммы:

F 2
1 = θ(b24)(1− F 1

11)(1− F 1
12)(1− F 1

21)F
1
22+

θ(b23)(1− F 1
11)(1− F 1

12)F
1
21(1− F 1

22)+

θ(b23 + b24)(1− F 1
11)(1− F 1

12)F
1
21F

1
22 + · · ·

Случай произвольного n. Пользуясь аналогичными рассуждени-
ями, разберем случай двумерной сверточной сети в базисе Маккалока-
Питтса для произвольного n. В явном виде выпишем рекуррентные пре-
образования схемы, которые сократят нелинейную глубину до 2.

Входной матрицей размерности (n× n) будет:



a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
a31 a32 · · · ann




Сверточными маптрицам будут:

B1 =

(
b11 b12
b13 b14

)
, B2 =

(
b21 b22
b23 b24

)
, · · · , Bn−1 =

(
bn−1,1 bn−2,2

bn−2,3 bn−2,4

)
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Выходом первого сверточного слоя будет матрица размерности (n− 1×
n− 1):




θ(a11b11 + · · ·+ a14b14) · · · θ(a1,n−1b11 · · ·+ a1nb14)
...

. . .
...

θ(an−1,1b11 + · · ·+ an2b14) · · · θ(an−1,n−1b11 · · ·+ annb14)




Обозначим эти выходы за



F 1
11 F 1

12 · · · F 1
1,n−1

F 1
21 F 1

22 · · · F 1
2,n−1

...
...

. . .
...

F 1
n−1,1 a1n−1,2 · · · F 1

n−1,n−1




Далее, по аналогии с одномерными сверточными схемами применяем
операцию свертки и операцию Хевисайда, получаем




F 2
11 F 2

12 · · · F 2
1,n−2

F 2
21 F 2

22 · · · F 2
2,n−2

...
...

. . .
...

F 2
n−2,1 F 2

n−2,2 · · · F 2
n−2,n−2




Далее последовательно применяются операции свертки и Хевисайда
до тех пор, пока не достигнем последнего элемента. Матрицей 2×2 пред-
последнего выхода слоя будет

(
Fn−2
11 Fn−2

12

Fn−2
21 Fn−2

22

)

А сам финальный выход обозначим за Fn−1
1 .

По аналогии с одномерным случаем заметим, что Fn−1
1 явно опре-

деляется через предпоследний слой, по той же формуле, которая была
использована в примере 3:

Fn−1
1 = θ(bn−2,4)(1− Fn−2

11 )(1− Fn−2
12 )(1− Fn−2

21 )Fn−2
22 +

· · ·
+θ(bn−2,1 + bn−2,2 + bn−2,3 + bn−2,4)F

n−2
11 Fn−2

12 Fn−2
21 Fn−2

22
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Также заметим, что по аналогии с одномерным случаем каждый из эле-
ментов Fn−2

11 Fn−2
12 , Fn−2

21 , Fn−2
22 представляется в виде такой же формулы

как комбинации элементов из слоя n− 3. а те в свою очередб как комби-
нации элементов из слоя n−4, и так до тех пор, пока не будут достигнуты
элементы из первого слоя, F kij .

Это значит, что элемент на слое k на месте в матрице i,j однозначно
представляется как комбинация элементов предыдущего слоя по следу-
ющей формуле:

F kij = θ(bk−1,4)(1− F k−1
ij )(1− F k−1

i,j+1)(1− F k−1
i+1,j)F

k−1
i+1,j+1+

· · ·
+θ(bk−1,1) + θ(bk−1,2) + θ(bk−1,3) + θ(bk−1,4)F

k−1
ij F k−1

i,j+1F
k−1
i+1,jF

k−1
i+1,j+1+

После того, как будет достигнут первый слой, применяем лемму 1 и
получаем нелинейную глубину 2.

Таким образом, исходная схема представляется в виде схемы, изоб-
раженной на рисунке 6 (все обозначения на этом рисунке такие же, как
и в одномерном случае):

Имеет место следующая теорема.
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Теорема 3. Любая двумерная сверточная сеть в базисе Маккалока-
Питтса представляется в виде схемы нелинейной глубины 3, изобра-
женной на рисунке 6.

Заметим, что в конце, в отличии от одномерного случая, использу-
ются фyнкции F и вместо всевозможных конъюнкций считаются все-
возможные суммы. Нетрудно проверить, что такая схема эквивалентна
схеме, когда считаются конюнкции и дальше идет умножение число.

Действительно, рассмотрим к примеру самый последний элемент:
F 1
11 · · ·F 1

n−1,n−1 принимает значение один, а следоваетельно, после до-
множения на часть из правой схемы, значение C

2(n−1)2 когда все элемен-
та равны 1, и 0, если хотя бы один из них равен 0, значит достаточно,
чтобы сумма F 1

11 +F 1
n−1,n−1 − (n− 1)2 . Следовательно, F (C

2(n−1)2 , F
1
11 +

· · ·+ F 1
n−1,n−1 − (n− 1)2) реализует именно это.

Теперь оценим нелинейную сложность построения такой схемы. На-
помним, что нелинейной сложностью схемы называется количество нели-
нейных элементов в такой схеме. Для начала оценим нелинейную слож-
ность L-cхемы. Заметим, что с использованием функции F изх первона-
чального базиса получилось сильно соркатить нелинейную сложность -
теперь достаточно посчитать значение каждого F 1

ij на первом слое, а их
всего (n − 1)2 , так как сумматор не дает прироста к нелинейной слож-
ности. Итого, нелинейная сложность L− не будет превосходить n2.

Теперь посмотрим на нелинейную сложность R-схемы. В ней у нас
имеется не более 215n комбинаций с элементами, каждый из которых
имеет длину, не более чем k∗n, где k - это константа, которую в асимпто-
тике можно отбросить. И так как линейные комбинации в такой схеме не
будут давать прироста к нелинейной сложности, то сложность R-схемы
не будет превышать n215n.

Видно, в чем основное отличие от одномерного случая - наибольший
вклад в рост нелинейной сложности вносит L-схема из-за того, что ко-
личество различных элементоов растет по порядку степени, а R-схема
растет по линейному закону.

Теорема 4. Порядок роста нелинейной сложности LR−схемы с нели-
нейной глубиной 2 не превосходит n2215n при n→∞.

59



4. Случай с произвольной размерностью k, где k >
2.

В современных задачах машинного обучения часто возникают ситуации,
когда нужно работать с объектами большой размерностью - к приме-
ру, цветные изображения (размерность 3) или видео (размерность 4).
В общем случае такие объекты называются тензорами, их мы и будем
рассматривать. Общий вид такой схемы изображен на рис. 5, при этом
понятие свертки обобщается для случая с более высокой размерностью.

Пусть имеет тензор размерности k: A = {ai1,i2,··· ,ik : i1 ∈
{1, · · · , n}, · · · , ik ∈ {1, · · · , n}} , и точно также есть n− 1 тензоров:

B1 = {b1i1,··· ,ik : i1 ∈ {1, 2, }, · · · ik ∈ {1, 2}}

B2 = {b2i1,··· ,ik : i1 ∈ {1, 2, }, · · · ik ∈ {1, 2}}
· · ·

Bn−1 = {bn−1
i1,··· ,ik : i1 ∈ {1, 2, }, · · · ik ∈ {1, 2}}

Далее к тензору A последовательно применяются сверточные опера-
ции с помощью тензоров Bi и операции Хевисайда до тех пор, пока не
останется один выход финальной сверточной схемы.

Такую схему назовем k-мерной сверточной схемой в базисе
Маккалока-Питтса.

4.1. Разложение такой схемы.

Заметим, что по построению k-мерная сверточная схема практически не
отличается от построения одномерной и двумерной - добавляются лишь
новые размерности.

Будем обозначать через F -нотацию выходы сверточных слоев. На-
пример, за F ji1,i2,··· ,ik будет обозначаться элемент, который будет стоять
на i1, i2, · · · , ik месте на слое j.

Для примера, распишем, что будет после первого слоя (операция
свертки и операция Хевисайда) на произвольном месте i1, i2, · · · , ik:

F 1
i1,i2,··· ,ik = θ(

2∑

i1=1

2∑

i2=1

· · ·
2∑

ik=1

ai1i2,··· ,ik ∗ b1i1,i2,··· ,ik) (3)
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По аналогии, получаем все остальные элементы выхода первого слоя, и
далее к ним применяются новые операции свертки и операция Хевисай-
да, до тех пор, пока не останется только один выход у последнего слоя,
его, как и ранее, обозначим за за Fn−1

1 .

Далее, по аналогии с двумерным случаем, точно также расписывают-
ся рекуррентные соотношения, которые позволяют через F 1

i1,i2,··· ,ik (вы-
ходы первого слоя) и последующие свертки, расписать, что получится у
финального выхода, и схема получается такой же, как и на рисунке 6, с
поправкой на размерность и на большее количество слагаемых в сверт-
ках.

4.2. Оценка сложности схем с размерностью k > 2

Также, по аналогии с двумерным случаем, нелинейная сложность полу-
ченной схемой будет определяеться в основном R-схемой, и верна следу-
ющая теорема, которая является обобщением аналогичной теоремы для
двуменрого случая.

Теорема 5. Порядок роста нелинейной сложности LR−схемы с нели-
нейной глубиной 2 не превосходит n2(2

2k−1)n при n → ∞. При этом
основной вклад вносит R-схема, порялок роста сложности L-схемы не
превосходит nk.
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