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В данной работе рассматриваются задачи нелинейного про-
граммирования, в которых целевой функционал и функции огра-
ничений заданы относительно небольшими выражениями, содер-
жащими переменные с индексами.

За счет анализа зависимости выражений задачи от индексов мо-
жет быть получена структура разреженных матрицы Якоби огра-
ничений и матрицы Гессе лагранжиана задачи. Это позволяет вы-
писать общие формулы для расчета их ненулевых элементов, ис-
пользование которых приводит к эффективному применению чис-
ленного метода для решения задачи нелинейного программирова-
ния.
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Один из способов планирования траекторий движения шагающих ро-
ботов — это сведение задачи оптимального управления к гладкой задаче
нелинейного программирования (НЛП) большой размерности [1]. Мат-
рица Якоби для ограничений и матрица Гессе для лагранжиана этой
задачи являются сильно разреженными.

Локальные решения такого рода задач могут быть найдены численно.
Один из распространенных методов для этого — метод внутренней точки
[2]. В нем используются следующие специфичные для конкретной задачи
функции:

• целевой функционал задачи и его градиент,

• функции ограничений и матрица Якоби для них,

• матрица Гессе для лагранжиана задачи.
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Так как матрицы Якоби и Гессе сильно разреженные, то достаточно вы-
числения их ненулевых элементов. Сходимость численного метода и ско-
рость поиска решения зависят от точности и эффективности реализации
этих функций. Выигрыш в скорости можно получить за счет:

• быстрого вычисления производных,

• уменьшения количества нулевых элементов матриц Якоби и Гессе,
которые явно рассчитываются при вычислении этих матриц.

Общий подход для расчета элементов матриц Якоби и Гессе состоит в
использовании метода автоматического (алгоритмического) дифферен-
цирования [3]. Однако он не позволяет полностью исключить вычисление
тех элементов, которые заведомо равны нулю.

Другой подход — это детальный анализ структуры матриц Якоби и
Гессе для конкретной задачи или класса задач, что позволяет добиться
выигрыша в скорости [4, 5, 6]. В основном исследуется структура мат-
рицы Якоби, анализ матрицы Гессе для лагранжиана проводится реже
в виду большей сложности.

В данной работе анализируется структура матриц Якоби и Гессе для
задач НЛП, возникающих при планировании траекторий движения ша-
гающих роботов. Их особенностью является использование относитель-
но небольших выражений, в которые входят переменные с индексами.
Именно индексы обуславливают большую размерность этих задач и их
разреженную структуру. Переменные с индексами появляются при дис-
кретизации функций времени исходной задачи оптимального управле-
ния.

Анализ зависимости выражений задачи от индексов позволяет раз-
бить матрицы Якоби и Гессе на блоки прямоугольной и диагональной
формы, содержащие только ненулевые элементы. Значения этих элемен-
тов могут быть вычислены по общей для блока формуле, зависящей от
индексов.

Это идея была реализована в программном пакете sympy2ipopt. Он
написан на языке Python с использованием библиотеки для символьных
вычислений SymPy [7]. Пакет sympy2ipopt позволяет:

• описать задачу НЛП при помощи символьных выражений SymPy,

• получить выражения для элементов градиента целевого функцио-
нала методом символьного дифференцирования,

• разбить матрицы Якоби и Гессе на блоки из ненулевых элементов
и получить для каждого блока общие формулы расчета элементов
методом символьного дифференцирования,
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• сгенерировать интерфейсные функции на языке C++ для реша-
теля IpOpt (реализация метода внутренней точки). Генерируется
эффективный код относительно небольшой длины, использующий
только циклы, условия и математические функции.

Исходный код пакета sympy2ipopt доступен в репозитории по адресу
https://github.com/zlobin-d/sympy2ipopt.
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Exploiting Jacobian and Hessian of the Lagrangian Sparse
Structure for Optimal Trajectory Planning Speed Up

Zlobin D.V.

This paper deals with nonlinear programming problems, in which
the cost function and constraints are relatively small expressions
containing variables with indices.

Analysis of problem expressions dependence on indices gives
sparsity structure of Jacobian and Hessian of the Lagrangian. This
allows to get general formulas for calculating their non-zero elements
and leads to effective numerical solving the nonlinear programming
problem.
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