
Построение 1,2-простых квазигрупп,
изотопных заданным

С.С. Чаплыгина1

В работе приводится алгоритм получения изотопными преоб-
разованиями простой квазигруппы из некоторой заданной квази-
группы. Также доказывается, что алгоритм имеет квадратичную
сложность и что полученная в результате квазигруппа не содер-
жит собственных подквазигрупп. Приведен пример реализации ал-
горитма на языке Python.
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1. Введение
Конечные квазигруппы (или латинские квадраты, если их рассматри-
вать в терминах таблиц Кэли) вызывают интерес у различных иссле-
дователей в области криптографии и кодирования (см., например, [1]).
Для исследователей зачастую важны квазигруппы, которые обладают
некоторыми особыми свойствами. Одним из желательных свойств явля-
ется полиномиальная полнота [2], обеспечивающая NP-полноту задачи
проверки разрешимости уравнений [3]. Известно, что полиномиальная
полнота эквивалента одновременной простоте и неаффинности [4]. Еще
одним важным свойством является отсутствие собственных подквазиг-
рупп или собственных подквазигрупп порядка не меньшего 2, что отра-
жено в работе [5]. В работе Т. Кепки [6] доказано, что любую конечную
квазигруппу порядка > 2 с помощью изотопий можно перевести в ква-
зигруппу, не имеющую собственных подквазигрупп, или в квазигруппу,
не имеющую собственных подквазигрупп порядка ≥ 2 и одновременно
простую.

В данный работе излагается квадратичный алгоритм преобразова-
ния произвольной квазигруппы порядка > 2 в изотопную квазигруппу,
не имеющую собственных подквазигрупп, созданный на основе работы
Т. Кепки [6]. Кроме того, показывается, что результирующая квазигруп-
па является простой.
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2. Основные понятия и результаты
В дальнейшем все структуры будут полагаться конечными, поэтому для
краткости слово “конечный” будет опускаться.

Определение 1. Квазигруппой порядка k ∈ N называется такое мно-
жество Q = {q1, . . . , qk} с бинарной операцией · : Q × Q → Q, что для
любых a, b ∈ Q уравнения x · a = b и a · y = b однозначно разрешимы.

Таблицы Кэли квазигрупп являются латинскими квадратами, и на-
оборот, любой латинский квадрат является таблицей Кэли квазигруппы.

Определение 2. Собственной подквазигруппой квазигруппы (Q, ·) на-
зывается пара (Q′, ·′), где Q′ — собственное подмножество Q, замкну-
тое относительно ·, а операция ·′ является сужением · на Q′ ×Q′.

В дальнейшем для краткости будем отождествлять собственные под-
квазигруппы с множеством Q′.

Без ограничения общности можно считать, что Q = {0, . . . , k − 1}, а
операция · есть функция k-значной логики от двух переменных.

Определение 3. Квазигруппа (Q, ·) называется полиномиально пол-
ной, если

[
{·} ∪ P 0

k

]
= Pk, где P 0

k — множество всех констант.

Определение 4. Квазигруппа (Q, ·) называется простой (или в тер-
минах работы [6], 1-простой), если операция · не сохраняет ни одного
нетривиального отношения эквивалентности.

Определение 5. Квазигруппа (Q, ·) называется аффинной, если суще-
ствует абелева группа (Q,+), автоморфизмы α и β этой группы и кон-
станта c ∈ Q, для которых выполнено тождество x·y ≡ α(x)+β(y)+c.

В работе [6] использовались следующие понятия.

Определение 6. Квазигруппа (Q, ◦) называется 2-простой, если она
не содержит собственных подквазигрупп, и 3-простой, если она не со-
держит собственных подквазигрупп порядка ≥ 2.

Определение 7. Квазигруппа (Q, ◦) называется левой (правой) лупой,
если существует такой элемент j ∈ Q, что для любого x ∈ Q выпол-
нено равенство j ·x = x, (x · j = x, соответственно). Если существует
j ∈ Q, такой что j · x = x · j = x для любого x ∈ Q, то квазигруппа
называется лупой.

Определение 8. Квазигруппы Q(·) и Q(◦) будем называть изотопны-
ми, если существуют перестановки σ1, σ2, σ3 на Q, для которых выпол-
нено ∀x, y ∈ Q : x · y = σ−13 (σ1(x) ◦ σ2(y)).
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В терминах таблиц Кэли это означает возможность преобразования
одной таблицы в другую перестановкой строк, столбцов, а также пере-
именованием элементов.

Рассмотрим следующий алгоритм для квазигруппы Q(·) порядка n.
Перестановкой строк и столбцов добьемся преобразования данной

квазигруппы Q(·) в лупу Q(?). Затем сделаем циклический сдвиг строк
1, 2, . . . , n−1→ 2, 3, . . . , n−1, 1, первая строка (то есть строка 0) остается
на месте. Наконец, переставим столбцы 0 и 1.

Данный алгоритм является алгоритмизацией (с сужением на конеч-
ный случай) доказательства утверждений из работы [6]. Элементарными
операциями считаются чтение из памяти или запись в память элемента
из множества Q = Ek, а также арифметические операции на Zk.

Основным результатом данной работы являются утверждения:

Теорема 1. Выходом алгоритма является 2-простая квазигруппа, изо-
топная входной квазигруппе. Временная сложность алгоритма есть
O(k2) при k →∞.

Теорема 2. Квазигруппа, полученная в результате алгоритма, явля-
ется простой, то есть не сохраняет ни одного нетривиального отно-
шения эквивалентности.

Так как все квазигруппы порядка 3 аффинны, в случае k = 3 на вы-
ходе алгоритма могут возникать аффинные квазигруппы, то есть квази-
группы, не являющиеся полиномиально полными.

Алгоритм был реализован на языке программирования Python и про-
тестирован на наборе квазигрупп различного порядка. Время работы
программы квадратично зависело от порядка входных квазигрупп.

Код реализации можно найти на github под открытой MIT лицен-
зией (https://github.com/Rinroli/simple-quasigroups). Там же находятся
небольшая документация и примеры.

3. Заключение
В работе был построен квадратичный алгоритм получения с помощью
изотопии одновременно простой и 2-простой квазигруппы из некоторой
заданной. Этот алгоритм был программно реализован и протестирован
на наборе квазигрупп различного порядка. Проведенные эксперименты
показали, что время работы программы квадратично зависит от порядка
квазигрупп.

В дальнейшем планируется обобщить результаты на структуры более
высоких размерностей.
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The paper provides an algorithm for obtaining a simple quasigroup
from a given one in isotopic way, proves that the algorithm has
quadratic complexity and that the result doesn’t contain proper
subquasigroups. Python implementation of the algorithm is given.
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