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1. Введение

Одной из классических задач теории автоматов является задача провер-
ки полноты конечных автоматных систем по фиксированному набору
операций – как правило, в качестве операций рассматриваются опера-
ции суперпозиции (Σ) и композиции (K)[1]. В силу того, что задача про-
верки полноты на множестве конечных автоматов оказывается алгорит-
мически неразрешимой[1], возникли различные подходы к дальнейше-
му исследованию задачи. Ряд исследований был направлен на изучение
альтернативных операций замыкания[2] и на вопросы полноты автомат-
ных систем с добавками[3], в то время как другое направление иссле-
дований посвящено рассмотрению проблемы проверки полноты в неко-
торых подклассах конечных автоматов. В частности подробно изучена
задача полноты в классе линейных автоматов, функционирующих над
произвольными конечными полями[4, 5], причем для всякого конечного
поля представлена критериальная система для проверки A-полноты и
K-полноты. Более того, в классе линейных автоматов задачи проверки
A-полноты и K-полноты конечных систем оказываются алгоритмически
разрешимыми.

Настоящая работа касается исследования вопросов полноты по опе-
рациям композиции и A-замыкания линейных автоматов, функциони-
рующих над полем рациональных чисел[6]. Ранее автором исследованы
вопросы полноты в классе линейных автоматов, фукнционирующих над
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кольцом двоично-рациональных чисел[7, 8], где в терминах предполных
классов получены условия полноты для автоматных систем с добавка-
ми. В классе автоматов, функционирующих над полем рациональных
чисел доказан ряд утверждений, касающихся задачи полноты, в частно-
сти доказано отсутствие конечных K-полных систем, а также наличие
нетривиальных бесконечных Σ-полных систем.

2. Постановка задачи

Поле рациональных чисел обозначим через Q.∀l, k ∈ N будем рассмат-
ривать конечные автоматы[1] с входным алфавитом Ql, выходным ал-
фавитом Q и алфавитом состояний Qk, функции переходов и выходов
являются линейными[4, 5]. Данное множество будем называть множе-
ством линейных автоматом над полем рациональных чисел, и обозначим
L(Q)[6].

Для описания функционирования линейных автоматов удобно ис-
пользовать аппарат формальных степенных рядов. Определим множе-
ство формальных степенных рядов над Q:

Q∞(ξ) =
{
α =

∑∞
i=0 ai · ξi | ai ∈ Q

}

Степенным рядам ставятся в соответствие сверхслова на входах и вы-
ходе автоматов. Сложение и умножение элементов из Q∞(ξ) определется
естественным образом.

Кольцо многочленов над Q будем обозначать Q[ξ], а для обозначения
того, что многочлены P (ξ), Q(ξ) ∈ Q[ξ] взаимно просты будем использо-
вать запись gcd (P (ξ) , Q (ξ)) = 1.

Определим множество дробно-рациональных функций от переменной
ξ с коэффициентами из Q следующим образом:

R(Q) =
{
P (ξ)
Q(ξ) | P (ξ), Q(ξ) ∈ Q[ξ], Q(0) = 1, gcd (P (ξ), Q(ξ)) = 1

}

Для автоматов в классе L(Q верны следующие леммы о
представлении[6]:

Лемма 1. ∀V (x1, ..., xl) ∈ L(Q), ∃R0, R1, ..., Rl ∈ R(Q), такие что:

V (x1, ..., xl) = R0 +
∑l

i=1Ri · xi.

Лемма 2. ∀V (x1, ..., xl) : (Q∞)l → Q∞, такого что:
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V (x1, ..., xl) = R0 +
∑l

i=1Ri · xi
Ri ∈ R(Q), i ∈ [0, l]

верно, что V (x1, ..., xl) ∈ L(Q).

Таким образом, линейные автоматы из L(Q) реализуют отображения:

∀V ∈ L(Q), ∃l ∈ N, V (x1, ..., xl) : (Q∞)l → Q∞

Множители Rk будем называть коэффициентами отображения, при-
чем через Rk[τ ] будем обозначать коэффициенты при ξτ формальных
степенных рядов Rk. Будем говорить, что автомат V (x1, ..., xl) ∈ L(Q)
непосредственным образом зависит от xi, i ∈ [1, l], если Ri в приведен-
ном виде не кратен ξ. Линейный автомат называется существенным, если
он представляет собой отображение с не менее чем двумя непосредствен-
ными входами.

Система линейных автоматов M ⊂ L(Q) будет называться A-
полной[2], если ∀V ∈ L(Q) и ∀τ ∈ N, в K(M) существует автомат V ′,
совпадающий с автоматом V на словах длины τ . A - замыкание системы
M будем обозначать через A(M).

3. Результаты

Пусть V (x1, x2, ..., xn) – существенный линейный автомат из L(Q). Спра-
ведливы следующие условия полноты систем автоматов в L(Q) с добав-
ками:

Теорема 1. Пусть V ′(1) – все линейные автоматы из L(Q) арности не
более 1. Тогда K({V (x1, x2, ..., xn)} ∪ V ′(1)) = L(Q).

Теорема 2. Пусть V ′(1,1) = {R1 ·x, x+R2|R1[0] = c1, R2[0] = c2, ∀c1, c2 ∈
Q}. Тогда A({V (x1, x2, ..., xn), ξ · x} ∪ V ′(1,1)) = L(Q).
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Conditions for K-completeness and A-completeness for linear
automata systems, functioning over the field of rational numbers are
described.
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