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1. Введение

Фробениусовы алгебры являются одним из важных классов алгебр, изу-
чаемых в теории представлений конечномерных алгебр. Впервые они по-
явились в работе Ф.Г.Фробениуса еще в начале ХХ века. Квазифробени-
усовы кольца являются их естественным обобщением. Класс квазифро-
бениусовых колец включает в себя все артиновы полупростые кольца, а
также все групповые алгебры конечных групп (не обязательно полупро-
стые).

В работах Накаямы [1, 2] фробениусовые и квазифробениусовые
кольца и алгебры были охарактеризованы в терминах аннуляторов, а
Азумая [3] с помощью аннуляторных условий определил квазифробени-
усовы модули.

В последние десятилетия интерес к квазифробениусовым кольцам и
модулям возрастает в связи с их исключительной ролью в развитии тео-
рии линейных кодов и рекурент [4].

Градуированным фробениусовым алгебрам посвящены работы [5, 6,
7], a в [8] дано несколько эквивалентных характеристик градуированных
квазифробениусовых кольца.

В работе рассмотрены градуированные квазифробениусовы кольца и
модули, установлены связи между различными определениями, получен
ряд эквивалентных характеристик.
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2. Основные понятия и результаты

Все рассматриваемые кольца ассоциативные с единицей, модули унитар-
ны, градуированы мультипликативной группой G. Градуированные ана-
логи стандартных определений будем обозначать приставкой gr-. Таким
образом, градуированное кольцо называется gr-артиновым (справа), ес-
ли оно удовлетворяет условию обрыва убывающей цепочки правых гра-
дуированных идеалов.

Градуированное кольцо R называется gr-квазифробениусовым или
gr-QF-кольцом, если оно gr-артиново слева и справа и gr-самоинъективно
справа (слева).и gr-фробениусовым, если оно gr-квазифробениусово и
Sgr(R) = R/Jgr(R), где Sgr(R) – градуированный цоколь, а Jgr(R) –
градуированный радикал Джекобсона кольца R.

Для подмножества S ⊆ R через lR(S) и rR(S) обозначим соответ-
ственно левый и правый аннуляторы множества S, т.е.

lR(S) = {r ∈ R | rS = 0}, rR(s) = {a ∈ A | Sa = 0}.

Если множество S вместе с каждым своим элементом содержит и все его
однородные компоненты, то l(S) и r(S) являются соответственно левым
и правым градуированными идеалами кольца R.

Для любого градуированного R-модуля M можно определить граду-
ированное кольцо эндоморфизмов S = ENDR(M) и дуальный градуиро-
ванный модуль M∗ = HOMR(M,R).

Теорема 1. Для градуированного кольца R следующие условия экви-
валентны:

1. R – gr-QF-кольцо;
2. R – gr-артиново кольцо и для любого левого градуированного иде-

ала L и любого правого градуированного идеала K кольца R выполнены
следующие аннуляторные условия: lR(rR(L)) = L, rR(lR(K)) = K;

3. градуированные модули, дуальные к gr-неприводимым правым
R-модулям и к gr-неприводимым левым R-модулям, также являются
gr-неприводимыми.

Каждое градуированное квазифробениусово кольцо является gr-
квазифробениусовым. В то же время gr-квазифробениусово кольцо мо-
жет не быть квазифробениусовым. Примером является групповой коль-
цо бесконечной группы с естественной градуировкой.
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Градуированный бимодуль RQS называется gr-квазифробениусовым
или gr-QF-бимодулем, если для любого максимального левого градуиро-
ванного идеала I ⊆R R его правый аннулятор rQ(I) = {q ∈ Q | Iq = 0} в
Q или нуль или gr-неприводимый S-модуль и для любого максималь-
ного правого градуированного идеала J ⊆ SS его левый аннулятор
lQ(J) = {q ∈ Q | qJ = 0} в Q или нуль или gr-неприводимый S-модуль.

Градуированный модуль RQ назовем gr-квазифробениусовым мо-
дулем или gr-QF-модулем, если для любого натурального n и лю-
бого конечно порожденного градуированного подмодуля U модуля
Q̂ = Q(g1)

⊕
Q(g2)

⊕
. . .
⊕
Q(gn), здесь g1, g2, ..., gn ∈ G, Q(gi) – сдвиг

модуля Q, фактор модуль Q̂/U копорождается модулем Q и канониче-
ское отображение HOMR(Q̂,Q) −→ HOMR(U,Q) – сюръективно.

Теорема 2. Для точного градуированного бимодуля RQS над конеч-
ными градуированными кольцами эквивалентны следующие условия:

1. RQS – gr-QF-бимодуль;
2. RQS – конечный gr-QF-бимодуль;
3. RQ – gr-QF-модуль и S = ENDR(Q);
4. для любых градуированных подмодулей M ⊆R Q и N ⊆ QS спра-

ведливы равенства N = rQ(lR(N)), M = lQ(rS(M)).

Теорема 3. Для gr-артинова кольца R эквивалентны следующие
условия:

1. R – gr-QF-кольцо;
2. RRR – gr-QF-бимодуль.

Пусть k – поле и A
⊕

g∈GAg — градуированная k-алгебра. Левому мо-
дулю AA как векторному пространству над полем k можно сопоставить
дуальное векторное пространство A∗ = Homk(A, k), являющееся правым
A-модулем, если положить (ϕa)(x) = ϕ(ax) для всех ϕ ∈ A∗, a, x ∈ A.

Если алгебра A конечномерна, то A∗ является правым градуирован-
ным A-модулем со следующей градуировкой

A∗g = {f ∈ A∗ | f(Ah) = 0 для всех h 6= g−1} (g ∈ G).

Конечномерная градуированная k-алгебра A называется gr-фробе-
ниусовой, если левые градуированные A-модули AA и (AA)

∗ изоморфны
и gr-квазифробениусовой, если модули AA и (AA)

∗ имеют одни и те же
различные неразложимые компоненты.

Теорема 4. Конечномерная градуированная алгебра A является gr-
фробениусовой в том и только том случае, если кольцо A – gr-фробе-
ниусово.

Конечномерная градуированная алгебра A является gr-квазифробе-
ниусовой в том и только том случае, если для каждого левого градуи-
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рованного идеала I и каждого правого градуированного идеала J алгебры
A справедливы равенства lA(rA(I)) = I, rA(lA(J)) = J .
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The present paper is concerned with graded quasi-Frobenius
rings and modules. The connection between different definitions is
established, a series of equivalent characteristics are obtained.
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