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XII Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ

¾Èíòåëëåêòóàëüíûå ñèñòåìû è êîìïüþòåðíûå

íàóêè¿

Â Ìîñêâå ñ 29 íîÿáðÿ ïî 3 äåêàáðÿ 2021 ãîäà â ðàìêàõ ïðîâåäåíèÿ

Ãîäà íàóêè è òåõíîëîãèé Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè ïðîõîäèëà XII Ìåæ-

äóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Èíòåëëåêòóàëüíûå ñèñòåìû è êîì-

ïüþòåðíûå íàóêè¿, ïðèóðî÷åííàÿ ê 85-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ çàâå-

äóþùåãî êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì

ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ ïðîôåññîðà Âàëåðèÿ Áîðè-

ñîâè÷à Êóäðÿâöåâà.

Îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ ðàáîòû êîíôåðåíöèè:

1. Ìàòåìàòèêà è êîìïüþòåðíûå íàóêè;

2. Èíòåëëåêòóàëüíûé àíàëèç áîëüøèõ äàííûõ;

3. Îáðàáîòêà åñòåñòâåííîãî ÿçûêà;

4. Èñêóññòâåííûå íåéðîííûå ñåòè è ìàøèííûé èíòåëëåêò;

5. Èíòåëëåêòóàëüíîå óïðàâëåíèå, ðîáîòû è áèîìåõàòðîííûå ñèñòåìû;

6. Íåéðîìîðôíûé èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò è êîãíèòèâíûå ñèñòåìû;

7. ×åëîâåêî-îðèåíòèðîâàííûé èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò è íåéðîèíòåð-

ôåéñíûå òåõíîëîãèè;

8. Ïðåäñòàâëåíèå çíàíèé è àâòîìàòèçàöèÿ ðàññóæäåíèé.

Íà îòêðûòèè êîíôåðåíöèè âûñòóïèëè ðåêòîð ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìî-

íîñîâà, àêàäåìèê Âèêòîð Àíòîíîâè÷ Ñàäîâíè÷èé, äåêàí ìåõàíèêî-ìà-

òåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ, ÷ëåí-êîððåñïîíäåíò Àíäðåé Èãîðåâè÷

Øàôàðåâè÷, äåêàí ôàêóëüòåòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíå-

òèêè ÌÃÓ, àêàäåìèê Èãîðü Àíàòîëüåâè÷ Ñîêîëîâ, äèðåêòîð èíñòèòóòà

ïåðñïåêòèâíûõ èññëåäîâàíèé ìîçãà ÌÃÓ, àêàäåìèê Êîíñòàíòèí Âëàäè-

ìèðîâè÷ Àíîõèí, äèðåêòîð ïî öèôðîâèçàöèè ÃÊ ¾Ðîñàòîì¿ Åêàòåðèíà

Áîðèñîâíà Ñîëíöåâà, à â çàêëþ÷åíèè ïðîçâó÷àëî îòâåòíîå ñëîâî ïðîôåñ-

ñîðà Âàëåðèÿ Áîðèñîâè÷à Êóäðÿâöåâà.

Êîíôåðåíöèÿ ïðîõîäèëà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè Ïðîãðàììû ðàçâèòèÿ Ìåæ-

äèñöèïëèíàðíîé íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíîé øêîëû Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñè-

òåòà ¾Ìîçã, êîãíèòèâíûå ñèñòåìû, èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò¿ è áûëà

ñîñðåäîòî÷åíà íà îñâåùåíèè ìåæäèñöèïëèíàðíîãî õàðàêòåðà èññëåäîâà-

íèé â îáëàñòè èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà. Â íåé ïðèíÿëè ó÷àñòèå ñîòðóä-
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íèêè 29 ïîäðàçäåëåíèé ÌÃÓ, â òîì ÷èñëå: ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôà-

êóëüòåòà, èíñòèòóòà ïåðñïåêòèâíûõ èññëåäîâàíèé ìîçãà ÌÃÓ, ôàêóëü-

òåòà ÂÌÊ, áèîëîãè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà, ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà, ôà-

êóëüòåòà êîñìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, ôèëîëîãè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà, ôà-

êóëüòåòà ïñèõîëîãèè, ýêîíîìè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà, ôàêóëüòåòà ôóíäà-

ìåíòàëüíîé ôèçèêî-õèìè÷åñêîé èíæåíåðèè, þðèäè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà,

âûñøåé øêîëû óïðàâëåíèÿ è èííîâàöèé, íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîãî âû-

÷èñëèòåëüíîãî öåíòðà ÌÃÓ, ÑÓÍÖ, ôèëèàëîâ ÌÃÓ â Òàøêåíòå è Áàêó.

Êðîìå òîãî, â êîíôåðåíöèè ïðèíÿëè ó÷àñòèå ïðåäñòàâèòåëè 94 ðîññèé-

ñêèõ è 5 çàðóáåæíûõ íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíûõ è èññëåäîâàòåëüñêèõ öåí-

òðîâ è îðãàíèçàöèé. Âñåãî â ðàáîòå êîíôåðåíöèè ïðèíÿëè ó÷àñòèå îêîëî

400 ÷åëîâåê, áûëî ñäåëàíî 23 ïëåíàðíûõ è 135 ñåêöèîííûõ äîêëàäîâ.

Äàííûé íîìåð æóðíàëà ñîäåðæèò ïåðâóþ ÷àñòü ìàòåðèàëîâ êîíôåðåí-

öèè. Âòîðóþ ÷àñòü ìàòåðèàëîâ ïëàíèðóåòñÿ îïóáëèêîâàòü â ñëåäóþùåì

íîìåðå æóðíàëà.
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Часть 1.
Пленарные доклады



Методы осреднения в задачах
кластеризации больших данных

Р. Р. Айдагулов1

С.Т. Главацкий2

А.В. Михалев3

У кластерного анализа очень широкий спектр применения, его
методы используются в медицине, химии, археологии, маркетинге,
геологии и других дисциплинах. Кластеризация состоит в объеди-
нении в группы схожих объектов, и эта задача является одной из
фундаментальных в области интеллектуального анализа данных.
Обычно под кластеризацией понимается разбиение заданного мно-
жества точек некоторого метрического пространства на подмноже-
ства таким образом, чтобы близкие точки попали в одну группу, а
дальние – в разные. В данной работе предлагается метод локаль-
ного осреднения для вычисления плотности распределения данных
как точек в метрическом пространстве. Выбирая далее срезы мно-
жества точек по определенному уровню плотности, мы получаем
разбиение на кластеры. Предложенный метод предлагает устойчи-
вое разбиение на кластеры и свободен от ряда недостатков, прису-
щих известным методам кластеризации.

Ключевые слова: кластер, алгоритм, плотность, метод осред-
нения.
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1. Постановка задачи

Согласно [1], кластеризация – это процесс аналитического рассмотрения
заданного множества точек и дальнейшей группировки точек в класте-
ры согласно некоторой метрике. При этом предполагается, что точки,
попадающие в один кластер, должны быть расположены недалеко друг
от друга, а попадающие в разные кластеры – далеко. Подчас исследова-
тели под кластеризацией набора точек понимают разбиение этого набора
(совокупности) на подмножества таким образом, чтобы "близкие" точки
попали в одну группу, а "дальние" – в разные. Несложно понять, что в
буквальном понимании такое требование противоречиво.

Пример. В конфигурации точек, приведенной на рис. 1, естествен-
но разделить множество точек на 2 кластера, проведя разделительную
границу около точки D.
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Рис.1

Аргументированной представляется группировка точек согласно плотно-
сти их распределения. Когда астрономы наблюдают дальние галактики
в телескоп, они не видят отдельные звезды, и относят их к различным
галактикам согласно распределению яркости (плотности).

Машинное обучение, машинное распознавание образов должны,
прежде всего, оперировать качественными характеристиками. Взаимные
расстояния, вообще говоря, не являются таковыми. Например, расстоя-
ние между точками C и A на рис. 1 больше расстояния между точками
C и C ′, однако более естественно поместить C и A в один кластер, а
точку C ′ – в другой. При проверке текста на плагиат качественными
характеристиками являются не только используемые наборы слов, но и
смысл текста, который может передаваться употреблением совершенно
иного множества терминов. В топологии качественными характеристика-
ми являются группы гомотопий, гомологий и т.д., которые не меняются
при гомотетиях. В геометрии качественными характеристиками явля-
ются такие характеристики, которые не меняются при гомотетиях, мало
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изменяющих взаимные расстояния для близких точек. Такими характе-
ристиками, в частности, являются реальная размерность распределения
набора точек и распределение плотности набора точек. В качестве при-
мера рассмотрим набор точек на кривой Веронезе:

xi = (xi,1, xi,2, ..., xi,d) ∈ Rd, xi,j = φj(xi,1), φj(t) = tj , t ∈ [0, 1].

Любые n > d точек этой кривой не могут быть вложены в евклидово
пространство размерности меньше d с сохранением взаимных расстоя-
ний. Пусть набор точек упорядочен: xi,1 < xj,1 ⇔ i < j. Существует го-
мотетия, отображающая точки xi на прямую: x1,1+

∑i−1
j=1 ρ(xj , xj+1). При

этом сохраняются только расстояния между соседними точками. Однако
если две точки были близки, то относительное изменение расстояний

∣∣∣r(xi, xj)
ρ(xi, xj

− 1
∣∣∣ < ε, ρ(xi, xj) < δ, (1)

мало. Поэтому распределение n точек на кривой Веронезе должно счи-
таться не d-мерным распределением, а распределением, близким к одно-
мерному.

Геометрические свойства, почти не меняющиеся при гомотетиях типа
(1), являются (должны считаться) качественными. Основным требовани-
ем при разбиении совокупности точек на кластеры должно быть свойство
качественности, т.е., два распределения точек, соединямые гомотетиями
типа (1), должны разбиваться на кластеры почти одинаково.

Далее мы построим алгоритм кластеризации, базируясь на принци-
пах плотностной связи между различными совокупностями точек. От-
метим, что плотность в метрическом пространстве является основной
качественной характеристикой.

2. Метод осреднения

Метод осреднения используется в решении задач широкого круга обла-
стей естествознания, связанных с изучением свойств неоднородных сред.
Понятие нелинейного осреднения (называемого сейчас «осреднением по
Колмогорову») было введено А.Н. Колмогоровым в [2]. Далее этот метод
был развит в трудах его последователей в широком спектре приложений
в механике, квантовой механике, экономике и др. (см. [3, 4]).

Введенное А.Н. Колмогоровым осреднение относится к глобальному
типу, типа нахождения центра масс, определяющему среднее значение
для совокупности точек. Однако глобальное осреднение полностью сти-
рает информацию о локальном характере распределения точек. Поэтому
мы далее будем использовать локальное осреднение, обладающее свой-
ством качественности.
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Плотность распределения в точке x определяется локальным осред-
нением следующим образом. Пусть точка xi включена в шар единичного
объема с центром в точке x с вероятностью P (x, xi). Тогда среднее коли-
чество (математическое ожидание) точек, входящих в этот объем, равно∑

i P (x, xi). Если
∫
y P (x, y)dy = 1, то полученное среднее и есть плот-

ность (среднее количество точек в шаре единичного объема с центром в
точке x). Для определения областей сгущения плотности требуется имен-
но такое локальное осреднение. При этом, если точки xi, xj близки, т.е.,
ρ(xi, xj) < δ, то их вклад в осредненные величины

f(x) =
∑

i

P (x, xi)f(xi).

почти одинаков:
∣∣∣P (x,xi)−P (x,xj)

P (x,xi)

∣∣∣ < ε.
Часто для определения локальных значений параметров используют

осреднение P (x, xi) = P (x, xj) (см. [5]), когда точки из радиуса осредне-
ния берутся с одинаковым весом. Такое осреднение приводит к различ-
ным затруднениям. Малое шевеление точек около границы осреднения
может заметно влиять на результат работы известных алгоритмов, ба-
зирующихся на плотности распределения точек (например, DBSCAN).
В итоге такие алгоритмы могут как ложно разъединять кластер, так и
ложно сливать в один несколько различных кластеров.

Мы используем осреднение Гауссового типа

P (x, xi) = exp(−π(ρ(x, xi)
R

)2),

учитывая, что оно инвариантно относительно поворотов (отображений,
не меняющих взаимные расстояния) и суммарная вероятность вхожде-
ния точки xi в пространство равна 1:

∫
exp(−π((x− xi).(x− xi))dV = 1,

и не зависит от размерности пространства.
Радиус осреднения дляN точек в d–мерном пространстве следует вы-

бирать так, чтобы, с одной стороны, среднее количество точек n в одном
шаре такого радиуса было намного больше, чем (lnN)d (здесь d – реаль-
ная размерность, определяемая ниже), а, с другой стороны, – намного
меньше, чем N ε. Это свойство выполняется для часто встречающейся
функции:

n = L(N) = exp(
√
lnN ln lnN).

Метод осреднения заключается в осреднении множества точек с
функцией плотности распределения

∑

i

δ(x− xi).

15



Выбирая далее срезы множества точек по определенному уровню плот-
ности, мы получим разбиение на кластеры. Этот метод свободен от таких
недостатков, как зависимость от нумерации точек, и как существенное
изменение разбиения на кластеры при малом изменении позиции даже
одной точки.

3. Размерность пространства, осреднение и плот-
ность

Размерность пространства является локальной топологической характе-
ристикой. Для наших целей удобнее использовать размерность, анало-
гичную размерности по Хаусдорфу, которая определяется как степень d
роста величины O(ε−d) минимального количества шаров радиуса ε, необ-
ходимого для покрытия нашего множества точек, при ε → 0. Так как у
нас конечное число точек n, то при любом ε необходимое количество ша-
ров не превосходит n. Тем не менее, нужную размерность можно опреде-
лить через тангенс угла наклона в линейной аппроксимации логарифма
от количества точек в зависимости от (при увеличении) логарифма ра-
диуса. Для этого упорядочим n(n− 1)/2 ненулевых расстояний между n
точками по возрастанию:

r1 ≤ r2 ≤ ... ≤ rn(n−1)/2. (2)

На расстоянии не более ri от некоторой точки в среднем находится 2i/n
точек, без учета самой точки. Пусть yi = log(2i/n), xi = log(ri). Находим
наилучшее приближение (аппроксимацию) yi = dxi + c или xi = yi−c

d .
На значение d не влияет ни основание log, ни постоянный коэффициент
log(2/n) (уходит в определение величины c). Для уменьшения влияния
больших расстояний (возможных между разными малыми кластерами) в
вычислении корреляции оставим только определенную частьm значений
(1 ≤ m ≤ n) – только тех, где ri < s(R) ∼ R, (s = 2R), 1 ≤ i ≤
m. Вычисляя наилучшую линейную аппроксимацию, получим реальную
размерность d и коэффициент пропорциональности exp(c). Размерность
пространства d выражается формулой:

d =

∑
i(log i)

2 − 1
m(
∑

i log i)
2

∑
i log(ri) log i− 1

m(
∑

i log i)(
∑

i log(ri))
. (3)

Здесь m – длина суммирования (в сумме участвуют только первые m
членов из {ri}). Радиус суммирования s должен быть больше радиу-
са осреднения R, но не больше величины, при которой весом f( s

R) =
exp(−4π) << 1, (s = 2R) можно пренебречь. Ограничиваясь рассмотре-
нием только точек, отстоящих на расстоянии менее s, где среднее коли-
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чество точек n = 2m
N ∼ exp(

√
lnN) не мало (больше (lnN)d), мы добива-

емся уменьшения количества операций, практически не теряя статисти-
ческой значимости, в вычислениях локальной плотности

ρ(x) =
∑

i,r(x,xi)<s

P (x,
r(x, xi)

R
). (4)

При этом локальные размерности (3) и локальные радиусы осредне-
ния, соответствующие количеству n

2d
точек в шаре, могут различать-

ся для разных кластеров. Выбирая вначале малое значение s и увели-
чивая это значение примерно в 2 раза в следующей итерации до тех
пор, пока не будет выполнено условие оценки среднего количества точек
n ∼ exp(

√
lnN), получаем, что количество операций как в упорядочении

(2), так и при вычислении плотности можно уменьшить до O(N1+ε).
Далее нам нужно только осуществить сравнение плотности в разных

точках как отношение вычисленных сумм.
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Averaging Methods in Big Data Clustering Problems
Aidagulov R.R., Glavatsky S.T., Mikhalev A.V.

Cluster analysis has a very wide range of applications; its methods
are used in medicine, chemistry, archeology, marketing, geology and
other disciplines. Clustering consists of grouping similar objects
together, and this task is one of the fundamental tasks in the field of
data mining. Usually, clustering is understood as a partition of a given
set of points of a certain metric space into subsets in such a way that
close points fall into one group, and distant points fall into different
ones. In this paper, we offer a local averaging method for calculating
the distribution density of data as points in a metric space. Choosing
further sections of the set of points at a certain level of density, we get a
partition into clusters. The proposed method offers a stable partitioning
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into clusters and is free from a number of disadvantages inherent in
known clustering methods.

Keywords: cluster, algorithm, density, averaging method.
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О научной школе Валерия Борисовича
Кудрявцева

С.В. Алешин1, Э. Э. Гасанов2, В. Н. Козлов3

В данной работе рассказывается о научной школе профессора
Валерия Борисовича Кудрявцева и созданной им кафедре матема-
тической теории интеллектуальных систем.

Ключевые слова: Теория автоматов, теория интеллектуаль-
ных систем, распознавание образов.

4 июля 2021 г. исполнилось 85 лет доктору физико-математических
наук, профессору, заведующему кафедрой математической теории ин-
теллектуальных систем механико-математического факультета МГУ им.
М.В. Ломоносова Валерию Борисовичу Кудрявцеву, создателю крупной
научной школы в области дискретной математики, кибернетики и ин-
форматики.

В далекие 50-е годы по окончании средней школы В.Б. Кудрявцев
поступил в Московский государственный университет, строительство но-
вого комплекса зданий которого на Воробьевых горах тогда только что
было завершено. Это было удивительное для науки время. Ученые, в
первую очередь физики и математики, были подняты на пьедестал об-
щественного внимания, воспринимались современными магами, волшеб-
никами. В целом образ науки — огромной, величественной — предстает,
можно считать, в облике здания МГУ.

Валерия Борисовича увлекло новое направление в науке — киберне-
тика, и математические задачи, с нею связанные. Эта наука представля-
лась как дающая ключ к пониманию процессов управления в совершен-
но разнородных областях, таких, как технические устройства, алгорит-
мы работы мозга, процессы управления в обществе, и т.д. Кибернетика
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завораживала, с одной стороны, своей всеобщностью (сравнимой с фи-
лософией), с другой — опорой на точные методы, на доказательность в
своих построениях.

Научные интересы С.В. Яблонского и О.Б. Лупанова, учителей
В.Б. Кудрявцева, в то время были сосредоточены на создании основ
кибернетики: ее понятий, разделов, задачах, связях с другими наука-
ми. Одним из таких направлений кибернетики, активно разрабатывае-
мых С.В. Яблонским, стали функциональные системы, то есть алгебры
дискретных функций с операциями суперпозиции и их обобщениями. В
этом направлении начал вести исследования и В.Б. Кудрявцев. Одним
из важных результатов этого периода стало переработанное изложение
знаменитой теоремы Поста об описании всех подалгебр двузначной ло-
гики, изданное в 1966 г. в виде монографии С.В. Яблонского, Г.П. Гав-
рилова и В.Б. Кудрявцева «Функции алгебры логики и классы Поста»
[1]. Одновременно В.Б. Кудрявцев начал изучать преобразователи ин-
формации, обладающие в отличие от дискретных функций «памятью»,
то есть объекты, реакция которых на входные воздействия происходит
с временной задержкой. Сейчас эти объекты являются базовыми в дис-
кретной математике, кибернетике и информатике и называются конеч-
ными автоматами, или для краткости — автоматами. Это очень общее
понятие, и оно может рассматриваться как модель для любых реальных
явлений, в которых присутствуют входно-выходные соответствия. Обу-
чаясь на механико-математическом факультете МГУ (в аспирантуре),
В.Б. Кудрявцев решил проблему полноты для автоматов, называемых
функциями с задержками, с операциями синхронной суперпозиции, что
явилось первым из важных результатов по проблематике полноты для
автоматов и показало существенное отличие автоматов с памятью от слу-
чая автоматов без памяти. Им же был изучен общий случай конечных
автоматов с операциями суперпозиции и обратной связи, для которого
было установлено наличие континуума предполных классов как крите-
риальной системы для проверки полноты для автоматов, что дало пред-
ставление о сложности и неэффективности решения задачи о полноте
для автоматов как средствами алгебры, так и средствами логики. Эти
результаты составили содержание кандидатской диссертации В.Б. Куд-
рявцева, выполненной под руководством О.Б. Лупанова и защищенной
в ИПМ АН СССР в 1963.

После аспирантуры механико-математического факультета
В.Б. Кудрявцев был оставлен на кафедре математической логики
в должности ассистента, затем стал доцентом, и, в последующие годы,
профессором механико-математического факультета. В эти годы он
активно занимается учебной, научной и организационной работой, и,
что очень важно, открывает научно-исследовательский семинар по
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теории автоматов, который стал научно-организационным центром
этого нового научного направления. Со временем вокруг этого ядра
возникла крупная научная школа, организатором и руководителем
которой он является с тех пор и поныне.

Эта работа нашла свое сопряжение с созданием на факультете в
1986 г. по инициативе В.A. Садовничего Отдела прикладных исследо-
ваний по математике и механике, который и возглавил В.А. Садовни-
чий. Отдел состоял из трёх лабораторий, и его тематика определялась
проблемами космоса. В.Б. Кудрявцев стал руководителем отраслевой
лаборатории № 1, которая начала работать над созданием интеллекту-
альных систем промышленного назначения в интересах обороны и на-
родного хозяйства страны. Накопленный опыт исследований по теории
автоматов стал естественным базисом для создания интеллектуальных
систем в приложениях. В лабораторию вместе с исследователями пришла
работать талантливая молодежь. Костяк коллектива составили ученики
В.Б. Кудрявцева. Тематика работ постоянно расширялась, появились
новые заказы промышленности. Необходимо было расширять как тема-
тику исследований, так и увеличивать штат лаборатории. Кроме того,
остро возник вопрос подготовки кадров высшей квалификации по тео-
рии интеллектуальных систем. Отчасти такая подготовка присутствова-
ла на кафедрах математической кибернетики факультета ВМиК и ка-
федре дискретной математики механико-математического факультета ,
но именно отчасти. Нужна была специализированная кафедра. Весь этот
комплекс проблем привел к созданию в декабре 1991 г. на механико-
математическом факультете МГУ новой кафедры Математической тео-
рии интеллектуальных систем (МаТИС). Заведующим кафедрой Ма-
ТИС стал профессор В.Б. Кудрявцев, оставаясь при этом руководителем
лаборатории № 1, которая была преобразована в лабораторию проблем
теоретической кибернетики. Переход от автоматов к интеллектуальным
системам был, можно считать, подготовлен проблематикой пионеров ки-
бернетики еще при её становлении. В последующем на факультете ВМК
возникла кафедра «Математических методов прогнозирования», руко-
водимая Ю.И. Журавлевым и с тематикой, в немалой мере связанной
с распознаванием образов . А сравнительно недавно кафедра МаТИС
приросла новой лабораторией, заведует которой Г.В. Боков, специали-
зирующийся на логических исчислениях.

Одним из главных вопросов, поставленных классиками кибернети-
ки при ее возникновении, был вопрос о том, как функционирует наш
мозг, самая совершенная интеллектуальная система, созданная приро-
дой. В.Б. Кудрявцев, будучи математиком и по складу своего мышле-
ния и по образованию, проводил исследования на уровне математической
строгости и точности в рассуждениях. Автомат является объектом, кото-
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рый реализует триаду «воспринимаю—думаю—действую» и через влия-
ние на среду итеративно повторяет эту триаду, определяя свое поведение
в среде. Но даже такая простая с содержательной точки зрения модель
потребовала для исследования многих лет квалифицированного труда
разных групп исследователей. И только к середине 80-х годов ХХ ве-
ка появились существенные математические результаты, изложенные в
монографии В.Б. Кудрявцева и его учеников С.В. Алешина и А.С. Под-
колзина «Введение в теорию автоматов» [2] (содержащей в основном ре-
зультаты научной школы В.Б. Кудрявцева). С.В. Алешин известен не
только в теории автоматов, но и успешен в распознавании образов. В тео-
рии автоматов работает и ученик С.В. Алешина — С.Б. Родин. Исследо-
вания на кафедре распространились в последующем и на такие системы,
которые больше соответствуют слову «интеллектуальные» в широком и
общепринятом понимании. Подтверждение этому — труды А.С. Подкол-
зина, который развил теорию компьютерных решателей задач. Весьма
существенные результаты по теории автоматов были получены В.А. Бу-
евичем.

В дополнение к этим результатам, уже в 2000-е годы, при уча-
стии В.Б. Кудрявцева как консультанта выполнено важное исследование
Д.Н. Бабина, нашедшего конструктивную границу отделения семейств
базисов автоматов с разрешимой проблемой полноты от неразрешимых
семейств.

Недавним существенным вкладом в теорию автоматов стала доктор-
ская диссертация А.А. Часовских по теории линейных автоматов.

Рассмотрение функциональных систем автоматов было распростра-
нено В.Б. Кудрявцевым на клеточные автоматы, для которых вместе с
учениками А.С. Подколзиным, А.А. Болотовым и другими он изучал их
поведение и моделирующие возможности для параллельных вычислений
[3]. Поведение автоматов в лабиринтах — тематика Н.Ю. Волкова.

В распознавании образов В.Б. Кудрявцев развил новое направление
— теорию тестового распознавания. Эти результаты содержатся в мо-
нографии В.Б. Кудрявцева, А. Е. Андреева, Э.Э. Гасанова «Теория те-
стового распознавания» [4]. Свой интересный вклад в теорию тестового
распознавания сделал М.В. Носов. В исследованиях И.Л. Мазуренко ав-
томатный подход использован для распознавания речи.

Другим направлением в теории распознавания образов, развитие ко-
торого курирует В.Б. Кудрявцев, явилось распознавание зрительных об-
разов, в котором активно работает его ученик В.Н. Козлов. Это направ-
ление возникло из контактов с кафедрой физиологии высшей нервной
деятельности биологического факультета, из этих же контактов проис-
ходит монография В.Б. Кудрявцева и В.Н. Козлова «Введение в мате-
матическую биологию» [5].
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Разнообразные по направленности работы, включающие распознава-
ние образов и математическое моделирование в биологии, представляет
на кафедре Д.В. Алексеев. Ю.Г. Чернова построила математическую
модель легочной системы человека. Л. Минчичем предложена модель
восстановления двумерного изображения по его одномерным проекци-
ям в условиях «зашумления» . Нейронные сети — область интересов
В.С. Половникова.

Совместно с Э.Э. Гасановым В.Б. Кудрявцевым построена теория
хранения и поиска информации, обобщающая известные подходы и поз-
волившая с единых позиций рассмотреть и решить базовые проблемы
для баз данных. Построенная теория накрывает все частные находки для
конкретных баз данных и дает алгоритмы и новые технологии синтеза
баз данных нового типа, которые эффективнее известных. Эти результа-
ты изложены в монографии Э.Э. Гасанова и В.Б. Кудрявцева «Теория
хранения и поиска информации» [6]. Развитие данной теории продолжи-
ли ученики Э.Э. Гасанова — Ю.С. Шуткин и В.В. Осокин.

Интересные исследования в области нечеткой математики и ее при-
ложений проведены А.П. Рыжовым.

Существенен вклад В.Б. Кудрявцева в теорию сложности управляю-
щих систем. Здесь в первую очередь надо отметить выдающиеся резуль-
таты ученика Валерия Борисовича А.Е. Андреева. Интересные резуль-
таты по синтезу плоских схем получил Г.В. Калачев.

В.Б. Кудрявцев вместе со своими учениками А.С. Строгаловым,
П.А. Алисейчиком и другими разработал новые адаптивные модели ком-
пьютерных обучающих систем, имитирующих взаимодействие учителя,
ученика и обучающей базы данных, что привело к построению конкрет-
ных таких систем по языкам, информатике, искусству и др. Эти резуль-
таты опубликованы в виде монографии К. Вашика, В.Б. Кудрявцева,
А.С. Строгалова «Проект IDEA» [7].

Тематика, связанная с криптографией, зримо представлена на кафед-
ре интересными работами В.А. Носова, А.В. Галатенко, А. Е. Панкратье-
ва. Тематика помехозащищенных кодов - область успешной деятельности
П.А. Пантелеева. В теории кодирования активно работает П.С. Дергач.

Двузначные и многозначные функции логики — важная область ис-
следований, и в ней существенные результаты были получены Д.Н. Жу-
ком. А.А. Ирматов провел значительные исследования по оценке числа
пороговых функций 2-значной и к-значной логики. В области пороговых
функций лежат научные интересы А.П. Соколова. Постоянен в связях с
кафедрой специалист в логике Г.И. Сыркин.

В начале 70-х годов В.Б. Кудрявцев был пригашен в ГДР в универ-
ситет Ростока как гость-профессор для развития нового направления
— кибернетики. В это время им была создана там одна из значимых
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групп в области кибернетики. Участники этой группы под руководством
В.Б. Кудрявцева со временем подготовили и защитили 6 докторских дис-
сертаций по кибернетике. Позже они стали известными специалистами
и заняли высокие позиции в университетах и научных центрах Герма-
нии. Среди них Д. Лау, Б. Тальхайм, Ю. Дассов и др. Есть ученики
В.Б. Кудрявцева в Венгрии — Я. Деметрович, в бывшей Югославии —
Г. Килибарда, Р. Шчепанович и Ш. Ушчумлич, и — ныне в Японии —
Г. Погосян и В. Лашхиа.

Более 10 лет назад В.Б. Кудрявцев стал руководителем Филиала
МГУ в Ташкенте. Учебный процесс там в части математики обеспечива-
ет кафедра МаТИС. Ныне Филиалом руководит А.С. Строгалов, ученик
Валерия Борисовича.

Нельзя не отметить, что весьма существенную роль в жизни кафедры
и в целом научной школы играет журнал «Интеллектуальные системы.
Теория и приложения», основанный В.Б. Кудрявцевым.

В целом кафедра всегда придерживалась трех принципиальных под-
ходов в своей работе. Первое: внимание к научной работе, кафедра долж-
на «продуцировать» качественный научный материал. Второе: образова-
тельный аспект, причем не только в целом в отношении студентов, но и
в части внимания и подготовки потенциальных кадров для работы на
кафедре. Третье: внимание к прикладным исследованиям (контракты,
договора), дающим возможность не только результаты теоретических
исследований «внедрить» в жизнь, но и, что существенно, поддержать
материально членов кафедры, что, учитывая, например, наши 90-е го-
ды, имело кардинальное значение. Так сотрудничество с американской
фирмой LSI Logic принесло более 300 патентов. Ныне кафедра заметно
сотрудничает с компанией Huawei из КНР, с некоторыми отечественны-
ми организациями.

Понимая, что молодежи нужны не только точные научные ориенти-
ры, но и нравственные точки отсчета, В.Б. Кудрявцев в 1992 г. орга-
низовал на механико-математическом факультете необычный семинар,
аналога которому, по-видимому, и не было. Это «Открытый семинар
по науке и культуре». В большой аудитории механико-математического
факультета собираются до ста и более человек, чтобы в академической
атмосфере выслушать доклады и принять участие в обмене мнениями
по широкому спектру вопросов науки, культуры и общественной жизни.
Высокий авторитет руководителя семинара, механико-математического
факультета и в целом МГУ обеспечивает возможность приглашать в
качестве докладчиков известных деятелей культуры и науки. Большой
профессиональный интерес вызвали доклады академиков А.А. Логуно-
ва, А.А. Самарского, Ю.Л. Ершова, О.Т. Богомолова, В.Л. Макаро-
ва, Н.Н. Моисеева, А.Ю. Ишлинского, Б.А. Рыбакова, А. Г. Чучалина,
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Рис. 1. Граф научной школы В.Б. Кудрявцева.
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С.П. Курдюмова и др., выступавших по фундаментальным проблемам
науки и техники, связанными с теорией элементарных частиц, энергети-
ки, управления, экономики, организации общества, медицины и т.п. Они
оставили неизгладимое впечатление у слушателей.

Яркими были выступления писателей В. Г. Распутина, В.И. Белова,
В.С. Розова, В.В. Карпова, В.В. Кожинова, Ю.П. Власова, А.И. Ка-
зинцева, режиссеров Н.Н. Губенко, Ю.М. Соломина, С.С. Говорухи-
на, Н.П. Бурляева, актрисы Ж.А. Болотовой, балерины Е.С. Макси-
мовой, руководителя «Кремлевского балета» А.Б. Петрова, художни-
ка И.С. Глазунова, скульптора В.М. Клыкова, представителей духовен-
ства митрополитов Кирилла (ныне патриарха) и Питирима, шахматиста
М.М. Ботвинника и др., которые рассказывали о своей деятельности и
о состоянии представляемой ими области.

Большой интерес вызвали также выступления общественных деяте-
лей А.А. Зиновьева, С. Г. Кара-Мурзы, А.Н. Крутова, Н.С. Леонова,
Н. Г. Ивашова и др.

В Валерии Борисовиче Кудрявцеве уникально сочетаются крупный
ученый, великолепный организатор и администратор, требовательный и
всегда готовый помочь научный руководитель, чуткий и внимательный
к окружающим человек. По отдельности эти качества — не редкость,
вместе — очень и очень нечастое явление.

За свою научную, преподавательскую и организационную деятель-
ность В.Б. Кудрявцев отмечен заслуженным признанием со стороны на-
учного и преподавательского сообщества. Он является заслуженным де-
ятелем науки Российской федерации, заслуженным профессором МГУ,
почетным доктором Белградского университета, действительным чле-
ном РАЕН и МАТН, членом ряда других научных организаций как в
России, так и за рубежом. Он автор свыше 200 научных статей, 12 моно-
графий и учебников, свыше 60 его учеников защитили кандидатские и 26
— докторские работы. Среди них более двадцати зарубежных учеников
из США, Канады, Германии, Венгрии, Сербии.

История Московского университета длится со времен императрицы
Елизаветы, дочери Петра Великого, именно она подписала указ об обра-
зовании первого в России университета. В этой истории много славных
страниц. Но в первую очередь это история людей Московского универ-
ситета, история их свершений. Имя Валерия Борисовича Кудрявцева,
имена ученых созданной его трудами научной школы несомненно до-
стойным образом вплетаются в историю нашей альма матер.

На рисунке 1 приведен граф научной школы В.Б. Кудрявцева.
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Сложность задачи удовлетворения
ограничениям и её вариаций

Д.Н. Жук1

Многие задачи, такие как раскраска графа или решение систем
линейных уравнений, могут быть представлены как задачи удовле-
творения ограничениям для какого-то языка допустимых ограни-
чений. При этом некоторые из этих задач решаются за полино-
миальное время, а некоторые являются NP-полными. В 2017 го-
ду сложность задачи удовлетворения ограничениям была описана
для любого языка ограничений, но осталось много вариаций этой
задачи, для которых сложность по-прежнему неизвестна. Напри-
мер, можно разрешить кроме квантора существования использо-
вать квантор всеобщности или потребовать, чтобы найденное ре-
шение было сюръективным или сбалансированным. Также можно
потребовать, чтобы входные данные удовлетворяли какому-то на-
перед заданному условию, как если нам надо покрасить граф в 100
цветов, если известно, что его можно покрасить в 3 цвета. В рабо-
те мы обсудим как обычную задачу удовлетворения ограничениям,
так и сложность этих и некоторых других вариаций и обобщений
этой задачи. Ключевые слова: Задача удовлетворения ограниче-
ниям, вычислительная сложность, кванторная задача удовлетворе-
ния ограничениям.

1. Задача удовлетворения ограничениям

Задача удовлетворения ограничениям, по англ. Constraint Satisfaction
Problem (CSP), это массовая проблема, где на вход подаётся набор огра-
ничений и нужно проверить можно ли переменным сопоставить значения
так, чтобы все ограничения выполнялись. В общем случае (на конечном
множестве) задача является NP-полной, но если ограничить множество
допустимых ограничений, например, линейными уравнениями, то задача
решается за полиномиальное время. Через CSP(Γ) мы обозначим задачу
удовлетворения ограничения со множеством допустимых ограничений
Γ, которую можно сформулировать так. На вход подаётся формула ви-
да R1(. . . ) ∧ · · · ∧ Rs(. . . ), где каждое Ri — предикат из множества Γ,
а за (. . . ) скрывается произвольный набор переменных; надо проверить
выполнима ли формула. Ещё в 1993 [12] в работе Федера и Варди была

1Жук Дмитрий Николаевич — с.н.с. каф. математической теории интеллектуаль-
ных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: zhuk@intsys.msu.ru.

Zhuk Dmitriy Nikolaevich — Senior Researcher, Lomonosov Moscow State University,
Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of Intellectual
Systems.
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высказана гипотеза, что для любого языка допустимых ограничений за-
дача либо решается за полиномиальное время, либо является NP-полной,
и долгое время именно эта пролема была основной в этой области. В
2017 году эта гипотеза была доказана независимо Андреем Булатовым
и Дмитрием Жуком, при этом классификация языков ограничений по
сложности оказалась совсем простой и может быть сформулирована в
терминах функций, сохраняющих предикат.

Функцию f будем называть слабой функцией почти-единогласия, ес-
ли она удовлетворяет следующим тождествам

f(y, x, . . . , x) = f(x, y, x, . . . , x) = · · · = f(x, x, . . . , x, y).

В качестве примера слабой функции единогласия можно рассмотреть
любую константу, x ∨ y, x+ y + z, xy ∨ yz ∨ xz, min(x, y) и т.д.

Теорема 1. [6, 7, 16, 15] Пусть Γ — конечное множество предикатов
на конечном множестве A. Тогда CSP(Γ) решается за полиномиальное
время, если найдется слабая функция почти единогласия, которая со-
храняет каждый предикат из Γ; CSP(Γ) является NP-полной в осталь-
ных случаях.

2. Дополнительное глобальное ограничение

Одной их вариацией обычной задачи удовлетворения ограничениям мо-
жет быть добавление глобального ограничения. Например, мы можем
потребовать, чтобы решение было сюръективным (содержало каждый
элемент множества A)[1] или сбалансированным (каждый элемент встре-
чался бы одинаковое количество раз) [11].

Проблема 1 Какова сложность CSP(x + y 6= 2) на множестве
{0, 1, 2}, если требуется найти сюръективное решение?

Проблема 2 Какова сложность CSP(x ≤ y) на {0, 1}, если требу-
ется найти сбалансированное решение?

Нетрудно найти тривиальное решение x1 = x2 = · · · = xn = 0 для
каждой из них, но как проверить, что есть сюръективное или сбаланси-
рованное решение. Удивительно, но каждая из этих двух задач является
NP-трудной [1, 11], то есть дополнительное ограничение делает триви-
альную задачу сложной. При этом сложность этих задач в общем случае
остается открытой проблемой [17].

Проблема 3 Какова сложность CSP(Γ) для произвольного языка
ограничений Γ, если нам нужно найти сюръективное решение?

Проблема 4 Какова сложность CSP(Γ) для произвольного языка
ограничений Γ, если нам нужно найти сбалансированное решение?
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Рассмотрим другой пример на множестве {0, 1}. Мы знаем, что систе-
ма линейных уравнений в поле Z2 решается за полиномиальное время.
А что если мы добавим глобальное ограничение, что сумма всех пере-
менных равна k. Оказывается, что в этом случае задача становится NP-
трудной [11]. Но, например, сложность следующей задачи до сих пор
неизвестна [4].

Проблема 5 Какова сложность решения системы линейных урав-
нений по модулю 2 в {0, 1} с одним дополнительным уравнением по мо-
дулю 24?

3. Кванторная задача удовлетворения ограниче-
ниям

Обычная задача удовлетворения ограничениям может быть сформули-
ровна как проверка истинности утверждения, где по всем переменным
добавлены кванторы существования. Если разрешить использовать до-
полнительно квантор всеобщности, то получится кванторная задача удо-
влетворения ограничениям (по англ. Quantified CSP) [3, 9, 10, 14]. Для
произвольного множества предикатов Γ через QCSP(Γ) обозначим зада-
чу, в которой на вход поступает утверждение вида

∀x1∃y1 . . . ∀xn∃yn R1(. . . ) ∧ · · · ∧Rs(. . . ),

где все предикаты Ri из Γ; надо проверить верно ли утверждение. Из-
вестны следующие факты:

• Если Γ состоит из линейных уравнений в поле, то задача QCSP(Γ)
решается за полиномиальное время [3].

• Если Γ состоит из всех предикатов, то задача QCSP(Γ) является
PSpace-полной [3].

• Существуют языки Γ, для которых задача QCSP(Γ) является NP-
полной, coNP-полной, DP-полной, и ΘP

2 -полной [18].

• Для любого Γ на трехэлементном множестве, содержащем все пре-
дикаты вида x = a, задача QCSP(Γ) либо решается за полиноми-
альное время, либо является NP-полной, либо coNP-полной, либо
PSpace-полной [18].

Таким образом остаётся очень много открытых вопросов:
Проблема 6 Какие классы сложности могут быть выражены как

QCSP(Γ) для какого-то Γ?
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Проблема 7 Какова сложность задачи QCSP(Γ) для произвольного
Γ на трехэлементном множестве?

Проблема 8 Для каких Γ задача QCSP(Γ) решается за полиноми-
альное время?

4. Задача удовлетворения ограничениям с обеща-
ниями

Естественным обобщение задачи удовлетворения ограничениям являет-
ся задача удовлетворения ограничениям с обещаниями (по англ. Promise
CSP) [5, 8]. Здесь есть две версии каждого предиката — сильная и сла-
бая — и нам даётся обещание, что либо сильная версия выполняется,
либо даже слабая не выполняется. В качестве примера рассмотрим язык
ограничений на множестве {0, 1} состоящий из одной пары предикатов
(1IN3,NAE), где сильный предикат 1IN3 = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} и
слабый предикат NAE = {0, 1}3 \ {(0, 0, 0), (1, 1, 1)}. В этом случае на
вход подается две формулы, которые отличаются только заменой 1IN3
на NAE. Например это могут быть формулы

1IN3(x1, x2, x2)∧1IN3(x3, x1, x4) ∧ 1IN3(x1, x4, x2),

NAE(x1, x2, x2)∧NAE(x3, x1, x4) ∧NAE(x1, x4, x2).

При этом нам обещают, что либо обе формулы выполнимы, либо обе фор-
мулы невыполнимы; нам надо проверить выполнимы ли они. Удивитель-
но, но несмотря на то, что задачи CSP(1IN3) и CSP(NAE) являются NP-
полными, данная задача удовлетворения ограничениям с обещаниями
решается за полиномиальное время. Тем не менее, даже на двухэлемент-
ном множестве и близко нет описания сложности задачи удовлетворения
ограничениям с обещаниями для произвольного языка ограничений.

Проблема 9 Какова сложность задачи удовлетворения ограничени-
ям с обещаниями для произвольного языка ограничений на множестве
{0, 1}?

Пожалуй самой популярной задачей удовлетворения ограничениям с
обещаниями является задача о (k, l)-раскраске графа. Она формулирует-
ся так. Дан граф, и нам дано обещание, что либо его можно покрасить в
k цветов, либо нельзя даже в l цветов. Надо ответить на вопрос можно ли
его покрасить в k цветов. Другим вариантом этой задачи является зада-
ча о покраске графа в l цветов, если известно, что его можно покрасить в
k цветов. Удивительно, но из здесь у нас спплошные открытые вопросы,
хотя все и уверены, что для любых 2 < k ≤ l задача о (k, l)-раскраске
графа является NP-полной.
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Совсем недавно было показано [8], что задача является NP-трудной
для l = 2k − 1 и k ≥ 3, но например открытыми остаются следующие
вопросы.

Проблема 10 Какова сложность (3, 6)-раскраски графа?
Проблема 11 Какова сложность (3, 100000000)-раскраски графа?

5. Другие вариации задачи удовлетворения огра-
ничениям

Кроме рассмотренных выше вариаций существует много других. Напри-
мер, мы можем потребовать, чтобы каждая переменная в формуле встре-
чалась ровно два раза, тогда мы получим так называемую реберную за-
дачу удовлетворения ограничениям (по англ. Edge CSP), так как она
эквивалентная тому, что переменные у нас находятся в ребрах графа,
а ограничения в вершинах [13]. Можно рассматривать данные задачи
на бесконечном множестве [2], где уже возникает вопрос как задавать
язык ограничений, а для некоторых языков можно получить даже алго-
ритмически неразрешимую задачу. Этот список можно продолжать ещё
долго, что даёт нам большое количество очень любопытных открытых
вопросов.
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Complexity of the Constraint Satisfaction Problem and its
variations
Zhuk D.N.

Many combinatorial problems, such as graph coloring and solving
of linear equations, can be expressed as the constraint satisfaction
problem for some constraint language. Some of these problems are
solvable in polynomial time, while others are NP-complete. In 2017 the
complexity of the constraint satisfaction problem was described for any
constraint language on a finite set, but there are many other variants
of this problem whose complexity is still not known. For instance, we
could allow to use both universal and existential quantifiers, or require
the solution to be surjective or balanced. Another variant is to require
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the input to satisfy an additional condition. As an example we could
consider the problem of coloring a graph in 100 colors if we know that
the graph is colorable in 3 colors. In the paper we discuss the usual
constraint satisfaction as well as the complexity of these and other
variants of the constraint satisfaction problem.

Keywords: constraint satisfaction problem, computational complexity,
CSP, quantified CSP.

References
[1] Manuel Bodirsky, Jan Kára, and Barnaby Martin. The complexity of

surjective homomorphism problems - a survey. Discrete Applied Mathematics,
160(12):1680–1690, 2012.

[2] Manuel Bodirsky and Marcello Mamino. Constraint satisfaction problems over
numeric domains. In Dagstuhl Follow-Ups, volume 7. Schloss Dagstuhl-Leibniz-
Zentrum fuer Informatik, 2017.

[3] Ferdinand Börner, Andrei A. Bulatov, Hubie Chen, Peter Jeavons, and
Andrei A. Krokhin. The complexity of constraint satisfaction games and QCSP.
Inf. Comput., 207(9):923–944, 2009.

[4] Joshua Brakensiek, Sivakanth Gopi, and Venkatesan Guruswami. CSPs
with global modular constraints: Algorithms and hardness via polynomial
representations. In Proceedings of the 51st Annual ACM SIGACT Symposium
on Theory of Computing, pages 590–601, 2019.

[5] Joshua Brakensiek and Venkatesan Guruswami. Promise constraint
satisfaction: Structure theory and a symmetric boolean dichotomy. In
Proceedings of the Twenty-Ninth Annual ACM-SIAM Symposium on Discrete
Algorithms, pages 1782–1801. SIAM, 2018.

[6] Andrei A. Bulatov. A dichotomy theorem for nonuniform CSPs. In 2017 IEEE
58th Annual Symposium on Foundations of Computer Science (FOCS), pages
319–330, 2017.

[7] Andrei A Bulatov. A dichotomy theorem for nonuniform CSPs. arXiv preprint
arXiv:1703.03021, 2017.
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Интерфейсы мозг-искусственный
интеллект: основания и перспективы

А.Я. Каплан1

Мозг человека очевидным образом является «родовым» объек-
том для определения понятия искусственных «интеллектуальных
систем». Однако механизмы собственно интеллектуальной деятель-
ности мозга до сих пор остаются не раскрытыми в своей самой
сущностной части. В значительной мере это связано с тем, также
очевидным обстоятельством, что естественный интеллект в широ-
ком смысле обладает свойством субъективного представления ре-
альности, операциональная архитектоника которого, его форматы,
способы и полнота описания реальности вне субъективного «Я»
нам неизвестны. В этой связи и с учетом отсутствия «общей тео-
рии мозга» становится проблематичным создание нейроморфных
систем искусственного интеллекта, построенных на структурно-
функциональных аналогиях с мозгом. Уровень такой «нейроморф-
ности» всецело будет определяться не полнотой нейроанатомиче-
ских описаний, а границами нашего понимания того, как работает
мозг человека.

Между тем, свойство нейроморфности систем искусственного
интеллекта может быть достигнуто не столько за счет построения
подобной мозгу структурно-функциональной архитектоники этих
систем (сети искусственных нейронов, алгоритмы глубокого обуче-
ния и т. д.), сколько посредством их обучения двусторонней комму-
никации с естественным интеллектом. Мы полагаемы, что каналы
информационного взаимодействия мозг-искусственный интеллект
для запуска процессов обучения «общению» могут быть построены
на основе технологий неинвазивных интерфейсов мозг-компьютер
(ИМК) нового поколения. Ключевым звеном этих технологий, ста-
нут контуры обратной связи, в рамках которых модули искусствен-
ного интеллекта, подключенные к анализу ЭЭГ, будут через есте-
ственные сенсорные каналы демонстрировать человеку свои гипо-
тезы относительно принадлежности специфических паттернов ЭЭГ
тем или иным мысленным актам человека. В интерактивном про-
цессе эти гипотезы будут уточняться до полной сходимости, форми-
руя таким образом в памяти мозга человека и машины траектории
взаимодействия до приемлемого уровня «взаимопонимания». В до-
кладе будут рассмотрены нейрофизиологические и нейротехноло-

1Каплан Александр Яковлевич — д.б.н., профессор, заведующий лабораторией ней-
рофизиологии и нейрокомпьютерных интерфейсов биологического факультета МГУ
им.М.В.Ломоносова, e-mail: akaplan@mail.ru.

Kaplan Alexander Yakovlevich — Doctor of Science, Head of the Laboratory of
Neurophysiology and Neurocomputer Interfaces, Lomonosov Moscow State University,
Faculty of Biology.
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гические основания к созданию интерфейсов «мозг-искусственный
интеллект».

Ключевые слова: мозг человека, электроэнцефалограмма,
интерфейсы мозг-компьютер искусственный интеллект, нейро-
морфные системы.

1. Введение

Проблема взаимодействия человека с изобретенными им же самим ма-
шинами возникла, наверное, еще со времен строительства великих пи-
рамид. В первую очередь она состояла в том, что даже в самом раз-
витом виде эти машины не являлись продолжением тела и потому не
могли управляться напрямую от мозга, не могли в полной мере соответ-
ствовать тонкой динамике и направленности ментальных планов. Даже
бурное развитие автоматики, кибернетики и робототехники в 20-м веке,
в какой-то мере заполнивших зазор между мысленными решениями и
исполнительными агрегатами, не смогло снять с повестки дня пробле-
му «человек-машина» и даже наоборот, предъявило особые требования
человеку-оператору машин, в частности, по психофизиологическим его
параметрам. Однако власть и могущество машин со всей очевидностью
проявились в условиях тотальной информатизации и цифровизации жиз-
ни человека в 21-м веке. Апофеозом этой взрывной трансформации при-
родной среды человека в кнопочно-виртуальный мир явилось повсемест-
ное и все ускоряющееся распространение высоко производительных эле-
ментов искусственного интеллекта (ИИ).

Пусть еще не создан сильный искусственный интеллект, и еще неиз-
вестно будет ли это возможным когда-либо, но уже во всех аспектах сво-
ей традиционной деятельности человеку приходится взаимодействовать
с высокопроизводительными информационно-аналитическими система-
ми, встроенными не только в стиральные машины и самолеты, но и в
сами технологии расчета и проектирования машин, в процессы управле-
ния экономическими ресурсами и социальными процессами, наконец, в
организацию виртуального мира, опосредующего реальность через масс-
медиа, через всевозможные поисковики, интернет-магазины и в скором
будущем – через аватары и интернет-вещей. Однако «Это не есть созда-
ние нового человека, это есть истребление человека, исчезновение чело-
века, замена его иным существом, с иным, не человеческим уже суще-
ствованием» [1]. Эти строки написаны философом Н.А.Бердяевым почти
век назад, но, как видно, они имели пророческий смысл. В этом «ином
существе» явно проглядывает сейчас призрак Искусственного интеллек-
та, если дать ему свободу выбора и действий.
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Соглашаясь в принципе с проблемой «человек-машина» в трактов-
ке Н.А.Бердяева, в случае с искусственным интеллектом приходится все
же смириться с самой необходимостью его появления в технологической
эволюции человека. Раз вступив в мир цифровых отношений, человек
уже не сможет позволить себе обходиться без помощи информационно-
аналитических устройств и технологий, не просто повышающих эффек-
тивность его работы, но и определяющих само существование человека
в этом дивном во всех отношениях цифровом мире.

В этой связи все большее распространение в среде не только гума-
нитариев, но и естествоиспытателей, получает идея создания подкон-
трольного человеку искусственного интеллекта, назовем его «человеко-
ориентированным» искусственным интеллектом, обладающего ининици-
ативой и свободой активностей только в пределах, задаваемых собствен-
но потребностями человека. В частном случае подобные операциональ-
ные отношения между человеком и ИИ могли бы устанавливаться непо-
средственно на «линии» между ними, например, посредством техноло-
гий интерфейсов мозг-компьютер (ИМК). Задача создания эффектив-
ного канала двусторонней связи между мозгом человека и элементами
ИИ (искусственными нейронными сетями, к примеру) с возможностью
формирования мозг-машинного языка выдвигается сейчас на передний
край широкого поля мультидисциплинарных исследований и разработок
в области «человеко-ориентированного» ИИ. В первую очередь, это вза-
имосвязанные задачи от поиска нейрофизиологических маркеров физио-
логических и ментальных запросов организма до создания программно-
алгоритмических решений их выявления, моделирования и классифи-
кации. По сути дела, именно эти маркеры становятся тем признаковым
пространством, в котором могут быть сформированы элементы символь-
ного взаимодействия между мозгом и ИИ. Рассмотрим основные конту-
ры исследований и разработок в области ИМК.

2. Технологии интерфейсов «мозг-компьютер»:
фантазии и реалии

Первые успешные попытки выделения устойчивых командных сигналов
в электрической активности мозга человека (ЭЭГ) были продемонстри-
рованы еще в 60-70-х годах прошлого века. Однако настоящий бум ис-
следований и разработок в этой области начался в 21-веке. В последнее
время каждый год на эту тему публикуется 2-3 тыс только узко спе-
циализированных научных статей. Особенно перспективными с точки
зрения планов последующего широкого внедрения ИМК представляют-
ся работы с неинвазивной регистрацией биометрической информации,
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сопряженной с работой мозга, в первую очередь, с регистрацией ЭЭГ. В
силу своей природы этот показатель активности мозга практически без
инерции отражает работу больших коопераций нервных клеток, глав-
ным образом поверхностного слоя мозговой ткани, толщиной 3-5 мм, или
коры больших полушарий головного мозга. Если не считать мозжечок,
то кора головного мозга, несмотря на свое периферийное положение в
общем объеме мозга в черепной коробке, содержит около 90% нервных
клеток всего мозга. Это почти 20 миллиардов нейронов, которые явля-
еются основной сценой, на которой разыгрывается подавляющее боль-
шинство ментальных событий нашей психики. Этим обстоятельством и,
конечно, практичностью самого метода ЭЭГ, объясняется тот факт, что
подавляющее большинство успешных разработок в области технологий
интерфейсов мозг-компьютер (ИМК) сделано на основе анализа электри-
ческой активности головного мозга, регистрируемой непосредственно с
кожной поверхности головы.

К настоящему времени можно выделить три типа технологий надеж-
но работающих ИМК на основе регистрации ЭЭГ. Первый тип нейроин-
терфейсов основан на выделении в ЭЭГ спектральных признаков, сопря-
женных с фокусированием зрительного внимания человека на экранных
объектах, ритмически подсвечиваемых каждый на своей частоте, обыч-
но в пределах от 5 до 30 Гц. Таким образом, детектирование внимания
оператора к конкретному объекту на экране по ЭЭГ признакам становит-
ся равноценным "ментальному"клику на данную иконку. Исследования
показали, что, например, для случая из 4 объектов на экране монитора
можно добиться 95% правильных срабатываний алгоритма обнаружения
фокуса внимания оператора с быстродействием в пределах секундного
диапазона. При увеличении числа экранных объектов до 9 такой нейро-
интерфейс продолжает «догадываться» о внимании оператора на уровне
значительно выше случайного, но число ошибок первого и второго ро-
да при этом может увеличиться до практически неприемлемого уровня.
Именно этот тип нейроинтерфейсных контуров часто используется для
«мысленного» управления, требующего всего 4-5 команд, например, для
управления инвалидными колясками, модулями умных домов и т.д.

Второй тип нейроинтерфейсов также основан на выявлении внима-
ния человека к мигающим объектам на экране монитора, но в отличие
от первого в ЭЭГ выявляется не «наведенная объектом частота», а спе-
цифические реакции ЭЭГ на подсветку каждого из объектов. Нейрофи-
зиологической основой этого метода является хорошо известный фено-
мен появления в зрительной реакции ЭЭГ в области 300 мс после начала
подсветки выраженного позитивного компонента – волны П300, если опе-
ратор ожидает подсветки конкретного объекта. В таком случае экран-
ных объектов может быть уже несколько десятков, так как решением
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статистической задачи является поиск одной реакции, отличающейся от
всех остальных по характерному признаку. Таким образом, в контуре
нейроинтерфейсов второго типа с большими наборами экранных объ-
ектов можно развернуть, в частности, процедуру «мысленного» набора
текстов. В авторской технологии «НейроЧат», к примеру, в контуре ин-
терфейса работают несколько матриц экранных объектов, обозначенных
символами для набора текстов и пиктограммами для выполнения необ-
ходимого пользователю набора «мысленных» команд от звонка другу до
управления электронной почтой и социальной сетью [2]. Практика этой
процедуры показала, что для гарантированного угадывания задуманной
оператором команды, например, на уровне выше 95%, необходимо, чтобы
каждый экранный объект был подсвечен минимум 9-10 раз. Это приво-
дит к существенным временным затратам, до 8-10 с на символ. Однако,
если речь идет о помощи в замещении коммуникации для пациентов с
тяжелыми нарушениями речи и движений, то технология «Нейрочат»
оказывается вполне приемлемой. В рамках этого типа нейроинтерфей-
сов придуманы и более быстрые техники, до 2 секунд на символ, но
они отличаются ускоренными и распределенными по экрану подсветка-
ми символов, что оказывается слишком нагрузочным для зрительного
восприятия.

Наконец, третий тип неинвазивных интерфейсов интересен тем, что
для обнаружения мысленной команды он не требует фокусирования вни-
мания пользователя на внешних объектах, наоборот, ему нужно фо-
кусироваться на конкретном мысленном образе, с тем, чтобы в ЭЭГ
нашелся специфичный этому образу паттерн изменений. Однако мно-
гочисленные попытки обнаружения устойчивых паттернов ЭЭГ в от-
вет на мысленное представление различных образов, сделанные во мно-
гих лабораториях мира с применением самых современных алгоритмов,
включая искусственные нейросети, не дали положительных результатов.
Кросс-валидационное тестирование обученных алгоритмов для подоб-
ных нейроинтерфейсов давало оценки, либо крайне низкие, либо вооб-
ще на уровне случайного выбора. И лишь в случае телесных образов,
таких, как воображение движений правой/левой руки, ног, лицевой ми-
мики – всего до 5-6 образов, удавалось зафиксировать специфические
этим образам паттерны ЭЭГ. При этом надежность распознавания со-
ответствующих паттернов ЭЭГ достаточно высока, но оставляет желать
лучшего: при максимально благоприятном выборе «правая-левая рука»
ЭЭГ паттерны этого ментального действия в разных лабораториях рас-
познаются с вероятностью всего 0,65-0,8, редко - 0,85. Таким образом,
при всех преимуществах интерфейсов на основе мысленного воображе-
ния, т.е. без опоры на внешние объекты, шансы с помощью машинных
алгоритмов анализа ЭЭГ "отгадать"по ЭЭГ даже самый удобный для
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этого телесный образ из набора всего в 5-6 возможных вариантов обыч-
но не достигает даже 65-70 на 100 попыток.

Возвращаясь к исходной задаче создания эффективного канала дву-
сторонней связи между мозгом человека и элементами ИИ возникает во-
прос о возможности реализовать такой канал с помощью разработанных
к настоящему времени технологий интерфейсов мозг-компьютер. Рас-
смотрим эти возможности ниже.

3. Технологии интерфейсов «Мозг-ИИ»: пока еще
фантазии

Во всех типах современных нейроинтерфейсов элементы ИИ уже исполь-
зуются, но всего лишь в качестве блока алгоритмов для создания клас-
сификаторов и для распознавания паттернов ЭЭГ, специфичных мен-
тальным актам. При этом признаковое пространство ЭЭГ для подачи на
первый слой нейросетей, как правило, формирует исследователь исходя
из своих знаний и предположений о работе мозга. К примеру, наиболее
частным методом свертки первичной записи ЭЭГ выбирают ее разло-
жение на ограниченное число спектральных полос, или на компоненты
вызванных стимулами реакций. Вся логика работы подобного рода ней-
роинтерфейсов строится на распознавании в ЭЭГ намерения человека
к действию и трансляции его в команду для внешнего исполнительного
устройства. В контурах таких ИМК для ИИ отводится лишь техническая
роль: по определенному набору признаков научиться различать эпизо-
ды ЭЭГ, сопряженные с заданным исследователем конкретным набором
ментальных действий испытуемого.

Между тем совершенно новым и все более актуальным в последние
годы становится применение ИИ в контурах ИМК не для построения
классификатора паттернов ЭЭГ по известным в науке признакам этого
показателя работы мозга, а в качестве активного модуля, нацеленного
на оптимизацию и совершенствование самого информационного обмена
между мозгом и компьютером. Здесь имеется по крайней мере две воз-
можности, которые могут быть проверены экспериментальным путем.

Первая возможность, это оптимизация с помощью ИИ процесса по-
рождения нового признакового пространства для ЭЭГ, адекватного не
столько сумме имеющихся на данный момент нейрофизиологических
знаний, сколько задаче эффективного машинного «понимания» мозго-
вых команд. На линии с ИИ эти команды мозга будут формулироваться
в контуре ИМК уже не для собственных мотонейронов, а для внешних
процессорных устройств. На этом пути ресурсы ИИ должны быть на-
правлены на поиск новых признаковых пространств ЭЭГ с опорой оце-
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ночную функцию, характеризующую степень приближения к «понима-
нию» команды мозга. Здесь можно ожидать, что мозг, реализуя управ-
ленческую задачу человека в контуре ИМК, а также в силу своих при-
родных пластических свойств, может пойти «навстречу» ИИ в создании
оптимального признакового пространства ЭЭГ, оптимизируя этот сигнал
под общую задачу.

Вторая возможность, это создание в рамках ИМК нового контура
обратной связи, которая будет информировать оператора ИМК о сте-
пени приближении ИИ к распознаванию по ЭЭГ тестируемого менталь-
ного действия, например, мысленного представления движения указа-
тельного пальца правой руки. Предварительно ИИ может быть обучен,
к примеру, распознаванию по ЭЭГ мысленного представления движения
правой руки. В новой задаче ИИ предстоит уже без эксплицитного тре-
нинга с учителем распознать по ЭЭГ, какой палец руки представляет
в уме испытуемый. Используя генеративно-состязательные сети [3], ИИ
может на основе анализа ЭЭГ на фоне ментального акта оператора ЭЭГ
синтезировать свои гипотезы в виде визуальных изображений на экране
монитора, используя их в качестве обратной связи. Реакцию мозга на
обратную связь по шкале «горячо-холодно» тот же ИИ будет детекти-
ровать в ЭЭГ уже по итогам предварительного обучения распознавания
этих универсальных состояний мозга. Таким образом организуется цик-
лы итераций, которые в простом случае, как в приведенном примере,
могут выродится в последовательную демонстрацию на экране каждого
пальца руки, и в самообучении, какому пальцу какой паттерн ЭЭГ соот-
ветствует. Но даже в этом случае важен будет не достигнутый результат,
а опыт ИИ в последовательном приближении к отгадке, какой менталь-
ный акт транслируется в данный момент в ЭЭГ. Очевидным образом в
таком ИМК с контуром обратной связи от ИИ репертуар ментальных
актов можно расширять, тем самым не просто обогащая опыт ИИ, но в
рамках того же самообучения увеличивая обобщающий потенциал ИИ
для анализа ЭЭГ с целью распознавания ментальных актов при разных
условиях.

Третьей возможностью реализации прямого канала интерактивной
коммуникации между мозгом и ИИ является обобщение первых двух
возможностей при длительном обучении ИИ тактикам и стратегиям рас-
познавания все большего числа ментальных актов в контуре ИМК с об-
ратной связью. Это будет путь к появлению собственного опыта ИИ для
все более эффективной идентификации ментальных образов конкретно-
го человека, выраженных на языке специфических паттернов ЭЭГ. На
этом пути можно ждать взрывного расширения канала интерактивной
коммуникации «Мозг-ИИ», поскольку каждый новый образ будет рас-
шифровываться по ЭЭГ уже с учетом накапливающегося потенциала
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предсказательной функции машинного опыта. Этот машинный опыт, по
сути дела, может стать той истинной нейроморфной составляющей ИИ,
которая будет нести в себе не столько структурное и функциональное
сходство с нервной тканью, сколько саму семантику отношений мен-
тальных объектов, проявляющихся в ЭЭГ конкретного человека. ИИ с
семантическим нейроморфным модулем, сформированным в результате
длительного «общения» с данным человеком в контуре ИМК с обрат-
ными связями, станет в буквальном смысле человеко-ориентированным
ИИ.

Удачная реализация предложенных возможностей может привести
созданию комплексов «Мозг-ИИ», способных автоматизированным об-
разом формировать мозг-машинный язык, по крайней мере, в границах
какого-то пула ментальных активностей. Насколько развиваемым с по-
мощью технологии «Мозг-ИИ» может оказаться этот мозг-машинный
язык и как далеко он заведет ИИ на пути формирования человекоподоб-
ного машинного опыта покажут мультидисциплинарные исследования в
этой области.
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Brain-artificial intelligence interfaces: foundations and
perspectives
Kaplan A.Y.

The human brain is obviously a “generic“ object for determining,
including artificial “intelligent systems“. However, the mechanisms of
the actual intellectual activity of the brain still remain undiscovered
in their most essential part. To a large extent, this is due to the
also obvious fact that natural intelligence in a broad sense has the
property of a subjective representation of reality, the operational
architectonics of which, its formats and completeness of description
are unknown to us. In this regard, and taking into account the absence
of a “general theory of the brain“, it becomes problematic to create
neuromorphic artificial intelligence systems based on analogies. The
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level of such “neuromorphism“ will be entirely determined by the
boundaries of our understanding of how the human brain works.
Meanwhile, the neuromorphic property of artificial intelligence systems
can be achieved not so much by building brain-like structural and
functional architectonics of these systems (artificial neuron networks,
deep learning algorithms, etc. D.), how much through their training
of two-way communication with natural intelligence. We believe that
the channels of brain-artificial intelligence information interaction for
launching the learning processes of “communication“ can be built on the
basis of technologies of non-invasive brain-computer interfaces (BCI) of
a new generation. The key link of these technologies will be feedback
loops, within which artificial intelligence modules connected to EEG
analysis will demonstrate to a person through natural sensory channels
their hypotheses regarding the belonging of specific EEG patterns
to certain mental acts of a person. In the interactive process, these
hypotheses will be refined to full convergence, thus forming interaction
trajectories in the memory of the human and machine brains to an
acceptable level of “mutual understanding“. The report will discuss
in detail the neurophysiological and neurotechnological grounds for
creating “brain-artificial intelligence“ interfaces.

Keywords: human brain, electroencephalogram, brain-computer
interfaces artificial intelligence, neuromorphic systems.
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Об алгебраической теории автоматов

И.Б. Кожухов1, А. В. Михалев2

В работе кратко изложены основные идеи алгебраической тео-
рии автоматов и её связь с алгебраической теорией полугрупп. Ав-
томат рассматривается как полигон над полугруппой. Указаны ос-
новные направления развития теории полигонов.

Ключевые слова: автомат, полугруппа, полигон над полу-
группой, алгебраическая теория автоматов.

В классической теории автомат Мили определяется как пятёрка
V = (A,Q,B, ϕ, ψ) где Q – множество состояний, A и B – входной и
выходной алфавиты, ϕ : Q × A → Q, ψ : Q × A → B – функция пе-
реходов и функция выходов соответственно. С помощью расширения
множества состояний до Q′ = Q × B и замены функции ϕ функцией
ϕ′ : Q′ × A → Q′, ϕ′((q, b), a) = (ϕ(q, a), ψ(q, a)) мы приходим к автома-
ту Мура V ′ = (Q′, A, ϕ′) (автомату без выхода). При этом, как нетрудно
видеть, автомат V ′ воспроизводит без искажений работу автомата V . Ав-
томат V ′ может рассматриваться как унарная алгебра, в ней для каждого
a ∈ A отображения q′ 7→ ϕ′(q′, a) являются унарными операциями. Отоб-
ражение ϕ′ : Q′×A→ Q′ очевидным образом может быть продолжено до
отображения δ : Q′ ×A∗ → Q′, где A∗ – полугруппа всех слов с буквами
из A. Таким образом мы приходим к концепции действия полугруппы
на множестве.

Полигоном над полугруппой (см. [1]) называется множество X на ко-
тором действует полугруппа S т.е. определено отображение X ×S → X,
(x, s) 7→ xs такое, что x(st) = (xs)t при всех x ∈ X, s, t ∈ S. Если по-
лугруппа S имеет единицу 1 и x · 1 = x для всех x ∈ X, то полигон X
называется унитарным.

В такой общей форме автомат рассматривается в алгебраической тео-
рии автоматов. Основы этой теории излагались в ряде статей, учебных
пособий и монографий, из которых упомянем работы [2, 3, 4]. Понятие
полигона весьма широко, полигоны можно встретить во многих разде-
лах математики. Приведём некоторые примеры. 1. Любая полугруппа S
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является полигоном над собой. 2. Любая алгебра A является полигоном
над полугруппой EndA эндоморфизмов этой алгебры. 3. Если множе-
ство X наделено какой-либо математической структурой, то X можно
рассматривать как полигон над полугруппой EndX всех отображений
X → X, сохраняющих эту структуру (для топологических пространств
это непрерывные отображения, для частично упорядоченных множеств
— изотонные отображения и т.д.). 4. Правый модуль M над ассоциа-
тивным кольцом R является полигоном над мультипликативной полу-
группой (R, ·) этого кольца. То же для полумодуля над полукольцом. 5.
Унар X, т.е. алгебра с одной унарной операцией f : X → X, является
полигоном над бесконечной циклической полугруппой S = {a, a2, a3, ...},
достаточно положить xa = f(a) для x ∈ X.

Понятие полигона тождественно понятию представления полугруп-
пы преобразованиями множества. Действительно, обозначим через T (X)
множество всех отображений α : X → X, x 7→ xα с умножением, опре-
делённым правилом x(αβ) = (xα)β для x ∈ X. Пусть X — полигон над
полугруппой S. Для каждого элемента a ∈ S обозначим через ϕa отоб-
ражение ϕa : X → X,xϕa = xa. Нетрудно проверить, что отображение
Φ : S → T (X), a 7→ ϕa является гомоморфизмом полугрупп и называ-
ется представлением полугруппы S преобразованиями множества X.
Ясно, что верно и обратное: если задано представление полугруппы S
преобразованиями множества X, то X будет полигоном над S.

Теория полигонов над полугруппами развивалась под большим вли-
янием теории модулей над кольцами, многие определения и формули-
ровки утверждений теории полигонов взяты из теории колец и модулей,
однако, доказательства могут существенно различаться. Например, хо-
рошо известные конструкции инъективной оболочки и проективного на-
крытия модуля переносится на полигоны (см. [1, §III.1, III.17]). Как и в
случае модулей, инъективная оболочка существует у всякого полигона,
а проективное накрытие не у всякого. Исследования в теории полигонов
осуществлялись в следующих направлениях:

1) структурная теория полигонов;

2) гомологическая теория полигонов и полугрупп;

3) полигоны специального вида;

4) линейные представления полугрупп;

5) полигоны с дополнительной структурой;

6) логические аспекты теории полигонов;

7) обобщения полигонов.
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Структурная теория включает описание полигонов над теми или
иными классами полугрупп, их подполигонов, конгруэнций, выяснение
строения полигонов, удовлетворяющих определённым условиям и т.д.
В работе [5] были описаны полигоны над вполне простой полугруп-
пой M(G, I,Λ, P ) и полигоны с нулём над вполне 0-простой полугруп-
пойM0(G, I,Λ, P ) (здесь мы пользуемся матричным представлением та-
ких полугрупп – см. [6, глава 3]). Описание полигонов над вполне (0-
)простыми полугруппами позволило решить ряд вопросов для таких по-
лигонов. В частности, были описаны инъективные и проективные поли-
гоны над этими полугруппами.

Гомологическая теория рассматривает категорию Act-S всех поли-
гонов над полугруппой S. Её часто называют гомологической теорией
моноидов, так как в большинстве работ на эту тему требуется наличие
единицы у полугруппы, а полигоны над ней предполагаются унитарны-
ми. Гомологическим вопросам посвящена бóльшая часть монографии [1].
В этой теории осуществляется классификация моноидов по свойствам
категории полигонов над ним.

Важную роль в общей алгебре играют конгруэнции. Знание конгруэн-
ций алгебры означает знание всех гомоморфных образов этой алгебры.
Конгруэнции полигонов возникают в теории автоматов в связи с рас-
познаваемостью языка автоматом. А именно, пусть A – конечное мно-
жество (алфавит), A∗ – полугруппа слов, L ⊆ A∗– язык. Отношение
ΘL = {(x, y)|∀z, xz ∈ L↔ yz ∈ L} называется синтаксической конгруэн-
цией. Оно является конгруэнцией полигона A∗ (или, что эквивалентно,
правой конгруэнцией полигона A∗). Хорошо известно, что язык L рас-
познаваем некоторым конечным автоматом в том и только том случае,
если ΘL конечного индекса. Более того, это не единственное использова-
ние синтаксической конгруэнции в классификации формальных языков.

Полигоны с теми или иными условиями на конгруэнции изучались
в ряде работ. В работе [7] условия дистрибутивности и модулярности
решётки конгруэнций произвольного полигона сведён к аналогичному
вопросу для связного полигона. Дистрибутивные и модулярные полиго-
ны над прямоугольной связкой были описаны в работе [8]. Интересно
заметить, что решётка конгруэнций модуля всегда модулярна, тогда как
модулярность решётки конгруэнций полигона является редким явлени-
ем.

Аналогично теории колец и модулей, в теории полигонов изучают-
ся полигоны с теми или иными условиями конечности – артиновы, нё-
теровы, конечно порождённые, локально конечные, резидуально конеч-
ные, хопфовы и т.д. При этом, скажем, артиновость можно понимать по-
разному: как отсутствие бесконечных убывающих последовательностей
подполигонов и как аналогичное условие на конгруэнции. Нётеровым
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и артиновым полугруппам, т.е. полугруппам, являющимся нётеровыми
или артиновыми полигонами над собой, посвящена работа [9] (правда, в
этой работе полигоны левые, а не правые), более свежие результаты о
нётеровых полугруппах см. в [10].

Алгебра A называется хопфовой (кохопфовой), если любой её сюръек-
тивный (соотв., инъективный) энломорфизм является автоморфизмом.
Алгебра A канторова (коканторова), если для любой алгебры B наличие
инъективных (соотв., сюръективных) гомоморфизмов A → B и B → A
влечёт изоморфизм A ∼= B. Очевидно,

нётеровость ⇒ хопфовость ⇒ коканторовость

и

артиновость ⇒ кохопфовость ⇒ канторовость.

В работе [11] было доказано, что полигоны над коммутативной по-
лугруппой (или, более общо: коммутативный полигон) является хопфо-
вым, если он конечно порождён. В работе [12] были описаны хопфовы и
кохопфовы унитарные полигоны над группой, а в работе [13] было дока-
зано, что все унитарные полигоны над группой являются канторовыми.

Подпрямо неразложимые алгебры, т.е. алгебры, неразложимые в
нетривиальное подпрямое произведение, всегда привлекали внимание
специалистов благодаря замечательной теореме Биркгофа о том, что вся-
кая нетривиальная алгебра изоморфна подпрямому произведению под-
прямо неразложимых алгебр. Условие на алгебру “быть подпрямо нераз-
ложимой” является условием на решётку конгруэнций, а именно, ре-
шётка конгруэнций содержит наименьший нетривиальный элемент. Под-
прямо неразложимые полигоны над произвольными полугруппами бы-
ли охарактеризованы в работе [14]. В ряде работ описывались подпрямо
неразложимые полигоны над полугруппами того или иного класса (на-
пример, над группами).

Обобщением модулярности и дистрибутивности алгебры является
требование, чтобы решётка конгруэнций удовлетворяла какому-нибудь
нетривиальному решёточному тождеству. Так как всякая конечная ре-
шётка удовлетворяет нетривиальному тождеству, то вышеназванное
условие является условием конечности. В работе [15] доказано, что над
конечной полугруппой решётка конгруэнций полигона X удовлетворяет
нетривиальному тождеству в том и только том случае, если X коне-
чен. Из полигонов специального вида отметим диагональный полигон,
т.е. множество S × S, на котором полугруппа S действует следующим
образом: (a, b)s = (as, bs). Этим полигонам посвящён ряд работ отече-
ственных и зарубежных авторов, в основном занимающихся условиями,
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при которых данный полигон будет циклическим или конечно порож-
дённым.

В теории частичных полигонов один из центральных вопросов — воз-
можно ли продолжение частичной операции до полной? Оказывается,
что это возможно не всегда, однако, есть полугруппы, над которыми
всякий частичный полигон продолжается – например, вполне простые
полугруппы (а значит, и группы).

Соединение нескольких автоматов в один или разложение автомата
на ряд более простых соответствует алгебраическим конструкциям пря-
мого и подпрямого произведения, копроизведения, сплетения. Сплетения
сыграли важную роль в теории групп для описания некоторых группо-
вых расширений. В теории полугрупп и полигонов над полугруппами
их значение также весьма велико (см. [16]). Некоторые задачи теории
автоматов, требуют для своего разрешения привлечение весьма тонких
алгебраических методов. В статье С.В. Алёшина [17] обсуждаются дан-
ные вопросы.

В заключение упомянем недавно опубликованный авторами обзор
теории полигонов над полугруппами [18], в котором освещены резуль-
таты, полученные в этой теории в последние десятилетия, относящиеся
в основном к структурной теории полигонов и затрагивающий некоторые
другие аспекты.

Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ в
рамках реализации программы Московского центра фундаментальной и
прикладной математики по соглашению №075-15-2019-1621.
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On algebraic automata theory
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The paper briefly describes the main ideas of the algebraic theory of
automata and its connection with the algebraic theory of semigroups.
An automaton is considered as a polygon over a semigroup. The main
directions to develop polygon theory are indicated.
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Часть 2.
Математика и компьютерные науки



Практические оценки сложности
регулярных выражений

Д.Е. Александров1

А.В. Красненкова2

Эта работа описывает серию экспериментов над конечными ав-
томатами и выявляет классы потенциально простых и потенциаль-
но сложных регулярных выражений, ведущих к экспоненциально-
му взрыву в числе состояний.

Ключевые слова: конечные автоматы, регулярные выраже-
ния, экспоненциальный взрыв, вычислительные эксперименты

1. Введение

Проблема выявления вторжений является актуальной проблемой ком-
пьютерной безопасности: с каждым годом число разнообразных атак
только растет [1]. Одним из самых распространенных подходов в вы-
явлении вторжений является сигнатурный подход, в рамках которого
экспертные знания о существующих атаках и уязвимостях формализу-
ются в терминах регулярных выражений; проверка соответствия теку-
щего состояния системы одной из известных сигнатур осуществляется
с помощью различных модификаций конечных автоматов [2]. В случае
использования конечных детерминированных автоматов (ДКА) времен-
ная сложность распознавания линейна по длине входного слова, однако
число состояний может экспоненциально зависеть от длины выявляемых
регулярных выражений; переход к недетерминированным конечным ав-
томатам (НКА) снижает нагрузку на память до линейной, однако ухуд-
шает временную сложность. Известен ряд конструкций, позволяющих
в некоторых случаях снизить пространственную сложность ДКА (см.,
например, обзор [2]), однако такие конструкции заведомо хороши для
некоторых классов регулярных выражений, а утверждения о работе в

1Александров Дмитрий Евгеньевич — к.ф.-м.н., доцент каф. вычислительной ма-
тематики мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: d06alexandrov@gmail.com

Alexandrov Dmitriy Evgenievich— Ph.D., Associate Professor, Lomonosov Moscow
State University, Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Computational
Mathematics.

2Красненкова Анастасия Владимировна — аспирант каф. МаТИС мех.-мат. ф-та
МГУ, e-mail: ankrasnenkova@gmail.com

Krasnenkova Anastasiya Vladimirovna — graduate student, Lomonosov Moscow State
University, Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of
Intellectual Systems.
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случае произвольных выражений отсутствуют. Также имеются исследо-
вания о выделении классов регулярных выражений, эффективно распо-
знаваемых НКА (см., например, [3]).

В случае аппаратной реализации сигнатурной компоненты системы
выявления вторжений представляется разумным основываться на ДКА,
так как система критична к скорости работы. Разумной стратегией ис-
следования представляется выделение практически интересных классов
регулярных выражений, приводящих к ДКА с большим числом состоя-
ний (например, с помощью анализа известных баз сигнатур, таких как
база системы snort [4]), и решение проблемы для найденных классов.

2. Система для анализа автоматной сложности

Для проведения вычислительных экспериментов был использован про-
граммный комплекс, позволяющий строить недетерминированные и де-
терминированные конечные автоматы приведенного вида для распо-
знавания как одиночных регулярных выражений, заданных в нотации
PCRE, так и их объединений. Необходимые определения можно найти,
например, в работе [5], описание формата PCRE — в [6].

Для вывода на экран числа состояний детерминированных конечных
автоматов приведенного вида, каждый из которых распознает по одно-
му из PCRE-совместимых регулярных выражений, записанных в файле,
используется следующая команда:

./re2fa --input-type=regexp-file -v -m expressions_example

где expressions_example — путь к файлу с выражениями.
С целью анализа множества регулярных выражений на предмет экс-

поненциального взрыва числа состояний используется следующая коман-
да, позволяющая найти число состояний ДКА, распознающего объеди-
нение регулярных выражений:

./re2fa --input-type=regexp-file -v -m -j expressions_example
где expressions_example — путь к файлу с выражениями, которые необ-
ходимо объединить.

Приведенные ниже эксперименты могут быть воспроизведены, ис-
пользуя код и тестовые примеры, расположенный по ссылке
https://github.com/d06alexandrov/re2fa.

3. Вычислительные эксперименты

Проведем серию вычислительных экспериментов. Первая серия экспери-
ментов направлена на исследование примеров регулярных выражений,
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которые, имея невысокую сложность составных частей, дают невысо-
кую сложность итоговых выражений. Вторая серия экспериментов мо-
делирует прямо противоположную ситуацию: выражения с невысокой
автоматной сложностью составных частей при объединении дают рез-
кий сложностной скачок.

3.1. Работа с простыми классами регулярных выражений

В качестве примеров регулярных выражений, имеющих низкую автомат-
ную сложность и невысокую временную сложность, рассмотрим следу-
ющие шаблоны регулярных выражений из работы [3]:

№ 1 2 3 4 5 6
тип (ac|bc)+ (a+|b+|c+)+ (a|ab|bc)+ (a+b+c+)+ (a+b+)+|(b+c+)+ (abc)+|(bc)+

Эти выражения оцениваются как имеющие линейную или субквадра-
тичную временную сложность распознавания с точки зрения НКА [3].

Зафиксируем значения параметров a, b, c, подставив вместо них вы-
ражения из базы snort:

a = /text3Gtrack*?textBox*?(xy)\s*\x3D*(\x22\x27\s)*\x2d\d/
b = /textBox*?(xy)\s*\x3D(\x22\x27\s)+\d{5}/
c = /endobjhttp\x3A\x2F\x2F*?\x2EloadXML/

Сложность данных регулярных выражений в терминах ДКА состав-
ляет 25, 18 и 21 состояний.

В результате экспериментов получили следующие сложностные ре-
зультаты (в терминах ДКА):

номер шаблона 1 2 3 4 5 6
сложность 60 59 61 62 78 38

Полученные экспериментальные результаты позволяют сформулиро-
вать гипотезу о том, что идентифицированные в [3] классы, являющиеся
“простыми” с точки зрения НКА, просты и с точки зрения ДКА.

3.2. Поиск “сложных” классов регулярных выражений

Рассмотрим следующий набор регулярных выражений из базы системы
snort, позволяющий выявлять вредоносные воздействия на pdf-файлы
(обфускация, DoS-атаки и другие) и некоторые иные атаки:

/<script.*?(&#\d+\x3b){30}/si
/Collab\x2EaddStateModel\s*\x28\s*\x7B.*cName\s*\x3A\s*\x22(\x22|\x5Cx00)/si
/JBIG2Decode.*?stream(\x0d\x0a|\x0a|\x0d)/si
/Type\s*\x2FAction.*?Launch.*?\x28\s*\x2f\w/si
/<\x21ENTITY[^>]+SYSTEM[^>]+http\x3A\x2F\x2F.*?\x2EloadXML/si
/obj\x3c\x3c.*?\x2fBaseFont\x2f[^\x80-\xff\x2f]*[\x80-\xff].*?endobj/s
/textEncoding=\x22.*&#x0?D\x3b&#x0?A\x3b/i
/doctype\s+svg\s+.*?\x28\s*?%pipe%[^\x29]*?[\x60\x3b\x7c\x23]/is
/^Rar\x21\x1A\x07\x00.*\x2E(cmd|bat|com|exe|scr|pif)/si
/^static\s+(\w+\s+)?char\s*\x2A\s*\w+\s*\x5B\x5D\s*\x3D\s*\x7B.*\x22[^\x22]{200}/si
/text3Gtrack.*?textBox.*?[xy]\s*\x3D*[\x22\x27\s]*\x2d\d/si
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/textBox.*?[xy]\s*\x3D[\x22\x27\s]+\d{5}/si
/\x3C\x21ENTITY\s+.*\s+[\x22\x27]\x5D\x3E.*\x3Cd.*[\x22\x27]\x3E/s

Если мы будем рассматривать эти выражения по отдельности, то ав-
томаты для них имеют небольшое количество состояний: 128, 34, 19, 21,
32, 32, 27, 21, 22, 228, 24, 16, 18 соответственно. При последовательном
их объединении мы получим: 317 → 697 → 2229 → 9549 → 41081 →
91249 → 237585 → 503400 состояний (затем процесс был остановлен си-
стемой из-за исчерпания памяти), что позволяет классифицировать дан-
ную ситуацию как экспоненциальный взрыв.

4. Заключение

Имеющийся у нас программный комплекс позволяет отделять простые (в
автоматном плане) регулярные выражения от сложных. Наши дальней-
шие планы таковы: добавить в программу известные методы понижения
сложности (см. [2]), расширить поддержку PCRE-нотации и постараться
выявить новые классы сложных регулярных выражений.
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Об уравнениях вирусной динамики
COVID-19

Д.В. Алексеев1

Рассмотрена простейшая система уравнений вирусной динами-
ки ([1]). Получено аналитическое решение системы. Также полу-
чены формулы пиковой вирусной нагрузки и времена достижения
максимального и безопасного значений вирусной нагрузки.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения, Лотка-
Вольтерра, COVID-19.

1. Введение

В данной работе рассматривается простейшая система уравнений вирус-
ной динамики. Получено аналитическое решение системы. Также полу-
чены формулы времени достижения и величины максимальной вирусной
нагрузки.

Автор выражает благодарность с.н.с. А.В. Галатенко и С.А. Нерси-
сяну за постановку задачи и помощь в работе.

Исследование выполнено при поддержке Междисциплинарной
научно-образовательной школыМосковского университета «Мозг, когни-
тивные системы, искусственный интеллект»

2. Основные понятия и формулировка результата

Введем основные определения.
Пусть F (t) — доля не зараженных клеток по отношению к началь-

ному моменту времени t = t0, таким образом F (0) = 1. Пусть V (t) —
количество вирионов (вирусная нагрузка) в момент времени t. В работе
[1] приводится следующая модель вирусной динамики

{
dF
dt = −βFV
dV
dt = γFV − δV

(1)
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Здесь β обозначает коэффициент скорости распространения инфек-
ции, γ — скорость репликации вируса в зараженной клетки, δ — скорость
гибели зараженных клеток.

Заметим, что система является редуцированной версией системы
Лотки-Вольтерра, т.к. в первом уравнении отсутствует член с a·F . Вслед-
ствие этого решения не являются периодическими.
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Рис. 1. Типичный вид решения системы

Типичный вид решения системы показан на рис. 1. Очевидно, что
F монотонно убывает, поскольку правая часть первого уравнения мень-
ше нуля. V монотонно возрастает на (t0; tmax, достигает максимального
значения Vmax при t = tmax, и убывает при t > tmax. Это следует из убы-
вания F и того, что знак dV

dt совпадает со знаком γF − δ. Необходимо
отметить, что на практике всегда выполнено неравенство γ > δ.

Для этой модели получены следующие результаты:

Лемма 1. В любой момент времени t решение системы (1) удовлетво-
ряет соотношению

V (t)− V0 =
δ

β
lnF (t) +

γ

β
(1− F (t))
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Доказательство
Рассмотрим динамический инвариант системы Лотка-Вольтера βV −
δ lnF + γF ≡ const. Найдем константу из условий V (0) = V0, получим
F (0) = 1 ⇒ C = V0 + γ Подставляя константу получим утверждение
леммы.

Теорема 1. Система (1) обладает следующим первым интегралом
∫
dt+

∫
dV

δ · V ·
(
1 +Wk

(
−eβδ (V−V0)+ln γ

δ
− γ
δ

)) ≡ const, (2)

где ветвь функции Ламберта выбирается k = −1 для участков, где V
возрастает и k = 0 для участков убывания V .

Доказательство
Сделав замену f = lnF, v = lnV , получим

{
f ′ = −βev;
v′ = γef − δ.

Продифференцируем второе уравнение и подставим f ′ из первого: v′′ =
−βev(v′+δ). Сделаем замену p(v) = v′, тогда v′′ = p′·p: p′p = −βev(1+δ/p)
Разделяем переменные и проинтегрируем:

∫ dp
1+δ/p = −β

∫
evdv+C1 Раз-

делим на δ: −(p/δ+1)+ln(p/δ+1) = β
δ e
v+C2. Потенциируем и домножим

на -1: −(p/δ + 1) · e−(p/δ+1) = −eβ/δev+C2 . Это выражение принадлежит
[−1/e, 0), поскольку левая часть принимает значения на [−1/e; +∞), а
правая часть - отрицательна. Применим функцию Ламберта

−(p/δ + 1) =Wk

(
−eβ/δev+C2

)

W−функция имеет две ветви на [−1/e; 0), заметим, что левая часть мень-
ше -1 при положительных p и больше -1 — при отрицательных. Выбира-
ем W−1 на участке, где V возрастает, и W0 — где убывает. Выразим и
подставим p = (lnV )′:

V ′

V
= δ

(
−1−W

(
−eβ/δev+C2

))
(3)

Находим константу C2 из условия p(0) = γ − δ: полу-
чим C2 = −γ/δ + ln γ/δ − β/δ · V0 Подставим в (3): V ′

V =

δ
(
−1−W

(
−eβ/δev+−γ/δ+ln γ/δ−β/δ·V0)) Упростим и разделим перемен-

ные: dV
δV (−1−W(−γ/δeβ/δ(V−V0)−γ/δ)) = dt Интегрируя обе части, получим

первый интеграл (2).
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Следствие 1. Обозначим q = γ
δ − ln γ

δ , Максимальная величина вирус-
ной нагрузки равна Vmax = V0 +

δ
β · (q − 1) и достигается за время

tmax =
1

δ
·
ln γ

δ∫

0

dz

z − ez + q + β/δ · V0

Следствие 2. Безопасная величина вирусной нагрузки Vh достигается
за время

th = tmax +
1

δ
·
Zh∫

0

dz

z − ez + q + β/δ · V0
,

где Zh = ln |W0(−eβ/δ·(Vh−V0)−q)|
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About COVID-19 viral dynamics equations
Alekseev D.V.

The simplest system of viral dynamics equations ( cite covid)
was studied. An analytical solution to the system was derived. Also,
formulas for peak viral load and times for reaching the maximum and
safe values of viral load were derived. Keywords: differential equations,
Lotka-Volterra, COVID-19
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О замкнутых классах в функциональной
системе рациональных функций с
рациональными коэффициентами

Н.Ф. Алексиадис1

Целью настоящей работы является изучение замкнутых клас-
сов в функциональной системе рациональных функций с рацио-
нальными коэффициентами, которые играют ключевую роль при
решении проблемы полноты.

Ключевые слова: функциональная система, проблема полно-
ты, замкнутые классы, рациональная функция

Этот доклад можно считать продолжением моих докладов, представ-
ленных на XIX Международной конференции «Алгебра, теория чисел,
дискретная геометрия ... » [1] и на Международной конференции «Маль-
цевские чтения» [2].

При изложении материала мы используем стандартную терминоло-
гию теории функциональных систем из книг [3] и [4].

Введем несколько стандартных обозначений:
N — множества всех натуральных чисел (включая 0),
Q — множества всех рациональных чисел,
c0 — мощность счетного множества,
c — мощность континуум.
Для удобства изложения полагаем, что 00 = 1.
Основной проблемой теории функциональных систем (ф.с.) является

проблема полноты, состоящая в описании всех подмножеств A мно-
жества функций F , которые являются полными в ф.с. F = (F,O).

Как известно, изучение проблемы полноты осуществлялось путем ис-
следования конкретных функциональных систем: функциональная си-
стема булевых функций [4], k-значные логики [3], функциональные си-
стемы автоматных функций [5], [6]. В этих ф.с. решение проблемы пол-
ноты было сведено к описанию всех предполных классов (максимальных
подалгебр). Метод решения проблемы полноты в терминах предполных
классов стал после этого одним из основных.

Определим функциональную систему рациональных функций с ра-
циональными коэффициентами.

1 Алексиадис Никос Филиппович — доцент, Национальный исследовательский уни-
верситет “МЭИ”, e-mail: aleksiadis@yandex.ru.

Aleksiadis Nikos Philippovich — associate professor, National Research University
“MPEI”
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Функция вида

f(x1, . . . , xn) =
g(x1, . . . , xn)

h(x1, . . . , xn)
,

где g(x1, . . . , xn) и h(x1, . . . , xn) 6≡ 0 — полиномы с рациональными коэф-
фициентами, называется рациональной функцией с рациональными ко-
эффициентами.

Рациональные функции с рациональными коэффициентами будем
называть также rq−функциями. Обозначим через FRQ множество всех
рациональных функций с рациональными коэффициентами.

Функциональная система рациональных функций с рациональными
коэффициентами FRQ – это пара FRQ = (FRQ, O), где FRQ – множе-
ство всех рациональных функций с рациональными коэффициентами, а
O – множество операции суперпозиции. Операции суперпозиции включа-
ют в себя: перестановку переменных ; переименования переменных (без
отождествления); отождествления переменных ; введение фиктивной
переменной; удаление фиктивной переменной; подстановку одной функ-
ции в другую.

Следует отметить, что это определение функциональной системы
FRQ = (FRQ, O) корректное, так как любая суперпозиция функций из
FRQ является опять функцией из FRQ.

Следующие две теоремы дают исчерпывающий ответ о структуре и
числе конечных замкнутых классов в ф.с. FRQ.

Теорема 1. В ф.с. FRQ существуют только следующие конечные за-
мкнутые классы:

i) C, где C - произвольное конечное подмножество множества Q;
ii) I1 = {x}, I2 = {x;−x};
iii) C ∪ I1, {±c1, · · · ,±ck}∪ I2, где ±c1, · · · ,±ck ∈ Q, а C, I1 и I2 опре-

деляются соответственно в предыдущих пунктах.

Теорема 2. В функциональной системе FRQ

i) число всех конечных замкнутых классов равно c0;
ii) число всех бесконечных замкнутых классов равно c;
iii) число всех замкнутых классов равно c.

А следующие две теоремы о базисах замкнутых классов в ф.с. FRQ.

Теорема 3. В функциональной системе FRQ

i) существует замкнутый класс, имеющий конечный базис;
ii) существует замкнутый класс, имеющий бесконечный базис;
iii) существует замкнутый класс, не имеющий базиса.

Чтобы убедиться в этом, достаточно привести примеры соответству-
ющих замкнутых классов.
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Пример 1. Базисом замкнутого класса A = {2x, 4x, 8x, ..., 2nx, ...} яв-
ляется конечная система B = {2x}.

Пример 2. Базисом замкнутого класса A = {x, 2x, 3x, ...,mx, ...} яв-
ляется бесконечная система B = {x, 2x, 3x, 5x, ..., px, ...}, где p – любое
простое число.

Пример 3. Замкнутый класс A = [T ], где T = {1, x21, x21x22, x21x22x23, ...}
не имеет базиса.

Теорема 4. В функциональной системе FRQ

i) число замкнутых классов, имеющих конечный базис, равно c0;
ii) число замкнутых классов, имеющих бесконечный базис, равно c;
iii) число всех замкнутых классов, не имеющих базиса, равно c.

И, наконец, рассмотрим некоторые конкретные конечные замкнутые
классы в ф.с. FRQ, которые играют ключевую роль при решении про-
блемы полноты, так как они являются предполными классами.

Пусть A – произвольное подмножество множества Q. Обозначим че-
рез U(A) множество всех таких функций f(x1, x2, ..., xn) из FRQ, что
f(c1, c2, ..., cn) ∈ A, если c1, c2, ..., cn ∈ A. В этом случае f(x1, x2, ..., xn)
называется функцией, сохраняющей множество A, а U(A) – классом,
сохраняющим множество A.

На интересующий нас вопрос – является ли предполным классом
класс всех rq-функций, сохраняющих конечное множество констант, от-
вет дает следующая теорема.

Теорема 5. Если A – произвольное конечное подмножество множе-
ства Q, то класс U(A) является предполным классом в ф.с. FRQ.

Автор выражает глубокую благодарность заведующему кафед-
рой Математической теории интеллектуальных систем механико-
математического факультета МГУ им. М.В. Ломоносова, профессору
В. Б. Кудрявцеву за постоянную поддержку при выполнении данной ра-
боты.
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functions with rational coefficients that play the key role in deciding
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Градуированные квазифробениусовы
кольца и модули

И. Н. Балаба1, А. В. Михалёв2

В работе рассмотрены градуированные квазифробениусовы
кольца и модули, установлены связи между различными опреде-
лениями, получен ряд эквивалентных характеристик.

Ключевые слова: градуированные кольца и модули, квазиф-
робениусовы кольца, квазифробениусовы модули, фробениусовы
аагебры

1. Введение

Фробениусовы алгебры являются одним из важных классов алгебр, изу-
чаемых в теории представлений конечномерных алгебр. Впервые они по-
явились в работе Ф.Г.Фробениуса еще в начале ХХ века. Квазифробени-
усовы кольца являются их естественным обобщением. Класс квазифро-
бениусовых колец включает в себя все артиновы полупростые кольца, а
также все групповые алгебры конечных групп (не обязательно полупро-
стые).

В работах Накаямы [1, 2] фробениусовые и квазифробениусовые
кольца и алгебры были охарактеризованы в терминах аннуляторов, а
Азумая [3] с помощью аннуляторных условий определил квазифробени-
усовы модули.

В последние десятилетия интерес к квазифробениусовым кольцам и
модулям возрастает в связи с их исключительной ролью в развитии тео-
рии линейных кодов и рекурент [4].

Градуированным фробениусовым алгебрам посвящены работы [5, 6,
7], a в [8] дано несколько эквивалентных характеристик градуированных
квазифробениусовых кольца.

В работе рассмотрены градуированные квазифробениусовы кольца и
модули, установлены связи между различными определениями, получен
ряд эквивалентных характеристик.

1Балаба Ирина Николаевна — профессор каф. алгебры, математического анализа
и геометрии, Тульский государственный педагогический университет им. Л. Н. Тол-
стого, e-mail: ibalaba@mail.ru

Balaba Irina Nikolaevna — prоfessor, Tula State Lev Tolstoy Pedagogical University,
Department of Algebra, Mathematical analysis and Geometry

2Михалёв Александр Васильевич — заведующий каф. теоретической информатики
механико-математического ф-та МГУ, e-mail: aamikhalev@mail.ru

Mikhalev Alexander Vasilyevich — head of Department, Lomonosov Moscow State
University, Faculty of Mechanics and Mathematics, Department of Theoretical Informatics
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центра фундаментальной и прикладной математики МГУ «Структур-
ная теория и комбинаторно-логические методы в теории алгебраических
систем»

2. Основные понятия и результаты

Все рассматриваемые кольца ассоциативные с единицей, модули унитар-
ны, градуированы мультипликативной группой G. Градуированные ана-
логи стандартных определений будем обозначать приставкой gr-. Таким
образом, градуированное кольцо называется gr-артиновым (справа), ес-
ли оно удовлетворяет условию обрыва убывающей цепочки правых гра-
дуированных идеалов.

Градуированное кольцо R называется gr-квазифробениусовым или
gr-QF-кольцом, если оно gr-артиново слева и справа и gr-самоинъективно
справа (слева).и gr-фробениусовым, если оно gr-квазифробениусово и
Sgr(R) = R/Jgr(R), где Sgr(R) – градуированный цоколь, а Jgr(R) –
градуированный радикал Джекобсона кольца R.

Для подмножества S ⊆ R через lR(S) и rR(S) обозначим соответ-
ственно левый и правый аннуляторы множества S, т.е.

lR(S) = {r ∈ R | rS = 0}, rR(s) = {a ∈ A | Sa = 0}.

Если множество S вместе с каждым своим элементом содержит и все его
однородные компоненты, то l(S) и r(S) являются соответственно левым
и правым градуированными идеалами кольца R.

Для любого градуированного R-модуля M можно определить граду-
ированное кольцо эндоморфизмов S = ENDR(M) и дуальный градуиро-
ванный модуль M∗ = HOMR(M,R).

Теорема 1. Для градуированного кольца R следующие условия экви-
валентны:

1. R – gr-QF-кольцо;
2. R – gr-артиново кольцо и для любого левого градуированного иде-

ала L и любого правого градуированного идеала K кольца R выполнены
следующие аннуляторные условия: lR(rR(L)) = L, rR(lR(K)) = K;

3. градуированные модули, дуальные к gr-неприводимым правым
R-модулям и к gr-неприводимым левым R-модулям, также являются
gr-неприводимыми.

Каждое градуированное квазифробениусово кольцо является gr-
квазифробениусовым. В то же время gr-квазифробениусово кольцо мо-
жет не быть квазифробениусовым. Примером является групповой коль-
цо бесконечной группы с естественной градуировкой.
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Градуированный бимодуль RQS называется gr-квазифробениусовым
или gr-QF-бимодулем, если для любого максимального левого градуиро-
ванного идеала I ⊆R R его правый аннулятор rQ(I) = {q ∈ Q | Iq = 0} в
Q или нуль или gr-неприводимый S-модуль и для любого максималь-
ного правого градуированного идеала J ⊆ SS его левый аннулятор
lQ(J) = {q ∈ Q | qJ = 0} в Q или нуль или gr-неприводимый S-модуль.

Градуированный модуль RQ назовем gr-квазифробениусовым мо-
дулем или gr-QF-модулем, если для любого натурального n и лю-
бого конечно порожденного градуированного подмодуля U модуля
Q̂ = Q(g1)

⊕
Q(g2)

⊕
. . .
⊕
Q(gn), здесь g1, g2, ..., gn ∈ G, Q(gi) – сдвиг

модуля Q, фактор модуль Q̂/U копорождается модулем Q и канониче-
ское отображение HOMR(Q̂,Q) −→ HOMR(U,Q) – сюръективно.

Теорема 2. Для точного градуированного бимодуля RQS над конеч-
ными градуированными кольцами эквивалентны следующие условия:

1. RQS – gr-QF-бимодуль;
2. RQS – конечный gr-QF-бимодуль;
3. RQ – gr-QF-модуль и S = ENDR(Q);
4. для любых градуированных подмодулей M ⊆R Q и N ⊆ QS спра-

ведливы равенства N = rQ(lR(N)), M = lQ(rS(M)).

Теорема 3. Для gr-артинова кольца R эквивалентны следующие
условия:

1. R – gr-QF-кольцо;
2. RRR – gr-QF-бимодуль.

Пусть k – поле и A
⊕

g∈GAg — градуированная k-алгебра. Левому мо-
дулю AA как векторному пространству над полем k можно сопоставить
дуальное векторное пространство A∗ = Homk(A, k), являющееся правым
A-модулем, если положить (ϕa)(x) = ϕ(ax) для всех ϕ ∈ A∗, a, x ∈ A.

Если алгебра A конечномерна, то A∗ является правым градуирован-
ным A-модулем со следующей градуировкой

A∗g = {f ∈ A∗ | f(Ah) = 0 для всех h 6= g−1} (g ∈ G).

Конечномерная градуированная k-алгебра A называется gr-фробе-
ниусовой, если левые градуированные A-модули AA и (AA)

∗ изоморфны
и gr-квазифробениусовой, если модули AA и (AA)

∗ имеют одни и те же
различные неразложимые компоненты.

Теорема 4. Конечномерная градуированная алгебра A является gr-
фробениусовой в том и только том случае, если кольцо A – gr-фробе-
ниусово.

Конечномерная градуированная алгебра A является gr-квазифробе-
ниусовой в том и только том случае, если для каждого левого градуи-
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рованного идеала I и каждого правого градуированного идеала J алгебры
A справедливы равенства lA(rA(I)) = I, rA(lA(J)) = J .
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Optimization of neural network learning via
system with automata approach

В.А. Бирюкова1

В данной работе представлена автоматная модель обучения
нейронных сетей, реализованная с помощью языка программирова-
ния высокого уровня python и апробированная на задаче бинарной
классификации. Также внутри рассматриваемой системы реализо-
вана процедура автоматизации обучения нейронных сетей с помо-
щью выбора стратегии обучения с точки зрения «лучших практик».

Ключевые слова: искусственные нейронные сети, конечный
автомат, бесконечный автомат, система для работы с нейронны-
ми сетями, автоматизация обучения нейронных сетей, оптимиза-
ция выбора гиперпараметров с использованием «лучших практик»,
компьютерное зрение, бинарная классификация.

В последнее время нейронные сети получили весьма широкое распро-
странение, поскольку данные модели могут решать совершенно разные
задачи и поэтому находят применение во многих областях, таких как на-
учные исследования (моделирование биологических нейронных сетей)[1],
финансовый сектор (прогнозирование котировок на основе статистиче-
ских данных и новостных сообщений)[2], медицина (распознавание ано-
малий по снимкам пациентов) [3], проектирование беспилотных автомо-
билей [4] и т.д.

Искусственные нейронные сети (англ. artificial neural network, ANN)
[5] — это математические модели и их программные и аппаратные реали-
зации. Как математическая модель, нейронная сеть зависит от огромного
количества параметров, процесс настраивания которых принято назы-
вать обучением нейронной сети. Помимо параметров, значения которых
находятся во время обучения, нейронная сеть и сам процесс обучения
имеют ряд параметров, требующих ручной настройки, т. н. гиперпара-
метров. Как набор гиперпараметров, так и их значения имеют много-
численные вариации даже в рамках решения очень узкого круга задач,
поэтому выбор оптимальной стратегии обучения нейронной сети, кото-
рая бы после обучения удовлетворяла поставленным в задаче требова-
ниям, остается процессом весьма трудным и требующим в существенной
степени индивидуального подхода.

1Бирюкова Вероника Андреевна — студент кафедры Математической тео-
рии интеллектуальных систем механико-математического факультета МГУ, e-mail:
biryukovaveronika@mail.ru.

Biryukova Veronika Andreevna — student, Lomonosov Moscow State University,
Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of Intellectual
Systems.
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Ввиду вышеописанных причин системы, позволяющие автоматизиро-
вать процесс подбора гиперпараметров сети, и, тем более, дающие воз-
можность использовать такой мощный инструмент для решения задач
из других научных сфер, весьма актуальны и востребованы. К решению
данной проблемы существуют различные подходы, как чисто техниче-
ские (программные), так и более концептуально-содержательные мето-
ды.

Например, библиотеки языка программирования python sklearn и
keras имеют свои модули для автоматизации подбора гиперпараметров
нейронной сети. О качестве полученных результатов и о возможностях
улучшения процесса обучения нейронных сетей уже может судить экс-
перт.

Концептуально-содержательные подходы к автоматизации обучения
нейронных сетей существуют, однако большинство их них имеют огра-
ничения на тип используемой архитектуры. Данную проблему решают,
например, с помощью алгоритмов «каскадной корреляции» [6] и «даль-
новидного мышления» [7] и их вариаций.

Кроме того, поскольку обучение нейронной сети можно рассматри-
вать как некоторую оптимизационную задачу, то для решения вопроса об
автоматизации обучения нейронных сетей можно использовать системы,
изучающие моделирование логических процессов, такие как «автомати-
ческий решатель математических задач» А.С. Подколзина [8].

Предлагаемая в данной работе интеллектуальная система [9] и её ре-
ализация позволяют автоматизировать обучение нейронных сетей для
решения различных задач, также в рамках этой системы возможно ис-
полнение вспомогательных функций, таких как работа с имеющимися
базами данных, обученными ранее моделями и накопленным в данной
системе опытом обучения нейронных сетей. При создании данной си-
стемы используется автоматный подход [10]. Рассматриваемая система
представляет собой взаимодействие двух абстрактных автоматов. Один
автомат отвечает за управление системой – «управляющий» автомат (да-
лее УА), другой– «исполняющий» автомат (далее ИА), который решает
поставленные перед ним управляющим автоматом подзадачи.

Пользователь задает некоторый начальный набор параметров – пред-
лагаемая системе задача и её характеристики, – и тем самым задавая на-
чальные состояния обоих автоматов. Рассматриваются задачи из обла-
сти компьютерного зрения – задачи машинного обучения, где объектами
выступают изображения [11]. В процессе работы системы УА дает ИА
указания, какую локальную задачу следует выполнить, и в зависимости
от результата (выполнена подзадача или нет) переходит в соответству-
ющее состояние. Если подзадача не выполнена, но система имеет вари-
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анты решения этой проблемы, например предложение изменить условия
поставленной перед системой задачи, тогда УА переходит в состояния,
со второй компонентой «userdecision», где происходит взаимодействие с
пользователем (с внешней средой), иначе система заканчивает свою ра-
боту.

Управляющий автомат – это конечный автомат без входа и выхода с
несколькими начальными и заключительными состояниями. Состояние
этого автомата задается двумя компонентами как прямое произведение
двух конечных алфавитов (T,N):

T = {′training′, ′testing′, ′database′, ′history′} = {t0, t1, t2, t3} –
тип решаемой системой задачи (обучение, тестирование нейронной се-
ти, работа с базами изображений, работа с сохраненной в этой системе
«историей» обучения нейронных сетей соответственно).

N = {′check′,′ database′, ′userdecision′, ′train′, ′test′, ′data′, ′history′,
′done′} = {q0, . . . , q7} – название локально решаемой подзадачи.

Множество начальных состояний – {(t, ′check′), t ∈ T}.
Множество заключительных состояний – {(t, ′done′), t ∈ T}.
Функция переходов Q(q, t) = Q̃(ψ(q, t), q, t), где ψ(q, t) ∈ {0, 1}

– выход ИА, который интерпретируется как выполнена ли локальная
задача или нет.

На рисунке 1 представлена обобщенная диаграмма переходов УА.

Рис. 1. Обобщенная диаграмма переходов управляющего автомата, t ∈ T

Компонента состояния УА, отвечающая блоку решения локальной
подзадачи:
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• ′check′ – любое начальное состояние имеет это значение второй ком-
поненты, в данном блоке происходит проверка функционирования
ИА, при t ∈ {′training′, ′testing′} ИА проводит поиск в своей внут-
ренней базе моделей по соответствующему запросу;

• ′data′ – такое значение компоненты можем получить при t ∈
{′training′, ′testing′}, в этом блоке ИА формирует множества для
обучения и\или тестирования нейронной сети;

• ′userdecision′ – система взаимодействует с пользователем;

• ′train′ – в этом блоке происходит обучение нейронной сети (t =
′training′);

• ′test′ – проводится тестирование нейронной сети (t = ′testing′);

• ′database′ – блок работы с базами изображений (t = ′database′);

• ′history′ – блок работы с сохраненной в системе историей обучения
нейронных сетей (t = ′history′);

• ′done′ – заключительное состояние УА, в него попадаем как при
успешном выполнении поставленной задачи, так и при невозмож-
ности её решения.

Исполняющий автомат – это бесконечный автомат, представляющий
собой часть системы, которая непосредственно занимается решением
подзадач, поступающих от УА. Начальное состояние ИА задается по ха-
рактеристикам задачи, поступающим из внешней среды. Состояние ИА
s (s ∈ S) задается как прямое произведение нескольких конечных и бес-
конечных алфавитов S. Заключительное состояние ИА – одно, в него
попадаем, если поставленная задача была решена или решить задачу не
представляется возможным (УА переходит в одно из своих заключитель-
ных состояний).

В роли входного значения ИА выступает состояние УА (q, t) (у ИА
конечный входной алфавит), которое указывает какую подзадачу тре-
буется решить. Система выполняет соответствующие действия, выдает
результирующее значение функции выходов ψ(q, t) = ψ̃(q, t, si) = r, r ∈
{0, 1}, которое интерпретируется УА как «решена» или «не решена» дан-
ная подзадача, а ИА переходит в новое состояние sj (ϕ(q, t, si) = sj , sj ∈
S).

На рисунке 2 представлена обобщенная схема системы для работы с
нейронными сетями.
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Рис. 2. Схема системы для работы с нейронными сетями

Для любого типа задачи в начальный момент времени в ИА переда-
ется специальный параметр с формализованным описанием задачи.

При (t = ′database′) в начальный момент времени ИА получа-
ет описание запроса к базе изображений. Подобным запросом может
быть «проверить количество датасетов изображений в общей базе» или
«предъявить список изображений, на которых есть объекты определен-
ных категорий» и т. п.

При (t = ′history′) ИА получает из внешней среды содержатель-
ную информацию о задаче, связанной с накопленной в системе историей
обучения моделей. Например, задача может состоять в просмотре ста-
тистики по нейронным сетям, которые обучались классифицировать 2
класса – «кошки» и «собаки».

При (t = ′testing′) задача состоит в тестировании предъявленной
модели на объектах определенной категории.

При (t = ′training′) описание задачи – это категория задачи компью-
терного зрения (’classification’, ’detection’, ’segmentation’), список классов
объектов, которые будут распознаваться нейронной сетью (’cat’, ’dog’ и
т. д.) и цель, например, распознавать с точностью 0.9 объекты из соот-
ветствующего списка. Уже в состоянии (′check′,′ training′) (далее компо-
нента ′training′ опущена) ИА проводит поиск в базе обученных нейрон-
ных сетей на предмет наличия уже обученной модели, соответствующей
предъявляемым требованиям. Если такая сеть найдена, то она предъяв-
ляется пользователю с предложением закончить работу системы, в слу-
чае отказа система переходит в состояние ′data′, где по списку катего-
рий изображений создаются 3 множества для обучения и последующего
тестирования модели. Затем начинается процесс обучения нейронной се-
ти, в котором система самостоятельно определяет, как будет проходить
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процесс обучения нейронной сети, как необходимо изменить гиперпара-
метры при обучении сети и т. д. Обучение продолжается, пока не будет
достигнута требуемая цель, или не будут исчерпаны все возможности
системы.

Автоматизация обучения нейронных сетей происходит за счет меха-
низма с использованием «лучших практик». В системе хранится стати-
стика обучения нейронных сетей, именуемая «историей», с описанием
процедуры обучения нейронной сети – какая была категория задачи,
какие гиперпараметры использовались при обучении, на каких изобра-
жениях сеть обучалась, где хранится эта сеть, какие результаты были
достигнуты при обучении, какие объекты распознаются сетью и т. д.
Первые примеры были записаны экспертом. Последующие записи – это
уже результаты работы самой системы.

Из этой истории выбираются практики, соответствующие текущей
задаче, затем одна запись определяется в качестве первоначальной стра-
тегии обучения. После чего проводится обучение по этой стратегии. За-
тем, если требуется скорректировать процедуру обучения, происходит
изменение параметров обучения и процесс обучения продолжается.

При необходимости после работы в рамках одной стратегии выби-
рается другая стратегия и процедура обучения проводится ещё раз. По
результатам решения задачи статистическая база пополняется новой ин-
формацией о проведенном эксперименте, и уже эта информация может
быть использована при решении других задач. Следовательно, рассмат-
риваемая система является самообучающейся.

Таким образом, представленная система решает круг задач, связан-
ных с обучением нейронных сетей. Сама система может быть рассмот-
рена с точки зрения теории автоматов как композиция двух автоматов
– управляющего и исполняющего. Поставленная перед системой зада-
ча разбивается на подзадачи, которые последовательно подаются управ-
ляющим автоматом исполняющему для их последующего решения, и в
зависимости от результата этого процесса определяется следующая под-
задача.

В системе используется механизм для автоматизации обучения ней-
ронных сетей – использование при обучении «лучших практик», накоп-
ленных в соответствующей базе системы. По результатам проведенного
эксперимента в системе сохраняется информация о полученном опыте,
который позднее будет ею использоваться при решении схожих задач.
Другими словами, сама система является самообучающейся моделью.

Помимо обучения система предполагает выполнение вспомогатель-
ных функций, возникающих при работе с нейронными сетями, таких как
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тестирование уже обученных моделей, работа с базами данных и анализ
накопленного системой опыта.

Проводились эксперименты по обучению нейронных сетей внутри
данной системы. Были обучены модели, способные решать задачу бинар-
ной классификации с точностью более 90%. По результатам этих экспе-
риментов система начала накапливать опыт по обучению нейросетевых
моделей, который в дальнейшем использовался для решения других за-
дач.

Разрабатываемая система предполагает взаимодействие с пользова-
телем, и может рассматриваться как рекомендательная система для спе-
циалистов в области искусственных нейронных сетей, так и как инстру-
мент для обучения нейронных сетей с возможностью последующего ис-
пользования этих искусственных нейронных сетей в других областях,
что делает разработку подобных систем весьма актуальной и востребо-
ванной задачей.

Исследование выполнено при поддержке Междисциплинарной
научно-образовательной школыМосковского университета «Мозг, когни-
тивные системы, искусственный интеллект»
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Construction of a hyperplane arrangement
with a specific set of simple paths in a

graph and its properties

А. И. Болотников1

С помощью характеристического многочлена пучка гиперплос-
костей можно посчитать количество регионов пучка. Это позволяет
использовать пучки гиперплоскостей в решении сложных комбина-
торных задач.

В работе изучается пучок гиперплоскостей, построенный по
подмножеству множества всех простых путей графа. Полученные
результаты связывают этот пучок с задачей о нахождении паро-
сочетания с наибольшим весом в графе, а также позволяют найти
характеристический многочлен построенного пучка для некоторых
графов.

Ключевые слова: пучок гиперплоскостей, графический пу-
чок, задача о максимальном паросочетании.

1. Введение

В работе [1] был получен результат, позволяющий найти количество ре-
гионов пучка гиперплоскостей c помощью его характеристического мно-
гочлена. Этот результат позволяет использовать пучки гиперплоскостей
в комбинаторике. Например, с их использованием было подсчитано ко-
личество пороговых функций [2].

В работе [3] по множеству всех ребер графа был построен пучок, на-
званный графическим, и были доказаны его свойства. В частности, было
доказано, что характеристический многочлен графического пучка равен
хроматическому многочлену графа, а количество регионов графического
пучка равно количеству ациклических ориентаций в графе.

В данной работе строится пучок по подмножеству множества всех
простых путей графа. Показана связь пучка с задачей о максимальном
паросочетании и изучена возможность наличия одинаковых пучков у
неизоморфных графов. Также получены значения характеристического
многочлена пучка для некоторых графов.

При получении результатов использовались определения и теоремы
о пучках гиперплоскостей, взятые из [4].

1Болотников Алексей Игоревич — аспирант каф. математической теории интел-
лектуальных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: bolotnikov-94@mail.ru.

Bolotnikov Aleksey Igorevich — graduate student, Lomonosov Moscow State University,
Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of Intellectual
Systems.
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2. Основные понятия и результаты

Пучок гиперплоскостей - конечное множество гиперплоскостей в некото-
ром векторном пространстве.Регион пучка - связная компонента допол-
нения к объединению гиперплоскостей пучка. Ранг пучка - размерность
линейного пространства, натянутого на вектора нормалей к гиперплос-
костям пучка.

Для произвольного пучка гиперплоскостей A следующим образом
определяется частично упорядоченное множество L(A): элементы L(A) -
всевозможные непустые пересечения гиперплоскостей пучка, частичный
порядок ≤ таков: x ≤ y ⇔ x ⊇ y.

Функция Мёбиуса частично упорядоченного множества P определя-
ется так:

1) µ(x, x) = 1 ∀x ∈ P

2) µ(x, y) = −∑x≤z<y µ(x, z) ∀x < y ∈ P

.
Функция Мёбиуса от одного элемента µ(x) = µ(0̂, x), где 0̂ -

наименьший элемент частично упорядоченного множества, т.е. элемент,
меньший любого другого элемента частично упорядоченного множества.

Характеристический многочлен пучка А определяется следующей
формулой:

χA(t) =
∑

x∈L(A)

µ(x)tdim(x)

.
Пусть G(V,E), |E|=n - граф без петель и кратных ребер. Рассмот-

рим в пространстве Rn следующие гиперплоскости: для любой после-
довательности ребер (e1, e2, e3, ..., en), образующей простой незамкнутый
путь или простой цикл четной длины в графе G, берем гиперплоскость
x1 − x2 + x3 − ...xn = 0. Все такие гиперплоскости образуют некоторый
пучок. Данный пучок будет далее обозначаться PA(G).

Для пучка PA(G) получены следующие результаты:
Утверждение 1. Пусть G(V,E), |E|=n - граф без петель и крат-

ных ребер. Выберем произвольный регион пучка PA(G) и выберем два
вектора из этого региона. Для каждого вектора рассмотрим задачу о
максимальном паросочетании в графе G с этим вектором в качестве век-
тора весов на ребрах. Утверждается, что эти две задачи имеют одно и то
же решение, т.е. для обоих векторов одно и то же паросочетание будет
иметь наибольший вес.

Утверждение 2. Пусть G1, G2 -графы без петель, кратных ребер и
изолированных вершин, и PA(G1) = PA(G2) Тогда G1 и G2 изоморф-
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ны, за исключением случая, когда один из графов содержит компоненту
связности, изоморфную K3, а другой - компоненту, изоморфную K1,3.

Утверждение 3. Пусть G - граф без петель, кратных ребер и изо-
лированных вершин, G1, G2, ..., Gk - его компоненты связности.

Тогда χPA(G)(t) = χPA(G1) · χPA(G2) · ... · χPA(Gk)

Утверждение 4. Пусть G - дерево.
Тогда χPA(G)(t) = (t− 1)(t− 2)...(t− n)
Утверждение 5. Пусть G1, G2 -графы без петель и кратных ребер,

причем существуют подграфы H1 ⊂ G1, T1 ⊂ G1, H2 ⊂ G2, T2 ⊂ G2

такие, что:

1) G1 = H1 ∪ T1, G2 = H2 ∪ T2
2) H1 ∩ T1 = {u}, H2 ∩ T2 = {v}, где u - вершина в G1, v - вершина в

G2

3) существует изоморфизм из H1 в H2, переводящий u в v

4) T1 и T2 - деревья с одинаковым ненулевым количеством ребер

Тогда χPA(G1) = χPA(G2)

Утверждение 6.Пусть G1 - граф из утверждения 5, в котором H1 =
K3.

Тогда

χPA(G1) = (t− 1)(t− 3)(t− 4)...(t− (n− 2))(t− (n− 1))(t− (n− 1))(t− n),

где n - количество ребер в графе G1

Утверждение 7 Пусть G - граф, состоящий из одного простого цик-
ла,n - количество ребер в G.

Тогда

1) χPA(G) = (t− 1)(t− n)n−1,если n- четноe,

2) χPA(G) = (t−1)(t−3)(t−5)...(t−(2k−1))...(t−(2n−3))(t−(n−1)),если
n- нечетное.
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множеству простых путей графа и его свойства

There exists a way to calculate the amount of regions of a
hyperplane arrangement using its characteristic polynomial. This
allows using hyperplane arrangements in solutions of combinatorial
problems.

This paper considers a hyperplane arrangement constructed with
a subset of a set of all simple paths in a graph. Results in this paper
connect this arrangement to the maximum matching problem and allow
to calculate its characteristic polynomial for specific cases of the initial
graph.

Keywords: hyperplane arrangement, graphical arrangement,
maximum mathcing problem.

References
[1] T. Zaslavsky, “Facing up to arrangements: face-count formulas for partitions of

space by hyperplanes”, Memoirs of the American Mathematical Society, 1:154
(1975).

[2] Irmatov A.A., “Arrangement of Hyperplanes and the Number of Threshold
Functions”, Acta Applicandae Mathematicae, 68:1 (2001), 211–226.

[3] C.Greene, T. Zaslavsky, “On the interpretation of Whitney numbers through
arrangements of hyperplanes, zonotopes, non-radon partitions, and orientations
of graphs.”.
Transactions of the American Mathematical Society, 280:1 (1983), 97–126.

[4] R.P.Stanley, Enumerative Combinatorics. V. 1, 2, Cambridge University Press,
2011.

82



Поиск ближайшего соседа на плоскости с
помощью клеточного автомата с

локаторами

Д.И. Васильев1

В данной статье описывается клеточный автомат с локаторами,
решающий задачу поиска ближайшего соседа. Задача заключается
в том, чтобы из конечного множества точек выделить одну, самую
близкую к заранее определенной “центральной” точке. В отличие
от классической модели клеточного автомата, в рассматриваемой
модели допускается мгновенная передача сигналов через эфир на
произвольное расстояние. Показано, что такая возможность позво-
ляет решить задачу за константное время, что в корне отличается
от одномерного случая, где получена логарифмическая по искомо-
му расстоянию нижняя оценка сложности.

Ключевые слова: клеточные автоматы с локаторами, одно-
родные структуры, поиск ближайшей точки.

Клеточным автоматом с локаторами на Zn называется восьмерка
σ = (Zn, En, V, Eq,+, L, ϕ, ψ), где Zn — множество целочисленных век-
торов размерности n, En = {0, 1, . . . , n − 1}, V = (α1, . . . , αh−1), αi ∈
Zn, Eq = {0, 1, . . . , q − 1}, + — коммутативная полугрупповая опера-
ция, заданная на Eq, L = (ν1, . . . , νm) — упорядоченный набор по-
парно различных телесных углов в Rn с вершиной в начале коорди-
нат, ϕ — функция, зависящая от переменных x0, x1, . . . , xh−1, z1, . . . , zm,
ϕ : Ehn ×Emq → En, ϕ(0, . . . , 0) = 0, ψ — функция, зависящая от перемен-
ных x0, x1, . . . , xh−1, z1, . . . , zm, ψ : Ehn × Emq → Eq. Элементы множества
Zn называются ячейками клеточного автомата σ; элементы множества
En называются состояниями ячейки клеточного автомата σ; набор V
называется шаблоном соседства клеточного автомата σ; элементы мно-
жества Eq называются сигналами вещания; набор L называется шаб-
лон локаторов клеточного автомата σ; функция ϕ называется локаль-
ной функцией переходов автомата σ; функция ψ называется функцией
вещания автомата σ; переменные x0, x1, . . . , xh−1 принимают значения
из En, переменные z1, . . . , zm принимают значения из Eq. Состояние 0
интерпретируется как состояние покоя, а условие ϕ(0, . . . , 0) = 0 — как
условие сохранения состояния покоя.

1Васильев Денис Игоревич — м.н.с. каф. математической теории интеллектуаль-
ных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: denis.vasilev.igor@gmail.com.

Vasilev Denis Igorevich —Junior Researcher, Lomonosov Moscow State University,
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Systems.
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Данное определение было введено Гасановым Э.Э. [1] и усовершен-
ствовано Калачевым Г.В. [2].

Сформулируем задачу поиска ближайшего соседа. Пусть на про-
странстве Zn задано начальное состояние I клеточного автомата, удо-
влетворяющее следующим критериям: a) Любой ячейке присвоено одно
из трех состояний {qS ; qC0 , ∗}; b) Есть лишь одна ячейка, которой присво-
ено состояние qC0 ; c) Есть лишь конечное и непустое множество ячеек,
которым присвоено состояние qS . Решением задачи поиска ближайшего
соседа, соответствующей начальному состоянию I назовем состояние ав-
томата, удовлетворяющее следующим критериям: a) Ячейке, которой в
I было присвоено состояние qC0 присвоено состояние qCF ;b) Ближайшей
к ячейке в состоянии qCF ячейке из тех, которым в I было присвоено
состояние qS , присвоено состояние qSF . Если таких ячеек несколько, то
одной (произвольной) из них присваивается состояние qSF , а остальным
- ∗; c) Остальные ячейки находятся в состоянии ∗.

Определим, что клеточный автомат с локаторами σ решает задачу
поиска ближайшего соседа, если его начальное состояние удовлетворя-
ет условиям, описанным выше, и его финальное состояние существует
и соответствует решению задачи поиска ближайшего соседа для его на-
чального состояния. При этом такой автомат, перейдя в состояние, со-
ответствующее решению какой-либо задачи поиска ближайшего соседа
должен в нем оставаться во всех дальнейших тактах.

В статье [3] для одномерного случая была доказана теорема:

Теорема 1. Существует клеточный автомат σ c 25 состояниями и с
мощностью алфавита вещания 12, который решает задачу поиска бли-
жайшего соседа за время, не превосходящее log2 s+7, где s — расстояние
от центральной ячейки с начальным состоянием qC0 до её ближайшего
соседа с начальным состоянием qS.

В редакцию журнала Вестник МГУ была отправлена статья с ана-
логичной нижней оценкой:

Теорема 2. Для любого клеточного автомата с локаторами σ с мощ-
ностью алфавита вещания M и любого общего положения задачи поис-
ка ближайшего соседа I выполнено T σI > logM ( s5), где s - расстояние от
ячейки в состоянии qC0 до ближайшей ячейки в состоянии qS в задаче
I, а T σI - количество тактов, за которое автомат σ решает задачу I.

Таким образом, для одномерного случая задачи поиска ближайшего
соседа получен порядок сложности задачи.

Оказалось, что для размерности n ≥ 2 аналогичные оценки неверны,
поскольку для таких задач удалось построить автомат с локаторами,
решающий их за константное время. Приведем пример такого автомата
для случая n = 2:
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Теорема 3. Существует клеточный автомат σ c 15 состояниями и с
мощностью алфавита вещания 40, который решает двумерную задачу
поиска ближайшего соседа за время, не превосходящее 13.

Рассмотрим клеточный автомат с локаторами σ с набором локато-
ров, состоящем из локаторов из Рис. 1 и одного развернутого локато-
ра, который считывает сумму сигналов всех ячеек клеточного простран-
ства. Определим алфавит вещания как некоторое подмножество {0; 1}20
и полугрупповую операцию покомпонентного максимума на нем. Для
удобства будем обозначать сигналы ячеек одним или несколькими чис-
лами - номерами ненулевых позиций в эфирном сигнале. Так сигнал
(0, 1, 0, 1, 0, ..., 0, 0, 0) будем записывать как пару сигналов 2 и 4.

Рис. 1. Расположение и названия локаторов

Зададим на клеточном пространстве систему координат с центром в
центральной ячейке. Центральная ячейка в построенном автомате по-
стоянно отправляет в эфир сигнал 1. Ячейки, получивший такой сигнал
с локатора R3 поймут, что находятся на верхней координатной полуоси.
Аналогичным образом каждая ячейка может идентифицировать свое на-
хождение на остальных трех координатных полуосях. Ячейки, находя-
щиеся на полуосях постоянно отправляют в эфир сигнал с номером своей
полуоси (верхняя — 2, правая — 3, нижняя — 4 и левая — 5). По этим сиг-
налам каждая ячейка может распознать, в какой координатной четвер-
ти она находится. Например, получив сигнал 2 с локатора R4 и сигнал
3 с локатора R3, можно однозначно определить, что рассматриваемая
ячейка находится в первой координатной четверти. Идея функциониро-
вания построенного автомата состоит в том, чтобы спроецировать вдоль
манхэттенской окружности все точки из задачи на одну полуось, найти
ближайшую к центру проекцию, а затем восстановить её прообраз. На-
пример, точка из первой четверти может послать специальный сигнал,
считываемый только правой полуосью. Точка из правой полуоси, полу-
чив такой сигнал с локатора D4 поймет, что является проекцией одной
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из точек задачи (Рис. 2 слева). Повторив такую итерацию 4 раза, можно
спроецировать все точки на верхнюю полуось (Рис. 2 справа).

Рис. 2. Слева пример проецирования одной точки на полуось. Справа
ход проецирования задачи на верхнюю полуось.

Чтобы найти ближайшего соседа на верхней полуоси, каждому кан-
дидату достаточно послать в эфир специальный сигнал, и получив та-
кой сигнал с локатора R3 самоустраниться (т.е. перейти в состояние по
умолчанию). После того, как ближайшая проекция найдена, достаточно
обратным ходом описанного алгоритма восстановить её прообраз.
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The closest neighbour problem on a plane solution using the
cellular automata with locators model

Vasilev D.I.

This paper describes a cellular automaton with locators which
solves the closest neighbor search problem. The problem itself is about
finding the closest point from a given finite set to the so-called central
cell. Unlike the classic cellular automaton model, cellular automata
with locators allow fast signal transmission to any distance. It is proven
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that such a possibility allows us to solve the problem in a constant
time which is fundamentally different from the one dimensional case:
the lower complexity estimate for this case is proven to be logarithmic.

Keywords: cellular automaton with locators, homogeneous
structures, the closest neighbour search.
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Вычисление функций Белого с
использованием техники модулярных

функций

А.М. Ватузов1

В работе описан алгоритм вычисления функций Белого для за-
данного детского рисунка с использованием техники модулярных
функций. Приведена функция Белого с группой монодромии M24,
вычисленная с использованием этого метода.

Ключевые слова: детские рисунки, функции Белого, моду-
лярные функции

В работе рассматривается задача вычисления функции Белого по за-
данному детскому рисунку. Детский рисунок – двукрашенный (связный)
граф Γ, вложенный в компактную ориентированную поверхность X та-
ким образом, что дополнение Γ\X гомеоморфно несвязному объедине-
нию открытых дисков. Пусть X – компактная риманова поверхность.
Функцией Белого называется накрытие β : X → P1(C) неразветвлён-
ное вне 0, 1,∞. Тогда прообраз β−1[0, 1] – детский рисунок на X. Верно
и обратное – для любого детского рисунка D существует пара Белого
(X,β) такая, что β−1[0, 1] изоморфен D. Более того, в качестве X мож-
но выбрать комплексную алгебраическую кривую определенную над Q
(см. [1]).

Итак, для каждого детского рисунка существует пара Белого, однако
нахождение ее явного вида – нетривиальная задача. В случае X = P1(C)
несложно написать систему алгебраических уравнений на коэффициен-
ты функции Белого. Стандартный метод решения систем алгебраиче-
ских уравнений – метод базиса Грёбнера. К сожалению, с увеличением
количества переменных его сложность быстро растет, и он практически
не применим для детских рисунков с более чем 12 рёбрами. Поэтому раз-
рабатываются другие методы вычисления функций Белого, подробный
обзор этих методов дан в [2].

Общая схема вычислений. Решим систему уравнений приближен-
но, а затем получим точное решение в алгебраических числах с помощью
LLL-алгоритма (см. [3]). Приближенное решение с достаточной точно-
стью можно найти с помощью метода Ньютона, но требуется начальная

1Ватузов Александр Максимович — аспирант каф. теоретической информатики
мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: amvatuzov@yandex.ru.

Vatuzov Alexander Maximovich — graduate student, Lomonosov Moscow State
University, Faculty of Mechanics and Mathematics, department of theoretical computer
science.
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точка, для которой метод будет сходиться к решению, соответствующему
заданному детскому рисунку.

Существуют разные техники получения такого начального прибли-
жения. В настоящий момент рекордом таких вычислений является вы-
числение функций Белого с группами монодромии J2 и Co3 степеней 100
и 276 соответственно (см. [4], [5]). В этих работах используется подход с
вычислением модулярной функции. Тем не менее, эти вычисления – сво-
его рода искусство, связанное с решением разных вопросов, влияющих
на сходимость метода.

Рисунки, перестановки и модулярная группа. Один из спосо-
бов задать детский рисунок D с n ребрами – выписать перестановки
ребер, которые соответствуют циклическим порядкам при обходе вокруг
черных и белых вершин: a, b ∈ Sn. Группа порождаемая ими называет-
ся группой вращений ребер рисунка, обозначается ER(D) и изоморфна
группе монодромии соответствующей функции Белого.

Будем говорить, что рисунок принадлежит (2, 3)-типу, если все белые
вершины имеют степень 1 или 2, а все чёрные вершины – степень 1 или
3. Любой детский рисунок может быть приведен к этому виду с помо-
щью дополнительной триангуляции граней рисунка, однако эта операция
увеличивает количество рёбер в 6 раз, что усложняет вычисления.

Для детского рисунка (2, 3)-типа порождающие его группы вращений
рёбер обладают свойством a3 = b2 = 1. Таким образом, можно считать,
что на ребрах этого рисунка действует модулярная группа

PSL2(Z) ∼= 〈a, b | a3 = b2 = 1〉.
Выберем стабилизатор некоторого ребра Γ ⊆ PSL2(Z). Тогда кривая

может быть получена как фактор верхней полуплоскости: t : H /Γ−→ X.
Фундаментальная область группы Γ состоит из нескольких копий фунда-
ментальной области группы PSL2(Z). Группа Γ попарно отождествляет
дуги-стороны фундаментальной области, задавая склейку, которая дает
рисунок D. Если X = P1(C), то отображение t – функция на H. Наша
цель – научиться вычислять приближенные значения этой функции.

Точка +i∞ соответствует центру одной из граней детского рисун-
ка, пусть эта грань имеет степень m. Тогда группа Γ содержит элемент
z → z + m, а поскольку функция t(z) инвариантна относительно Γ, то
можно ее записать в виде t(z) = f(q), где q = exp(2πiz/m). При этом
функция f отображает окрестность точки q = 0 в окрестность соответ-
стующего полюса β взаимнооднозначно. Отнормируем функцию Белого
β так, чтобы этот полюс находился в точке∞. Тогда функция f(q) будет
иметь полюс первого порядка в точке q = 0 и разложение в ряд Лорана
будет имеет вид

f(q) = c−1q
−1 + c0 + c1q + c2q

2 + . . . (1)
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Для приближенных вычислений оставим только N слагаемых в (1).
Составим систему линейных уравнений на коэффициенты ci. Осталось
еще две степени свободы нормировки функции β, что дает два урав-
нения. Остальные уравнения получаем, выбирая N − 2 пары точек на
границе фундаментальной области: если g ∈ Γ и g(z1) = z2, то должно
быть выполнено t(z1) = t(z2).

В вычислениях N ≈ 200 было достаточно, чтобы стабильно находить
приближённые (с точностью 0.01) коэффициенты f(q). Подставляя ко-
ординаты вершин модулярной фигуры в (1), получаем приближенные
координаты вершин детского рисунка, что дает приближенные значе-
ния коэффициентов функции Белого, которые используем как старто-
вую точку метода Ньютона.

Результаты вычислений. В работе [6] классифицированы взвешен-
ные деревья D такие, что группа вращений ребер ER(D) примитивна и
отлична от групп An и Sn. Применяя описанную технику вычислений,
удалось вычислить функции Белого для всех взвешенных деревьев (2, 3)-
типа со специальными примитивными группами.

Ниже приведен результат вычислений для рисунка на рис. 1, который
не является взвешенным деревом. Вычисления проводились в системе
SageMath.

Рис. 1. Паспорт (212 | 3616 | 21131), ER = M24.

β =
P 3
3 · P1

cz3
=
Q2

2

cz3
+ 1

c = − 236 · 36 · 73(1− ω)2(1− 2ω)(1 + 2ω)11 ω =
1−
√
−7

2

P3 = z6 + 19(1− ω)(1− 2ω)z5 + ω(1− 2ω)(67 + 284ω)z4 +

+ 2 · 3(1− ω)(1− 2ω)(23− 2ω)(11 + 12ω)z3 +

+ 7(5− 2ω)(3− 4ω)z2 − 7(1− ω)(5− 2ω)2(7 + 6ω)z −
− 7ω30
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P1 = z6 + 33(1− ω)(1− 2ω)z5 + 3ω(1− 2ω)(49 + 212ω)z4 −
− 2 · 32(1− ω)(1− 2ω)(1− 4ω)(137− 70ω)z3 −
− 3 · 5 · 73(3− 4ω)(5− 2ω)z2 − 32 · 73(1− ω)(5− 2ω)2(7 + 6ω)z −
− 73ω30

Q2 = z12 + 2 · 3 · 7(1− ω)(1− 2ω)z11 −
− 3 · 7(1− ω)(1− 2ω)(1 + 2ω)(3− 4ω)(3 + 4ω)z10 +

+ 22 · 7ω(1− 2ω)(1 + 2ω)(3− 8ω)(83− 60ω)z9 +

+ 32 · 72ω(1 + 2ω)(7 + 18ω)(25− 86ω)z8 +

+ 22 · 32 · 5 · 72 · 11(1− ω)(2ω + 9)(53− 18ω)z7 −
− 2 · 32 · 72(1− ω)(1 + 2ω)(51 + 4ω)(1239− 880ω)z6 +

+ 23 · 32 · 72(1− 2ω)(1 + 2ω)2(317− 414ω)z5 −
− 32 · 72(1− 2ω)(1 + 2ω)(9− 2ω)(21− 10ω)(1171 + 2546ω)z4 −
− 2 · 72(1− ω)(1− 2ω)(1 + 2ω)(41− 22ω)(421− 586ω)(671 + 318ω)z3 +

+ 3 · 73(1− ω)(1 + 2ω)(5− 2ω)(7− 2ω)(1793 + 6742ω)z2 −
− 22 · 3 · 73ω29(5− 2ω)2(7 + 6ω)z −
− 73ω60

Calculating Belyi functions using modular functions approach
Vatuzov A. M.

An algorithm for calculating the Belyi functions via modular
functions is described. A Belyi function with the monodromy group
M24 calculated using this method is presented.

Keywords: dessins d’enfants, Belyi functions, modular functions
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О моделировании торговых стратегий для
валютных пар с использованием глубоких
нейронный сетей и метода скользящего

разделения смесей

Виляев А.Л.1, Горшенин А.К.2

В работе описывается использование глубоких нейронных сетей
совместно с методом скользящего разделения смесей для построе-
ния моделей анализа валютного рынка и выбора торговых стра-
тегий. Рассмотрены архитектура нейронной сети и способы стати-
стического расширения признакового пространства, а также при-
ведены результаты модельных торгов, демонстрирующие преиму-
щества предложенного подхода.

Ключевые слова: глубокие нейронные сети, LSTM-сети,
скользящее разделение смесей, валютные пары.

1. Введение

Торговые стратегии играют большую роль в мире финансового трей-
динга, в том числе реализуемые в автоматических системах (роботах). В
данной работе рассматривается совместное использование нейронных се-
тей и метода оценивания параметров смешанных вероятностных моделей
в скользящем режиме для построения торговых стратегий на валютном
рынке.

Основная задача – построить торговый алгоритм, который, получая
на вход временной ряд, выдавал бы для каждого момента времени t
сигнал yn(t) ∈ {−1, 0, 1}, где «−1» означает необходимость продавать
актив, «0» – удерживать, «1» – покупать. Сигналы предсказывают, бу-
дет ли стоимость актива через заданный промежуток времени выше или
ниже текущей стоимости.

1Виляев Антон Львович — студент кафедры Математической Статистики факуль-
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2. Подготовка данных. Нейросетевая архитектура

В качестве исходных данных рассматривается временной ряд X(t), пред-
ставляющий цены закрытия валютной пары евро/британский фунт на
протяжении 10 лет (часовые данные). Обучающая выборка строится по
методу скользящего окна, каждое окно захватывает временной промежу-
ток (t−w+ 1, t], где t – определенный момент времени, w – размер окна.
Для каждого окна находятся: а) цена открытия p0(t) на момент первой
сделки в окне, которое заканчивается в момент времени t; б) наивысшая
цена ph(t) - актива за окно; в) наименьшая цена pl(t) актива за окно; г)
цена закрытия pc(t) на момент последней сделки в окне.

2.1. Расширение признакового пространства

В качестве дополнительных элементов при обучении рассматриваются
разности самих указанных в начале раздела величин, а также их лога-
рифмов. Кроме того, для повышение качества прогнозирования предло-
жено дополнительно использовать в качестве признаков статистические
характеристики ряда. Для этого на каждом окне строится аппроксими-
рующая смешанная модель с помощью метода скользящего разделения
смесей (СРС) [1]. Это позволяет учитывать в нейросетевой модели изме-
нение параметров распределения на каждом из окон.

А именно, для каждого окна с помощью EM-алгоритма находятся
оценки параметров смеси вида fµ,σ(x) =

∑K
i=1 piϕ(x, µi, σi), где µi, σi –

математические ожидания, среднеквадратические отклонения в функ-
ции плотности нормального распределения ϕ(·), а pi – веса. Для расши-
рения признакового пространства используются локальные компонен-
ты связности [2], формирующие дополнительную многомерную матрицу
нетривиальных признаков на основе математической модели данных, не
используя какие-либо дополнительные наблюдения.

2.2. Архитектура нейронной сети

В качестве архитектуры для торгового алгоритма используется ансамбль
из двух рекуррентных сетей LSTM [3]. Первая из них решает задачу би-
нарной классификации и выдает сигнал yn(t) ∈ {0, 1}: следует ли тор-
говать в момент времени t или нет. Затем этот сигнал используется как
вход второй модели LSTM, которая решает исходную задачу троичной
классификации и выдает сигнал yn(t) ∈ {−1, 0, 1} о действии с активом.
Такая конфигурация позволяет разбить задачу троичной классификации
на две задачи более простой бинарной классификации – вторая модель
не пытается улавливать моменты, в которых необходимо бездействовать,
а опирается на готовые результаты.
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3. Результаты

Для сравнения результатов между моделями проводилась симуляция
торгов на тестовой части выборки. На рис. 1 показаны лучшие полу-
ченные результаты для случая использования расширения признакового
пространства и без него.

Рис. 1. Сравнительные результаты моделирования торгов

Наилучший результат без использования СРС-метода – 141 400 у.е.
при начальном капитале 100 000 у.е., при использовании СРС-метода –
189 100 у.е. Нетривиальное расширение признакового пространства поз-
волило увеличить доходность алгоритма более, чем в два раза. В среднем
на всех симуляциях прирост капитала составляет 95,1% (122 400 против
143 700 у.е.), хотя использование СРС-метода требует более аккуратной
настройки гиперпараметров, так как значительно увеличивается коли-
чество признаков в нейросетевой модели.

Исследование выполнено при поддержке Междисциплинарной научно-
образовательной школы Московского университета «Мозг, когнитив-
ные системы, искусственный интеллект».
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On modeling trading strategies for currency pairs using deep
neural networks and method of moving separation of mixtures

Vilyaev A.L., Gorshenin A.K.

The paper describes the use of deep neural networks and the
method of moving separation of mixtures to construct models for
analyzing the foreign exchange market and choosing trading strategies.
The architecture of a neural network and methods of statistical
extension of the feature space are considered. The results of a trading
model demonstrating the advantages of the proposed approach are
presented.

Keywords: deep neural networks, LSTM, moving separation of
mixtures, currency pairs.
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Верхние оценки переключательной
мощности плоских схем, реализующих

автономные автоматные функции

А.С. Воротников1

В работе получена верхняя оценка переключательной мощно-
сти реализации периодической последовательности автономной ав-
томатной схемой. Приводится схема, реализующая произвольную
наперёд заданную последовательность длины 2n для натуральных
n с переключательной мощностью не более 2n/2

n .
Ключевые слова: плоские схемы, переключательная мощ-

ность, верхние оценки, функция Шеннона.

Впервые понятие схемы из клеточных элементов, далее так же на-
зываемой плоской схемой, было введено в работе Кравцова С.С. [1]. В
работах [2, 3] Г. В. Калачев показал, что порядок потенциала и переклю-
чательной мощности плоской схемы, реализующей булеву функцию от n
переменных, составляет 2n/2.

Вводимое определение несколько расширяет определение плоской
схемы, введённое в работе [2]. Определения сети из клеточных элемен-
тов, графа корректной сети из клеточных элементов, входов (выходов),
узлов, подсхемы так же присутствуют в указанной работе.

Клеточным элементом будем называть автомат с не более чем дву-
мя состояниями, у которого в сумме не более четырёх входов и выходов,
причём каждому его входу и каждому выходу сопоставлена некоторая
метка из множества {l, r, t, b}, причём метки не повторяются.

Клеточный элемент будем изображать в виде единичного квадрата
на плоскости.

Метки, присвоенные входам (выходам) автомата будем называть вхо-
дами (выходами) элемента.

Описывать элемент с одним состоянием будем уравнениями, которые
задают его оператор, заменяя все переменные в них на сопоставленные
им метки (l, r, t или b). Тогда в левой части каждого уравнения будет
стоять выходная метка, а в правую будут входить только входные метки.
На рисунке 1 приведены примеры клеточных элементов.

Всюду далее значок := будет обозначать «по определению равно».
1Воротников Алексей Сергеевич — аспирант каф. математической теории интел-

лектуальных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail:vorotnikov.lexa@yandex.ru.
Vorotnikov Alexey Sergeevich — graduate student, Lomonosov Moscow State

University, Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of
Intellectual Systems.
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Рис. 1. Примеры логических элементов.

Далее везде используется базис B, состоящий из всех элементов
с одним состоянием и множества элементов с двумя состояниями
{(E,E,E, φ, ψ1), (E,E,E

2, φ, ψ2), (E,E,E
3, φ, ψ3)}, где E = {0, 1},

{
ϕ(1) = 0,

ϕ(t+ 1) = a(t).

ψ1(t) = q(t), ψ2(t) = (q(t), q(t)), ψ3(t) = (q(t), q(t), q(t)),

где a(t)— входной сигнал в момент времени t, q(t)— состояние автомата
в момент времени t. Будем называть такие элементы задержками.

Плоской автоматной схемой на множествеM ⊂ Z2 над базисом E ′ ⊆
E будем называть корректную сеть из клеточных элементов, в графе
которой все ориентированные циклы содержат хотя бы одну задержку.
Множество M будем называть носителем схемы K.

Каждой плоской схеме K можно сопоставить структурный автомат
Circ(K) следующим образом:

1) каждой функции fs,i, которую реализует i-й выход элемента s кле-
точной схемы, сопоставим функциональный элемент es,i, реализу-
ющий fs,i; если i-й и j-й выходы являются выходами одной и той
же функции, то им будет соответствовать один и тот же функцио-
нальный элемент;

2) если i-й выход s1 подключен к j-му входу s2, то соединим выход
элемента es1,i с j-ми входами элементов es2,k для всех k, для кото-
рых fs2,k зависит от j-го аргумента;

3) удалим из схемы все тождественные функции, подсоединив их вход
ко всем их выходам;

4) аналогично поступаем с задержками.

Сопоставление корректно, так как правила сопоставления вкладываются
в правила индуктивного построения структурных автоматов [4]. Прави-
ло обратной связи, требующее зависимость со сдвигом от замыкаемой
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переменной, так же выполнено в силу наличия задержки в каждом ори-
ентированном цикле. Поскольку только ориентированные циклы могут
порождать обратную связь, всё верно.

Будем говорить, что схема K реализует автомат AK , если схема из
автоматных элементов Circ(K) реализует AK .

Далее рассматриваем только плоские автоматные схемы без входов с
единственным выходом — автономные автоматные схемы.

Рассмотрим плоскую автоматную схему K, реализующую периоди-
ческую последовательность длины l ∈ N. Последовательность, реализуе-
мую схемой K обозначим αK . Для каждой такой схемы K зафиксируем
некоторую нумерацию её узлов. На i-м узле реализуется некоторая ав-
томатная функция gi.

Состоянием схемы K на такте t назовём вектор sK(t) :=
(g1(t), ..., gh(t)).

Величину cK(t) := |sK(t)⊕sK(t+1)| назовём затратой энергии на пе-
реключение схемы с такта t на t+1. Длина вектора понимается как сумма
целых чисел его компонент: a = (a1, · · · , an) ∈ {0, 1}n, |a| =

∑n
i=1 ai.

Схема K функционирует циклически с периодом l, если последова-
тельность на её выходе имеет период l.

Переключательной мощностью схемы K, функционирующей цикли-

чески с периодом l, назовём W (K) =
1

l

l∑

t=0

cK(t).

Переключательной мощностью последовательности α назовём вели-
чину W (α) = min

αK=α
W (K).

ФункциейШеннона для переключательной мощности последователь-
ностей из класса {0, 1}l назовём W (l) = max

α∈{0,1}l
W (α).

Теорема 1. Для произвольного k ∈ [n4 + 1
2 log2 n,

n
2 − log2 n] ∩ N верно

W (2n) .





502n/2

n , если k = n
4 + 1

2 log2 n,
122n/2

k , если k ∈ (n4 + 1
2 log2 n,

n
2 − log2 n),

362n/2

n , если k = n
2 − log2 n,

приn→∞

причём существует реализация плоской автоматной схемы, требую-
щая не более n+ k + log2 k задержек.

В работе приводятся схемы, удовлетворяющие таким условиям. При
построении схем активно применялись идеи, возникавшие ранее в рабо-
тах Г. В. Калачёва [2].

Автор выражает благодарность д.ф.-м.н. профессору Э. Э. Гасано-
ву за научное руководство и помощь в работе, а также к.ф.-м.н., м.н.с.
Г. B. Калачёву и А. А. Ефимову за ценные замечания и предложения
по тексту работы.
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Upper bounds of plane circuits implemented autonomous
automaton functions switchable power

Vorotnikov A. S.

Switchable power of flat automatic schema without inputs
implementation by periodical sequence is recieved in this work. A
scheme is given that implements arbitrary pre-defined sequence of
length 2n for positive integer n with switchable power no more than
2n/2

n .
Keywords: plain circuits, switchable power, upper bounds, Shannon

function.
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Порождение правильных семейств
функций

А.В. Галатенко1, В. А. Носов2, А. Е. Панкратьев3,
В.М. Староверов4

В работе показано, что задача проверки правильности семей-
ства функций при компактном задании входа является coNP-
полной, а также предложены процедуры для порождения множе-
ства всех правильных семейств заданного порядка и равномерного
распределения на этом множестве.

Ключевые слова: правильные семейства функций, цепи Мар-
кова

1. Введение

Задача порождения семейств квазигрупп, обладающих заданными свой-
ствами, актуальна для криптографических приложений. В криптосисте-
ме с открытым ключом из работы [1] для генерации ключей требуются
два семейства многомерных квадратичных квазигрупп порядка 32, каж-
дое из которых должно иметь мощность не ниже 220. В. А. Носов пред-
ложил порождать большие семейства квазигрупп большого порядка с
помощью правильных семейств функций [2]. В работе [3] авторы рас-
смотрели методы для явного порождения больших семейств многомер-
ных квадратичных квазигрупп с заданным значением квадратичности с
помощью правильных семейств булевых функций. Для переноса резуль-
татов на логики большей значности возникла задача поиска правильных
семейств специального вида. Для булева случая известны утверждения

1 Галатенко Алексей Владимирович — старший научный сотрудник каф. МаТИС
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о трудности задачи распознавания правильности (coNP-полнота в слу-
чае задания функций схемами [4]) и о скорости роста числа правильных
семейств: если T (n) — число правильных семейств булевых функций по-
рядка n, то, как показано в [5], существует положительная константа A,
такая что nA2n ≤ T (n). Эти утверждения удалось перенести на случай
k-значной логики при k ≥ 3. Мы также предлагаем алгоритм для по-
строения всех правильных семейств функций k-значной логики поряд-
ка n при условии, что получены все правильные семейства порядка n−1
(из неравенства на T (n) следует, что алгоритм допускает практическое
применение при небольших значениях n), и MCMC-процедуру для по-
рождения равномерного распределения на множестве всех правильных
семейств заданного порядка в логике значности k ≥ 3 (случай k = 2
рассмотрен в работах [6]).

2. Основные понятия и результаты

Пусть Ek = {0, 1, . . . , k − 1}, Pn
k — множество всех функций k-значной

логики от n переменных.

Определение 1. Семейство (f1, . . . , fn), где n ∈ N, f1, . . . , fn ∈ Pn
k ,

называется правильным, если для любых α, β ∈ En
k , α = (α1, . . . , αn),

β = (β1, . . . , βn), α 6= β, найдется индекс i, 1 ≤ i ≤ n, такой что αi 6= βi,
но fi(α) = fi(β).

Очевидным примером правильного семейства является набор кон-
стантных функций.

Заметим, что правильные семейства булевых функций порядка n мо-
гут быть естественным образом инъективно вложены в множество пра-
вильных семейств k-значной логики того же порядка. Для этого доста-
точно рассмотреть функцию µ : Ek → E2, такую что µ(x) = 0 если и
только если x = 0, и отобразить булево семейство (f1, . . . , fn) в семей-
ство (g1, . . . , gn) функций k-значной логики, определяемых соотношени-
ем gi(x1, . . . , xn) = fi(µ(x1), . . . , µ(xn)).

Из приведенной конструкции вытекают следующие утверждения.

Теорема 1. Задача проверки, является ли семейство функций k-
значной логики, заданное схемой в конечном функционально полном ба-
зисе, правильным, coNP-полна.

Теорема 2. Пусть Tk(n) — число правильных семейств функций k-
значной логики порядка n, Тогда Tk(n) > T (n) ≥ nA2n.

Пусть F = (f1, . . . , fn) — правильное семейство функций k-значной
логики, 1 ≤ i ≤ n, α — последовательность элементов Ek. Рас-
смотрим преобразование Switch(F, i, α), возвращающее семейство F ′ =
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(f1, . . . , fi−1, f ′i , fi+1, . . . , fn), где f ′i определяется следующим образом. По
семействам Fj , полученным из F фиксацией xi = j и отбрасыванием
iой функции, строим граф с множеством вершин En−1

k с помощью про-
цедуры, описанной в работе [7]. Затем выделяем компоненты связности
графа в некотором порядке (например, лексикографическом). Компонен-
те связности номер m ставим в соответствие mую компоненту набора α.
Пусть (a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an) — вершина из компоненты связности но-
мер m, a ∈ Ek. Полагаем f ′i(a1, . . . , ai−1, a, ai+1, . . . , an) = αm.

Рассмотрим следующую процедуру. Всевозможными способами вы-
бираем набор (G0, . . . , Gk−1) правильных семейств порядка n. Опреде-
ляем функции f1, . . . , fn с помощью соотношения fi(x1, . . . , xn, xn+1) =
k−1∨
j=0

(
Ixn+1(j) ∧ gji (x1, . . . , xn)

)
, где gji — функция номер i семейства Gj .

Полагаем fn+1 ≡ 0 и выдаем на выход Switch((f1, . . . , fn+1), n+1, α) для
всевозможных α.

Теорема 3. Описанная процедура порождает все правильные семей-
ства порядка n+ 1 в k-значной логике.

Для генерации равномерного распределения на множестве правиль-
ных семейств заданного порядка можно воспользоваться цепью Марко-
ва, порожденную следующим методом. Стартуем с правильного семей-
ства, все функции которого есть тождественный 0. На каждом шаге слу-
чайно равновероятно выбираем i и α и применяем преобразование Switch
к текущему семейству.

Теорема 4. Множество состояний указанной цепи Маркова совпадает
с множеством всех правильных семейств заданного порядка k-значной
логики. При числе итераций, стремящемся к бесконечности, имеется
сходимость к равномерному распределению на множестве состояний.

Экспоненциальная по n сложность преобразования является ожида-
емой — проверка правильности является сложной задачей.
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Generation of proper families of functions
Galatenko A.V., Nosov V.A., Pankratiev A.E., Staroverov V.M.

We show that the problem of deciding properness of a family
of functions specified by a circuit is coNP-complete, and propose
procedures for generation of all proper families of a given order and
of uniform distribution on the set of proper families.
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Эффективность проверки существования
n-подквазигрупп

А. В. Галатенко1, А. Е. Панкратьев2, В. М. Староверов3

В работе описан алгоритм проверки наличия n-подквазигрупп,
приведена оценка временной и пространственной сложности и ис-
следована практическая эффективность этого алгоритма.

Ключевые слова: n-квазигруппы, n-подквазигруппы

1. Введение

В последние годы возник интерес к использованию некоммутативных и
неассоциативных алгебраических структур для построения криптоалго-
ритмов [1]. Одним из ярких примеров некоммутативных и неассоциа-
тивных структур являются конечные квазигруппы, на основе которых
построено значительное количество шифров, хэш-функций, алгоритмов
электронной подписи и других криптографических примитивов (см., на-
пример, обзоры [2, 3]). Привлекают интерес и структуры более высокой
арности — n-квазигруппы при n ≥ 3. Публикуются работы о криптогра-
фически важных свойствах n-квазигрупп [4, 5, 6], предлагаются реали-
зации алгоритмов (см., например, [7]).

Одним из криптографически важных свойств n-квазигрупп яв-
ляется “бедная” структура n-подквазигрупп (подмножеств, сохраняе-
мых n-квазигрупповой операцией). В целом наличие нетривиальных
n-подквазигрупп нежелательно, так как может привести к вырожде-
нию операции со всего универсума на универсум n-подквазигруппы;
в ряде случаев n-подквазигруппы порядка 1, т.е. “неподвижные точ-
ки”, считаются допустимыми. Таким образом, приобретают актуальность
задачи эффективной проверки наличия произвольных собственных n-
подквазигрупп и собственных n-квазигрупп порядка не ниже 2. В рабо-
те [6] были предложены алгоритмы для решения этих задач и приведена
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оценка временной сложности. Мы уточняем результаты [6], добавив к
ним оценки пространственной сложности и практической эффективно-
сти.

Дальнейшее изложение имеет следующую структуру. В разделе 2 да-
ются необходимые определения и формулируется основной результат. В
разделе 3 описывается программная реализация алгоритма и приводятся
результаты тестирования. Раздел 4 является заключением.

2. Основные понятия и результаты

Определение 1. Конечной n-квазигруппой называется пара (Q, f), где
Q = {q1, . . . , qk} — конечное множество, а f : Qn → Q такова, что при
произвольной фиксации любых n − 1 переменных результат является
биекцией, то есть перестановкой на множестве Q. При этом опера-
ция f называется n-квазигрупповой.

В дальнейшем все структуры будут конечными, поэтому для кратко-
сти слово “конечный” будет опускаться.

Определение 2. Пусть Q′ ⊂ Q, 1 ≤ |Q′| < |Q|. Если f(Q′) =
Q′, то говорим, что n-квазигруппа (Q, f) содержит собственную n-
подквазигруппу (Q′, f ′), где f ′ — ограничение операции f на (Q′)n. Если
дополнительно выполнено условие |Q′| > 1, то подквазигруппа называ-
ется нетривиальной.

В дальнейшем для краткости мы будем отождествлять n-
подквазигруппу (Q′, f ′) с множеством Q′.

Определение 3. Пусть M , |M | < ∞ — некоторое множество, t ∈
N, M1, . . . ,Mt — подмножества M . Множество M0 ⊆ M называется
системой представителей для M1, . . . ,Mt, если для всех i от 1 до t
найдется элемент mi ∈M0, такой что mi ∈Mi.

Элемент mi ∈ M0, такой что mi ∈ Mi, называется представителем
множества Mi. Заметим, что представители для различных i могут сов-
падать.

Пусть n-квазигруппы заданы таблично. В этом случае вычисление
значения f на заданном наборе является элементарной операцией. Слу-
чай функционального задания n-квазигрупп является предметом буду-
щих исследований.

Авторами предлагается алгоритм проверки наличия n-
подквазигрупп порядка ≥ d на основе использования систем пред-
ставителей частичных замыканий всех d-элементных подмножеств Q.
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Теорема 1. Предложенный алгоритм корректно определяет наличие
n-подквазигрупп порядка ≥ d. В случае d = 1 временная сложность со-

ставляет O

(
k

n2+n+1
n+1 log

n
n+1 k

)
, а пространственная сложность есть

O (kn) при фиксированном n и k →∞. В случае d = 2 временная слож-

ность составляет O

(
k

n2+2n+4
n+2 log

n
n+2 k

)
, а пространственная слож-

ность есть O (kn) при фиксированном n ≥ 3 и O
(
k5/2 log1/3 k

)
при

n = 2 и k →∞.

Заметим, что таблица Кэли n-квазигрупповой операции состоит из kn

элементов.

3. Оценка практической эффективности

Алгоритм был программно реализован и протестирован для случая n = 3
на рабочей станции с 8-ядерным процессором i7–3770 CPU @3.40GHz и
32 гигабайтами памяти. Оказалось, что в случае d = 1 алгоритм прак-
тически мгновенно обрабатывает 3-квазигруппу любого порядка, поме-
щающуюся в оперативную память. В случае d = 2 время увеличивается,
но все еще не превосходит минуты. Максимальные времена обработки в
секундах приведены в следующей таблице.
d |Q| = 256 |Q| = 512 |Q| = 1024 |Q| = 2048

1 0 0 3 5
2 1 1 6 42

4. Заключение

В работе описан алгоритм проверки наличия n-подквазигрупп, приведе-
на оценка временной и пространственной сложности и исследована прак-
тическая эффективность этого алгоритма. В дальнейшем планируется
исследовать случай функционального задания операции.
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Efficiency of deciding existence of n-subqusdigroups
Galatenko A.V., Pankratiev A.E., Staroverov V.M.

We describe an algorithm that decides the presence of n-
subquasigroups, estimate temporal and spatial complexity of this
algorithm and investigate practical efficiency.
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Реализация баз данных типа
"ключ-значение" клеточными автоматами

с локаторами

Э. Э. Гасанов1, А. А. Пропажин2

В данной работе показано, что базы данных типа “ключ-
значение” могут быть реализованы клеточными автоматами с лока-
торами таким образом, что время выполнения основных операций,
таких как поиск, вставка, удаление, не будет зависеть от размера
базы данных и будет равно суммарной длине ключа и значения.

Ключевые слова: Клеточные автоматы с локаторами, базы
данных, ключ-значение.

База данных “ключ-значение” — это популярная сейчас парадигма
хранения данных, также называемая словарем. Такую базу данных мож-
но представлять в виде множества пар строк (k, v), где первая строка k
называется ключом и служит идентификатором пары, а вторая строка v
называется значением. Строка— это последовательность символов неко-
торого алфавита A, оканчивающаяся специальным символом 0, называ-
емым символом окончания строки, причем символ 0 не принадлежит
алфавиту A.

База данных “ключ-значение” поддерживает следующие операции:
1) вставка пары (k, v) — в базе данных появляется запись с ключом

k и значением v; если запись с ключом k уже имелась в базе данных, то
значение заменяется на v;

2) удаление записи с ключом k — из базы данных удаляется запись
(k, v); если записи с ключом k в базе данных нет, то база данных не
изменяется;

3) поиск элемента по ключу k — в базе данных находится запись
(k, v), и значение v возвращается в качестве ответа; если записи с ключом
k в базе данных нет, то ответом служит пустое множество.

Понятие клеточного автомата с локаторами было введено Э.Э. Га-
сановым в работе [1] и уточнено Г.В. Калачевым в работе [2]. Точное
определение можно найти в упомянутых работах, здесь же мы приведем
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неформальное определение одномерного клеточного автомата с одним
полным локатором, который и будет использоваться в данной работе.

Одномерный клеточный автомат представляет собой множество оди-
наковых элементарных автоматов, расположенных в целочисленных уз-
лах вещественной прямой, и называемых клетками. Поведение клеточ-
ного автомата задается функцией переходов, а именно состояние клетки
в следующий момент однозначно определяется собственным состояни-
ем в текущий момент и состояниями его соседей. Далее будем считать,
что у каждой клетки ровно два соседа: ближайший слева и ближайший
справа. Одно из состояний клетки называется состоянием покоя, и ес-
ли клетка и ее соседи находятся в состоянии покоя, то и в следующий
момент клетка останется в состоянии покоя. В клеточном автомате с
одним полным локатором кроме алфавита состояний имеется алфавит
вещания с заданной на нем коммутативной полугрупповой операцией. В
данной работе в качестве такой операции будет использоваться операция
максимум. В клеточном автомате с одним полным локатором каждая
клетка каждый момент посылает в эфир некоторый сигнал из алфавита
вещания, определяемый функцией вещания. Значение функции веща-
ния клетки определяется собственным состоянием клетки, состояниями
ее соседей и суммарным сигналом, полученным из эфира. Суммарный
сигнал эфира формируется суммированием с помощью полугрупповой
операции сигналов вещания всех клеток за исключением сигнала дан-
ной клетки. В клеточном автомате с одним полным локатором значение
функции переходов клетки также определяется собственным состоянием
клетки, состояниями ее соседей и суммарным сигналом, полученным из
эфира.

Введем еще одну сущность — пользователя базы данных. Будем счи-
тать, что пользователь базы данных имеет возможность посылать в эфир
сигналы из алфавита вещания и получать из эфира сигналы из алфави-
та вещания. Будем считать, что клеточный автомат с локаторами вместе
с пользователем реализуют базу данных типа “ключ-значение“, если ал-
фавит вещания представляет собой множество, состоящее из пар вида
(“команда“, A ∪ {0}), где “команда“— принимает одно из значений: “по-
иск“, “вставка“, “удаление“, “ответ“, “нет ответа“, “нет команды“ (здесь
“нет команды“ является минимальным элементом), и поведение клеточ-
ного автомата задается следующим образом.

1) Пользователь подает в эфир команду “поиск“ и первый символ
ключа k, а затем последовательно все остальные символы ключа, вклю-
чая символ 0. Если в базе данных нет записи с ключом k, то на следу-
ющий такт после подачи символа 0 клеточный автомат выдает в эфир
команду “нет ответа“. Если в базе данных есть запись (k, v), то на следу-
ющий такт после подачи символа 0 клеточный автомат выдает в эфир
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пару (“ответ“, a), где a ∈ A — первый элемент значения v, и в после-
дующие такты клеточный автомат последовательно выдает в эфир все
остальные символы значения v вплоть до символа 0 включительно.

2) Пользователь подает в эфир команду “вставка“ и первый символ
ключа k, а потом последовательно все остальные символы ключа, вклю-
чая 0, и после этого таким же способом передаются символы значения v.
В результате в базе данных, реализуемой клеточным автоматом, появ-
ляется пара (k, v), т.е. если в последующем подать на вход клеточному
автомату команду “поиск“ и ключ k, то клеточный автомат вернет зна-
чение v в ответ.

3) Пользователь подает команду “удаление“ и первый символ ключа
k, а потом последовательно все остальные символы ключа, включая 0. В
результате из базы данных, реализуемой клеточным автоматом, исчезает
запись с ключом k, т.е. при последующем поиске по ключу k клеточный
автомат вернет “нет ответа“.

Теорема 1. Существует клеточный автомат с локаторами и пользо-
вателем, который реализует базу данных типа “ключ-значение“, и для
которого время выполнения операций поиск, вставка, удаление не будет
превышать суммарную длину ключа и значения.

Приведем идею доказательства данной теоремы.
Будем использовать одномерный клеточный автомат с одним пол-

ным локатором, причем элементарные автоматы, лежащие в отрица-
тельной области числовой прямой использоваться не будут. Выше уже
был описан алфавит вещания. Алфавит состояний состоит из троек ви-
да (“команда“, “тип ячейки“, A∪{0, ∗}), где “команда“ принимает одно из
значений: “поиск“, “вставка“, “удаление“, “ответ“; “тип ячейки“ принима-
ет одно из значений: “командир“, “текущая ячейка типа ключ“, “текущая
ячейка типа значение“, “необрабатываемая ячейка“, “приемник для запи-
си“; ∗ — специальный символ. Символом “приемник для записи“ будет
помечаться элементарный автомат, начиная с которого будет осуществ-
лять следующая запись в базу данных. В начальный момент этим сим-
волом будет помечен автомат с номером 0. Записи базы данных будут
представлять собой пары строк ключ-значение, причем первый символ
каждой записи будет отмечен состоянием “командир“.

Опишем функционирование данного автомата. Когда начинается
вставка, все командиры получают из эфира сигнал в виде (“вставка“, k1),
где k1 — первый символ ключа. Если k1 совпадает со значением, храня-
щимся в состоянии клетки командира, то в состоянии следующей справа
клетки команда меняется на “вставка“, а тип ячейки на “текущая ячейка
типа ключ“. На следующий такт следующая справа от командира клет-
ка, также получив сигнал из эфира, проверяет совпадение с хранящимся
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символом. При совпадении происходит аналогичный предыдущему про-
цесс за тем исключением, что в конце такта тип этой клетки изменится
на “необрабатываемая ячейка“. Процесс происходит последовательно до
символа 0 включительно. Процесс проверки ключа начинается одновре-
менно со всех командиров. Если в какой-то момент случилось несовпаде-
ние, то тип следующей клетки меняется на “необрабатываемая ячейка“.
Если дошли до символа 0, то это означает, что мы нашли запись с иско-
мым ключом, и эту запись надо исключить из базы данных. Исключения
из базы данных достигается тем, что 0 в состоянии текущей клетки ме-
няется на символ ∗. В результате при последующих поисках совпадения
не будет.

Одновременно с поиском ключа, начиная с клетки, помеченной состо-
янием “приемник для записи“, происходит последовательная запись па-
ры “ключ-значение“ в базу данных. В момент прихода команды “вставка“
клетка, находящаяся в состоянии “приемник для записи“, становится ко-
мандиром и сохраняет в своем состоянии первый символ ключа k1. При
этом в следующий момент клетка, находящаяся правее данной клетки
меняет команду на “вставка“ и тип ячейки на “приемник для записи“.
Далее клетки, имеющие команду “вставка“ и тип ячейки “приемник для
записи“ сохраняют в своем состоянии поступающие из эфира символы
ключа и значения. При этом состояние (“вставка“, “приемник для запи-
си“) переходит к следующей справа клетке. Исключением является мо-
мент прихода символа 0 для значения. В этот момент следующая справа
клетка переходит в состояние (“поиск“, “приемник для записи“).

Удаление происходит аналогично вставке. Только во время удаления
не начинается процесс записи в конец базы данных.

Во время поиска считывание ключа происходит так же, как и при
вставке. Но дойдя до символа 0, замена данного символа на ∗ не проис-
ходит. Клетка, следующая справа от клетки с символом 0, меняет коман-
ду на “поиск“ и тип ячейки на “текущая обрабатывающая ячейка типа
значение“. Клетки, находящиеся в этом состоянии, отправляют в эфир
сигнал (“ответ“, a), где a ∈ A — хранимый символ. Текущая клетка после
отправки сигнала меняет тип на “необрабатываемая ячейка“. Сигналы с
символами значения последовательно отправляются в эфир до сигнала
с символом 0 включительно.
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Implementation of key-value databases by cellular automata with
locators

E.E.Gasanov, A.A.Propazhin

In this paper, it is shown that key-value databases can be
implemented by cellular automata with locators in such a way that
the execution time of basic operations, such as search, insert, delete,
will not depend on the size of the database and will be equal to the
total length of the key and value.

Keywords: Cellular automata with locators, key-value databases.
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Оценки времени установления автоматом
свойств графа быть деревом и

псевдодеревом

А. А. Демидова1

В данной работе рассматриваются автоматы, осуществляющие
обход связных плоских простых неориентированных графов с це-
лью установления их свойств. Приводится алгоритм, с использова-
нием которого автомат с двумя красками может установить, явля-
ется ли граф, обход которого он совершает, деревом или псевдоде-
ревом, и определяются оценки для числа шагов, которое должен
совершить автомат.

Ключевые слова: Автоматы, графы, деревья, псевдодеревья.

Исследования автоматов, осуществляющих обход лабиринтов, берут
исток из работы Шеннона [1]. Подробный анализ данного направления
теории автоматов представлен в работе [2].

В работе [3] представлен обзор известных результатов в области ав-
томатов, осуществляющих обход графов.

Основным отличием в функционировании автоматов в лабиринтах
и на графах является то, что при обходе лабиринта автомат обладает
компасом, который позволяет получать некоторую дополнительную ин-
формацию [4].

В работах [5], [6] был рассмотрен обход автоматами с красками прямо-
угольных лабиринтов, а в работе [7] – связных простых ориентированных
графов с ограничением на степень вершин.

В работе [8] было исследовано применение автоматов со стираемыми
красками для определения свойств связных плоских простых неориенти-
рованных графов. В частности, было доказано, что двух красок хватит
для того, чтобы установить, является ли граф, обход которого осуществ-
ляет автомат, деревом или псевдодеревом, и был представлен алгоритм,
в соответствии с которым должен действовать автомат. В данной работе
представлена улучшенная версия этого алгоритма, требующая выполне-
ния меньшего числа действий, и найдены оценки для числа шагов, ко-
торое автомат должен осуществить для установления рассматриваемых
свойств графа.

1Демидова Анна Андреевна — аспирант каф. математической теории интеллекту-
альных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: anna.dem98@mail.ru.

Demidova Anna Andreevna — graduate student, Lomonosov Moscow State University,
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Обозначим через Gk класс всех связных плоских простых неориен-
тированных графов с k рёбрами. Будем считать, что до начала обхода
графа все его рёбра имеют серый цвет.

Псевдодеревом является связный неориентированный граф, содержа-
щий не более одного цикла. На Рисунке 1 представлен общий вид псев-
додерева с одним циклом.

Рис. 1. Общий вид псевдодерева, содержащего цикл

Пусть A1 – класс автоматов, определяющих, является ли граф дере-
вом, а A2 – класс автоматов, определяющих, является ли граф псевдо-
деревом.

Пусть A – автомат, принадлежащий одному из классов A1 и A2.
T (A, G) – время, необходимое автомату A для определения свойств гра-
фа G из класса Gk.

Введём следующие величины:

T̃ (A, k) = max
G∈Gk

T (A, G), (1)

Tm(k) = min
A∈Am

T̃ (A, k), m=1,2. (2)

Теорема 1. 2k ≤ T1(k) ≤ 3k − 1.

Автомат осуществляет обход графа по правилу левой руки и всегда
перекрашивает изначально серые рёбра в чёрный цвет. Автомат устано-
вит, что граф является деревом, когда по второму разу зайдёт в первый
лист. Наибольшее число шагов автомат должен будет осуществить в том
случае, если граф является цепью, а обход начался из предпоследней вер-
шины цепи в направлении более длинного отрезка цепи. Нижняя оценка
следует из того, что автомат не может завершить обход дерева до тех
пор, пока не пройдёт по каждому ребру дважды.

Теорема 2. 2k ≤ T2(k) ≤ 5k − 3.
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Автомат по умолчанию осуществляет обход графа по правилу левой
руки, однако в определённые моменты может выбирать не левые рёбра.
На вход автомата поступает неполная информация о текущей вершине
и некоторых рёбрах, инцидентных ей. На выходе автомат сообщает, по
какому ребру следует идти в следующий момент времени и нужно ли
красить его в некоторый цвет.

Далее будем предполагать, что в графе есть один цикл, длина кото-
рого равна n.

Пусть Gi,j = (Vi,j , Ei,j), (i = 1, n, j = 1, 2) – поддеревья графа G;
Ni,j = |Ei,j | – количество ребёр в Gi,j . Gi,j включает в себя vi. Если
обход Gi,j начинается из vi, то автомат обойдёт поддерево за 2Ni,j шагов.

Следует отметить, что
n∑

i=1
(Ni,1 +Ni,2) = k − n.

В работе [8] после обнаружения цикла автомат осуществлял повтор-
ный обход цикла с целью установления наличия или отсутствия левых и
правых ветвлений. Однако от повторного обхода можно отказаться, если
автомат к моменту обнаружения цикла будет обладать информацией о
том, проходил ли он до этого по чёрным рёбрам, покрашенным ранее, –
это свидетельствовало бы о наличии левых ветвлений, за исключением,
возможно, G1,1, но и его тоже можно отследить. Если левые ветвления
не были обнаружены, но до момента обнаружения цикла автомат посе-
щал вершины, степень которых была больше 2, то в графе есть правые
ветвления.

В результате рассмотрения возможных вариантов было установлено,
что наибольшее время будет затрачено в случае, если с точки зрения
автомата в графе есть только правые ветвления, поскольку в такой си-
туации автомат осуществит 2n шагов, после чего начнёт обход заново,
но так, чтобы существующие ветвления стали левыми. В худшем случае
для завершения работы автомату после этого потребуется ещё 2k + n
шага. С учётом того, что n ≤ k − 1, T2(k) = 2n+ 2k + n ≤ 5k − 3.
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Estimates of the time for the automaton to establish the
properties of a graph to be a tree and a pseudo-tree

Demidova A.A.

In this paper, we consider automata that traverse connected plane
simple undirected graphs in order to establish their properties. An
algorithm is presented, using which an automaton with two colors can
determine whether the graph it traverses is a tree or a pseudotree,
and upper bounds are determined for the number of steps that the
automaton must make.

Keywords: Automata, graphs, trees, pseudotrees.
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Оценки мощности объёмных схем для
класса частичных булевых операторов

А.А. Ефимов1

В данной работе рассматриваются объёмные схемы, яв-
ляющиеся укладкой схем функциональных элементов в про-
странстве. Был рассмотрен класс объёмных схем, реализую-
щих частичные булевы операторы. Для этого класса получена
нижняя оценка потенциала — меры мощности, равной количе-
ству элементов схемы, выдающих единицу на данном входном
наборе. Получен порядок функции Шеннона потенциала для
класса всюду определенных операторов для объёмных схем
без ограничений и схем с близкими выходами.

Ключевые слова: схемы из функциональных элементов,
объёмные схемы, мощность схемы, потенциал.

В этой работе мы будем рассматривать такую модель СФЭ, как объ-
ёмные схемы. Объёмной схемой K или схемой из кубических элементов
будем называть такую укладку СФЭ в трёхмерную целочисленную ре-
шётку Z3, чтобы в каждое ребро решётки попадало не более одного ребра
СФЭ. Таким образом в каждой вершине решётки реализуется булев опе-
ратор, у которого в сумме не более 6 входов и выходов. Будем говорить,
что схема K реализует булев оператор F , если соответствующая СФЭ
реализует F . Через Impl(F ) обозначим множество всех объёмных схем,
реализующих оператор F .

Узлами объёмной схемы K будем называть рёбра решётки Z3, в ко-
торые уложены провода СФЭ. Отметим, что в результате такой укладки
вершины СФЭ (в вершинах которых реализуются только булевы функ-
ции) склеиваются в вершины решётки Z3 (в вершинах которой реализу-
ются булевы операторы). При этом каждому узлу s объёмной схемы K
соответствует такая вершина w СФЭ, что исходящее ребро из w уложено
в s. Для каждой схемы K зафиксируем некоторую нумерацию её узлов.
Функцию, реализуемую в i-м узле, обозначим через gi (на входах схемы
считаем, что реализуются тождественные функции).

Потенциалом схемы K на входном наборе x ∈ {0, 1}n назовём вели-
чину uK(x) =

∑`
i=1 gi(x), где ` — число узлов в схеме K. Таким образом,
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потенциал схемы на наборе — количество узлов схемы, значение в кото-
рых равно 1 на этом наборе.

Максимальным потенциалом схемы K назовём величину

Û(K) := max
x∈{0,1}n

uK(x).

Пусть f : {0, 1}n → {0, 1}m – булев оператор. Тогда

Û(f) := min
K∈Impl(f)

Û(K).

Средним потенциалом схемы K c n входами на множестве входных
наборов D ⊆ {0, 1}n назовём величину

UD(K) :=
1

|D|
∑

x∈D
uK(x).

Пусть f : D → {0, 1}m – частичный булев оператор. Тогда

U(f) := min
K∈Impl(f)

UD(K).

Множество булевых операторов f : {0, 1}n → {0, 1}m обозначим P2(n,m).
Введём функцию Шеннона для среднего и максимального потенциала:

U(n,m) := max
f∈P2(n,m)

U(f), Û(n,m) := max
f∈P2(n,m)

Û(f).

В данной работе получена нижняя оценка потенциала для класса ча-
стичных булевых операторов, сформулированная в следующей теореме.
Теорема 1. Существует константы C1 > 0, C2 > 0 такие, что если
D ⊆ {0, 1}n, то доля операторов f : D → {0, 1}m, для которых выпол-
нено неравенство

U(f) ≥ C m 3
√
|D|

min2/3(m, log2 |D|)
,

не меньше α(n,m, |D|), причём

α(n,m, d)→ 1 при d→∞, n log2 n = o(d), log2m ≤ C2d.

Другими словами, в теореме утверждается, что если область определе-
ния D содержит существенно больше n log n наборов и число выходов
m не близко к числу всевозможных частичных функций на D, то по-
тенциал почти всех операторов f : D → {0, 1}m по порядку не меньше

m 3
√

|D|
min2/3(m,log2 |D|) .
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Ранее в работе [3] была получена верхняя оценка потенциала для
класса всюду определенных операторов.
Теорема 2. [3] Пусть дан булев оператор f : {0, 1}n → {0, 1}m. Тогда
существует объемная схема Wf со входами x1, x2, . . . , xn на m выходах
которой реализуется оператор f , причём

Û(Wf ) = O
(

m2n/3

min2/3(m,n)

)
.

В качестве следствия из Теоремы 1 и Теоремы 2 можно получить
порядок функции Шеннона для всюду определенных операторов.
Следствие 1.

U(n,m) � Û(n,m) � m2n/3

min2/3(m,n)

при n→∞, log2m = o(2n).
Также рассмотрим более узкий класс объёмных схем, где выходы

расположены близко.
Деревом выходов схемыK назовем минимальное остовное дерево пол-

ного графа с вершинами в выходных элементах схемы K, причем рас-
стояние между элементами – расстояние между их центрами в манхэт-
тенской метрике. Введём множество Th := {K : T (K) ≤ h}, состоящее из
таких объёмных схем, у которых длина дерева выходов не превосходит
h. Обозначим T ′ – множество объёмных схем, у которых длина дерева
выходов не превосходит числа выходов. Если P – некоторый класс объ-
ёмных схем, f – булев оператор, то положим UP (f) := min

K∈Impl(f)∩P
U(K).

Теорема 3. Если D ⊆ {0, 1}n, d = |D|, то существует такая констан-
та C, такая, что неравенство

UTh
(f) ≥

{
Cm

3√
md

n , если 3
√
md > h

Cm
√
md

n
√
h
, если 3

√
md ≤ h

выполнено для почти всех частичных операторов f : D → {0, 1}m при
h ∈ N, n→∞, n log2 n = o(d),m = 2o(d).
Теорема 4. Пусть дан булев оператор f : {0, 1}n → {0, 1}m,m < n2 ·2n.
Тогда существует объёмная схема W̃f (с минимальной длиной дерева
выходов) со входами x1, x2, . . . , xn на m выходах которой реализуется
оператор f , причём

Û(W̃f ) = O
(
m4/3 · 2n/3
min(m,n)

)
= O

(
max

(
1,
m

n

)
· 3
√
m2n

)
.
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Следствие 2. Для почти всех f ∈ P2 (n,m), m ≤ 2n/2, при n → ∞
верно равенство:

UT ′ (f) � max
(
1,
m

n

)
· 3
√
m2n.
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Power estimates of volumetric circuits for a class of partial
Boolean operators

Efimov A.A.

In this paper, volumetric circuits are researched. They are the
embedding of Boolean circuts of logic gates in space. A class of
volumetric circuits implementing partial Boolean operators was
explored. Define the potential — a measure of power equal to the
number of circuit elements issuing a one on a given input. For
this class of volumetric circuits, a lower estimate of the potential
is obtained. The order of the Shannon function of the potential
for a class Boolean operators for volumetric circuits without
constraints and Boolean circuits with near outputs is obtained.

Keywords: Boolean circuits consisting of logic gates,
volumetric circuits, power of Boolean circuits, potential.
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О глубоких гауссовских моделях в
задачах машинного обучения

A. Р. Ибрагимова1, А. К. Горшенин2

Работа посвящена исследованию глубоких нейросетевых архи-
тектур с реализацией смесей нормальных распределений в скры-
тых слоях для решения задач кластеризации и регрессии. Прове-
дено сравнение таких моделей с различными наборами гиперпара-
метров относительно классических методов: k-средних, линейной
регрессии, смешанных гауссовских моделей GMM и других.

Ключевые слова: глубокие нейронные сети, смеси нормаль-
ных распределений, ЕМ-алгоритм.

1. Введение

Модели глубокого обучения в последнее время становятся все более по-
пулярными в задачах машинного обучения. В статье [1] для решения
задачи кластеризации был предложен метод на основе глубокой гауссов-
ской модели DGMM, обобщающей классические конечные нормальные
смешанные распределения на несколько слоев нейронной сети.

Ключевым является представление k-компонентной смеси для неко-

торого p-мерного случайного вектора y f(y; θ) =
k∑

j=1
pjϕ

(p)(y;µj ,Σj), где

θ = (p1, . . . , pk, µ1, . . . , µk,Σ1, . . . ,Σk), p1, . . . , pk > 0 — веса компонент,
такие что

∑k
j=1 pj = 1, µj ,Σj — математическое ожидание и ковариа-

ционная матрица j-ой компоненты смеси в виде смеси факторных ана-
лизаторов [2]: y = µj + Λjz + u с вероятностью pj , j = 1, k, где z
— латентная p-мерная переменная, u ∼ N(0,Ψj) — вектор случайной
ошибки, Λj — квадратная матрица факторных нагрузок размерности p,
Ψj — диагональная матрица, такая что Σj = ΛjΛ

T
j + Ψj .

1Ибрагимова Альфия Рустемовна — магистрант кафедры математической стати-
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моносова, e-mail: alfiyakzn@gmail.com.

Ibragimova Alfiya Rustemovna — MSc student, Lomonosov Moscow State University,
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демии наук, e-mail:agorshenin@frccsc.ru.

Gorshenin Andrey Konstantinovich — Doctor of Science, Associate Professor, Head of
Department, Federal Research Center «Computer Science and Control» of the Russian
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Для оценивания неизвестных параметров модели применяется EM-
алгоритм [3] и широко его использующаяся стохастическая модифика-
ция [4, 5].

В данной работе проведено сравнение рассматриваемой модели с
классическими методами кластеризации без учителя и с учителем, вклю-
чая алгоритмы k-средних, экстремального градиентного бустинга, опор-
ные вектора и случайные леса, на основе тестирования на наборах от-
крытых данных репозитория UCI Machine Learning.

Рассмотрены возможные подходы к построению аналога подобного
метода для решения регрессионных задач.

2. Архитектура нейронной сети

Глубокая гауссовская смесь из h слоев случайного вектора y имеет вид:

(1) y = η(1)s1 + Λ(1)
s1 z

(1) + u(1) с вероятностью p(1)s1 , s1 = 1, k1,

(2) z(1) = η(2)s2 + Λ(2)
s2 z

(2) + u(2) с вероятностью p(2)s2 , s2 = 1, k2,

· · ·
(h) z(h−1) = η(h)sh

+ Λ(h)
sh
z(h) + u(h) с вероятностью p(h)sh

, sh = 1, kh,

где z(1), . . . , z(h) — скрытые переменные на слоях, имеющие размерности
r1, . . . , rh, при z(h) ∼ N(0, Ip), η

(1)
s1 , . . . , η

(h)
sh — векторы средних длины p,

Λ
(1)
s1 , . . . ,Λ

(h)
sh — матрицы факторных нагрузок размерности rh−1×rh, при

r0 = p, u(l) ∼ N(0,Ψ
(l)
sl ), l = 1, . . . , h — векторы случайных ошибок.

Тогда функция плотности распределения y имеет вид:

f(y|θ) =

k1∑

s1=1

p(1)s1 . . .

kh∑

sh=1

p(h)sh
ϕ(p)

(
η(1)s1 +

h∑

l=2

(
l−1∏

m=1

Λ(m)
sm

)
η(l)sl

,

Ψ(1)
s1 +

h∑

l=2

(
l−1∏

m=1

Λ(m)
sm

)
Ψ(l)

sl

(
l−1∏

m=1

Λ(m)
sm

)>)
.

Например, при h = 2 получим:

f(y|θ) =

k1∑

s1=1

p(1)s1

k2∑

s2=1

p(2)s2 ϕ
(p)(η(1)s1 + Λ(1)

s1 η
(2)
s2 ,Ψ

(1)
s1 + Λ(1)

s1 Ψ(2)
s2 Λ(1)>

s1 ).

3. Результаты

Качество работы метода DGMM для решения задачи кластеризации про-
демонстрировано на рисунке 1 на примере 50 тестовых выборок репози-
тория UCI. Использована метрика Adjusted Rand Index (ARI), зависящая
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только от разбиения выборки на кластеры. Видно, что данный метод
имеет точность, до 70% превышающую результаты для алгоритмов из
аналогичного класса (k-средних и GMM), и всего на 9% в среднем хуже
по сравнению с ситуацией обучения с учителем.

Рис. 1. Сравнение DGMM с другими алгоритмами

Также показано на основе анализа ряда тестовых выборок, что для
регрессионных задач использование подобных моделей позволяет до-
биться точности, сопоставимой с GMM в терминах метрики RMSE и
превзойти показатели для линейной регрессии на 22%. Развитие регрес-
сионного варианта DGMM представляет направление дальнейших иссле-
дований.

Исследование выполнено при поддержке Междисциплинарной научно-
образовательной школы Московского университета «Мозг, когнитив-
ные системы, искусственный интеллект».
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On Deep Gaussian Mixture Models in Machine Learning
Problems

Ibragimova A.R., Gorshenin A.K.

The work is concentrated on the study of deep neural network
architectures with implementation of mixtures of normal distributions
in hidden layers for solving clustering and regression problems. The
model with different sets of hyperparameters was compared to classical
methods: k-means, linear regression, Gaussian mixture models (GMM),
etc.

Keywords: deep neural networks, mixtures of normal distributions,
EM algorithm.
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О разметках графов абелевых автоматов

Р. А. Ищенко1

Автор исследует вопрос количества возможных разметок ре-
бер сильно-связного ориентированного графа, чтобы образованная
диаграмма Мура соответствовала некоторому абелевому автомату.
Доказано, что в случае алфавита из двух элементов такая разметка
единственна (кроме крайнего случая) и приведен алгоритм такого
восстановления. В случае алфавита из большего числа элементов
показано, что максимальное количество разметок экспоненциально
зависит от количества вершин.

Ключевые слова: абелевые автоматы, диаграмма Мура, граф
переходов, разметка графа автомата, структура графа автомата.

1. Введение

Абелевы автоматы являются одним из основополагающих классов авто-
матов, изучавшихся в том числе в работах [1, 2, 3, 4]. Если мы сотрем
отметки на диаграмме Мура автомата (предположим, информация по-
теряна), то получим ориентированный граф. В данной работе приводит-
ся критерий того, что ориентированный граф может быть доопределен
(размечен) до графа некоторого абелева автомата (восстановление ин-
формации), в таком случае граф называется абелевым, а разметка —
а-разметкой. Рассматривается вопрос количества а-разметок в зависи-
мости от структуры графа и показано, что в общем случае максималь-
ное количество а-разметок экспоненциально зависит от количества вер-
шин, однако существует широкий класс абелевых графов с единственной
а-разметкой. Отдельно рассматриваются автоматы с двумя входными
символами, обладающие рядом интересных свойств, например в [5] бы-
ло показано, что они вместе с булевыми функциями образуют полную
систему относительно суперпозиции. В данной работе показано, что в
случае двух входных символов существует алгоритм разметки графа до
абелевого автомата за время O(n), где n - число вершин графа.

Автор выражает благодарность профессору Д.Н. Бабину за поста-
новку задачи и помощь в работе.
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2. Основные понятия и формулировка результа-
тов

Пусть V = (A,Q,ϕ) — конечный автомат без выходов. Автомат V на-
зывается абелевым, если для любых символов α, β ∈ A и состояния
q ∈ Q выполняется ϕ(q, αβ) = ϕ(q, βα). Графом автомата V = (A,Q,ϕ)
называется размеченный ориентированный граф G = (Q,W, f), верши-
ны которого соответствуют состояниям автомата, при этом e = (q, p) ∈
W, f(e) = α ⇔ ϕ(q, α) = p, где f : W → A,α ∈ A. Ориентирован-
ный граф G = (Q,W ) называется автоматным, если существует такая
функция f : W → A, что размеченный граф (Q,W, f) является графом
некоторого автомата, в таком случае функция f называется разметкой
автоматного графа G в алфавите A, а количество символов в алфавите
(исходящая степень вершин) называется степенью графа G. Автоматный
граф G = (Q,W ), у которого существует разметка f , что G = (Q,W, f)
— граф некоторого абелевого автомата Vf = (A,Q,ϕf ), называется абе-
левым графом, а разметка f — а-разметкой. Далее иногда мы будем
подразумевать под разметкой f соответствующий ей автомат Vf .

Граф G c разметкой f раскладывается в сумму подграфов
G =

⋃
α∈AGf (α), где Gf (α) = (Q,W (α), f(α)), где W (α) = {e ∈

W |f(e) = α} и f(α) = f |W (α) (сужение функции f на множествоW (α)).
Как и в случае групповых автоматов, которые изучались в [6], будем
различать разметки с точностью до замены букв и/или кратных ребер:
разметки f1 и f2 графа G в алфавите A называются различными, если
множество {Gf1(α)|α ∈ A} 6= {Gf2(α)|α ∈ A}. Если понятно, о какой
разметке f идет речь, иногда мы будем писать G(α) вместо Gf (α).

Граф называется сильно-связным, если существует ориентированный
путь из любой вершины в любую другую. Автомат называется сильно-
связным, если его граф сильно-связный. В дальнейшем в статье мы бу-
дем рассматривать только сильно-связные графы и автоматы.

Определим граф G(n,m) = (V,W ) как:

• V = V1 ∪ · · · ∪ Vk, где k = n/m и |Vi| = m для любого i ∈ {1, . . . , k}

• W = {(v, u)|v ∈ Vi и u ∈ Vi′ , где i′ = i+ 1, если i < k и i′ = 1, если
i = k}

Несложно показать, что граф G(n,m) является абелевым и однознач-
но определенным с точностью до изоморфизма.

Далее сформулируем основные результаты данной работы:

Теорема 1. Абелевый граф G(n,m) имеет не менее (m!)n/m−1 различ-
ных а-разметок.
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Теорема 2. Пусть G — сильно-связный абелевый граф G c n верши-
нами степени 2, не равный G(n, 2), тогда G имеет единственную а-
разметку.

Теорема 3. Пусть G — сильно-связный автоматный граф степени 2,
тогда существует алгоритм, который находит а-разметку или опре-
деляет, что такой разметки не существует, за время O(n).
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On the labelings of abelian automata graphs
Ishchenko R.A.

The author investigates the number of possible labelings of the
edges of a strongly connected directed graph so that the resulting Moore
diagram corresponds to some abelian automaton. It is proved that in
the case of an alphabet of two elements, such a labeling is unique
(except for the extreme case), and the algorithm for such a labeling
is given. In the case of an alphabet with a larger number of elements
the exponential dependence of the maximum number of labelings on
the number of vertices is proved.
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О темпах роста структур с конечным
числом существенных ограничений

С.А. Комков1

Для конечного множества A с заданным на нём множеством
операцийM определена функция, называемая темпом роста. Поря-
док роста этой функции характеризует силу и исчислимость мно-
жества операций. Показано, что если среди множества всех пре-
дикатов, сохраняемых всеми функциями из M , встречается лишь
конечное число важных существенных предикатов, то темп роста
пары (A,M) имеет логарифмический порядок.

Ключевые слова: темп роста, конечные множества, язык
ограничений, логарифмический темп роста.

1. Введение

Рассмотрим декартову степень n ∈ N конечного множества A с заданным
на нём множеством операцийM . Элементы An называют наборами. При-
меняя операции изM к уже имеющимся наборам покоординатно, можно
получать новые наборы:

(
a11
...
a1n

)
, . . . ,




ak1
...
akn


→




f(a11,...,a
k
1)

...
f(a1n,...,a

k
n)


 , f ∈M.

Также можно получать новые наборы с помощью уже полученных на-
боров.

Темпом роста пары (A,M) называют функцию d(A,M)(n), n ∈ N.
Для каждого n функция d(A,M)(n) равна минимальному числу наборов,
из которых можно итеративно получить всё An, применяя операции из
M покоординатно. Таким образом, порядок темпа роста характеризует
силу и исчислимость заданного множества операций.

Пример 1. Пусть A = {0, 1}, M = {¬}. Тогда d(A,M)(n) = 2n−1.

Пример 2. Пусть A = {0, 1, 2}, M = {+mod 3}. Тогда d(A,M)(n) = n.

Темп роста — не просто количественная характеристика. PSPACE-
полная задача может быть сведена к NP-полной задаче в зависимости от

1Комков Степан Алексеевич — аспирант каф. математической теории интеллек-
туальных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: stepan.komkov@intsys.msu.ru.

Komkov Stepan Alekseevich — graduate student, Lomonosov Moscow State University,
Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of Intellectual
Systems.
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темпа роста некоторой её внутренней структуры. Эта зависимость была
показана Хьюби Ченом [1] на основе подкванторной задачи удовлетворе-
ния ограничений (QCSP) и задачи удовлетворения ограничений (CSP).

Задача QCSP заключается в проверке выполнимости формулы

∀x1 . . . ∀xm ∃xm+1 . . . ∃xn
(
R1(xi11 , . . . , xi1t1

) ∧ . . . ∧Rp(xip1 , . . . , xiptp )
)
. (1)

Здесь Ri, 1 6 i 6 p — это предикаты, заданные на некотором конечном
множестве A. Известно, что QCSP является PSPACE-полной задачей.

CSP является частным случаем QCSP, где в проверяемой формуле
отсутствуют кванторы всеобщности. Известно, что CSP является NP-
полной задачей.

Допустим, что среди предикатов формулы (1) могут встречаться не
любые предикаты, а только предикаты из некоторого подмножества всех
предикатов. С помощью соответствия Галуа [2, 3] этому подмножеству
предикатов можно сопоставить замкнутое множество операций M на
множестве A. В [1] показано, что если темп роста пары (A,M) огра-
ничен сверху полиномом, то в этом случае QCSP задача сводится к CSP
задаче за полиномиальное время.

Данный результат показывает важность и актуальность изучения
темпов роста произвольных конечных замкнутых множеств с заданными
на них операциями.

В настоящей работе изучаются темпы роста таких конечных струк-
тур, что их множество операций сохраняет лишь конечное число важ-
ных существенных предикатов. В терминах QCPS это означает, что язык
ограничений содержит лишь конечно число важных существенных пре-
дикатов, что является интересным крайним случаем.

2. Основные понятия и формулировка результата

В дальнейшем без утери общности будем полагать, что A = Ek =
{0, 1, . . . , k − 1}.

Замечание. d(Ek,M)(n) > dlogk ne, k > 2.

Отображение ρ : Enk → {0, 1} называют предикатом арности n.
Говорят, что операция f сохраняет предикат ρ арности n, если для

любых таких наборов a1, . . . , am ∈ Enk , что ai
> ∈ ρ, 1 6 i 6 m, выполня-

ется
(
f(a11, . . . , a

m
1 ), . . . , f(a1n, . . . , a

m
n )
)> ∈ ρ. Классы функций могут быть

описаны через предикаты, которые они сохраняют [4].
Пусть R — множество предикатов, а M — множество операций. Че-

рез Pol(R) обозначают множество всех операций, сохраняющих каждый
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предикат из R. Через Inv(M) обозначают множество всех предикатов,
которые сохраняются всеми операциями из M .

Пусть на множестве {1, . . . , n} задано отношение эквивалентности.
Предикат ρ называют диагональю, если ρ(a1, . . . , an) = 1 тогда и толь-
ко тогда, когда ai = aj для всех пар i, j ∈ {1, . . . , n} из одного класса
эквивалентности. Для удобства множество диагоналей дополняют пу-
стым предикатом. Тем самым, ρ — диагональ тогда и только тогда, когда
Pol({ρ}) = Pk.

Предикатом равенства называют такую диагональ ρ= арности 2, что
ρ=(x, y) = 1⇔ x = y.

Предикаты могут выводиться из других предикатов аналогично опе-
рациям суперпозиции над функциями. Говорят, что предикат ρ выводит-
ся из множества предикатов {ρα}α∈A, если он представим в виде

ρ(x1, . . . , xn) = ∃y1 . . . ∃yl
(
ρi1(z1,1, . . . , z1,n1) ∧ . . . ∧ ρis(zs,1, . . . , zs,ns)

)
,

где zi,j ∈ {x1, . . . , xn, y1, . . . , yl} и ρij ∈ {ρα}α∈A ∪ {ρ=}. При этом
Pol({ρ}) ⊃ Pol({ρα}α∈A).

Предикат называют существенным, если он не выводится без кван-
торов существования из множества всех предикатов меньшей арности.

Через R̃ обозначают множество всех существенных предикатов.

Замечание. d(Ek,M)(n) = d
(Ek,M∩R̃)

(n).

Предикат ρ называют важным, если ρ(a, . . . , a) = 1 для любого a ∈
Ek и при этом предикат ρ не является диагональю, то есть Pol({ρ}) 6= Pk.

Термин важного предиката впервые был введён в [5] для доказатель-
ства следующего утверждения:

Теорема. d(Ek,M)(n)− logk n = O(1) при n→∞ тогда и только тогда,
когда не найдётся важного предиката ρ ∈ Inv(M). Причём, если не
нашлось важного предиката ρ ∈ Inv(M), то

∣∣d(Ek,M)(n)− logk n
∣∣ 6 k+1

для любого n.

Через RImp обозначают множество всех важных предикатов.
В настоящей работе получены следующие результаты:

Теорема 1. Пусть
∣∣∣Inv(M) ∩ R̃ ∩RImp

∣∣∣ < ∞. Тогда d(Ek,M)(n) � log n,
n→∞.

Следствие 1. Пусть
∣∣∣Inv(M) ∩ R̃

∣∣∣ < ∞. Тогда d(Ek,M)(n) � log n, n →
∞.
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Growth rate is a function defined for an arbitrary finite set A with
a set of operationsM defined on it. Its order characterizes the strength
of given operations. We show that if there is only a finite number of
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Ускорение вычисления тестовой функции
при оценке качества решающей функции

NAGTA

Н.П. Кочетова1 А.Б. Фролов2

Для неадаптивного группового тестирования предложен способ
ускорения вычисления тестовой функции при оценке качества по-
рогового решающего правила принятия решения о позитивности
множества образцов. Ускорение достигается использованием наря-
ду с дуальными блоками комбинаторной блок схемы ее блоков, со-
ответствующих элементам анализируемого множества.

1. Введение

Идея группового тестирования инициализирована еше в 1943 г. Р. Дорф-
маном [1] в связи задачей массового тестирования характерного заболе-
вания по анализу крови. Целью группового тестирования является выяв-
ление т.н. позитивного множества редких позитивных образцов из задан-
ного множества образцов по результатам тестирования определенным
образом составляемых групп образцов на предмет наличия или отсут-
свия позитивного образца в группе. Она получила развитие в приложе-
ниях комбинаторики [2], в частности, с использованием комбинаторных
блок-схем для представления и анализа используемых групп образцов
[3]. В [4] изучаются алгоритмы неадаптивного группового тестирования
в условиях шумов, сопровождающих измерения при групповом тестиро-
вании. В настоящей работе рассматривается идеальная схема группового
тестирования (без шумов) и решается задача ускорения вычисления те-
стовой функции при оценке качества пороговой функции принятия или
отклонении решения о позитивности анализируемого множества образ-
цов. Ускорение достигается использованием блоков комбинаторной блок-
схемы вместо ее дуальных блоков. Рассматриваются комбинаторные ли-
нейные и квадратичные трансверсальные блок-схемы [5].

1Кочетова Наталья Петровна — студентка каф. МКМ института ИВТ МЭИ, e-
mail: iNatashka99@yandex.ru.
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2. Основные понятия и формулировка результата

Пусть X есть множество m образцов и A есть множество его подмно-
жеств -тестов. Пара (X,A) называется (m,n)-NAGTA (non adaptive group
algoritm) [3]. Обозначим U, U ⊂ X множество позитивных образцов.
Результатом группового тестирования является т.н. тестовая функция
RU (A) : A → {0, 1} с областью единичных значений (тестовым множе-
ством)

R
(1)
U = {A : A ∩ U 6= ∅} . (1)

По (1) нужно выделить подмножество U позитивных образцов. По (1) и
X можно вычислить множество

U∗ = X \ ∪
A 6∈R(1)

U

A. (2)

Если |U∗| = |U |, то по результату тестирования позитивное множе-
ство определяется однозначно: U = U∗, и если U 6= U∗, то R(1)

U 6= R
(1)
U∗ .

Но в реальных условиях мощность |U | позитивного множества заранее
неизвестна, но можно предположить, что |U | ≤ s, где s ≤ m - задан-
ное целое число. Тогда (X,A) называется (X,A) - NAGTA с порогом s,
если RU 6= RV всякий раз, когда U, V ⊆ X, |U | ≤ s, |V | ≤ s, и U 6= V
[3]. Таким образом, практически используется пороговое правило при-
нятия решения о позитивности полученного по результату тестирования
множества U∗, определяемое предикатом |U∗| ≤ s. Для оценки качества
этого правила применительно к конкретной (X,A) - NAGTA с порогом s
предлагается использовать экспертные решения для каждого множества
U, |U | ≤ s, определяемые предикатом |U∗| = |U |. Тогда можно характе-
ризовать решения порогового правила по каждому такому множеству:
tp, если |U∗| ≤ s и |U∗| = |U |; fp, если |U∗| ≤ s и |U | < |U∗|; fn, если
|U∗| > s и |U∗| = |U |; tn, если |U∗| > s и |U | < |U∗|;

При этом качество пороговой функции определится по количествам
ntp, nfp, nfn, ntn таких характеристик, полученных по всем множествам
U, |U | ≤ s и для каждого из них придется вычислять тестовое множество
R

(1)
U .

Замена индивидуального тестирования групповым тестированием це-
лесообразна только при выполнении неравенства: |A| < |X|. Такие ком-
бинаторные схемы можно встретить в классе систем троек Штейнера
или комбинаторных трансверсальных дизайнов.

Линейная трансверсальная комбинаторная блок-схема TD(2, k, n)
строится на множестве Y из kn элементов, имеет n2 блоков B(a), a ∈ X,
(множество B, |B| = |X|) по k элементов и kn дуальных блоков по n
элементов (множество A, |A| = |Y |) [5].
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Квадратичная трансверсальная комбинаторная блок-схема TD(3, k, n)
строится на множестве Y из kn элементов, имеет n3 блоков B(a), a ∈ X,
(множество B, |B| = |X|) по k элементов и kn дуальных блоков по n2

элементов (множество A, |A| = |Y |) [5].
Если в качестве множества A принять множество дуальных блоков,

то для вычисления тестового множества (1) в случае линейной трансвер-
сальной блок-схемы потребуется выполнить |U |kn log2 n операций в поле
GF (n) и вдвое больше в случае квадратичной. Это соответствует способу
вычисления тестового множества непосредственно по его определению с
использованием множества дуальных блоков.

Альтернативным является вычисление тестового множества с постро-
ением блоков. Множество (1) получается объединением |U | блоков B(a):

R
(1)
U = ∪a∈UB(a). (3)

Всего при вычислении по (3) затрачивается не более |U |(t(k − 1) +
klog2kn) = |U |(k(log2kn+ t)− t) операций.

Вычислениями по (3) и далее по (2) с использованием блоков и ду-
альных блоков трансверсальных дизайнов TD(t,k,n) экспериментально
подтверждены данные об их применении, приведенные в Таблице 1.

Таблица 1.
Дизайн kn (Чис-

ло груп-
повых
тестов)

b (чис-
ло
образ-
цов)

r (число
элемен-
тов в
группе)

Порог
s

ntp% ntn% nfn%

TD(3,3,4) 12 64 16 1 1 0 0
TD(2,2,8) 16 64 8 1 1 0 0
TD(2,3,8) 24 64 8 2 1 0 0
TD(3,4,8) 32 512 64 2 73 27 0

Если s увеличить на 1, то все числа будут ntp = 0, ntn = 1, при s = 1
для TD(3,4,8) значения ntp = 1, ntn = 0.

Применительно к TD(3,4,8) вычислительным экспериментом под-
тверждено, что построенное по тестовому множеству множество из s = 2
элементов является множеством положительных образцов. Такими ока-
зываются 73 процентов множеств: ntp = 93777, ntn = 33649. По тестовым
множествам, построенным по любому из остальных позитивных мно-
жеств мощности s, получаются множества, содержащие кроме элементов
исходного позитивного множества еще и другие элементы. Добавление
таких элементов к исходному множеству не изменяет тестовое множе-
ство.
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Speeding up the computing of the test function when assessing
the quality of the NAGTA threshold function

Kochetova N.P., Frolov A.B.

For non-adaptive group testing, a method is proposed to accelerate
the computing of the test function when assessing the quality of the
threshold decision rule for making a decision on the positivity of a set
of samples. Acceleration is achieved by using, along with dual blocks, a
combinatorial block diagram of its blocks corresponding to the elements
of the analyzed set.
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Детские рисунки и их приложения

Е.М. Крейнес1

Обсуждается соответствие между детскими рисунками Гротен-
дика и парами Белого на приводимых кривых. Особое внимание
будет уделено приложениям.

Ключевые слова: детские рисунки, вложенные графы, пары
Белого.

Детским рисунком называется граф Γ, вложенный в компактную
гладкую ориентированную поверхность M без границы таким образом,
что теоретико-множественное дополнение M \ Γ гомеоморфно несвязно-
му объединению открытых дисков. Это понятие было впервые введено
Александром Гротендиком в [8], оттуда же пришло название “детский
рисунок”. Вдохновленный теоремой Г. Белого [4] Гротендик положил на-
чало систематическому изучению таких графов и их связей с алгебраи-
ческими кривыми χ, на которых существует непостоянная мероморфная
функция β : χ → CP 1 с не более чем тремя критическими значениями.
Здесь под критическим значением понимается такая точка многообра-
зия CP 1, которая имеет меньше прообразов относительно действия β,
чем общая точка. Функции с не более чем тремя критическими значе-
ниями называются функциями Белого, а пары алгебраическая кривая и
функция Белого на ней — парами Белого. В работе [14] Воеводским и
Шабатом установлена эквивалентность подходящим образом введенных
категорий детских рисунков и пар Белого. Выявленные связи объектов
столь различной природы приводят к обнаружению новых и нетривиаль-
ных взаимосвязей между различными структурами в теории категорий,
алгебре, алгебраической геометрии, комплексном анализе, теоретической
физике и информатике, см. работы [1, 2, 6, 7, 9, 10, 12, 13, 14, 15, 16]
и приведенные в них ссылки. В последнее время обнаружились даже
нетривиальные приложения в генетике [3, 5], поскольку оказалось, что
рекомбинация кусков ДНК при удвоении моделируется детскими рисун-
ками специального вида и описывается в их терминах.

Основная цель настоящего исследования — ввести детские рисунки
и пары Белого на приводимых кривых и изучить связи между ними. В
качестве допустимых детских рисунков будем рассматривать объеди-
нение нескольких детских рисунков, которое либо является несвязным,

1Крейнес Елена Михайловна — к.ф.-м.н., ст.н.с. каф. теоретической информатики
мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: elena.kreines@math.msu.ru.

Kreines Elena Mikhailovna — senior scientific researcher, Lomonosov Moscow State
University, Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Theoretical Informatics.
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либо несколько рисунков имеют общую вершину или центр грани, при-
чем дополнение поверхности до графа может являться объединением как
открытых дисков, так и наборов открытых дисков, у которых все диски
в каждом наборе имеют единственную общую точку. Допустимые пары
Белого представляют собой пары Белого на полных кривых, возможно,
особых и/или приводимых. При этом все значения в особых точках по
определению относятся к критическим значениям.

Допустимые детские рисунки и пары Белого возникают естественным
образом при решении систем уравнений, определяющих пары Белого, см.
[1, 2, 9]. Также они важны для приложений. Целью доклада является
аккуратное определение допустимых детских рисунков и изучение со-
ответствия, возникающего между ними и допустимыми парами Белого,
аналогичного классическому случаю. Также мы обсудим преимущества
использования допустимых детских рисунков в приложениях.

Доклад основан на серии совместных результатов с Н.Я. Амбург и
Г.Б. Шабатом.
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Dessins d’enfants and their applications
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The correspondence between Grothendieck dessins d’enfants and
Belyi pairs on reducible curves is discussed. Much attention is paid for
the applications.
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Исследование пограничных случаев
реализации клеточным автоматом

двунаправленного движения на луче

Е.В. Кузнецова1

В работе рассматривается реализация клеточным автоматом
различных законов движения точки на бесконечном экране. Найде-
ны алгоритмы построения изображений для трёх классов законов
движения. Показано, что для моделирования этих законов движе-
ния точки на луче минимальное число состояний клеточного авто-
мата равно 4.

Ключевые слова: клеточный автомат, число состояний, бес-
конечный экран, двунаправленное движение, конструирование
изображений.

Пусть S — некоторое множество слов в алфавите {f, s, b}, в префиксе
любой длины которых количество символов b не превышает количества
символов f . Элементы множества S будем называть законами движения.
Символ f подразумевает движение на одну клетку вправо, s— остаться
на месте, b—на одну клетку влево.

Экраном будем называть следующую конструкцию.
Пусть имеется бесконечная в правую сторону полоса шириной в одну

клетку. В каждую клетку полосы поместим по одному экземпляру одно-
го и того же конечного автомата. К входам этого автомата присоединим
выходы автоматов, стоящих в двух соседних с ним клетках, у автомата
имеется три входа: левый, правый и состояние автомата в предыдущий
момент времени. Выходом автомата в заданный момент времени явля-
ется его состояние в этот момент времени. Для автомата, стоящего в
самой левой клетке полосы левый вход не определён. Будем называть
его управляющим входом и подавать на него управляющие сигналы.

Значения состояний клеточного автомата, при которых считается,
что клетка, находящаяся в данном состоянии, видима (чёрная) будем
называть метками.

Будем говорить, что на экране реализуется движение по закону A ∈
S, если выполняются следующие условия:

1Кузнецова Екатерина Викторовна — младший научный сотрудник каф. матема-
тической теории интеллектуальных систем мех.-мат. ф-та МГУ имени М.В. Ломоно-
сова, e-mail: kuz.net.sova@mail.ru.

Kuznetsova Ekaterina Viktorovna — Junior Researcher, Lomonosov Moscow State
University, Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of
Intelligent Systems.
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1) в некоторый момент времени в самой левой клетке экрана появля-
ется метка (до этого на экране нет меток);

2) изменение позиции метки на экране в i-й момент от начала дви-
жения соответствует i-й букве в слове или сверхслове A, а именно,
если A(i) = s, то в (i+1)-й момент метка остается в той же клетке,
где была в текущий момент, если A(i) = f , то в (i + 1)-й момент
метка сдвинется на одну ячейку вправо, если A(i) = b, то в (i+1)-й
момент метка сдвинется на одну клетку влево;

3) в каждый момент времени после начала движения на экране есть
ровно одна метка.

Экран будем называть универсальным для множества законов дви-
жения S, если для любого закона движения из S существует такая по-
следовательность управляющих сигналов, что на экране формируется
такое изображение, что метка движется по закону S.

В начальный момент все элементарные автоматы экрана находятся
в состоянии ноль. Затем начинаем подавать на управляющий вход сиг-
налы. В какой-то момент в самой левой клетке экрана появится метка.

Под появлением точки на экране будем подразумевать переключение
клетки автомата, соответствующей самой левой клетке экрана, в состо-
яние, соответствующее состоянию метки.

Законы движения из S, обладающие тем свойством, что перед сим-
волом f в них всегда стоит символ s, то есть движение вперёд возможно
со скоростью, не большей, чем 1/2, можно реализовать клеточным авто-
матом с пятью состояниями, причем оценка на количество состояний не
улучшаема.

Ранее Титовой Е.Е. был получен аналогичный результат для законов
движения без движения назад.

Теорема 1 (Титова [1]). Пусть F = ((sf) ∨ (s))∞ — множество за-
конов движения, состоящих из элементов множества {sf, s}. Суще-
ствует универсальный экран для множества законов движения F , име-
ющий 4 состояния клеточного автомата. Универсального экрана с 3
состояниями для F не существует.

Теорема 2 (доказана в работе [2]) по сути является расширением ре-
зультата Титовой.

Теорема 2. Пусть S1 = ((sf) ∨ (s) ∨ (b))∞ — множество законов дви-
жения, состоящих из элементов множества {sf, s, b} таких, что в
префиксе S1 любой длины количество символов b не превышает коли-
чества символов f . Существует универсальный экран для множества
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законов движения S1, имеющий 5 состояний клеточного автомата.
Универсального экрана с 4 состояниями для S1 не существует.

С одной стороны в работе [1] доказано, что трёх состояний клеточно-
го автомата не хватит даже для реализации классов законов движения,
в которых нет движения назад. С другой стороны с пятью состояниями
можно реализовать S1. Остаётся вопрос, какие законы можно реализо-
вать экранами с четырьмя состояниями. Оказывается, что можно реали-
зовать законы движения с меньшими скоростями движения вперёд или
назад — подмножества S1.

Теорема 3 (Законы движения со скоростью движения вперёд
1/4 и скоростью движения назад 1/2). Пусть S2 — множество
законов движения, состоящих из элементов множества {ssfs, s, sb}
таких, что в префиксе S2 любой длины количество символов b не пре-
вышает количества символов f . Существует универсальный экран для
множества законов движения S2, имеющий 4 состояния клеточного
автомата. Универсального экрана с 3 состояниями для S2 не существу-
ет.

Теорема 4 (Законы движения со скоростью движения вперёд
1/4 и скоростью движения назад 1). Пусть S3 — множество зако-
нов движения, состоящих из элементов множества {sfss, s, b} и на-
чинающихся с элемента s таких, что в префиксе S3 любой длины коли-
чество символов b не превышает количества символов f . Существует
универсальный экран для множества законов движения S3, имеющий
4 состояния клеточного автомата. Универсального экрана с 3 состоя-
ниями для S3 не существует.

Теорема 5 (Законы движения со скоростью движения вперёд
1/3, скоростью движения назад 1 и чётным количеством оста-
новок). Пусть S4 — множество законов движения, состоящих из эле-
ментов множества {ssf, ss, b} таких, что в префиксе S4 любой дли-
ны количество символов b не превышает количества символов f . Су-
ществует универсальный экран для множества законов движения S4,
имеющий 4 состояния клеточного автомата. Универсального экрана с
3 состояниями для S4 не существует.

Гипотеза. Пусть S5 — множество законов движения, состоящих из
элементов множества {ssf, s, b} таких, что в префиксе S5 любой дли-
ны количество символов b не превышает количества символов f . Не
существует универсального экрана с 4 состояниями клеточного авто-
мата для множества законов движения S5.
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Если бы удалось доказать эту гипотезу, то был бы полностью закрыт
вопрос о том, какие законы движения можно реализовать экранами с
четырьмя состояниями.

Автор выражает благодарность научному руководителю, д.ф.-м. н.,
профессору Э.Э. Гасанову за постановку задачи и научное руководство.
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Investigation of edge cases of a cellular automaton
implementation of bidirectional motion on a ray

Kuznetsova E.V.

The paper considers the implementation of various motion laws of
a point on an infinite screen by a cellular automaton. Algorithms for
constructing images for three classes of motion laws are found. It is
shown that for modeling these motion laws of a point on a ray, the
minimum number of a cellular automaton states is 4.
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Критерий безопасного объединения
систем с моделью take-grant

В.А. Кузовихина1

В работе рассматривается задача безопасного объединения си-
стем с моделью take-grant с точки зрения добавления новых до-
ступов и соответствия субъектов. Объединение систем безопасно,
если множество доступов внутри каждой из систем не изменилось.
Получены критерии безопасного объединения для каждого из спо-
собов объединения.

Ключевые слова: формальные модели безопасности, модель
take-grant, безопасное объединение.

1. Введение

В случае слияния нескольких компаний или создания служб “единого
окна” актуальной становится задача безопасного объединения систем.
Объединение систем является безопасным, если в результате объедине-
ния множество возможных доступов внутри каждой системы осталось
неизменным.

Задача безопасного объединения формальных моделей безопасности
рассматривалась в работах Иткеса А.А. ([1]) и Шапченко К.А. ([2]). Бы-
ли получены критерии безопасного объединения в некоторых частных
случаях, а также установлена эквивалентность ряда формальных моде-
лей.

На данный момент известно довольно большое количество формаль-
ных моделей безопасности, среди которых такие классические модели,
как модель take-grant ([3] ), модель Белла – Лападула ([3]), и современ-
ные модели, например, модель CBAC ([4]).

В данной работе рассматривается задача объединения систем с по-
литикой take-grant с двух сторон. Во-первых, с точки зрения доступов
(задаются новые доступы между системами). Во-вторых, с точки зрения
соответствия субъектов. Получены критерии безопасного объединения
систем с моделью take-grant для каждого из способов объединения.

2. Основные понятия и результаты

Приведем описание модели take-grant, взятое из работы ([3]).
1Кузовихина Веста Андреевна — учитель, Новая школа, e-mail:

pletnyova_va@mail.ru.
Kuzovikhina Vesta Andreevna — teacher, New School.
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Состояние системы описывается графом доступов. Множество досту-
пов R = {r, w, c, t, g} на чтение, запись, исполнение и пара выделенных
доступов take (t) и grant (g). На множестве объектов O(τ) как на вер-
шинах определен ориентированный граф Gτ (V,E), где V = O(τ), а E —
множество ребер, помеченных доступами. Будем считать, что множество
субъектов S(τ) = O(τ). Преобразование графов доступов проводятся при
помощи четырех команд: take, grant, create и remove.

Систему будем считать безопасной, если невозможно получить запре-
щенный доступ с помощью последовательности разрешенных команд.
Свойство безопасности модели take–grant разрешимо.

Определение. В графе доступов G вершины P и S называются tg-
связными, если существует путь в G, соединяющий P и S, безотноси-
тельно ориентации дуг, но такой, что каждое ребро этого пути имеет
метку t или g.

Теорема (Критерий безопасности системы, [3]). Пусть в системе все
объекты являются субъектами. Тогда субъект P может получить до-
ступ α к субъекту X тогда и только тогда, когда выполняются усло-
вия:

1) Существует субъект S такой, что в текущем графе G есть ребро
(S, α,X).

2) S tg-связен с P .

Таким образом, множество вершин V разбивается в объединение ком-
понент tg-связности.

2.1. Объединение с помощью добавления ребер

Пусть G1 = (V1, E1), G2 = (V2, E2) – две системы, реализующие модель
take-grant, V1 ∩ V2 = ∅. Система G = (V,E) называется объединением G1

и G2, если V = V1 ∪ V2, E = E1 ∪E2 ∪E3, причем все ребра из E3 имеют
вид (v′, v′′), где v′ ∈ V1, v′′ ∈ V2 или v′ ∈ V2, v′′ ∈ V1.

В качестве доступов далее будем рассматривать доступы не из мно-
жества {t, g}. Если вершина a компоненты tg–связности A имеет доступ
α к вершине b, то любая вершина a′ ∈ A имеет доступ α к вершине b.
Обозначим множество таких доступов (A,α, b). Множество всех доступов
компоненты A обозначим RA.

Предположим, что в графе G есть две компоненты tg–связности A и
B с одинаковыми наборами доступов, то есть RA = RB. Тогда если со-
единить компоненты A и B tg–ребрами, то множество всех возможных
доступов в графе G не изменится. Без ограничения общности, будем счи-
тать, что все tg–компоненты одной системы имеют попарно различные
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множества возможных доступов (иначе, tg–компоненты с одинаковыми
доступами будем считать одной tg–компонентой). Через R′

A обозначим
множество новых доступов, проведенных из компоненты A.

Теорема 1. Объединение G1 и G2 безопасно тогда и только тогда, когда
выполнены следующие условия:

1) каждая tg–компонента графа G1 соединена tg–ребрами с не более
чем одной tg–компонентой графа G2 и наоборот;

2) если A — tg–компонента графа G1 соединена tg–ребрами с B — tg–
компонентой графа G2, то R′

A ⊆ RB и R′
B ⊆ RA.

2.2. Объединение через соответствие субъектов

Рассмотрим объединение двух систем G1 и G2 с помощью отображений
m1 : S1 → 2S2 ,m2 : S2 → 2S1 , где S1 — множество субъектов первой
системы G1, а S2 — множество субъктов второй системы G2.

В такой постановке рассматривал задачу объединения А.А. Иткес в
своей работе ([1]).

Будем считать, что субъект s1 ∈ S1 отождествлен с субъектом s2 ∈
S2, если выполнены следующие условия:

1) ∀si ∈ S2 такого, что есть доступ (si, a, s2), есть доступ (si, a, s1)

2) ∀sj ∈ S2 такого, что есть доступ (s2, a, sj), есть доступ (s1, a, sj).

Содержательно это означает, что пользователь s1 входит во вторую
систему под именем пользователя s2.

Теорема 2. Объединение G1 и G2 безопасно тогда и только тогда, когда
субъект системы G1 отождествлен с субъектами системы G2 из не
более чем одной компоненты tg-связности и наоборот.

3. Заключение

В работе рассмотрена задача объединения систем с моделью take-grant.
Получены критерии безопасного объединения систем относительно до-
ступов и отождествления субъектов.

Прямого доступа между субъектами может и не быть, но при этом
информация может передаваться с помощью информационного потока.
Простейшие информационные потоки возникают от объекта O к субъ-
екту S, если субъект S осуществляет доступ на чтение к объекту O, и
от субъекта S к объекту O, если субъект S осуществляет доступ на за-
пись к объекту O. Более сложные информационные потоки возникают
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при транзитивном замыкании цепочек доступов. Интересно посмотреть
на задачу объединения систем с моделью take-grant, рассматривая ин-
формационные потоки вместо доступов.

Автор благодарит научного руководителя к.ф.-м.н. Галатенко А.В.
за постановку задачи и помощь в работе.
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Алгоритм минимизации сложности
аппаратной реализации

сбалансированных S-блоков

Е. А. Курганов1

В докладе рассматривается авторский алгоритм, позволяющий
получить аппаратную реализацию произвольной системы из m бу-
левых функций от n переменных и его применение к сбалансиро-
ванным S-блокам. После этого в плане сложности сравниваются
аппаратные реализации S-блоков, полученные при помощи нового
алгоритма и других известных методов.

Ключевые слова: S-блок, аппаратная реализация, оптимиза-
ция сложности схем, потоковые шифры, блочные шифры.

1. Введение

S-блок — это нелинейное преобразование, принимающее на вход n бит и
возвращающее m бит. Такое преобразование проще всего представлять
как таблицу подстановок размером n ×m. Чаще всего в криптографии
используют только сбалансированные S-блоки (это значит, что отобра-
жение, задаваемое S-блоком, является биекцией, т.е. число входных би-
тов равно числу выходных битов).

В настоящем докладе рассматривается аппаратная реализация сба-
лансированных S-блоков. Один из определяющих параметров произво-
дительности таких реализаций — сложность схемы, т.е. общее число эле-
ментов схемы. Рассматривается базис из конъюнкции, дизъюнкции и от-
рицания (игнорируется при вычислении сложности).

2. Алгоритм минимизации сложности системы бу-
левых функций

Рассмотрим систему из m булевых функций от n переменных
f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn). Каждой из этих функций можно по-
ставить в соответствие ее вектор значений p1, . . . , pm длины 2n, где

1Курганов Евгений Александрович — ведущий разработчик программного обеспе-
чения, ФГАУ НИИ «Восход», e-mail: kuev@yandex.ru.

Kurganov Evgenii Alexandrovich — senior software developer, Scientific and Research
Institute Voskhod.
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pij ∈ {0, 1}, i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , 2n. Причем pij = 1 тогда и толь-
ко тогда, когда в таблице истинности функции fi на j-м месте стоит 1.
Будем рассматривать только системы из попарно различных векторов.

Введем обозначение: для каждого вектора pi, i = 1, . . . ,m

N∨(pi) =

{
wtH(pi)− 1, если wtH(pi) > 1,

0, если wtH(pi) 6 1,

где wtH(v) означает количество координат, равных единице (т.н. вес Хэм-
минга), для вектора v.

Для пары векторов pi, pj , i, j = 1, . . . ,m, i 6= j определим вектор pi&pj
следующим образом: (pi&pj)k = pik&pjk .

Основная идея алгоритма состоит в следующем:

1) Разбить исходное множество векторов на пары (pi, pj)t, t =
1, . . . , n/2, так, что N∨(vt = (pi&pj)t) максимально.

2) Для каждой пары (pi&pj)t (где l — номер шага алгоритма)

• Добавить в изначально пустое множество Pl,2 векторы
pi&v̄t, pj&v̄t,

• Добавить в изначально пустое множество Pl,3 вектор vt,

3) Повторить шаги 1-2 для множества Pl,2 до тех пор, пока N∨(vt) > 0,

4) Повторить шаги 1-2 для множества Pl,3 до тех пор, пока N∨(vt) > 0.

Описанный процесс легко представить в виде бинарного дерева. Оно
строится по следующим правилам:

1) Корень дерева — исходное множество векторов p1, . . . , pm,

2) Левый потомок данного узла — множество Pl,2,

3) Правый потомок данного узла — множество Pl,3 ,

4) Узел не имеет потомков, если содержит только один вектор или
N∨(vt) = 0 ∀ t = 1, . . . , n/2.

Далее для синтеза логической схемы строится дешифратор, после
чего для корня дерева вызывается рекурсивная процедура, описанная
в алгоритме 2.1. Более подробное описание алгоритма можно найти в
статье [1].

Теорема 1. Обозначим H = min {2m− 1, 2n−1}. Тогда данный алго-
ритм имеет сложность O

(
m2 2H+n−1).
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Algorithm 2.1 Синтез схемы по бинарному дереву
1: procedure Synthesize(node)
2: Для каждого вектора pi, i = 1, . . . , n
3: if left = 0 и right = 0 then . Данный узел — лист
4: Синтезировать логическую схему LCi для pi
5: else
6: Synthesize(right)
7: Synthesize(left)
8: Синтезировать схему LCi = LClefti ∨ LCrighti/2

9: end if
10: end procedure

Теорема 2. Схема, полученная в результате работы алгоритма 2.1,
примененного к результату алгоритма построения бинарного дерева,
реализует все m требуемых функций.

Следствие 1. Для любого фиксированного n > 2 для каждого S-блока
n×n бит бинарные деревья, получаемые в результате работы алгорит-
ма построения бинарного дерева, изоморфны.

Следствие 2. Для каждого S-блока n × n бит алгоритм построения
бинарного дерева работает со сложностью O(n2 23n−2).

3. Практические результаты

Для сравнения результатов была написана программа на языке C++.
На вход подается сама подстановка (записанная в файл) и метод, кото-
рым надо сгенерировать схему. На выходе получается файл со схемой
на языке Verilog. Поддерживаются следующие шесть методов синтеза:
наивный, улучшенный наивный, Шеннона, Лупанова, на основе мини-
мальной ДНФ и авторский. Подробнее о методах см. в [1, 2].

S-блок Шифр Размер
S1 Шифр Кузнечик 8× 8 бит
S2 Шифр AES 8× 8 бит
S3 Шифр ZUC (первый S-блок) 8× 8 бит
S6 Шифр KASUMI (первый S-блок) 7× 7 бит
S7 Шифр KASUMI (второй S-блок) 9× 9 бит

Для того, чтобы понять, насколько эффективен приведенный выше
метод, были сгенерированы схемы для некоторых S-блоков, использу-
ющихся в криптографических алгоритмах (см. таблицу выше). Также
данные S-блоки были синтезированы на программе Logic Friday (LF) [3].

151



Таблица 1. Сложность реализации S-блоков
S-блок Наив.(ул.) Шеннон Лупанов мДНФ LF Авт.
S1 1319(1068) 680 677 973 823 838
S2 1319(1068) 680 677 973 780 838
S3 1319(1068) 680 677 960 800 838
S6 604(512) 372 353 463 461 416
S7 2878(2371) 1359 1340 1846 – 1750

В дополнение к результатам статьи [1] в докладе скорректирована
оценка сложности алгоритма построения дерева и показано, что автор-
ский метод является развитием идеи улучшенного наивного.
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An algorithm for minimizing the complexity of hardware
implementation of balanced S-blocks

Kurganov E.A.

The paper considers the author’s algorithm, which allows obtain
a hardware implementation of an arbitrary system of m Boolean
functions from n variables and its application to balanced S-blocks.
This is followed by a comparison of hardware implementations of S-
blocks obtained in terms of complexity.
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О проверяющих тестах относительно
локальных перестановок входов схем

М.А. Лопунов1

В работе установлен порядок роста функции Шеннона длины
проверяющего теста относительно источника неисправностей, кото-
рый может произвольным образом менять местами любые k подряд
идущих входов схемы.

Ключевые слова: проверяющий тест, тесты на входах СФЭ,
функция Шеннона, перестановки.

1. Введение

В данной работе исследуется поведение функции Шеннона длины про-
веряющего теста для неисправностей, происходящих на входах схем, а
именно будет рассматриваться источник, который может произвольным
образом менять местами подряд идущие входы схемы в рамках фик-
сированных границ. В работе [1] было доказано, что нижней оценкой
для функции Шеннона длины проверяющего теста относительно еди-
ничных транспозиций переменных в булевой функции является величи-
на 0, 25n log2 n(1 + o(1)). В работе [2] доказано, что верхней оценкой для
данной функции Шеннона является величина n log2 n(1 + o(1)). Таким
образом, было установлено, что данная функция Шеннона ведёт себя
как Θ(n log n).

2. Основные понятия и формулировка результата

Рассматриваются проверяющие тесты для входов схем из функциональ-
ных элементов (СФЭ) с одним выходом. Множество наборов T булева
куба называется проверяющим тестом для СФЭ Σ относительно ис-
точника неисправностей U , если любая неисправная схема, полученная
под действием этого источника из исходной схемы, может быть функци-
онально отличима хотя бы на одном наборе из этого множества от ис-
ходной схемы. Множество T с минимальным числом наборов называется
минимальным тестом для Σ относительно U . Длиной теста для буле-
вой функции f будем называть наименьший по мощности минимальный

1Лопунов Михаил Александрович — студент каф. математической кибернетики ф-
та ВМК МГУ, e-mail: miklop07@gmail.com.

Lopunov Mikhail Alexandrovich — student, Lomonosov Moscow State University,
Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics, Chair of Mathematical
Cybernetics.
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тест среди всех СФЭ, реализующих f . Функцией Шеннона длины прове-
ряющего теста называется функция ldetect(n), равная максимуму длин
проверяющих тестов для булевых функций по всем булевым функциям
от n переменных.

В данной работе рассматривается источник неисправностей Uk, ко-
торый может произвольным образом менять местами любые k подряд
идущих входов схемы. Обозначим через ldetectk (n) функциюШеннона дли-
ны проверяющего теста относительно источника неисправностей Uk. В
результате доказаны верхняя и нижняя оценки для ldetectk (n), устанавли-
вающие порядок роста.

Теорема 1. Пусть k, n — натуральные числа, 2 ≤ k ≤ n, n → ∞, k =
k(n). Тогда имеет место неравенства 1

16n log2 k ≤ ldetectk(n) (n) ≤ 6n log2 k.

Доказательство. Верхняя оценка. Рассмотрим произвольную бу-
леву функцию (БФ) f(x1, . . . , xn) ∈ P2(n). Сначала докажем оценку
для 2 ≤ k < bn2 c. Рассмотрим b n2kc + bn−k2k c наборов переменных БФ
f вида (xik+1, . . . , xik+2k), где i ∈ {0, 1, . . . , b n2kc + bn−k2k c − 1}. Обозна-
чим множество всех таких наборов через M . Если n не кратно k, до-
бавим в M набор δ = (xt, . . . , xn), t = (b n2kc + bn−k2k c)k + 1. Далее,
рассмотрим произвольный набор x′ ∈ M и множество Sx′ всевозмож-
ных перестановок переменных (x1, . . . , xn), которые могут менять ме-
стами только переменные x′. Введём множество Wf,x′ всех БФ, полу-
чающихся из f путём перестановок из Sx′ входных переменных. Оче-
видно, что множество перестановок Sx′ индуцирует на En2 группу би-
екций относительно композиции. Используем результат, полученный в
работе [2]. Тогда f можно отличить от любой БФ из Wf,x′ , используя
dlog2 |Sx′ |e = dlog2((2k)!)e ≤ 2k log2(2k) ≤ 4k log2 k наборов. Видно, что

|M | ≤
⌊ n

2k

⌋
+

⌊
n− k

2k

⌋
+ 1 ≤ 2n+ k

2k
≤ 3n

2k
.

Поэтому, чтобы отличить f от любой БФ из объединения Wf,x′ по всем
x′ из M , используем не более |M |4k log k ≤ 6n log2 k наборов. Обозначим
множество этих наборов через T .

Далее, рассмотрим произвольную БФ fϕ, которая получается из f
под действием источника неисправностей Uk и отличается от f хотя бы
на одном наборе. Из построения T видно, что ∃β̃ ∈ T такой, что f(β̃) 6=
fϕ(β̃). Следовательно, T является тестом для f .

При bn2 c ≤ k ≤ n также воспользуемся результатом [2] для k = n.
Очевидно, что с помощью такого теста T также можно отличить любые
неисправности, связанные с Uk при bn2 c ≤ k ≤ n. Тогда

|T | ≤ dn log2 ne ≤ n log2(2n) ≤ n log2(4k + 2) ≤ 6n log2 k.
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Таким образом, доказано, что ldetectk (n) ≤ 6n log2 k.
Нижняя оценка. Воспользуемся идеей, предложенной в работе [1].

Будем строить функцию для k + log2 k ≤ n. Если k + log2 k > n, то для
таких параметров k и n будем строить функцию как для параметров k′ и
n соответственно, где k′ — такое наибольшее возможное целое число, что
2 ≤ k′ и k′ + log2 k

′ ≤ n. Тогда останется нерассмотренным случай k =
n = 2, но в этом случае положим результатом построения БФ f(x1, x2) =
(0, 0, 1, 0) с тестом длины 1.

Построим характеристическое множество Nf БФ f . Пусть m — оста-
ток от деления n на k. Также определим число δ′ равное m, если
m ≥ blog2 kc − 1 и равное k + m иначе. Построим множества Ki ⊆ En2
для всех i из I =

{
1, 2, . . . , blog2 kc

}
. Опишем наборы ω̃, из которых бу-

дет состоять множество Ki. У всех наборов ω̃ координаты с номерами,
большими n − i + 1, будут равны единице. Положим координаты с но-
мерами n− δ′ + 1, n− δ′ + 2, . . . , n− i+ 1 равными нулю. Среди первых
n − δ′ будет ровно одна единица, остальные координаты положим рав-
ными нулю. Эта единица может стоять на любых позициях с номерами
1 + a2i, 2 + a2i, . . . , 2i−1 + a2i, где a может быть любым целым неотрица-
тельным числом, не превосходящим значение bn−δ′

2i
c−1. Таким образом,

Ki состоит из всевозможных наборов ω̃ ∈ En2 , описанных выше, и только
из них. Тогда положим Nf как объединение всех Ki по всем i из I. Пусть
T = Nf .

Покажем, что T является тестом для f . Рассмотрим произвольную
перестановку ζ переменных x1, . . . , xn такую, что fζ = f(ζ(x1, . . . , xn)) 6=
f . Тогда Nf 6= Nfζ , но |Nf | = |Nfζ |. Значит, ∃σ̂ ∈ Nf = T : f(σ̂) 6= fζ(σ̂).

Теперь докажем минимальность T . Зафиксируем произвольный на-
бор ∆̃ ∈ Nf . Пусть i— число единиц среди последних δ′ координат. По по-
строению в ∆̃ на первых n−δ′ позициях ровно одна единица. Обозначим
через q позицию с единицой. Обозначим через ζ∆̃ : En2 → En2 транспози-
цию элементов ∆̃ на позициях q и q+2i. Очевидно, что f и fζ∆̃ отличимы
на двух наборах: ∆̃ и ζ∆̃(∆̃). Заметим, что {∆̃, ζ∆̃(∆̃)}∩{∆̃′, ζffl̃∆′(∆̃′)} =

∅ для любого ∆̃′ ∈ Nf : ∆̃′ 6= ∆̃. Тогда f можно отличить от fζ∆̃ только
на ∆̃ и ζ∆̃(∆̃), но ∆̃ уже есть в T .

Оценим длину T . Сначала проведём оценку для n = 2r + r− 1, r ∈ N.
Заметим, что log2 n = log2(2r + r− 1) = r+ log2

(
1 + r−1

2r

)
< r+ 1. Тогда

r−1 > log2 n−2. Всего множеств Ki ровно blog2 kc. Каждое из них имеет
мощность, равную 2r−1. Тогда |T | = 2r−1blog2 kc > n

4 blog2 kc.
Теперь пусть 2r + r− 1 < n < 2r+1 + r, r ∈ N. Последнее по номеру из

Ki будет иметь как минимум 2r−1 наборов. Также заметим, что log2 n <
log2(2r+1 + r) ≤ r + 2. Тогда получаем, что r − 1 > log2 n − 3. Отсюда
следует, что |T | ≥ 2r−1blog2 kc > n

8 blog2 kc.
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При k 6= 2 и k 6= 3

|T | ≥ n

8
blog2 kc ≥

n

8
(log2 k − 1) =

n

8
log2

k

2
≥ n

8
log2

√
k =

n

16
log2 k.

При k = 2 и при k = 3 положим

|T | ≥ n

8
.
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On checking tests with respect to local permutations of circuit
inputs

Lopunov M. A.

The paper establishes the order of growth of the Shannon function
of the length of the checking test relative to the source of faults, which
can arbitrarily swap any k of consecutive inputs of the circuit.
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Улучшение верхней оценки функции
Шеннона длины единичных

диагностических тестов относительно
инверсных неисправностей

И. Г. Любич1

Доказано, что в произвольном полном базисе любую булеву
функцию можно реализовать неизбыточной схемой из функцио-
нальных элементов, допускающей диагностический тест длины не
более 3 при инверсных неисправностях на выходах элементов.

Ключевые слова: схема из функциональных элементов, еди-
ничный диагностический тест, инверсная неисправность на выходе
элемента, функция Шеннона, легкотестируемая схема.

1. Введение и основные результаты

Пусть f(x̃n) — булева функция, формально зависящая от переменных
x1, x2, . . . , xn. S — схема из функциональных элементов в некотором ба-
зисе B, реализующая f . Oinv — источник инверсных неисправностей на
выходах функциональных элементов, действующий на S, т.е. на выхо-
де любого функционального элемента схемы вместо реализуемой на его
выходе функции от его входов может реализовываться отрицание этой
функции. Будем использовать обозначения и определения в соответствии
со статьей [1].

Обзор оценок функций Шеннона длины теста относительно инверс-
ных неисправностей на выходах элементов в СФЭ можно увидеть в рабо-
те "О k-диагностических тестах относительно инверсных неисправностей
элементов".

В данной публикации будет приведен метод улучшения оценки [1]:
Ldiagn
B (Oinv

1 , n) ≤ 3.

Теорема 1. При всяком n ∈ N для СФЭ в базисе B = {x& y, x̄} имеет
место неравенство Ldiagn

B (Oinv
1 , n) ≤ 3.

Доказательство. Из статьи [2] как следствие параграфа 3 (по принципу
двойственности к базиму B′ = {x∨y, x̄}) следует, что любую функцию f
можно реализовать в базисе B схемой, для которой набор σ̃1 = (1, . . . , 1)
является единичным проверяющим тестом.

1Любич Илья Геннадиевич — менеджер в отделе биостатистики в PAREXEL, e-
mail: lubi4ig@gmail.com

Liubich Ilia Gennadievich — associate manager, biostatistics at PAREXEL
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А это значит, что для этого базиса выполняются условия леммы 1 из
[3], и в этом базисе любую функцию f можно реализовать схемой, допус-
кающую единичный диагностический тест длины 3. Заметим, что этот
набор состоит из набора σ̃1, набора α̃0, на котором функия принимает
значение 0 и набора α̃1, на котором функия принимает значение 1 (если
функция устроена так, что принимает постоянное значение на всех набо-
рах кроме, быть может, σ̃1, то диагностический тест будет иметь длину
2).

Заметим, что все возможные функции неисправности, которые могут
получиться имеют вид

(b1f ⊕ b0f̄ ⊕ IT ′)(x̃n), (1)

в котором b1, b0 ∈ 0, 1 и T ′ ∈ {∅, σ̃1}, где IT ′(x̃n) будем обозначать буле-
ву функцию, принимающую значение 1 на наборах из множества T1 и
значение 0 на остальных наборах.

Теорема 2. При всяком n ∈ N для СФЭ в произвольном базисе, содер-
жащем функцию x& y, имеет место неравенство Ldiagn

B (Oinv
1 , n) ≤ 4.

Доказательство. Дальнейшие построения будем связывать с возмож-
ными расширениями заданного базиса B. Расширением базиса B бу-
дем считать всякий базис B′, любая функция которого либо совпадает
с какой-нибудь функцией из B, либо может быть получена путем отож-
дествления переменных какой-нибудь функции из B. Каждому элементу
из B′, которого нет в B, можно поставить в соответствие эквивалентную
схему над B (склеивая в B некоторые входы). Отсюда следует, что для
доказательства теоремы достаточно доказать ее для произвольного рас-
ширения базиса B.

Пусть B′ максимальное расширение исходного базиса. Если в нем
есть отрицание, строим схему как в теореме 1. Далее будем считать, что
в расширении нет элемента отрицания.

Базис B в силу своей полноты содержит функцию, не сохраняющую
0 и функцию, не сохраняющую 1. Так как в расширении нет отрицания,
то есть обе константы 0 и 1. Обозначим через Ei элементы, реализующие
константы.

Пусть E∗ — элемент из B′, реализующий немонотонную булеву функ-
цию. Среди входов элемента выделим главный вход i — такой вход, для
которого существуют 2 набора (β1, , . . . , βi−1, x, βi+1, . . . , βn), отличные
только значением на этом входе, на котором при подаче на главный вход
переменной x, на выходе будет реализована функция x. Из всех возмож-
ных таких пар, выбирем ту, в которой количество нулей среди множества
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{β1, . . . , βi−1, βi+1, . . . , βn} минимально. Назовем такие входы нулевыми,
а остальные — единичными. Из такого построения следует, что при по-
даче на любой нулевой вход константы 1, на выходе будет реализована
функция, отличная от x — константы 0, 1, или тождественная функция
x.

Возьмем схему, построенную в теореме 1, и заменим все элементы
отрицания на указанный выше элемент E∗, на нулевые входы которого
поданы выход элемента E0, а на единичные — выход элемента E1. Если
при этом последний элемент такой схемы не E∗, добавим в конец два
подряд идущих элемента E∗. Выход полученной схемы подадим на левый
вход конъюнктора, на правый вход которого подается еще один выход
элемента E1.

При правильной работе схемы реализуется функция f . При поломке
любого элемента конъюнкции или E∗, получившиеся функция неисправ-
ности будет иметь вид (1). Осталось рассмотреть, что будет при поломке
элементов E0 и E1.

Если сломается элемент E1, то на правый вход последнего элемента
схемы придет значение 0 и на выходе этого элемента тоже будет реали-
зована константа 0.

Если сломается элемент E0, то все элементы E∗ сломаются в функции
0, 1 или тождественные функции.

Если E∗ сломаются в константы 0 или 1, то так как на левый вход
последней конъюнкции подается выход элемента E∗, то и на выходе всей
схемы будет константа 0 или константа 1.

Если E∗ сломаются в тождественные функции, то в схеме исчезнут
все отрицания и, так как функция существенно зависит от всех перемен-
ных, на выходе будет реализована функция x1 & . . .& xn.

Полученные функции неисправности не увеличивают множества воз-
можных неисправностей, полученных в теореме 1, а значит 3 наборов по
прежнему хватает, чтобы диагностировать любую неисправность.

В силу принципа двойственности, также верны утверджения:

Теорема 3. При всяком n ∈ N для СФЭ в базисе B = {x ∨ y, x̄} имеет
место неравенство Ldiagn

B (Oinv
1 , n) ≤ 3.

Теорема 4. При всяком n ∈ N для СФЭ в произвольном базисе, содер-
жащем функцию x ∨ y, имеет место неравенство Ldiagn

B (Oinv
1 , n) ≤ 3.

Далее, доказательство утверждения Ldiagn
B (Oinv

1 , n) ≤ 3 повторяет
рассуждения из [1] заменой верхней оценки длины теста с 4 на 3.
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Improving the Shannon function upper estimate of the length of
single diagnostic tests sets for inverse faults of gates

Liubich I.G.

It is proved that, in any complete basis, any Boolean function can
be realized by an irredundant circuit that admits a diagnostic test of
length no more than 3 in case of inverse faults at the outputs of gates.
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fault at output of gate, Shannon function, easily testable circuit.
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О k-диагностических тестах относительно
инверсных неисправностей элементов

И. Г. Любич1, Д. С. Романов 2

Доказано, что любую булеву функцию можно реализовать k-
неизбыточной схемой из функциональных элементов в некото-
ром конечном полном базисе, допускающей k-диагностический тест
длины не более 2 при инверсных неисправностях на выходах эле-
ментов.

Ключевые слова: схема из функциональных элементов, тест,
инверсная неисправность на выходе элемента, функция Шеннона.

УДК 519.718.7
Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ в

рамках реализации программы Московского центра фундаментальной и
прикладной математики по соглашению №075-15-2019-1621, а также про-
екта «Математические модели глобального информационно-энергетичес-
кого баланса на основе циклов управления природно-антропогенными
системами (на примере системы “загрязнение среды — здоровье населе-
ния”)» (код FSZZ-2020-0002).

1. Введение и основные результаты

Пусть S — схема из функциональных элементов в некотором базисе
B, реализующая произвольную булеву функцию f(x̃n), формально за-
висящую от переменных x1, x2, . . . , xn. Пусть на схему S действует ис-
точник неисправностей Oinv, вызывающий инверсные неисправности на
выходах функциональных элементов, т.е. на выходе любого функцио-
нального элемента схемы вместо реализуемой на его выходе функции
от его входов может реализовываться отрицание этой функции. Будем
использовать обозначения и определения в соответствии со статьей [1].
Если на схему действует источник неисправностей, вызывающий инверс-
ную неисправность на выходе не более чем k функциональных элемен-
тов, назовем его Oinv

k . Обозначим через W (S) множество всех попар-
но неравных функций, каждая из которых может быть реализована
схемой S после поломки элементов, вызванной воздействием на схему

1Любич Илья Геннадиевич — менеджер в отделе биостатистики в PAREXEL, e-
mail: lubi4ig@gmail.com

Liubich Ilia Gennadievich — associate manager, biostatistics at PAREXEL
2Романов Дмитрий Сергеевич — доц. факультета ВМК МГУ имени М.В. Ломоно-

сова, e-mail: romanov@cs.msu.ru
Romanov Dmitrii Sergeevich — associate professor of CMC Faculty, Lomonosov MSU
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источником неисправностей Oinv
k . Схема S называется k-неизбыточной

тогда и только тогда, когда для любой функции g(x̃n) ∈ W (S) спра-
ведливо соотношение f(x̃n) 6= g(x̃n). Назовём проверяющий (диагно-
стический) тест k-проверяющим (k-диагностическим), если в схеме мо-
гут быть неисправны не более k элементов. Аналогично [1] определя-
ются функции Шеннона длины k-проверяющего теста Ldetect(Oinv

k , n) и
k-диагностического теста Ldiagn(Oinv

k , n). Пусть B0 = {x&y, x ∨ y, x̄},
B1 = {x&y, x ⊕ y, 1}, B′ = {x&y&z, x ⊕ y, 1}, B∞1 = {x⊕ y, 1} ∪⋃
i≥2
{x1x2 . . . xi}. Приведем обзор оценок функций Шеннона длины теста

относительно инверсных неисправностей на выходах элементов в СФЭ
(оценки справедливы при всех n ∈ N). С. В. Коваценко [2] доказано,
что Ldetect

B1
(Oinv

1 , n) = 1, Ldiagn
B1

(Oinv
1 , n) ≤ n + 1, Ldiagn

B1
(Oinv, n) ≤ 2n−2.

Н.П. Редькиным [3] для произвольного полного конечного базиса B уста-
новлено: Ldetect

B (Oinv
1 , n) ≤ 3. Д.С. Романовым (в [7] – в соавторстве в

Е.Ю. Романовой) доказано: существует конечный полный базис B̂, в ко-
тором Ldetect

B̂
(Oinv, n) ≤ 4 [4], Ldiagn

B1
(Oinv

1 , n) = 1 [5], Ldiagn
B0 (Oinv

1 , n) = 2 [6],
в [7] доказано, что для любой булевой функции существует неизбыточ-
ная схема в базисе B∞1 , допускающая полный диагностический тест дли-
ны 1 относительно Oinv. К.А. Попковым [8] доказано, что для любой
булевой функции существует неизбыточная схема в базисе B′, допуска-
ющая полный диагностический тест длины 2 относительно Oinv. В [9]
К.А. Попков установил, что Ldiagn

B1
(IOinv

1 , n) ≤ 3. В предыдущей работе
авторов [1] было доказано, что в произвольном полном базисе B имеет
место неравенство Ldiagn

B (Oinv
1 , n) ≤ 4.

Выберем произвольный полный базис B и число k ∈ N. Определим
базис B′k = B ∪ {ϕ(y1, . . . , yk+4), ψ (y1, . . . , y3k+3)}, где ϕ(y1, . . . , yk+4) =
y1⊕ ((y1∨y4∨ . . .∨yk+4)(ȳ1∨ ȳ4∨ . . .∨ ȳk+4)∨ (y2⊕y3)), ψ (y1, . . . , y3k+3) =
y1(ȳ2k+3 ∨ . . . ∨ ȳ3k+3) ⊕ H(y2, . . . , y2k+2), а H(z1, . . . , z2k+1) — функция
голосования, т.е. дизъюнкция всех монотонных конъюнкций ранга k+ 1
от 2k + 1 переменных. Заметим, что ϕ(x1, a, a, x1, . . . , x1) = x1, а если на
любое количество входов элемента ϕ с четвертого по последний подать
x̄1 и/или если на второй и третий вход подать разные значения, то на
выходе будет x̄1. Аналогично ψ(x1, a, . . . , a, x1, . . . , x1) = a (a подается на
входы со второго по 2k+2), и если на любое количество входов элемента
ψ с 2k + 3 по последний подать x̄1, то на выходе будет a⊕ x1.

Теорема 1. При всяких k, n ∈ N для СФЭ в базисе B′k имеет место
неравенство Ldiagn

B′
k

(Oinv
k , n) ≤ 2.

Доказательство. Если f – тождественная функция, то она может быть
реализована без элементов и диагностический тест будет иметь длину 0.
Пусть f(x1, . . . , xn) – не тождественная функция. Реализуем функцию f
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произвольной схемой в базисе B 2k+1 раз: Σ1, . . . ,Σ2k+1. Пусть в каждой
такой схеме l элементов. Пронумеруем все элементы каждой схемы оди-
наково по неубыванию глубины и обозначим через σi,j i-ый элемент j-ой
схемы. Построим 2kl слоев с k+1 элементами ϕ в каждом слое. В первом
слое каждому элементу на все входы, начиная с 4-го, подадим x1. В слое
j + 2k(i − 1) на 1-й вход каждого элемента ϕ подадим x1, на 2-й и 3-й
входы – выходы элементов σi,j и σi,j+1, i = 1, l, j = 1, 2k. На остальные
k + 1 входов каждого элемента ϕ не первого слоя подадим выходы всех
элементов предыдущего слоя. Добавим выходной элемент ψ, на первый
вход которого подан x1, на входы со второго по 2k + 2 – выходы схем
Σ1, . . . ,Σ2k+1, а на входы с 2k + 3 по 3k + 3 – выходы всех элементов ϕ
последнего слоя. При отсутствии неисправностей на выходе элемента ψ
построенная схема Sf реализует функцию f . Выясним, какие функции
могут реализовываться при не более чем k инверсных неисправностях на
выходах элементов Sf . Очевидно, что хотя бы k+1 из схем Σ1, . . . ,Σ2k+1

не будут содержать поломок и реализуют на выходе функцию f . Пусть
сломалось какое-то количество k1 элементов σi,j1 , . . . , σi,jk1 при мини-
мально возможном i (1 ≤ k1 ≤ k). Тогда существуют два элемента σi,m,
σi,m+1 (выберем m минимально возможным) с разными значениями на
выходах на любом входном наборе, так что в слоеm+2k(i−1) на все эле-
менты ϕ на 2-й и 3-й входы будут поданы разные значения и на выходе
каждого элемента должна реализовываться функция x̄1. Заметим, что
при поломке элемента ϕ, на входы которого были поданы неисправные
значения (x̄1 на любой из входов, начиная с четвертого, или различные
значения на второй и третий вход), на выходе будет функция x1, но так
как неисправностей может быть не больше чем k, все элементы ϕ одного
слоя не могут сломаться одновременно, и у хотя бы одного элемента ϕ
из этого слоя на выходе будет реализована функция x̄1, а это – сигнал об
обнаружении неисправности. Информация об обнаружении неисправно-
сти будет надежно передаваться, начиная с некоторого слоя элементов
ϕ, от слоя к слою. При поломке любого элемента, кроме ψ, на вход эле-
мента ψ на входы со второго по 2k+ 2 придет не менее k+ 1 значения f ,
а на входы с 2k+ 3 по 3k+ 3 как минимум один x̄1, и на выходе Sf будет
реализована функция f⊕x1. В случае поломки элемента ψ на выходе Sf
будет реализована функция f ⊕ x1 или f , если это единственная полом-
ка во всей схеме. Итого, всего, кроме f , есть три возможные функции
неисправности: f ⊕ x1, f ⊕ x1, f . Любое множество из 2 наборов, один
из которых имеет 0, а второй 1 в своей первой компоненте, является
k-диагностическим тестом. Теорема доказана.
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Multiple fault k-diagnostic test sets for inverse faults of gates
Liubich I.G., Romanov D.S.

It is proved that any Boolean function can be realized by a
k-irredundant Boolean circuit over an special finite complete basis
such that the circuit admits a multiple fault k-diagnostic test set of
cardinality at most 2 under inverse faults at outputs of gates.

Keywords: Boolean circuit, test set, inverse fault at output of
gate, Shannon function.
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Метод сопоставления компонентов двух
объектов на основе обучения метрики и
универсального описания предметной

области

А.И. Майсурадзе1

В задачах ИИ приходится работать не только с признаковы-
ми, но и метрическими описаниями объектов. Это требует методов
построения, преобразования, коррекции и использования метриче-
ских описаний. В работе проводится систематизация такого ком-
плекса задач.

Рассматривается новый подход к задаче сопоставления ком-
понентов объектов. Во-первых, мы использeем «универсальный
граф» для обогащения индивидуальной задачи информацией о
предметной области. Это сводит задачу сопоставления компонен-
тов к задаче сопоставления графов. Во-вторых, мы предлагаем
быстрый метод сопоставления графов на основе обучения метрики.
Эксперименты показывают высокое качество результатов по срав-
нению с традиционными методами.

Ключевые слова: метрическое описание объектов, представ-
ление на основе компонентов, сопоставление компонентов, сопо-
ставление графов, графовая сверточная сеть, обучение расстояния.

1. Введение

В работах по машинному обучению (МО) ведущую роль играют инди-
видуальные описания объектов. В то же время есть модели и подходы,
которые работают с парами объектов. В данном докладе основное внима-
ние уделяется расстоянию между парой объектов, которое мы понимаем
как числовую характеристику этой пары с той интерпретацией, что объ-
ект до самого себя имеет нулевое расстояние, все остальные расстояния
неотрицательны, чем больше расстояние, тем меньше общих свойств мы
ожидаем между объектами. Формальные требования к функции рассто-
яния могут различаться от приложения к приложению. В математике
распространен термин метрика, соответственно, модели и методы, ис-
пользующие расстояния, часто называют метрическими.

1Майсурадзе Арчил Ивериевич — доцент каф. математических методов прогнози-
рования ф-та ВМК МГУ им. М.В.Ломоносова, e-mail: maysuradze@cs.msu.ru.

Maysuradze Archil Iverievich — Associate Professor, Lomonosov Moscow State
University, Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics, Chair of
Mathematical Methods of Forecasting.
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В МО многие метрические методы уже стали классическими, напри-
мер метод ближайших соседей, но они изучаются только для ситуаций
с одной метрикой. При этом в задачах ИИ всё чаще для одних и тех же
объектов одновременно используются разные способы измерения сход-
ства. Когда на объектах задано несколько расстояний, в практике МО
говорят, что задано метрическое описание.

Для традиционных признаковых описаний объектов эволюционно
сложились классы задач («инструменты»). По аналогии, в нашей на-
учной группе идет работа над развитием инструментов для метрических
описаний. Развиваются как сами методы распознавания [1], так и при-
емы получения и преобразования метрической информации [2, 3]. При
этом реализация опирается на специальные представления [4]. В докла-
де будут систематизированы инструменты построения, преобразования,
коррекции, анализа метрических описаний.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 20-
01-00664-а) и госбюджетной темы НИР № 5.1.21 МГУ имени М. В. Ло-
моносова.

2. Обучение метрики для сопоставления компо-
нентов

Как новый результат будет продемонстрировано эффективное решение
задачи сопостовления компонентов на основе обучения метрики [5]. В
современных задачах ИИ возникают ситуации, когда объекты распозна-
вания воспринимаются как множество компонентов. При этом надо най-
ти соответствия между компонентами разных объектов (part matching).
Для обучающего набора пар объектов указано бинарное отношение на
их компонентах. Возможны соответствия «один ко многим» или <многие
ко многим».

Если дополнительно между компонентами одного объекта есть связи,
то естественным формализмом становятся графы. Задача поиска соот-
ветствия между вершинами графов называется задачей сопоставления
графов (graph matching). В МО такую задачу не ставят как точную за-
дачу об изоморфизме, а рассматривают различные варианты [6]. Тра-
диционные методы сопоставления графов имеют высокую вычислитель-
ную сложность, что вынуждает разрабатывать быстрые приблеженные
процедуры. Дополнительно надо приспособить такие процедуры под рас-
пространенные сегодня технологии работы с графами вычислений.

В работе сделано два основных предложения:
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1. универсальный граф компонентов как новый способ представления
информации о предметной области, что превращает задачу сопоставле-
ния компонентов в задачу сопоставления графов;

2. новая модель сопоставления графов, основанная на обучении мет-
рики на вершинах графов, способ ее обучения.

Модель сопоставления графов объектов имеет следующую схему:
1. получение первичного представления компонентов без использова-

ния информации о графе;
2. получение вторичного представления компонентов на основе ин-

формации о графе;
3. вычисление сходства вторичных представлений.
Наша схема сопоставляет вершины исключительно на основе сход-

ства вторичных представлений. Мы вообще избегаем квадратичной за-
дачи о назначениях, что позволяет достичь вычислительной эффектив-
ности.

Экспериментально продемонстрировано, что такая модель даёт луч-
шие результаты, чем традиционные модели сопоставления графов, и об-
ладает высокой устойчивостью к вариативности в данных.
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A Method for Part Matching of Two Objects Based on Metric
Learning and Universal Domain Description

Maysuradze A.I.
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In AI applications, one has to work not only with features, but
also metric descriptions of objects. This requires the development of a
special set of methods for constructing, converting, correcting and using
metric descriptions. We provide a systematization of the methods.

In particular, a new approach to the problem of part matching is
considered. First, we propose to use the ’universal graph’ as a way
to enrich an individual matching problem with general information
about the domain. This reduces the part matching problem to the
graph matching problem. Second, we propose a fast graph matching
method based on metric learning. At the same time, we generally avoid
the quadratic assignment problem, which allows us to achieve high
computational efficiency. Experiments demonstrate good performance
compared to conventional methods.

Keywords: metric descriptions of objects, composite objects, part
matching, graph matching, graph convolutional networks, distance
metric learning.
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Программная реализация алгоритмов
работы с примитивными элементами в
свободных неассоциативных алгебрах

М. В. Майсурадзе1

Реализованы алгоритмы работы с примитивными элементами
в свободных неассоциативных алгебрах в системе компьютерной
алгебры SageMath. В ряде случаев подсчитано количество прими-
тивных элементов в свободных неассоциативных алгебрах над ко-
нечными полями.

Ключевые слова: свободная неассоциативная алгебра, при-
митивный элемент, компьютерная алгебра.

1. Примитивные элементы в свободных неассоци-
тивных алгебрах

В своей работе я рассматриваю свободные неассоциативные алгебры над
конечными полями. Такие алгебры относятся к шраерову многообразию
алгебр. Что означает, что любая подалгебра таких алгебр является сво-
бодной [6].

Подмножество M ненулевых элементов свободной алгебры A шрае-
рова многообразия называется примитивной системой элементов, если
существует множество свободных образующих алгебры A, содержащее
подмножество M . Сами элементы такой системы называются примитив-
ными элементами.

Критерий примитивности системы и отдельного элемента сформули-
рован в [2], [3, 12.5.1 Primitive elements in free non-associative algebras]
в виде теоремы: Система a1, a2, . . . , ar элементов свободной неассоци-
ативной алгебры A примитивна тогда и только тогда, когда мат-
рица (∂(a1), . . . , ∂(ar)) обратима слева над U(A). В частности, эле-
мент a ∈ A является примитивным тогда и только тогда, когда
∃m1, . . . ,mn ∈ U(A) такие, что

∑n
i=1mi

∂a
∂xi

= 1.
Здесь F – поле, X = {x1, x2, . . . , xn} – множество свободных обра-

зующих, W0 = Γ(X) – свободный группоид неассоциативных мономов
без единичного элемента с алфавитом X. A = F (X) – линейное про-
странство над полем F с базисом, состоящим из 1 и элементов Γ(X) с

1Майсурадзе Михаил Владимирович — аспирант каф. высшей алгебры мех.-мат.
ф-та МГУ.

Maisuradze Mikhail Vladimirovich — graduate student, Lomonosov Moscow State
University, Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Higher Algebra.
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правилом умножения: (αa)·(βb) = (αβ)(a·b), ∀α, β ∈ F , a, b ∈ Γ(X). U(A)
– свободная ассоциативная алгебра с множеством S0 = {rw, lw|w ∈ W0}
свободных образующих.

Дифференцирование определяется, как D(ab) = D(a)rb + D(b)la, а
частные производные ∂

∂xi
– как элемент из U(A) – коэффициентов при

D(xi) в производной элемента из A.

2. Алгоритм проверки примитивности элемента

Техника свободного дифференциального исчисления позволяет реализо-
вать алгоритм определения примитивности элемента, заключающийся в
последовательной редукции частных производных элемента до получе-
ния ненулевого элемента поля.

1. дифференцировать элемент и найти все частные производные;
2. обозначив частные производные ui и выписав множествоM = {ui},

и обозначив старшие члены ui как u0i произвести последовательные ре-
дукции до получения uk = a ∈ F , a 6= 0 либо до момента, когда дальней-
шие редукции невозможны:

2.1. если старший член u0k = αωu0l , где α ∈ F , ω – ассоциативный
моном из U(A), то считаем uk := uk − αωul;

2.2. иначе – дальнейшие редукции невозможны, элемент не является
примитивным.

3. Алгоритм поиска и подсчёта примитивных эле-
ментов заданной длины

Для выявления всех примитивных элементов определённой длины был
разработан алгоритм:

1. записать элемент общего вида необходимой длины с неизвестными
коэффициентами;

2. дифференцировать элемент и найти все его частные производные;
3. выписать все получившиеся в U(A) мономы;
4. составить элементы в U(A) содержащие все выписанные мономы с

неизвестными коэффициентами;
5. составить уравнение, умножив эти элементы на найденные частные

производные и приравняв 1;
6. полученное уравнение имеет решение тогда и только тогда, когда

все коэффициенты при мономах U(A) кроме 1 равны 0, а свободный член
равен 1, что приводит нас к системе линейных алгебраических уравнений
в F относительно неизвестных, введённых на шаге 4;
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7. для совместности полученной системы уравнений применим крите-
рий совместности системы – теорему Кронекера-Капелли: Система ли-
нейных алгебраических уравнений совместна тогда и только тогда, ко-
гда ранг её матрицы равен рангу её расширенной матрицы.

8. столбец свободных членов полученной системы уравнений со-
держит единственный ненулевой элемент, тогда получаем необходимые
условия совместности системы:

8.1. все максимальные миноры матрицы системы, кроме строки, со-
держащей ненулевой свободный член, должны быть равны нулю;

8.2. должен существовать минор, содержащий строку с ненулевым
свободным членом, отличный от нуля, порядка большего, чем все осталь-
ные миноры.

Над конечными полями, алгоритм также позволяет произвести оцен-
ку общего количества примитивных элементов. С помощью этого ал-
горитма была произведена оценка количества примитивных элементов
произвольной длины в свободных неассоциативных алгебрах с двумя об-
разующими над конечным полем. Отметим, что в работе [5] подсчитано
число примитивных элементов длины 1, 2 и 3 в свободных неассоциатив-
ных алгебрах с двумя образующими над конечным полем.

4. Реализация алгоритмов

Применение описанных алгоритмов связано с высокой вычислительной
сложностью, что приводит нас к необходимости выбора пакета компью-
терной алгебры, позволяющего их реализовать. Современные пакеты
компьютерной алгебры реализуют множество популярных математиче-
ских структур, однако в их число входит далеко не всё необходимое для
исследований узкоспециализированных алгебраических структур. В ходе
анализа предоставляемых возможностей, наиболее удобным был признан
SageMath.

Ключевые преимущества, повлиявшие на выбор SageMath:
1. наличие функциональности абстрактных категорий, позволяющей

определять новые алгебраические структуры, реализуя только их клю-
чевые особенности;

2. язык программирования Python, снижающий затраты на реализа-
цию;

3. гибкая модель расширений;
4. поддержка “из коробки” более простых алгебраических структур –

полей, колец, матриц, СЛАУ и др.;
5. поддержка стандартных алгоритмов линейной алгебры.
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Несмотря на все преимущества SageMath, пришлось столкнуться с
достаточно большим количеством необходимых для реализации струк-
тур.

Неассоциативные структуры:
1. свободный неассоциативный группоид;
2. элемент неассоциативного группоид (моном);
3. свободная неассоцитивная алгебра;
4. элемент свободной неассоциативной алгебры.
Ассоциативные структуры универсальной обёртывающей алгебры:
1. свободный ассоциативный обёртывающий моноид с множеством

свободных образующих – операторов левого и правого умножения на
мономы свободного неассоциативного группоида;

2. элемент свободного ассоциативного обёртывающего моноида;
3. свободная ассоциативная обёртывающая алгебра;
4. элемент свободной ассоциативной обёртывающей алгебры.
Только после имплементации всех необходимых структур появилась

возможность приступить собственно к реализации используемых в моих
исследованиях алгоритмов. В рамках описанного выше подхода были
реализованы методы дифференциальной алгебры:

1. дифференцирование свободных неассоциативных элементов;
2. тест примитивности свободных неассоциативных элементов.

5. Пример использования

> from FNAAlgebra import *
> F.<x,y,z> = FNAAlgebra(QQ, 3)
> h = 5/3*y*x+6/7*y*((y*y)*z)+50/21*(z*x)*x+60/49*(z*x)*((y*y)*z)
+60/49*(z*((y*y)*z)*x)+216/343*(z*((y*y)*z))*((y*y)*z)+6/7*z

6
7z + 5

3yx + 50
21(zx)x + 6

7y((yy)z) + 60
49(z((yy)z))x + 60

49(zx)((yy)z) +
216
343(z((yy)z))((yy)z)

> h.derivate()

∂
∂x = 5

3 ly + 60
49 lz((yy)z) + 50

21 lzx + 60
49r(yy)zlz + 50

21rxlz
∂
∂y = 6

7r(yy)z + 5
3rx + 6

7 lyrzly + 6
7 lyrzry + 216

343 lz((yy)z)rzly + 216
343 lz((yy)z)rzry +

60
49 lzxrzly+ 60

49 lzxrzry+ 216
343r(yy)zlzrzly+ 216

343r(yy)zlzrzry+ 60
49rxlzrzly+ 60

49rxlzrzry
∂
∂z = 6

7 + 6
7 lylyy + 216

343 lz((yy)z)lyy + 60
49 lzxlyy + 216

343r(yy)zr(yy)z + 60
49r(yy)zrx +

60
49rxr(yy)z + 50

21rxrx + 216
343r(yy)zlzlyy + 60

49rxlzlyy

> h.isPrimitive()
True
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6. Заключение

Полученные алгоритмы позволяют оперативно анализировать различ-
ные элементы высокой сложности и проверять гипотезы. Для дальней-
ших исследований планируется реализовать методы работы с множества-
ми свободных образующих и ими порождаемыми морфизмами, а также
алгоритмы конструктивного построения систем примитивных элементов
с помощью автоморфизмов.
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Software implementation of algorithms for working with primitive
elements in free non-associative algebras

Maisuradze M.V.

Algorithms for primitive elements are realised (in the system of
computer algebra SageMath). In particular, we have calculated the
number of primitive elements of free non-associative algebras over finite
fields for some cases.
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Интерполяционно упорядоченные
алгебраические системы

А.В. Михалев1, Е. Е. Ширшова2

Рассматриваются частично упорядоченные алгебраические си-
стемы: линейные пространства над частично упорядоченными те-
лами, псевдоупорядоченные кольца и алгебры над частично упоря-
доченными полями.

Такое упорядочение колец и алгебр аналогично частичному
упорядочению алгебр Ли, определенному ранее. Частичный поря-
док аддитивной группы кольца (алгебры) индуцирует данный по-
рядок на неассоциативных кольцах (алгебрах) (кольцах (алгебрах)
Ли, йордановых кольцах, например).

Доказываются вторая и третья теоремы о порядковых изомор-
физмах интерполяционных упорядоченных систем.

Ключевые слова: частично упорядоченные линейные про-
странства, кольца и алгебры, интерполяционная группа, порядко-
вые гомоморфизмы.

1. Введение

Пусть R =< R,+, · > – произвольное кольцо (не обязательно ассоци-
ативное). Если < R,+,≤> является частично упорядоченной группой,
то кольцо R принято называть частично упорядоченным кольцом, если
выполняется условие: из a ≤ b и 0 < c следуют неравенства ac ≤ bc и
ca ≤ cb для всех a, b, c ∈ R.

(1) Если < R,+,≤> является частично упорядоченной группой, то
кольцо R называется частично псевдоупорядоченным кольцом (см. [1]),
если выполняется условие: если 0 ≤ a в < R,+,≤>, то ab ≤ a и ba ≤ a
для любого b ∈ R.

(2) Левое линейное пространство FV =< V,+, {α| α ∈ F},6> над
частично упорядоченным телом F называется частично упорядоченным

1Михалев Александр Васильевич — заведующий кафедрой, профессор, Москов-
ский государственный университет им. М.В. Ломоносова, механико-математический
факультет, e-mail: aamikhalev@mail.ru
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e-mail: shirshova.elena@gmail.com

Shirshova Elena Evgen’evna — professor for the chair of algebra, associate professor,
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176



линейным пространством (см. [2]), если < V,+,6> – частично упоря-
доченная группа, удовлетворяющая условию: из 0 6 v следует 0 6 αv
для всех v ∈ V и α > 0 из тела F .

(3) Алгебра A =< A,+, {α| α ∈ F}, ·,≤> над частично упорядо-
ченным полем F называется частично псевдоупорядоченной алгеброй
(см. [3]), если выполняются условия: 1) < A,+, {α| α ∈ F},≤> яв-
ляется частично упорядоченным линейным пространством над полем
F ; 2) < A,+, ·,≤> является частично псевдоупорядоченным кольцом.

Данное упорядочение алгебр согласуется с определением частично
упорядоченной алгебры Ли, принадлежащим В.М. Копытову (см. [4]).

Речь пойдет о влиянии интерполяционной упорядоченности на струк-
турную теорию перечисленных алгебраических систем.

2. Основные понятия и формулировка результа-
тов

Пусть алгебраическая система A удовлетворяет одному из определений
(1) – (3).

Обозначим символом A+ множество всех положительных элементов
системы A.

Отображение f частично упорядоченной системы A в частично упо-
рядоченную систему B называется o-гомоморфизмом (порядковым гомо-
морфизмом), если выполняются условия:

1) f является гомоморфизмом соответствующих алгебраических си-
стем;

2) f(A+) ⊆ B+.
При этом, f называется строгим o-гомоморфизмом, если выполняет-

ся условие
4) f(A+) = B+ ∩ f(A).
Если для o-гомоморфизма f существует o-гомоморфизм f−1, то f

называется o-изоморфизмом.

Отметим, что если f – o-гомоморфизм алгебраических систем, яв-
ляющийся изоморфизмом этих систем, то он не обязан быть o-
изоморфизмом.

Например, пусть RV =< R2,+, {a| a ∈ R} > над R. Рассмотрим
частично упорядоченное пространство V1 = RV , где (a, b) ∈ V1

+, если
a = b = 0 или a > 0 и b ≥ 0, и частично упорядоченное пространство
V2 = RV , где (a, b) ∈ V2+, если a = b = 0 или a > 0 и b > 0. Тождественное
отображение f : V2 → V1 является изоморфизмом и o-гомоморфизмом.
С другой стороны, пара (2, 0) ∈ V1+, но (2, 0)f−1 ‖ (0, 0) в пространстве
V2.
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Теорема 1. Если f : A → B – строгий o-гомоморфизм частично упо-
рядоченных алгебраических систем, то существует o-изоморфизм
ϕ : A/ker f → f(A), где ϕ(r + ker f) = f(r) для всех r ∈ A.

Идеал (подпространство) I частично упорядоченной системы A назы-
вается выпуклым (направленным), если абелева группа < I,+,≤> явля-
ется выпуклой (направленной) подгруппой (см. [4]) группы < A,+,≤>.

Заметим, что для произвольных частично упорядоченных систем
справедливы не все аналоги теорем об изоморфизмах для соответствую-
щих систем.

Например, пусть A – ассоциативная алгебра строго верхнетреуголь-
ных матриц над линейно упорядоченным полем R.

Будем обозначать матрицу



0 a c
0 0 b
0 0 0


 = (a, b, c).

Рассмотрим в частично псевдоупорядоченной алгебре B = A над по-
лем R, где (a, b, c) ∈ B+, если 0 ≤ a, 0 < b, или a = b = 0 и 0 ≤ c,
выпуклые идеалы

I = {(a, 0, c)}, J = {0, b, c)}, K = I ∩ J.

При этом, факторалгебра I/K над полем R упорядочена тривиально,
а B/J – линейно псевдоупорядоченная алгебра над полем R.

Учитывая вышесказанное, для доказательства некоторых следствий
из теоремы 1 (второй и третьей теорем об o-изоморфизмах) нам при-
шлось рассмотреть более узкий класс частично упорядоченных систем.

Напомним, что частично упорядоченная группа G называется интер-
поляционной группой (см. [5]), если для любых элементов a1, a2, b1, b2 ∈ G
из неравенств a1, a2 ≤ b1, b2 следует существование элемента c ∈ G, для
которого верны неравенства a1, a2 ≤ c ≤ b1, b2. Класс интерполяцион-
ных групп включает класс решеточно упорядоченных групп, сохраняя
многие важные свойства этих групп.

Если абелева группа < A,+,≤> частично упорядоченной системы A
является интерполяционной группой, то A называется интерполяцион-
ной упорядоченной системой.

Справедливы следующие утверждения.

Теорема 2. Пусть A – интерполяционная упорядоченная система, I
и J – выпуклые направленные идеалы в системе A, I ⊂ J . Тогда суще-
ствует o-изоморфизм интерполяционной упорядоченной системы A/J
на интерполяционную упорядоченную систему A/I/J/I.

Теорема 3. Пусть A – интерполяционная упорядоченная система, I и
J – выпуклые направленные идеалы в кольце A. Тогда:
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1) существует строгий o-гомоморфизм интерполяционной упоря-
доченной системы I(J) на интерполяционную упорядоченную систему
I + J/J(I + J/I) с ядром I ∩ J ;

2) интерполяционная упорядоченная система I/I ∩ J(J/I ∩ J) o-
изоморфна интерполяционной упорядоченной системе I + J/J(I + J/I).
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Interpolation ordered algebraic systems
Mikhalev A.V., Shirshova E.E.

Partially ordered algebraic systems such as linear spaces over
partially ordered skew fields, pseudo-ordered rings and algebras over
partially ordered fields are considered.

This order of a ring (an algebra) is similar to a partial order of
a Lie algebra, which was introduced by Kopytov. Those orders are
induced onto nonassociative rings (algebras) (Lie rings, Jordan rings,
for example) by partial orders of their additive groups.

Second and third theorems of order isomorphisms for interpolation
ordered systems are proved. Keywords: partially ordered linear spaces,
rings and algebras, interpolation groups, order homomorphisms.
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Решение задачи назначения командира
клеточными автоматами

М.Ф. Музаффарова1

Задача назначения командира состоит в следующем. В началь-
ный момент времени, каждая клетка двумерного клеточного авто-
мата может быть белой или чёрной. Черные клетки в совокупно-
сти составляют связную фигуру. Необходимо, чтобы в финальной
конфигурации ровно одна черная клетка перешла в специальное
состояние «командир». Получена верхняя оценка времени решения
задачи.

Ключевые слова: Плоский клеточный автомат, связная фи-
гура, назначение командира

Клеточные автоматы впервые предложены одним из основополож-
ников современных компьютерных технологий Джоном фон Нейманом
[1] для описания процессов самовоспроизведения в биологии и технике.
В настоящее время клеточные автоматы широко используются в ком-
пьютерных науках, математике, физике, микромеханике и теоретической
биологии.

Актуальность исследований в области клеточных автоматов продол-
жает расти по мере распространения параллельных вычислений. В дан-
ный момент ведутся активные исследования в области автоматов и од-
нородных структур [2], [3].

На механико-математическом факультете МГУ имени М. В. Ломоно-
сова исследованием однородных структур занимались В. Б. Кудрявцев,
А. С. Подколзин, А. А. Болотов [4].

В определенных задачах, решаемых с применением клеточных авто-
матов, в начальный момент времени помимо начальных состояний всех
клеток, требуется задать клетку с отличающимся состоянием, чтобы опи-
раться на нее в ходе решения задачи. Эту клетку назовем командиром.
Цель данной работы заключается в назначении командира клеточными
автоматами среди черных клеток, в совокупности представляющих со-
бой связную фигуру, а также в оценке времени назначения командира в
любой связной фигуре клеточными автоматами.

Автор выражает искреннюю благодарность научному руководителю
д.ф.- м.н., профессору Э. Э. Гасанову за постановку задачи и научное
руководство, внимание к работе и всестороннюю поддержку.
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Будем использовать терминологию и обозначения, введенные в [5].
Дан клеточный автомат σ = (Z2, En, V, ϕ), где Z2 — множество дву-

мерных векторов с целыми координатами.
Шаблон соседства имеет вид V = {(−1, 0), (0,−1), (1, 0), (0, 1)}.
Далее ячейки клеточного автомата будем называть клетками.
Определение задачи назначения командира.
В начальный момент времени клетки автомата могут находиться в

одном из двух состояний: 0 или 1, где 0 - белый цвет, 1 - черный цвет.
Необходимо, чтобы в финальной конфигурации ровно одна черная клет-
ка перешла в специальное состояние «командир».

Теорема 1. Если периметр прямоугольника, охватывающего началь-
ную связную конфигурацию, равен p, то задача назначения командира
может быть решена клеточным автоматом за время, не превышаю-
щее 3p.

Идея доказательства теоремы состоит в следующем.
Для решения задачи назначения командира клеточными автоматами

предлагается алгоритм, состоящий из двух этапов. На первом этапе связ-
ная фигура заполняется до минимального охватывающего прямоуголь-
ника. Сам командир определяется на втором этапе алгоритма внутри
полученного прямоугольника.

Получено, что любая связная фигура заполняется до минимального
охватывающего прямоугольника не более, чем за n + m − 3 шагов, где
n,m — стороны прямоугольника.

Поскольку в клеточных автоматах каждая клетка может знать толь-
ко своё состояние и состояние своих соседей, то для того, чтобы понять,
что минимальный охватывающий прямоугольник уже построен и мож-
но приступать к назначению командира, запускается “проверяющий сиг-
нал”. “Проверяющий сигнал”, начиная с левой верхней угловой клетки, по
часовой стрелке обходит внешнюю границу фигуры. Когда “проверяю-
щий сигнал” заканчивает обход и понимает, что обошел прямоугольник,
считается, что фигура заполнилась до минимального прямоугольника,
содержащего начальную конфигурацию.

Поскольку “проверяющий сигнал” может быть запущен из несколь-
ких клеток, то для неправильных “проверяющих сигналов” запускается
“затирающий сигнал”, который будет затирать неправильный “проверя-
ющий сигнал”. Оказалось, что при равных скоростях “затирающего” и
“проверяющего” сигналов, могут возникать случаи, когда клеточный ав-
томат неправильно определяет момент построения охватывающего пря-
моугольника. Но если скорость “затирающего сигнала” в два раза больше
скорости “проверяющего сигнала”, тогда алгоритм работает корректно.
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После заполнения начальной фигуры до минимального охватываю-
щего прямоугольника, на втором этапе алгоритма приступаем к назначе-
нию командира. Начиная с левой верхней клетки прямоугольника, слева
направо по границе делается обход до тех пор пока не найдется клет-
ка, которая была черной в начальной конфигурации. Как только такая
клетка найдена, закрашиваем ее в красный цвет. Эта клетка и будет
командиром.
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Solving the problem of appointing a commander by cellular
automata

Muzaffarova M.F.

The task of appointing a commander is as follows. At the initial
moment of time, each cell of a two-dimensional cellular automata can
be white or black. The black cells together make up a connected figure.
It is necessary that in the final configuration, exactly one black cell
passes into the special “commander” state. An upper bound is obtained
for the time required to solve the problem.

Keywords: Plane cellular automata, connected figure, appointment
of a commander
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Об асимптотических хороших семействах
классических и квантовых LDPC кодов

Пантелеев П.А.2, Калачев Г.В.1

В работе показывается существование асимптотически хороше-
го семейства квантовых низкоплотностных кодов, что доказывает
qLDPC гипотезу. Также показано существование асимптотически
хорошего семейства локально тестируемых кодов с константными
параметрами локальности и корректности, что также является по-
ложительным решением известной гипотезы в области классиче-
ских локально тестируемых кодов.

Ключевые слова: локально тестируемы коды, квантовые
LDPC коды, асимптотически хорошие коды.

1. Введение

Обозначим через Fq конечное поле из q элементов. Классическим линей-
ным [n, k, d]q кодом над Fq называют произвольное k-мерное векторное
пространство C ⊆ Fn

q такое, что d = minc∈C\{0} |c|, где |c| — вес Хеммин-
га вектора c = (c1, . . . , cn) ∈ Fn

q , т.е. число его ненулевых компонент ci,
1 ≤ i ≤ n. Параметры n, k и d называются соответственно длинной,
размерностью и минимальным расстоянием кода C.

Обычно линейный код задается как множество решений однородной
системы уравнений C(H) := {c ∈ Fn

q | Hc = 0}, а соответствующая
матрица H ∈ Fr×n

q называется его проверочной матрицей. Бесконечное
семейство {C(i)}i∈N классических линейных кодов над Fq называется се-
мейством низкоплотностных кодов или семейством LDPC кодов (англ.
Low-Density Parity-Check code) [1], если существует задающее их семей-
ство проверочных матриц {H(i)}i∈N, т.е. C(i) = C(H(i)), такое, что число
ненулевых элементов в Hi ∈ Fri×ni

q растет как Θ(ni) при i → ∞. Ча-
сто последнее требование заменяется более сильным требованием, что
существует универсальная константа w такая, что все строки и столбцы

2Пантелеев Павел Анатольевич — к.ф.-м.н., н.с. каф. математической теории ин-
теллектуальных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: panpavel@yandex.ru.

Panteleev Pavel Anatolyevich — Candidate of Physical and Mathematical Sciences,
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ской кибернетики мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: gleb.kalachev@yandex.ru.
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матриц из {H(i)}i∈N ограничены сверху числом w. В этом случае се-
мейство LDPC кодов {C(i)}i∈N называется w-ограниченным. Везде далее
семейство LDPC кодов понимается именно в этом более узком смысле.

Классический код называется (w, s)-локально тестируемым кодом
если его можно задать проверочной матрицей H ∈ Fr×n

q , у которой вес
всех строк ограничен w, и для любого вектора x ∈ Fq мы получаем

1

r
|Hx| > s

n
d(x, C),

где d(x, C) := minc∈C |x− c| — расстояние от x до кода C. Параметры w и
s называются соответственно локальностью (англ. locality) и корректно-
стью (англ. soundness) проверочной матрицы H. Локально тестируемые
коды тесно связаны с вероятностно проверяемыми доказательствами и
знаменитой PCP-теоремой, и имеют большое значение для современной
теории сложности вычислений [3].

Квантовые коды были введены П. Шором [4] с целью создания устой-
чивых к ошибкам квантовых компьютеров. Одним из наиболее распро-
страненных классов таких кодов являются коды Кальдербанка-Шора-
Стина (CSS коды) [5, 6]. Напомним, что квантовый CSS код Q с пара-
метрами [[n, k, d]]q определяется парой классических кодов CX , CZ ⊆ Fn

q

таких, что C⊥Z ⊆ CX и k = dim CX + dim CZ − n, где C⊥Z — двойственный
код к CZ , т.е его ортогональное дополнение относительно стандартного
скалярного произведения 〈x, y〉 := x1y1+. . .+xnyy в Fn

q . Параметры n, k и
d, как и в случае классических кодов, называются соответственно длин-
ной, размерностью и минимальным расстоянием квантового CSS кода.
При этом минимальное расстояние d определено как d := min(dX , dZ),
где dX и dZ равны минимальному весу Хемминга векторов из CX \ C⊥Z
и CZ \ C⊥X соответственно. Бесконечное семейство квантовых CSS кодов,
заданных парами классических кодов {(C(i)X , C(i)Z )}i∈N, называется семей-
ством квантовых LDPC кодов если {C(i)X }i∈N и {C(i)Z }i∈N являются семей-
ствами классических LDPC кодов.

Часто, в особенности когда n → ∞, бывает полезно также рас-
сматривать величины k/n и d/n называемые скоростью и относитель-
ным минимальным расстоянием кода (классического или квантового).
Бесконечное семейство кодов (классических или квантовых) называется
асимптотически хорошим если существует такая константа ε > 0, что
скорость и относительное минимальное расстояние любого кода из этого
семейства ограничены снизу величиной ε. Известно [1], что существуют
конструкции асимптотически хороших LDPC кодов, причем даже с ли-
нейной сложностью декодирования [2]. Однако вопрос о существовании
асимптотически хороших семейств классических локально тестируемых
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и квантовых LDPC кодов оставался открытым достаточно долгое время.
В настоящей работе мы показываем существование данных семейств.

Теорема 1. Для каждого числа R ∈ (0, 1/2) и конечного поля Fq можно
найти константы s and w такие, что существует семейство (w, s)-
локально тестируемых классических линейных кодов с параметрами
[n, k > Rn, d = Θ(n)]q при n→∞.

Теорема 2. Для каждого числа R ∈ (0, 1) и конечного поля Fq су-
ществует семейство квантовых LDPC кодов с параметрами [[n, k >
Rn, d = Θ(n)]]q при n→∞.

Замечание. Полная версия данной работы с доказательствами Теорем 1
и 2 может быть найдена в [7]. Отметим также, что чуть более сильная
версия Теоремы 1 для случая поля F2 была также недавно независимо
показана в [8].
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On asymptotically good families of classical and quantum LDPC
codes

Panteleev P.A., Kalachev G.V.

In this work it is shown that there exists an asymptotically good
family of quantum LDPC codes, which proves the qLDPC conjecture.
We also show that there exists an asymptotically good family of
classical locally testable codes with constant query and soundness
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parameters, which also gives a positive solution of a well-known
conjecture in the field of classical locally testable codes.

Keywords: locally testable codes, quantum LDPC codes,
asymptotically good codes.
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Генерация тестовых матриц с заданным
числом обусловленности

Д.В. Парфенов1, А. М. Чешкова2

Данная работа посвящена описанию простого эвристического
метода генерации вещественных тестовых матриц с заданным чис-
лом обусловленности для обоснованного практического выбора ме-
тодов решения задач линейной алгебры.

Ключевые слова: системы линейных алгебраических уравне-
ний, число обусловленности, спектр матрицы, тестовые матрицы.

1. Введение

Арсенал методов решения типовых задач линейной алгебры с очень боль-
шими и/или плохо обусловленными системами линейных алгебраических
уравнений достаточно обширен и ставит вопрос обоснованного и вычис-
лительно экономного выбора метода в каждой конкретной ситуации. При
этом опираются не только на иногда доступные теоретические результа-
ты, но и стараются принимать во внимание особенности задач и погреш-
ности численной арифметики. Анализ влияния последних исключитель-
но сложен [1], что вынуждает на практике выяснять точность работы
конкретных реализаций методов на определённых легко вычисляемых
классах тестовых матриц (Вандермонда, Коши, случайных). Однако, те-
стирование на столь узком круге матриц часто не позволяет выяснить
тонкости применения методов в силу отсутствия механизмов гибкого за-
дания свойств тестовой матрицы. Синтез матриц с заданным спектром
достаточно вычислительно затратен, поэтому возникает потребность в
несложных, но гибких методах получения тестовых матриц. Наибольшее
внимание в данном вопросе уделяется числу обусловленности. Так, на-
пример, У. Чени и Д. Кинкейд утверждают [2], что при равном 10k числе
обусловленности можно потерять не менее k десятичных цифр точности,
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даже не учитывая эффекты использования приближённой компьютер-
ной арифметики.

2. Эвристический метод генерации матриц с за-
данным числом обусловленности

Рассмотрим два типа квадратных матриц. Первый – идеально хорошо
обусловленная единичная матрица, второй – идеально плохо обусловлен-
ная матрица, заполненная единицами. На сопоставлении их конструкции
основана идея предлагаемого метода, целью которого является генера-
ция матриц с заданным ”промежуточным” поведением. Диагональ мат-
рицы всегда заполняется единицами, как в обоих рассмотренных типах
матриц с ”предельными” свойствами обусловленности. Величина элемен-
та матрицы задаётся как функция удаления этого элемента вдоль строки
от главной диагонали.

Входными параметрами метода генерации квадратной тестовой мат-
рицы являются её размерN и вещественный параметр качества матрицы
−N + 2 ≤ δ <∞. При δ = −N + 2 получается единичная матрица, а при
δ →∞ растёт степень вырождения матрицы. Здесь и далее предполага-
ется, что элементы матрицы нумеруются с нуля.

Сначала строится первая строка a0 0, . . . , a0N−1 генерируемой тесто-
вой квадратной матрицы A = {ai j}N−1

i,j=0. Значения её элементов вычис-
ляются по следующему правилу:

a0 j =

{
1− j

N−1+δ , если j
N−1+δ ≤ 1

0, иначе
, j = 0, . . . , N − 1.

Эта функция определена для неотрицательных целых индексов столбцов
j ≤ N−1, неотрицательна и всегда проходит через точку (0, 1). Её общий
вид при разных значениях параметра δ представлен на Рис. 1.

j0 1 2 3 4 5 6

1

a0j

δ=∞
δ=6

δ=0δ=−3δ=−5
• • •

• ••
•• •••

•

•
•
•

•
•
•

•
•
•

•

•

• • •

Рисунок 1. Графики зависимостей коэффициентов первой строки мат-
рицы A от индекса при разных δ для N = 7.
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Последующие строки A получаются циклической перестановкой эле-
ментов первой строки: ai j = a(i−1)modN (j−1)modN . Например, при N =
2, 3, 4 структура тестовых матриц такова:

(
1 a0 1
a0 1 1

)
;




1 a0 1 a0 2
a0 2 1 a0 1
a0 1 a0 2 1


 ;




1 a0 1 a0 2 a0 3
a0 3 1 a0 1 a0 2
a0 2 a0 3 1 a0 1
a0 1 a0 2 a0 3 1


 .

3. Исследование полученных матриц

Авторам пока не удалось исследовать связь числа обусловленности со
значениями δ и N аналитически. Представленные на Рис. 2 эксперимен-
тальные результаты получены с помощью стандартного программного
пакета [3] и наводят на мысль о наличии достаточно простой зависимо-
сти. На графиках не изображено значение числа обусловленности при
δ =∞, равное ∞.
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Рисунок 2. Графики зависимостей числа обусловленности матрицы от
параметра δ при разных N .
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Предложен новый, чрезвычайно простой способ синтеза диагональ-
но доминирующих тёплицевых тестовых матриц с неотрицательными ве-
щественными элементами и желаемым значением числа обусловленности
напрямую, а не подбором. Он годится также для построения прямоуголь-
ных матриц, соответствующих недоопределённым и переопределённым
системам линейных алгебраических уравнений. Исходя из проведённых
численных экспериментов, можно сформулировать гипотезу о линейной
связи параметра δ с числом обусловленности, но она пока не доказана,
и имеет смысл в каждом конкретном случае убеждаться, что это так.
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A new low-complexity heuristic method for generation of real-
valued test matrices with required condition number is proposed.

It makes practical selection of methods for solving linear algebra
problems easier.

Keywords: systems of linear equations, condition number, matrix
spectrum, test matrices.

References
[1] N.J. Higham, Accuracy and Stability of Numerical Algorithms, second edition,

SIAM, Philadelphia, United States, 2002, 680 pp.

[2] W. Cheney, D. Kincaid, Numerical Mathematics and Computing, Thomson
Broks/Cole, Pacific Grove, United States, 2008, 766 pp.

[3] E. Anderson, Z. Bai, C. Bischof, L.S. Blackford, J. Demmel, J. Dongarra, J. Du
Croz, A. Greenbaum, S. Hammarling, A. McKenney, D. Sorensen, LAPACK
Users’ guide (third ed.), Society for Industrial and Applied Mathematics, 3600
University City Science Center Philadelphia, United States, 1987, 412 pp.

192



Об алгоритмизации знаний

А. С. Подколзин1

В работе рассматриваются вопросы компьютерного моделиро-
вания процессов решения задач и автоматического создания прие-
мов решателя. Излагается архитектура процесса перехода от тео-
рем к приемам (алгоритмизации знаний), сложившаяся в процессе
обработки многочисленных примеров. Создана компьютерная си-
стема, позволяющая решать задачи из различных разделов мате-
матики и способная пополнять свою базу приемов.

Ключевые слова: компьютерный решатель задач, логическая
система, искусственный интеллект.

В компьютерной сети хранятся огромные запасы знаний, накоплен-
ных человечеством. Казалось бы, отсюда рукой подать до искусственно-
го интеллекта, способного применять эти знания для решения разнооб-
разных задач и пополнять их запасы. Однако, время идет, а програм-
мы по-прежнему пишутся программистами, науки развиваются учены-
ми, технические проекты создаются инженерами. Всплеск энтузиазма,
вызванного успехами искусственных нейросетей в распознавании обра-
зов, этой картины не изменил. Создается такое впечатление, что цен-
тральной проблемой искусственного интеллекта является, все-таки, не
проблема распознавания образов, а проблема алгоритмизации знаний.
Нужно научить компьютер самостоятельно создавать по хранящимся в
нем знаниям алгоритмы/приемы решения задач, и лишь тогда возникнет
искусственный интеллект, по-настоящему понимающий эти знания.

С точки зрения математики, проблема алгоритмизации знаний сво-
дится к вопросу: как из теорем извлечь приемы решения задач? Для изу-
чения процесса преобразования теорем в приемы и была создана компью-
терная система, описанию которой посвящена монография "Компьютер-
ное моделирование логических процессов". Эту монографию [1], а так-
же программу самой системы можно найти на сайте кафедры МаТИС
www.intsys.msu.ru.

Прежде всего, пришлось накопить достаточно большое количество
уже "алгоритмизированных" знаний и понять, как они должны быть
организованы в компьютерной системе для того, чтобы она могла эф-
фективно решать задачи. Прорабатывались примеры из множества раз-
личных предметных областей. Процесс решения разбивался на элемен-

1Подколзин Александр Сергеевич — д.ф.м.н., профессор каф. математической тео-
рии интеллектуальных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: alexander.p@yandex.ru.

Podkolzin Alexander Sergeevich — Dr. of Sc., Professor, Lomonosov Moscow State
University, Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of
Intellectual Systems.
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тарные шаги, и для каждого из них предлагалось объяснение в виде
небольшой программы — "приема который в аналогичной ситуации вы-
полнял аналогичные действия. Для приема определялось то ключевое
понятие, появление которого в текущем контексте должно было иници-
ировать попытку применения приема. За каждым понятием закрепля-
лась ветвь программы решателя, к которой относились соответствующие
приемы, и база приемов оказалась организована как энциклопедия при-
емов. Решение задачи происходило в процессе сканирования ее описания
и обращения для текущего понятия к соответствующей ветви данной эн-
циклопедии. Таким образом, система получила что-то вроде внутреннего
"логического зрения" и могла принимать решение об очередном действии
с учетом всей текущей картины.

Так как каждый прием действовал автономно и независимо от других
приемов, а общее количество приемов на текущий момент достигло бо-
лее чем 50000, возникла проблема организации разумного их взаимодей-
ствия, которое закладывалось в решающие правила приемов в процессе
обучения на примерах. Всего было рассмотрено более 13000 задач из
различных предметных областей: дискретная математика, алгебра мно-
жеств, элементарная алгебра, элементарная геометрия, аналитическая
геометрия, линейная алгебра, математический анализ, дифференциаль-
ные уравнения, интегральные уравнения, комплексный анализ, теория
вероятностей, общая алгебра, элементарная физика, элементарная хи-
мия, распознавание рукописных букв, текстовый анализ, шахматы. Си-
стема отображает процесс решения задачи "по шагам" и оказалась спо-
собна решать многие задачи уровня конкурсных экзаменов по математи-
ке. Например, пошаговый показ решения задач по элементарной алгеб-
ре, который в последнее время демонстрирует программа С.Вольфрама,
данная система умела делать еще 25 лет назад. Неплохо справляется
она со стандартными задачами по элементарной геометрии, а также за-
дачами из других перечисленных выше разделов. Таким образом, можно
считать, что понимание того, как выглядят алгоритмизированные зна-
ния, было до некоторой степени достигнуто.

Чтобы упростить создание приемов, был создан специальный язык
программирования ЛОС (Логический Описатель Ситуаций), максималь-
но приближенный к логическому языку. Главной его задачей была фор-
мулировка сложных условий на целесообразность применения приема в
текущем контексте. В этих условиях разрешалось использовать кван-
торы и описатели, причем операторы языка работали в режиме пере-
числения значений выходных переменных, позволившем обходиться без
операторов цикла. Хотя язык ЛОС и оказался близок к известному язы-
ку логического программирования ПРОЛОГ, в отличие от ПРОЛОГа он
ориентирован не на формулировку теоремы предметной области, а на
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формулировку условий управления этой теоремой. Для решателей это
оказалось более важным, так как часто запись управляющей компонен-
ты приема была во много раз сложнее записи теоретической компоненты.
ЛОС существенно ускорил процесс программирования и упростил чте-
ние программ. Для выполнения его программ создан интерпретатор, и
вся работа системы, включая интерфейсы, происходит через ЛОС.

Дальше начался процесс постепенного движения вспять — от алго-
ритмизированных в виде приемов знаний к их источникам. Практика
обучения решателя показала, что обычно прием основан на какой-то
единственной теореме. В программе ЛОСа фрагменты этой теоремы и
управления теоремой перемешаны достаточно хаотичным образом. Есте-
ственным первым шагом на пути к истокам программ стал переход к
раздельной записи теоремы и управления. Для такого разделения был
создан язык логического программирования ГЕНОЛОГ, в котором при-
ем задается теоремой, сопровожденной некоторой алгоритмизирующей
разметкой ("генотипом" приема), понятной компилятору. Этот язык, в
отличие от ЛОСа, не является непосредственно исполняемым. Компиля-
тор преобразует описание приема на ГЕНОЛОГе в программу ЛОСа.

Чтобы сформулировать условия целесообразности применения теоре-
мы в текущем контексте, ГЕНОЛОГ использует полномасштабный ло-
гический язык. Таким образом, описание приема имеет два логических
уровня — уровень предметной области, на котором задается теорема, и
уровень структур данных, на котором задается управление теоремой. В
этом заключается принципиальное отличие ГЕНОЛОГа от других язы-
ков логического программирования. Создание ГЕНОЛОГа происходило
постепенно, по мере проработки задач из различных разделов. Факти-
чески, он представляет собой огромную коллекцию способов алгоритми-
зации теорем. ГЕНОЛОГ настолько упростил и ускорил создание при-
емов, что позволил в сравнительно короткие сроки накопить их запас,
достаточный, например, для решения задач по планиметрии. Проработ-
ка перечисленных выше разделов, в которых было создано более 50000
приемов решателя, была осуществлена на ГЕНОЛОГе. Первые шесть
томов монографии [1, 2, 3, 4, 5, 6] "Компьютерное моделирование ло-
гических процессов" посвящены изложению этих приемов и описанию
общей организации компьютерной логической системы.

Однако, ГЕНОЛОГ оказался лишь промежуточным пунктом на пути
от приемов к породившим их теоремам. Алгоритмизирующая разметка
теоремы была нацелена лишь на то, чтобы подробно объяснить компи-
лятору, как по теореме создавать ЛОС-программу приема. В ней ничего
не говорилось о целях применения приема. Чтобы автоматизировать со-
здание таких разметок, была предпринята классификация приемов ГЕ-
НОЛОГа по целевому признаку. Согласно этой классификации, целе-
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вая установка приема описывалась типом приема и небольшим набором
сопровождающих его данных. Например, направлением тождественной
либо эквивалентной замены, выделением каких-то переменных, подтер-
мов, и т.п. Такая целевая установка, получившая название специфика-
ции приема, оказалась фактически альтернативным способом задания
приема. Язык задания приемов с помощью сопровождающих теорему
спецификаций был назван логическим ассемблером. Аналогия с обыч-
ным ассемблером, хотя и весьма отдаленная, заключается в том, что тип
приема уподобляется коду операции, а дополнения к нему — операндам.

Число типов приемов приближается к 1500. Наиболее часто встреча-
ются порядка 300 из них. Для перехода от задания приема на логическом
ассемблере к заданию его на ГЕНОЛОГе был создан компилятор. Одна-
ко, этот процесс компиляции потребовал привлечь принципиально новый
элемент — доводку создаваемого приема на задачах с целью оптимиза-
ции его параметров и бесконфликтного "вживления" в базу приемов.

Логический ассемблер, хотя и оказался языком пограничного слоя
между теоремами и программами, примыкает к этому слою со стороны
программ. В первую очередь, из-за того, что теоремы приемов оказалось
целесообразно, в целях упрощения компиляции, несколько "деформиро-
вать" по отношению к обычным теоремам, отбрасывая избыточные про-
верки и добавляя некоторые элементы технического характера. Все-таки,
теоремы приемов представляют собой лишь фрагмент языка программи-
рования. Чтобы перейти через "пограничный слой" между приемами и
теоремами и далее продолжить работу со стороны базы теорем, нужно
было прежде всего создать эту самую базу теорем.

Заполнение базы теорем непосредственно из учебников привело бы
к существенному разрыву между ними и теоремами приемов. Теоре-
мы приемов обычно содержали множество обобщающих параметров или
представляли собой какие-то комбинации теорем "из учебников ориенти-
рованные на решение задач и в учебниках обычно отсутствующие. Что-
бы проследить источники приемов, нужно было избежать указанного
разрыва. Поэтому первоначально база теорем заполнялась теоремами,
представляющими собой аккуратные с точки зрения логики переформу-
лировки теорем приемов. Она представляла собой как бы "проекцию"
базы приемов. В большинстве случаев теорема из базы теорем попросту
совпадала с теоремой приема.

Следующим вопросом было: как по теореме создавать спецификации
приемов? Имеющаяся база теорем, привязанная к базе приемов и к уже
готовым их спецификациям, позволила провести определенную класси-
фикацию теорем и выработать некоторый список стандартных харак-
теристик теорем, подсказывающих возможные типы приемов для них.
Большинство этих характеристик легко вычислялись непосредственно
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по теореме, и для сопровождения ими теоремы была создана специаль-
ная процедура, названная характеризатором. Создание других характе-
ристик требовало понимания предыстории возникновения теоремы. Они
должны были появляться лишь в процессе вывода теорем. Так или ина-
че, в базе теорем каждая теорема сопровождалась списком своих харак-
теристик. Спецификации приемов создавались процедурой, просматри-
вающей характеристики теоремы и предлагающей для текущей харак-
теристики список возможных спецификаций. Эта процедура получила
название спецификатора.

Собственно говоря, уже с этого момента появилась возможность ав-
томатического создания приемов по теореме: сначала характеризатор со-
провождает теорему списком характеристик, затем спецификатор пред-
лагает по каждой из них возможные спецификации, далее компилятор
спецификаций преобразует их в описания приемов ГЕНОЛОГа, и, нако-
нец, компилятор ГЕНОЛОГа получает ЛОС-программы приемов.

Однако, такие приемы, созданные без учета того, какие приемы уже
имеются в решателе, обычно оказываются бесполезными или даже вред-
ными. Либо они дублируют то, что делалось другими приемами, либо
бесплодные попытки их применения сильно замедляют работу, либо они
вообще направляют ход решения по ошибочному руслу. Чтобы преодо-
леть это явление, понадобились еще два этапа обработки приема.

Прежде всего, предпринимается попытка создать для приема про-
стую тестовую задачу, которая решалась бы данным приемом, но не ре-
шалась в его отсутствие. Так как тип приема известен и известна его
целевая ориентация, достаточно, чтобы задача была лишь одноходовкой,
проверяющей, что решатель способен сделать шаг в направлении нуж-
ной цели. Данный этап обеспечивает настолько хорошую фильтрацию,
что ее проходят только те приемы, которые действительно расширяют
возможности решателя. Фактически, тестовый пример служит как бы
доказательством необходимости приема.

Однако, даже необходимый для одной задачи прием бывает способен
"поломать" ход решения других задач обучающего материала, сохраня-
емого в задачнике решателя. Поэтому, после примерки на тестовых за-
дачах, предпринимается прокрутка решателя по одному или нескольким
разделам задачника для выявления тех задач, решение которых сильно
замедлилось или на которые стал возникать отказ. На этих задачах пред-
принимается доводка приема: варьируется уровень срабатывания прие-
ма, предпринимается переход к подтипу приема, обеспечивающему более
высокую степень мотивированности срабатывания, и т.п. При доводке
учитывается, что прием по-прежнему должен решать свою тестовую за-
дачу.
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Лишь после примерки и доводки автоматически созданные приемы
регистрируются в накопителе результатов. Так как система находится
лишь на стадии обучения, окончательный отбор приемов из накопителя
и перенесение их в основную базу приемов пока выполняется вручную.
Обычно отклоняется лишь меньшая их часть, причем причиной служит
крайне маловероятное возникновение ситуации, на которую рассчитан
прием.

Но вернемся к рассмотрению теорем — до того момента, как для них
генерировались спецификации. Как уже говорилось, те теоремы, по ко-
торым создаются приемы, редко совпадают с "базисными" теоремами
из учебников. Обычно они представляют собой результат определенной
переработки базисных теорем, необходимой для решения задач. Такая
переработка может заключаться в том, что теорема снабжается множе-
ством обобщающих параметров, ориентированных на применение ее в
"неявных" ситуациях, либо в комбинировании нескольких теорем для
вывода стандартной "заготовки" для часто встречающейся в задачах си-
туации, и т.п. Поэтому, для завершения рассмотрения цикла алгоритми-
зации теорем, осталось обеспечить указанный переход от базисных тео-
рем к теоремам, по которым будут создаваться приемы. Этот переход
будем называть программирующим логическим выводом.

Извлеченные из базы приемов решателя теоремы оказались превос-
ходным обучающим материалом для создания приемов программиру-
ющего вывода. Они были распределены по специальным подразделам
оглавления базы теорем — своего рода задачам на программирующий
вывод. В первом пункте подраздела располагались одна или несколько
базисных теорем, в остальных пунктах размещались те теоремы — ис-
точники приемов, которые должны были получаться программирующим
выводом из базисных теорем. Эти подразделы получили название ячеек
логического вывода.

Разумеется, доказательства теорем изложены в учебниках и хорошо
известны. Не составляет особого труда и доказательство их следствий,
используемых для создания приемов. Но умение доказывать теоремы
ничего не дает, если сами теоремы еще отсутствуют. Поэтому проработ-
ка программирующего логического вывода означала ни много ни мало
анализ процессов "открытия" теорем, начиная хотя бы с их простых
следствий.

Чтобы объяснять, как та или иная теорема ячейки могла бы быть
открыта при анализе базисных теорем, приходилось находить цепочку
достаточно естественных переходов, быть может с привлечением допол-
нительных теорем, которые тоже заносились в общую базу теорем — для
дальнейшего объяснения их "происхождения". Для устанавления того,
какие переходы являются естественными, использовались характеристи-
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ки теорем. Они позволили придать переходам в цепочке вывода вполне
определенную целевую направленность. Каждый переход оформлялся
в виде небольшой программы, анализирующей теорему в контексте за-
данной ее характеристики. Такие программы, названные приемами про-
граммирующего логического вывода, аккумулировались в своеобразном
"теоремном" решателе системы. На текущий момент он насчитывает бо-
лее 1500 приемов.

Прием программирующего вывода — существенно более развитый
объект, чем обычное правило вывода в математической логике. Во-
первых, он должен самостоятельно находить в базе теорем дополнитель-
ные теоремы, которые в сочетании с текущей анализируемой теоремой
будут давать полезные следствия. Здесь используются как оглавление
базы теорем, так и специальные процедуры быстрого поиска теорем за-
данного типа. Во-вторых, прием программирующего вывода может обра-
щаться к решателю для различных вспомогательных задач, подсказан-
ных его целевой установокой. В результате срабатывание одного такого
приема часто оказывается равносильным длинной цепочке применений
обычных правил вывода, причем устройство ее непредсказуемо из-за под-
ключения мощного аппарата всей базы приемов решателя. В-третьих,
прием должен использовать определенные эвристические правила для
блокировки вывода малополезных (например, чрезмерно громоздких)
теорем. В частности, для этого используется блокировка определенных
сочетаний последовательно применяемых приемов вывода. При обуче-
нии такая блокировка позволила устойчиво обеспечивать исчерпание
возможностей дальнейшего вывода в ячейке и выдачу окончательного
результата за приемлемое время. В особых случаях результаты вывода
выносились в новые ячейки, и глубина вывода таким образом увеличива-
лась. В-четвертых, прием вывода должен сопровождать теорему харак-
теристиками. Обычно для этого используется общая процедура характе-
ризатора, но иногда прием сам указывает характеристики, объясняющие
цель, ради которой он ее получил.

Грань между программирующим логическим выводом и исследова-
тельским выводом является весьма условной. При проработке базы тео-
рем оказалось, что получение многих "классических" теорем может быть
объяснено приемами логического вывода того же уровня сложности, что
и для их "технических" следствий. Несложные приемы, объясняющие,
как одна теорема могла бы быть выведена из других, были созданы,
например, для формул корней квадратных и кубических уравнений в
элементарной алгебре, теоремы Пифагора и теорем синусов и косину-
сов в планиметрии, свойств определителей в линейной алгебре, основ-
ных формул вычисления первообразных в математическом анализе и т.д.
Фактически, теоремы прорабатываются почти подряд, без разделения на
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базисные и вторичные. Все это вывело процесс обучения решателей на
качественно более высокий уровень. Если раньше анализировались зада-
чи из задачников и нужно было предложить приемы, которые доводили
аналогичные задачи до ответа, то теперь анализируются теоремы и пред-
принимаются попытки создать приемы для "открытия" новых теорем.
При этом разрешается использовать весь ранее накопленный системой
потенциал решения задач.

Создан прототип генератора приемов, функционирующий по следу-
ющей схеме. Выбирается ячейка логического вывода, и в ней запускается
процесс вывода теорем. Обычно возникают десятки теорем. В процессе
вывода каждая теорема снабжается характеристиками. По этим характе-
ристикам генерируются спецификации приемов (обычно — тоже вплоть
до десятка спецификаций на каждую теорему). Компилятор специфи-
каций преобразует те из спецификаций, для которых пока не созданы
приемы, в описания приемов на ГЕНОЛОГе. Для текущего такого при-
ема (пока не откомпилированного на ЛОС) создается тестовый пример.
Проверяется, что этот пример не решается системой, после чего новый
прием компилируется, и проверяется, что теперь тестовый пример ре-
шается. Для отобранных таким образом новых приемов предпринимает-
ся расчистка — удаляются приемы, тестовые задачи которых решаются
другими новыми приемами. В результате остается лишь малая часть
изначально созданных приемов. Для них предпринимается завершаю-
щая двухэтапная доводка — сначала происходит прогонка по тому раз-
делу задачника системы, для которого создавались приемы, затем — по
всему задачнику. После каждой прогонки отбираются "испортившиеся"
задачи, и для восстановления их нормального решения приемы коррек-
тируются. В процессе доводки приемы сортируются на пригодные для
перенесения в решатель и непригодные. Последние дают информацию
для развития генератора приемов. Окончательное перенесение приема в
основную базу приемов пока происходит вручную.

Указанный прототип был протестирован на различных разделах ба-
зы теорем и позволил создать более 2000 новых приемов, аналогичных
ранее созданным вручную и не только им не уступающих, но иногда да-
же превосходящих, так как при ручном синтезе многие требующие учета
особые случаи упускались из виду.

В действительности не все приемы решателя основаны на теоремах.
Некоторые из них основаны на тех или иных общих особенностях кон-
кретного раздела, сформулированных в виде так называемых протоко-
лов базы теорем. Эти протоколы уточняют способы алгоритмизации тео-
рем раздела; в частности, порождают приемы, обращающиеся для вы-
вода следствий или преобразований к вспомогательным задачам безот-
носительно к каким-либо конкретным теоремам. Система, создающая
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протоколы при общем рассмотрении раздела базы теорем, названа алго-
ритмизатором. Технически алгоритмизатор является частью процедуры
вывода теорем.

Наконец, упомянем об еще одном классе приемов — общелогических
приемах, запрограммированных непосредственно на ЛОСе. Перевод их
на ГЕНОЛОГ вряд ли целесообразен, так как ГЕНОЛОГ, по сути дела,
является переходником между логическим языком предметной области
и языком для описания структур данных, а в указанных приемах языком
предметной области как раз и является язык структур данных — ЛОС.
Этих приемов немного, они имеют универсальный характер, и автомати-
зация их создания пока не актуальна. По-видимому, эту автоматизацию
можно свести к решению задач, формулируемых в терминах предикатов
и операций ЛОСа.

На рисунке 1 приведена диаграмма, на которой представлены основ-
ные этапы и основные "действующие лица" изложенного процесса алго-
ритмизации теорем.

Седьмой [7] и восьмой [8] тома монографии "Компьютерное моде-
лирование логических процессов" посвящены описанию тех блоков диа-
граммы, которые обеспечивают автоматическое создание приемов. Девя-
тый том, в котором будут представлены алгоритмы программирующего
логического вывода, завершит данное описание.

Автор выражает искреннюю благодарность В.Б.Кудрявцеву, под-
держка которого сделала возможным проведение данного исследования.
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Рис. 1. Процесс алгоритмизации теорем.
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About algorithmization of knowledge
Podkolzin A.S.

This paper discusses the issues of computer modeling of problem
solving processes and automatic creation of solver techniques. The
architecture of the process of transitionfrom theorems to techniques
(algorithmization of knowledge), which has developed in the process of
processing numerous examples, is described. A computer system has
been created that allows solving problems from various branches of
mathematics and is able to update its database of techniques.
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Классификация регулярных графов
трёхточечных множеств

В. В. Промыслов1

Регулярным графом кольца матриц над полем называется
граф, множеством вершин которого являются невырожденные мат-
рицы, а ребра соединяют в точности те вершины, сумма которых
является вырожденной матрицей.

В 2009 году на 22-ой Британской конференции по комбинатори-
ке был сформулирован вопрос о конечности хроматического числа
этого графа. Этот вопрос остается открытым для полей характе-
ристики 0.

Для исследования этого вопроса в статье [4] было введено опре-
деление регулярного графа множества, обобщающее понятие регу-
лярного графа кольца матриц. Между этими понятиями присут-
ствует тесная связь. Например, в случае, если хроматическое чис-
ло регулярного графа окружности на евклидовой плоскости беско-
нечно, то таковым будет и хроматическое число регулярного графа
кольца матриц порядка выше двух.

В этой работе исследована структура регулярных графов мно-
жеств из трех элементов, а сами графы классифицированы с точ-
ностью до изоморфизма.

Ключевые слова: регулярный граф кольца матриц, класси-
фикация графов с точностью до изоморфизма.

1. Введение и необходимые определения

Пусть F — некоторое поле, Mn(F) — кольцо матриц размера n × n над
полем F, GLn(F) — множество невырожденных матриц.

Определение 1. Регулярным графом кольца Mn(F) называется граф
Γn(F) с множеством вершин GLn(F) такой, что различные матрицы
A,B ∈Mn(F) соединены ребром, если и только если det(A+B) = 0.

В 2009 году математиками С. Акбари, М. Джамаали и С. Сеед Фак-
хари было доказано, что если характеристика поля F не равна 2, то кли-
ковое число регулярного графа конечно (см. [1]). В связи с этим, тот же
коллектив авторов поставил вопрос (см. [2, задача 525, стр. 1082-1083])
о том, является ли конечным хроматическое число графа Γn(F). В 2015

1Промыслов Валентин Валерьевич — аспирант каф. высшей алгебры мех.-мат. ф-
та МГУ, e-mail: valentin.promyslov@gmail.com.

Promyslov Valentin Valeryevich — graduate student, Lomonosov Moscow State
University, Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Higher Algebra.
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году И. Томон дал отрицательный ответ на поставленный вопрос (см. [3,
теорема 2.4]) доказав, что при натуральном n > 2 и простом p > 3 вы-
полнено χ(Γn(Fp)) =∞, где Fp — алгебраическое замыкание поля Fp из p
элементов. Однако вопрос остается открытым для полей характеристики
0, в частности, для Q,R и C.

Для исследования этого вопроса в статье [4] было введено обобщение
понятия регулярного графа для произвольного подмножества векторно-
го пространства Fn.

Определение 2. Пусть n — натуральное число, A ⊆ Fn. Регулярным
графом множества A называется граф ΓA(Fn) с множеством вершин
Fn \ A такой, что две произвольные различные точки x, y ∈ Fn \ A
соединены ребром, если и только если x+y

2 ∈ A.

Между регулярными графами кольца матриц и регулярными графа-
ми множеств существует тесная связь. Например, в случае, если хрома-
тическое число регулярного графа окружности на евклидовой плоскости
бесконечно, то таковым будет и хроматическое число регулярного графа
кольца матриц порядка выше двух. Этот результат и некоторые свойства
регулярного графа множества описаны в статье [4].

В этой работе мы займемся классификацией регулярных графов ко-
нечного множества точек. Для этого введем следующее определение:

Определение 3. Пусть F — поле характеристики 0, n,m — нату-
ральные числа. Обозначим через Γn(a1, a2, . . . , am) граф ΓA(Fn) с мно-
жеством A = {a1, a2, . . . , am}.

2. Регулярные графы трёхточечных множеств на
прямой

В этой секции мы классифицируем графы Γ1(a, b, c) с точностью до изо-
морфизма. Везде ниже мы полагаем, что поле F имеет характеристику 0.

Лемма 1. Пусть a, b, c ∈ F различны. Тогда Γ1(a, b, c) ' Γ1(0, 1, f) для
некоторого f ∈ F.

В поле F нулевой характеристики всегда можно выделить подкольцо
целых чисел, которое мы отождествим с Z, и подполе рациональных
чисел, которое мы отождествим с Q.

Лемма 2. При f1, f2 ∈ F \Q графы Γ1(0, 1, f1) и Γ1(0, 1, f2) изоморфны.

Доказательство этой леммы опирается на существование базиса Га-
меля поля F над Q.
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Учитывая наличие порядка на множестве рациональных чисел, мы
можем считать, что при q ∈ Q граф Γ1(0, 1, q) изоморфен графу
Γ1(0, 1, q′) для некоторого q′ ∈ Q, q > 1.

Лемма 3. Графы Γ1(0, 1, q) не являются изоморфными при различных
q ∈ Q, q > 1.

Леммы 1, 2 и 3 выше позволяют классифицировать графы Γ1(a, b, c)
с точностью до изоморфизма.

Теорема 1. Пусть a, b, c ∈ F различны. Тогда граф Γ1(a, b, c) изоморфен
одному из следующих графов:

1) Γ1(0, 1, f) для некоторого f ∈ F\Q, причем все графы такого типа
изоморфны;

2) Γ1(a, b, c) ' Γ1(0, 1, q) для некоторого q ∈ Q, q > 1, причем при
различных q все графы такого типа попарно неизоморфны.

3. Регулярные графы трёхточечных множеств
в Fn

В этой секции мы переместим фокус на случай произвольной размер-
ности, т. е. граф Γn(a, b, c), где a, b, c ∈ Fn. Оказалось, что все компо-
ненты связности этого графа, за исключением содержащих клику и вер-
шины степени два, изоморфны графу Кэли (см., например, [5]) группы
S = 〈a, b, c | a2 = b2 = c2 = (abc)2 = e〉 симметрий a, b, c плоскости отно-
сительно точек a, b, c. Поскольку поле характеристики 0 бесконечно, этот
факт позволил свести общий случай к регулярному графу на прямой:

Теорема 2. Пусть a, b, c ∈ Fn различны. Тогда граф Γn(a, b, c) изомор-
фен графу Γ1(a′, b′, c′) для некоторых a′, b′, c′ ∈ F.

Тем самым мы получаем, что классификация графов в общем случае
точно такая, как и в одномерном.

Автор выражает глубокую благодарность А.В. Михалёву и А.М. Мак-
саеву за интерес к задаче и помощь в работе.
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Classification of regular graphs of three-point sets
Promyslov V.V.

A regular graph of the ring of matrices over a field is a graph on
the set of invertible matrices. Two matrices are connected with an edge
if and only if their sum is singular.

One of the questions in this field is whether the chromatic number
of this graph is finite or not. This question was first formulated in 2009
at the 22nd British Conference on Combinatorics. It remains open for
the fields of the characteristic 0.

To investigate this issue in the article [4] was introduced a definition
of a regular graph of a set. The regular graph of a set generalizes
the concept of the regular graph of the matrix ring. There is a close
connection between these concepts. For example, if the chromatic
number of a regular graph of a circle on the Euclidean plane is infinite,
then so will be the chromatic number of a regular graph of the matrix
ring of order higher than two.

In this paper, we investigate the structure of regular graphs of sets
of three elements and classify the graphs up to isomorphism.

Keywords: regular graph of the matrix ring, classification of graphs
up to isomorphism.
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Об условиях полноты линейных
автоматов над рациональными числами с

добавками

Д.В. Ронжин1

Прпедставлены условия K-полноты и A-полноты автоматных
систем с добавками в классе автоматов, функционирующих над
полем рациональных чисел.

Ключевые слова: конечные автоматы, линейные автоматы,
рациональные числа, K-полнота, A-полнота.

1. Введение

Одной из классических задач теории автоматов является задача провер-
ки полноты конечных автоматных систем по фиксированному набору
операций – как правило, в качестве операций рассматриваются опера-
ции суперпозиции (Σ) и композиции (K)[1]. В силу того, что задача про-
верки полноты на множестве конечных автоматов оказывается алгорит-
мически неразрешимой[1], возникли различные подходы к дальнейше-
му исследованию задачи. Ряд исследований был направлен на изучение
альтернативных операций замыкания[2] и на вопросы полноты автомат-
ных систем с добавками[3], в то время как другое направление иссле-
дований посвящено рассмотрению проблемы проверки полноты в неко-
торых подклассах конечных автоматов. В частности подробно изучена
задача полноты в классе линейных автоматов, функционирующих над
произвольными конечными полями[4, 5], причем для всякого конечного
поля представлена критериальная система для проверки A-полноты и
K-полноты. Более того, в классе линейных автоматов задачи проверки
A-полноты и K-полноты конечных систем оказываются алгоритмически
разрешимыми.

Настоящая работа касается исследования вопросов полноты по опе-
рациям композиции и A-замыкания линейных автоматов, функциони-
рующих над полем рациональных чисел[6]. Ранее автором исследованы
вопросы полноты в классе линейных автоматов, фукнционирующих над

1Ронжин Дмитрий Владимирович — выпускник аспирантуры каф. математиче-
ской теории интеллектуальных систем мех.-мат. ф-та МГУ, преподаватель математи-
ки в ОАНО "Новая школа e-mail: d.v.ronzhin@gmail.com.

Ronzhin Dmitry Vladimirovich — graduated from Lomonosov Moscow State University,
Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of Intellectual
Systems, math teacher at non-profit organization "New School".
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кольцом двоично-рациональных чисел[7, 8], где в терминах предполных
классов получены условия полноты для автоматных систем с добавка-
ми. В классе автоматов, функционирующих над полем рациональных
чисел доказан ряд утверждений, касающихся задачи полноты, в частно-
сти доказано отсутствие конечных K-полных систем, а также наличие
нетривиальных бесконечных Σ-полных систем.

2. Постановка задачи

Поле рациональных чисел обозначим через Q.∀l, k ∈ N будем рассмат-
ривать конечные автоматы[1] с входным алфавитом Ql, выходным ал-
фавитом Q и алфавитом состояний Qk, функции переходов и выходов
являются линейными[4, 5]. Данное множество будем называть множе-
ством линейных автоматом над полем рациональных чисел, и обозначим
L(Q)[6].

Для описания функционирования линейных автоматов удобно ис-
пользовать аппарат формальных степенных рядов. Определим множе-
ство формальных степенных рядов над Q:

Q∞(ξ) =
{
α =

∑∞
i=0 ai · ξi | ai ∈ Q

}

Степенным рядам ставятся в соответствие сверхслова на входах и вы-
ходе автоматов. Сложение и умножение элементов из Q∞(ξ) определется
естественным образом.

Кольцо многочленов над Q будем обозначать Q[ξ], а для обозначения
того, что многочлены P (ξ), Q(ξ) ∈ Q[ξ] взаимно просты будем использо-
вать запись gcd (P (ξ) , Q (ξ)) = 1.

Определим множество дробно-рациональных функций от переменной
ξ с коэффициентами из Q следующим образом:

R(Q) =
{
P (ξ)
Q(ξ) | P (ξ), Q(ξ) ∈ Q[ξ], Q(0) = 1, gcd (P (ξ), Q(ξ)) = 1

}

Для автоматов в классе L(Q верны следующие леммы о
представлении[6]:

Лемма 1. ∀V (x1, ..., xl) ∈ L(Q), ∃R0, R1, ..., Rl ∈ R(Q), такие что:

V (x1, ..., xl) = R0 +
∑l

i=1Ri · xi.

Лемма 2. ∀V (x1, ..., xl) : (Q∞)l → Q∞, такого что:
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V (x1, ..., xl) = R0 +
∑l

i=1Ri · xi
Ri ∈ R(Q), i ∈ [0, l]

верно, что V (x1, ..., xl) ∈ L(Q).

Таким образом, линейные автоматы из L(Q) реализуют отображения:

∀V ∈ L(Q), ∃l ∈ N, V (x1, ..., xl) : (Q∞)l → Q∞

Множители Rk будем называть коэффициентами отображения, при-
чем через Rk[τ ] будем обозначать коэффициенты при ξτ формальных
степенных рядов Rk. Будем говорить, что автомат V (x1, ..., xl) ∈ L(Q)
непосредственным образом зависит от xi, i ∈ [1, l], если Ri в приведен-
ном виде не кратен ξ. Линейный автомат называется существенным, если
он представляет собой отображение с не менее чем двумя непосредствен-
ными входами.

Система линейных автоматов M ⊂ L(Q) будет называться A-
полной[2], если ∀V ∈ L(Q) и ∀τ ∈ N, в K(M) существует автомат V ′,
совпадающий с автоматом V на словах длины τ . A - замыкание системы
M будем обозначать через A(M).

3. Результаты

Пусть V (x1, x2, ..., xn) – существенный линейный автомат из L(Q). Спра-
ведливы следующие условия полноты систем автоматов в L(Q) с добав-
ками:

Теорема 1. Пусть V ′(1) – все линейные автоматы из L(Q) арности не
более 1. Тогда K({V (x1, x2, ..., xn)} ∪ V ′(1)) = L(Q).

Теорема 2. Пусть V ′(1,1) = {R1 ·x, x+R2|R1[0] = c1, R2[0] = c2, ∀c1, c2 ∈
Q}. Тогда A({V (x1, x2, ..., xn), ξ · x} ∪ V ′(1,1)) = L(Q).

Автор выражает признательность своему научному руководителю,
кандидату физ.-мат. наук, доценту кафедры МаТИС Часовских Анато-
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Список литературы
[1] Кудрявцев В.Б., Алешин С.В., Подколзин А.С., Введение в теорию авто-

матов, НАУКА, Москва, 1985, 320 с.
[2] Буевич В.А., “О полноте, A-полноте и t-полноте в классе автоматных отоб-

ражений”, Интеллектуальные системы, 10:1-4 (2006), 613–638

211



[3] Бабин Д.Н., Летуновский А.А., “О возможностях суперпозиции, при на-
личии в базисе автоматов фиксированной добавки из булевых функций
и задержки”, Интеллектуальные системы. Теория и приложения, 19:3
(2015), 15–22

[4] Часовских А.А., “Проблема полноты для класса линейно-автоматных
функций”, Дискретная математика, 27:2 (2015), 134–151

[5] Chasovskikh A.A., “Completeness problem for the class of linear automata
functions”, Discrete Mathematics and Applications, 26:2 (2016), 89–104

[6] Ронжин Д.В., “Линейные автоматы над полем рациональных чисел”, Ин-
теллектуальные системы. Теория и приложения, 21:4 (2017), 144–155

[7] Ронжин Д.В., “Об условиях A-полноты линейных автоматов над двоично-
рациональными числами”, Дискретная математика, 32:2 (2020), 45–62

[8] Ронжин Д.В., “Распознавание A-полноты конечных систем линейных ав-
томатов с добавками над кольцом двоично-рациональных чисел”, Интел-
лектуальные системы. Теория и приложения, 25:1 (2021), 149–163

Conditions of completeness for linear automata systems over the
field of rational numbers with additives

Ronzhin Dmitry Vladimirovich

Conditions for K-completeness and A-completeness for linear
automata systems, functioning over the field of rational numbers are
described.

Keywords: finite state automata, linear automata, rationals, K-
completeness, A-completeness.
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Поиск отклонений от типичных
сценариев использования веб-приложений

А. А. Хашаев1, И. Ю. Терёхина2, Д. Ю. Гамаюнов3

В работе исследуется задача поиска отклонений от известных
сценариев типичного использования веб-приложений. Рассмотре-
на модификация существующей формальной постановки задачи,
для которой предложена рекуррентная процедура проверки соот-
ветствия трассы шаблону. Разработан алгоритм обнаружения ано-
малий в трассе, эффективный относительно длины трассы и раз-
мера шаблона.

Ключевые слова: поиск аномалий, ациклический ориентиро-
ванный граф, анализ последовательностей событий

1. Введение

Поиск отклонений от типичных сценариев использования веб-приложения
является актуальной задачей информационной безопасности, которая
может быть решена как с помощью детерминированных алгоритмов, так
и с помощью алгоритмов машинного обучения [1, 2, 3, 4, 5]. В данной
работе предлагается модификация формальной задачи, предложенной,
например, в работе [6], для эффективного обнаружения аномалий в ре-
альном времени.

Сценарии использования некоторого веб-приложения пользователем
представляют собой многоступенчатые процессы, каждый из которых
состоит из последовательности пользовательских действий, связанных
между собой отношением частичного порядка по времени их выполне-
ния. Некоторые действия являются пререквизитами к выполнению дру-
гих действий, и в корректных сценариях использования веб-приложения
ряд пользовательских действий может исполняться лишь в определен-
ном порядке.

1Хашаев Артур Акрамович — директор по разработке, SolidWall.io, e-mail:
arthur.khashaev@solidwall.io.
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Предполагается, что построена (обучена) некоторая модель, позво-
ляющая получить множество сценариев типичного использования веб-
приложения. Необходимо на этапе защиты веб-приложения в реальном
времени проверять соответствие наблюдаемой последовательности поль-
зовательских действий выявленным ранее наборам закономерностей.

2. Основные понятия и формулировка результата

Пусть известен набор возможных действий из некоторого конечного ал-
фавита A, которые может совершать пользователь при взаимодействии с
веб-приложением. Последовательность действий w ∈ An будем называть
трассой.

Определение 1. Шаблоном называется размеченный конечный ацик-
лический ориентированный граф без петель α = 〈V,≤, g〉, где V — мно-
жество вершин графа, ≤ — отношение частичного порядка между
вершинами из V , g : V → A — функция разметки вершин графа дей-
ствиями.

Отношение частичного порядка≤шаблона α отражает временные от-
ношения между парами выполняемых пользователем действий — упоря-
доченность пары вершин означает, что соответствующие действия долж-
ны быть упорядочены и в трассе.

Необходимо для наблюдаемой трассы w ∈ An понять, содержит ли
данная трасса поведенческие аномалии. Типичные сценарии использо-
вания заданы некоторым конечным множеством шаблонов.

Определение 2. Трасса w ∈ An моделирует шаблон π = 〈V,≤, g〉, w |=
π, если существует функция соответствия f : V → [1; |w|] такая, что:

1) ∀ v ∈ V : wf(v) = g(v) — каждой из вершин шаблона сопоставлено
некоторое действие из трассы;

2) ∀u, v ∈ V : u ≤ v =⇒ f(u) ≤ f(v) — свойство монотонности.

Задача, которая ставится в данной работе: пусть задан шаблон π и
трасса w ∈ An, необходимо проверить w |= π.

Решение задачи поиска аномалий, предложенное в работе [6], име-
ет экспоненциальную временную сложность. Отличием данной задачи
от описанной является отсутствие требования инъективности функции
f в определении моделирования шаблона трассой. Отказ от требования
инъективности функции f может увеличивать количество шаблонов, ко-
торые будут моделироваться некоторой трассой. Однако данный факт не
является критичным для рассматриваемой предметной области, так как
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предполагается, что множество шаблонов, описывающих типичные сце-
нарии пользователя является минимальным, полным и неизбыточным.

Обозначим cutπ(v) — сужение исходного шаблона π = 〈V,≤, g〉 на
множество вершин, из которых существует путь в вершину v ∈ V .

Теорема 1. Пусть w ∈ An, x ∈ A, π = 〈V,≤, g〉, v ∈ V . Тогда отноше-
ние |= допускает следующее индуктивное определение:

wx |= cutπ(v) ⇐⇒
(
w |= cutπ(v)

)
∨
(
g(v) = x

)
∧



∧

u∈V :
u<v

wx |= cutπ(u)




Доказательство. Структурная индукция по π и w аналогично доказа-
тельству теоремы о вычислительной сложности проверки выполнимости
LTL-формулы в конечной трассе в работе [7].

Используя теорему 1, можно предложить следующий алгоритм поис-
ка аномалий:

• Построение топологической сортировки T (π) = 〈v1, . . . , vn〉 шабло-
на π.

• Если вычислено w |= cutπ(v) для всех v ∈ V и приходит новый
запрос x ∈ A, то вычисление wx |= cutπ(v) для v ∈ V происходит в
порядке топологической сортировки T согласно теореме 1.

Данный алгоритм имеет временную сложность O (|≤| · |w|).
Таким образом, изменение формальной постановки позволяет свести

задачу поиска аномалий в конечной трассе к задаче выполнимости LTL-
формулы в конечной трассе. Тем самым становится возможным постро-
ение алгоритма обнаружения аномалий в трассе, который является по-
линомиальным относительно длины трассы и размера шаблона.
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The paper investigates the problem of finding deviations from the
known scenarios of typical use of web applications. The modification of
existing formal problem is considered, for which the recursive method
for checking trace matching to a pattern is proposed. An algorithm
for detecting anomalies in trace is developed, which is effective with
respect to the trace length and the pattern size.
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Построение 1,2-простых квазигрупп,
изотопных заданным

С.С. Чаплыгина1

В работе приводится алгоритм получения изотопными преоб-
разованиями простой квазигруппы из некоторой заданной квази-
группы. Также доказывается, что алгоритм имеет квадратичную
сложность и что полученная в результате квазигруппа не содер-
жит собственных подквазигрупп. Приведен пример реализации ал-
горитма на языке Python.

Ключевые слова: квазигруппа, простота квазигруппы, подк-
вазигруппа, изотопность квазигрупп, латинский квадрат.

1. Введение
Конечные квазигруппы (или латинские квадраты, если их рассматри-
вать в терминах таблиц Кэли) вызывают интерес у различных иссле-
дователей в области криптографии и кодирования (см., например, [1]).
Для исследователей зачастую важны квазигруппы, которые обладают
некоторыми особыми свойствами. Одним из желательных свойств явля-
ется полиномиальная полнота [2], обеспечивающая NP-полноту задачи
проверки разрешимости уравнений [3]. Известно, что полиномиальная
полнота эквивалента одновременной простоте и неаффинности [4]. Еще
одним важным свойством является отсутствие собственных подквазиг-
рупп или собственных подквазигрупп порядка не меньшего 2, что отра-
жено в работе [5]. В работе Т. Кепки [6] доказано, что любую конечную
квазигруппу порядка > 2 с помощью изотопий можно перевести в ква-
зигруппу, не имеющую собственных подквазигрупп, или в квазигруппу,
не имеющую собственных подквазигрупп порядка ≥ 2 и одновременно
простую.

В данный работе излагается квадратичный алгоритм преобразова-
ния произвольной квазигруппы порядка > 2 в изотопную квазигруппу,
не имеющую собственных подквазигрупп, созданный на основе работы
Т. Кепки [6]. Кроме того, показывается, что результирующая квазигруп-
па является простой.

Автор выражает искреннюю благодарность к.ф.-м.н., с.н.с. Галатенко
Алексею Владимировичу за постановку задачи и поддержку в работе.

1Чаплыгина Светлана Сергеевна — студент 3 курса каф. МаТИС мех.-мат. ф-та
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Chaplygina Svetlana Sergeevna — 3rd year student, Lomonosov Moscow State
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2. Основные понятия и результаты
В дальнейшем все структуры будут полагаться конечными, поэтому для
краткости слово “конечный” будет опускаться.

Определение 1. Квазигруппой порядка k ∈ N называется такое мно-
жество Q = {q1, . . . , qk} с бинарной операцией · : Q × Q → Q, что для
любых a, b ∈ Q уравнения x · a = b и a · y = b однозначно разрешимы.

Таблицы Кэли квазигрупп являются латинскими квадратами, и на-
оборот, любой латинский квадрат является таблицей Кэли квазигруппы.

Определение 2. Собственной подквазигруппой квазигруппы (Q, ·) на-
зывается пара (Q′, ·′), где Q′ — собственное подмножество Q, замкну-
тое относительно ·, а операция ·′ является сужением · на Q′ ×Q′.

В дальнейшем для краткости будем отождествлять собственные под-
квазигруппы с множеством Q′.

Без ограничения общности можно считать, что Q = {0, . . . , k − 1}, а
операция · есть функция k-значной логики от двух переменных.

Определение 3. Квазигруппа (Q, ·) называется полиномиально пол-
ной, если

[
{·} ∪ P 0

k

]
= Pk, где P 0

k — множество всех констант.

Определение 4. Квазигруппа (Q, ·) называется простой (или в тер-
минах работы [6], 1-простой), если операция · не сохраняет ни одного
нетривиального отношения эквивалентности.

Определение 5. Квазигруппа (Q, ·) называется аффинной, если суще-
ствует абелева группа (Q,+), автоморфизмы α и β этой группы и кон-
станта c ∈ Q, для которых выполнено тождество x·y ≡ α(x)+β(y)+c.

В работе [6] использовались следующие понятия.

Определение 6. Квазигруппа (Q, ◦) называется 2-простой, если она
не содержит собственных подквазигрупп, и 3-простой, если она не со-
держит собственных подквазигрупп порядка ≥ 2.

Определение 7. Квазигруппа (Q, ◦) называется левой (правой) лупой,
если существует такой элемент j ∈ Q, что для любого x ∈ Q выпол-
нено равенство j ·x = x, (x · j = x, соответственно). Если существует
j ∈ Q, такой что j · x = x · j = x для любого x ∈ Q, то квазигруппа
называется лупой.

Определение 8. Квазигруппы Q(·) и Q(◦) будем называть изотопны-
ми, если существуют перестановки σ1, σ2, σ3 на Q, для которых выпол-
нено ∀x, y ∈ Q : x · y = σ−13 (σ1(x) ◦ σ2(y)).
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В терминах таблиц Кэли это означает возможность преобразования
одной таблицы в другую перестановкой строк, столбцов, а также пере-
именованием элементов.

Рассмотрим следующий алгоритм для квазигруппы Q(·) порядка n.
Перестановкой строк и столбцов добьемся преобразования данной

квазигруппы Q(·) в лупу Q(?). Затем сделаем циклический сдвиг строк
1, 2, . . . , n−1→ 2, 3, . . . , n−1, 1, первая строка (то есть строка 0) остается
на месте. Наконец, переставим столбцы 0 и 1.

Данный алгоритм является алгоритмизацией (с сужением на конеч-
ный случай) доказательства утверждений из работы [6]. Элементарными
операциями считаются чтение из памяти или запись в память элемента
из множества Q = Ek, а также арифметические операции на Zk.

Основным результатом данной работы являются утверждения:

Теорема 1. Выходом алгоритма является 2-простая квазигруппа, изо-
топная входной квазигруппе. Временная сложность алгоритма есть
O(k2) при k →∞.

Теорема 2. Квазигруппа, полученная в результате алгоритма, явля-
ется простой, то есть не сохраняет ни одного нетривиального отно-
шения эквивалентности.

Так как все квазигруппы порядка 3 аффинны, в случае k = 3 на вы-
ходе алгоритма могут возникать аффинные квазигруппы, то есть квази-
группы, не являющиеся полиномиально полными.

Алгоритм был реализован на языке программирования Python и про-
тестирован на наборе квазигрупп различного порядка. Время работы
программы квадратично зависело от порядка входных квазигрупп.

Код реализации можно найти на github под открытой MIT лицен-
зией (https://github.com/Rinroli/simple-quasigroups). Там же находятся
небольшая документация и примеры.

3. Заключение
В работе был построен квадратичный алгоритм получения с помощью
изотопии одновременно простой и 2-простой квазигруппы из некоторой
заданной. Этот алгоритм был программно реализован и протестирован
на наборе квазигрупп различного порядка. Проведенные эксперименты
показали, что время работы программы квадратично зависит от порядка
квазигрупп.

В дальнейшем планируется обобщить результаты на структуры более
высоких размерностей.
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[3] G. Horváth, C.L. Nehaniv, Cs. Szabó, “An assertion concerning functionally
complete algebras and NP-completeness”, Theoretical Computer Science, 407
(2008), 591–595.

[4] Hagemann J. and Herrmann C., “Arithmetical locally equational classes and
representation of partial functions”, Colloquia Math. Soc. Janos Bolyai, 29
(1982), 345–360.

[5] Галатенко А.В., Панкратьев А.Е., Староверов В.М., “Об одном алгорит-
ме проверки существования подквазигрупп”, Чебышевский сборник, 22:2
(2021), 76–89.

[6] Kepka T., “A note on simple quasigroups”, Acta Universitatis Carolinae.
Mathematica et Physica., 19:2 (1978), 59–60.

Construction of 1,2-simple quasigroups isotopic to the given ones
Chaplygina S.S.

The paper provides an algorithm for obtaining a simple quasigroup
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quadratic complexity and that the result doesn’t contain proper
subquasigroups. Python implementation of the algorithm is given.
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Классы линейных автоматов над
конечными полями с операциями

суперпозиции

А. А. Часовских1

Для классов линейных автоматов над конечными полями най-
дены все предполные классы по операциям суперпозиции.

Ключевые слова: конечный автомат, линейный автомат, опе-
рации суперпозиции, полнота, предполный класс, конечное поле.

Как известно, конечное поле Ek из k элементов существует, если k = pm

для некоторого простого числа p и натурального числа m [1]. Мы будем
использовать понятие линейного автомата над полем Ek из книги [2], и
рассматривать только автоматы с одним выходом вместе с операциями
суперпозиции [3], которые включают переименование переменных, отож-
дествление переменных и подстановку одного автомата на вход другого
автомата. При этом автоматы, отличающиеся только фиктивными вхо-
дами, мы называем равными, и считаем, что, построив какой-то автомат,
мы получаем все равные ему автоматы.

Линейные автоматы над полем Ek получаем замыканием множества,
состоящего из сумматора, усилителей и задержек, с использованием опе-
раций суперпозиции и обратной связи [4]. Операцию обратной связи в
дальнейшем мы не используем. Линейный автомат над полем Ek с n
входами является функцией f (x1, . . . , xn), переменные которой прини-
мают значения формальных степенных рядов с коэффициентами из Ek,
а значения вычисляются в соответствии с равенством:

f (x1, . . . , xn) =

n∑

i=1

µixi + µ0, (1)

где µi – формальные ряды переменной ξ, коэффициенты которых обра-
зуют периодическую (с предпериодом) последовательность и могут быть
заданы отношениями многочленов над тем же полем, знаменатели кото-
рых имеют ненулевой свободный член.

Класс линейных автоматов над полем Ek с операциями суперпозиции
обозначаем LSk. Мы используем это обозначение и для множества всех
линейных автоматов над полем Ek.

1Часовских Анатолий Александрович — доцент каф. математической теории ин-
теллектуальных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: chasovskikh@mail.ru.

Chasovskikh Anatoly Alexandrovich — associate professor, Lomonosov Moscow State
University, Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of
Intellectual Systems.
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Для простых k в классах LSk в [5] были найдены все максималь-
ные собственные подклассы (предполные классы). Здесь соответствую-
щая задача решена для классов линейных автоматов над полями, не
являющимися простыми.

Множество всех линейных автоматов над Ek, сохраняющих элемент
a поля Ek в начальный момент времени, обозначаем Ta. Множество всех
автоматов из LSk, значение которых в начальный момент зависит не бо-
лее чем от одного входа, обозначаем V1. Автоматы f из LSk, для которых
из (1) следует

∑n
i=1 µi(0) = 1, составляют множество Vk.

Как отмечалось, мы рассматриваем случай k = pm с m > 1. Извест-
но [1], что в этом случае поле Ek содержит максимальные собственные
подполя: Eks , s = 1, 2, . . . , l. Через Ps обозначим множество автоматов
из LSk, все коэффициенты при переменных которых в разложении (1)
имеют свободный член из Eks .

Множество M1 составляют автоматы из LSk, значение выхода кото-
рых в момент времени, следующий за начальным, не зависят от значений
входов в начальный момент. Через M0 обозначим множество автоматов
f , для которых в разложении (1) для каждого коэффициента при пе-
ременной степень его числителя не превосходит степени знаменателя.
Пронумеруем все неприводимые приведенные многочлены из Ek[ξ] на-
туральными числами: p1, p2, . . . так, что p1 = ξ. Через Mi обозначим
множество всех автоматов f из LSk, знаменатели коэффициентов при
переменных в разложении (1) которых не делятся на pi, i = 2, 3, . . . .

Теорема 1. Множество

JSk = { Ta, Vk, V1, Ps,Mi | a ∈ Ek, s ∈ {1, . . . , l}, i ∈ Z+}

состоит из предполных классов в LSk, содержит все такие классы и
является приведенной S-критериальной системой [3].

Доказательство. Для автомата f с разложением (1) положим: U(f) =
{µi|i = 1, . . . , n}. Для множества M , M ⊆ LSk, через U(M) обозначим
множество ∪f∈MU(f).

Замыкание множества M , M ⊆ LSk, по операциям суперпозиции
обозначаем S(M), а замыкание множества M отношений многочленов
по операциям сложения и умножения обозначаем S(1)(M). Через E′

k(ξ)
мы обозначаем множество всех отношений многочленов переменной ξ
с коэффициентами из поля Ek, знаменатели которых имеют ненулевой
свободный член.

Замкнутость каждого класса из JSk доказывается индукцией по опе-
рациям суперпозиции. То, что ни один класс из JSk не содержится в
другом, несложно доказать, предъявив для каждого класса Θ из JSk
его подмножество, не содержащееся ни в каком другом классе из JSk.

222



Пусть M ⊆ LSk и для любого Θ, Θ ∈ JSk, выполнено: M 6⊆ Θ.
Покажем, что выполнено:

S(M) = LSk. (2)

Используя доказательство теоремы 3 из [6], нетрудно показать, что
S(1)(U(M)) = E′

k(ξ). Отсюда и из доказательства леммы 2 этой же рабо-
ты получаем:

x1 + x2 + · · ·+ xp+1 ∈ S(M), (3)

и для любого µ, µ ∈ E′
k(ξ), выполнено:

x0 + µx1 + µx2 + · · ·+ µxp ∈ S(M), (4)

Из соотношений (3), (4) и M \Vk 6= ∅ следует, что S(M) содержит ав-
томат с одним входом g(x) = µ′x+µ′0, для которого выполнено: µ′(0) = 0.
В M входит автомат h, не сохраняющий µ′0(0) в начальный момент вре-
мени. Тогда для одноместного автомата g′(x) = h (g(x), . . . , g(x)) имеем:
g′(x) = µ′′x+ µ′′0, µ′′(0) = 0, µ′′0(0) 6= µ′0(0).

Из сумматора x1 + x2 + · · · + xp+1, автоматов g(x) и g′(x), и (при
подходящем µ) автомата x0 + µx1 + µx2 + · · · + µxp с использованием
операций суперпозиции строится автомат g̃(x) = µ̃x + µ̃0, для которого
выполнены равенства: µ̃(0) = 0, µ̃0(0) = 0.

Подставляя вместо всех переменных автомата из M , не сохраня-
ющего 0 в начальный момент времени, автомат g̃(x), получаем авто-
мат ˜̃g(x) = ˜̃µx + ˜̃µ0, для которого выполнены соотношения: ˜̃µ(0) = 0,
˜̃µ0(0) 6= 0.

Обозначим через r число deg (µ̃0) + deg
(
˜̃µ0
)
. Используя рассуждения

из доказательства леммы 3 работы [7], можно показать, что, из множе-
ства автоматов

{x0 + a1ξx1,1 + · · ·+ a1ξx1,p + · · ·+ arξ
rxr,1 + · · ·+ arξ

rxr,p|ai ∈ Ek} ,

которое входит в S(M) ввиду (4), и автоматов g̃(x), ˜̃g(x), используя опе-
рации суперпозиции, для некоторой дроби µ̂ можно построить автомат
ξµ̂x.

Далее, обобщая доказательство леммы 4 из той же работы, получаем:
0 ∈ S(M). Отсюда и из (3), (4), ˜̃g(x) ∈ S(M) получаем (2). Тем самым
доказана S-критериальность множества замкнутых классов JSk [3].

Предполнота каждого класса множества JSk и отсутствие предпол-
ных классов, не содержащихся в JSk доказываются с использованием
известных общих рассуждений [4].
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Часть 3.
Интеллектуальный анализ

больших данных



Задача распределения полочного
пространства с учетом вариантов

положения товаров

Н. М. Адрианов1 , Е. С. Черняховская2

Мы формулируем задачу распределения полочного простран-
ства с учетом разных вариантов размещения товаров (возможность
боковой ориентации, каппинги и нестинги). Представлен способ ли-
неаризации нелинейных ограничений, возникающих в такой поста-
новке. Данная методика позволяет найти оптимальное решение за-
дачи, в том числе и для больших объемов входных данных.

Распределение полочного пространства (РПП, shelf space allocation,
SSA) является одним из важнейших процессов принятия решений в роз-
ничной торговой сети. Комплексные подходы к распределению полочно-
го пространства с одной стороны направлены на компетентное исполь-
зование торговой площади и максимизации продаж, с другой – на при-
влечение внимания покупателей и увеличение количества незапланиро-
ванных покупок ([1]). Правильное размещение товаров на полках влияет
на продажи ([2]).

Фейсинги, каппинги и нестинги. Фейсингом называется видимая
для покупателей единица товара на полке. Задача РПП формулируется
так: дан набор товаров, которые необходимо разместить на определен-
ном количестве полок торгового оборудования с целью получения мак-
симальной прибыли. Стандартные ограничения задачи: длина полки, ко-
личество фейсингов, целочисленность фейсингов, количество полок для
расположения товара, запас товара ([3], [4]).

В настоящей работе мы добавляем в модель возможность боковой
ориентации некоторых товаров, а также следующие опции размещения:
каппинги – некоторые товары разрешается класть сверху в горизонталь-
ном положении, нестинги – некоторые товары допускается вкладывать
в аналогичные, см. рис. 1.

1Адрианов Николай Михайлович — МГУ им. М.В.Ломоносова,
механико-математический факультет, старший научный сотрудник, e-mail:
nadrianov@gmail.com.

Adrianov Nikolai — Lomonosov Moscow State University, Faculty of Mechanics and
Mathematics, senior researcher.

2Черняховская Екатерина Сергеевна — Вроцлавский университет экономики и
бизнеса, ассистент, e-mail: kateryna.czerniachowska@ue.wroc.pl.

Czerniachowska Kateryna — Wroclaw University of Economics and Business, assistant.
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Мы используем кальку англоязычных терминов (facings, cappings,
nestings), поскольку именно в таком виде они прочно вошли в професси-
ональную лексику, а их русскоязычные аналоги отсутствуют.

cmax
j

nmax
j

Рис. 1. Каппинги и нестинги

Формулировка задачи. Пусть S – количество полок, и для каждой
полки заданы: ширина swi , глубина sdi , высота shi . Ориентацию товара
будем задавать индексом r: r = 0 – прямая, r = 1 – боковая. Пусть
P – количество товаров, и для каждого товара заданы: pwjr – ширина в
положении r, высота phj , высота нестинга pnj , запас товара psj , прибыль
(маржа) puj , и p

o
j – признак возможности боковой ориентации (если poj =

0, то поворачивать товар запрещено).
Пусть fmin

j , fmax
j , cmax

j , nmax
j – минимальное количество фейсингов,

максимальное количество фейсингов, каппингов и нестингов для товара
j соответственно. Высота полки накладывает дополнительное ограниче-
ние, поэтому количество каппинг-слоев товара j в положении r на полке
i ограничено величиной

cmax
ijr = min

(
cmax
j , (shi − phj )/pwjr

)
,

а количество нестингов товара j – величиной

nmax
ij = min

(
nmax
j , (shi − phj )/pnj

)
.

Переменные: αj ∈ {0, 1} – положение товара, xijr, yijr, zijr ∈ Z+ –
количество фейсингов, каппингов и нестингов, а ȳijr – количество стопок
каппингов для товара j на полке i в положении r.

Задачу оптимизации мы формулируем в следующем виде.

P∑

j=1

S∑

i=1

1∑

r=0

puj (xijr + yijr + zijr)→ max
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при следующих ограничениях:

(1)
P∑

j=1

1∑

r=0

pwjrxijr ≤ swi (ширина полки)

(2a) xij0 = 0 при условии pwj1 > sdi (глубина полки)

(2b) xij1 = 0 при условии pwj0 > sdi

(3)

S∑

i=1

1∑

r=0

(xijr + yijr + zijr) ≤ psj (количество товара)

(4) fmin
j ≤

S∑

i=1

1∑

r=0

xijr ≤ fmax
j (фейсинги)

(5a) phj ȳijr ≤ pwjrxijr (каппинги)

(5b) yijr ≤ cmax
ijr ȳijr

(6) zijr ≤ nmax
ij xijr (нестинги)

(7) αj = 0 при условии poj = 0 (запрет поворота)

(8) αjxij0 = 0 (ориентация)
(9) (1− αj)xij1 = 0

Ограничения на переменные yijr, zijr, аналогичные условиям (8) и (9),
выписывать не требуется, поскольку они будут следовать из условий (5a),
(5b), (6), (8) и (9).

Линеаризация. Все ограничения в нашей модели линейные, кроме
(8) и (9). Для их линеаризации мы используем технику, предложенную
Джорджем Данцигом.

Лемма 1 (Данциг, [6]). Пусть α – бинарная переменная, x и y – веще-
ственные или целочисленные переменные с ограничением |x| ≤ M , где
M > 0 – известная константа или параметр задачи. Тогда нелинейное
условие y = αx эквивалентно следующим линейным условиям:

x− (1− α)M ≤ y ≤ x+ (1− α)M

−αM ≤ y ≤ αM

Доказательство. Прямолинейная проверка случаев α = 0 и α = 1.

Следствие 1. Пусть α – бинарная переменная, x – вещественная или
целочисленная переменная с ограничением 0 ≤ x ≤ M , где M > 0 –
известная константа или параметр задачи. Тогда нелинейное условие
αx = 0 эквивалентно линейному условию x ≤ (1− α)M .
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Следствие 2. Ограничения (8) и (9) с учетом (4) можно заменить на

(8′) xij0 ≤ (1− αj)f
max
j

(9′) xij1 ≤ αjf
max
j

Заключение. Мы свели задачу к линейной, для которой существу-
ют мощные решатели, как коммерческие (CPLEX, Gurobi), так и бес-
платные (Coin-Or). Эксперименты показывают, что CPLEX легко нахо-
дит оптимальное решение задачи в линейной формулировке и не может
справиться с аналогичной нелинейной моделью при тех же параметрах.

Сходство с задачей о рюкзаке подсказывает, что стоит попробовать
применить в задаче РПП методы, успешно применяемые в задаче о
рюкзаке, в частности branch-and-cut, который показывает эффектив-
ность выше, чем методы, основанные на линейном программировании.
Это представляется перспективным направлением дальнейших исследо-
ваний.

Shelf space allocation problem with product position options
Adrianov N., Czerniachowska K.

We formulate the problem of shelf space allocation with various
product position options (side orientation, cappings and nestings). A
method for linearizing nonlinear constraints arising in this model is
presented. This technique allows finding the optimal solution to the
problem, including the large instances of input data.
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Применение алгоритма "Полоска" в
задаче онлайнового машинного обучения

М.М. Липкович1, Д. В. Миронов2

Рассмотрена задача онлайнового обучения моделей, где дан-
ные для обучения становятся доступными не сразу, а поступают в
последовательном порядке. Для решения поставленной задачи ис-
пользуется алгоритм «Полоска», предложенный В.А. Якубовичем.
Эффективность метода показана в его сравнении со стандартной
моделью, обученной стохастическим градиентным спуском.

Ключевые слова: онлайновое машинное обучение, линейные
модели, алгоритм "Полоска".

1. Введение

В классической постановке машинного обучения предполагается нали-
чие набора данных, доступного к моменту обучения моделей. В работе
рассматривается случай, когда такого предзаданного набора данных нет,
и данные для обучения приходят последовательно. Такая постановка за-
дачи называется онлайновым машинным обучением [1]. Потребность в
моделях такого рода возникает, например, при работе с большими дан-
ными когда вычислительно неосуществимо совершить обучение на всем
наборе, и в областях где данные меняются во времени, в следствие чего
модели необходимо под них подстраиваться. Одним из наиболее попу-
лярных методов такого обучения является стохастический градиентный
спуск, где в каждый момент времени модель обучается на пакете из од-
ного семпла [2].

В данной работе предложено использовать алгоритм «Полоска» [3].
Этот алгоритм сводит задачу нахождения оптимальных параметров к
решению системы бесконечных неравенств. В работе будет рассмотрен
вариант построения бесконечной системы неравенств, которая хорошо
ложится в парадигму онлайнового машинного обучения. Применимость

1Липкович Михаил Маркович — старший научный сотрудник ИПМаш РАН,
доцент кафедры теоретической кибернетики мат.-мех. ф.-та СПбГУ, e-mail:
lipkovich.mikhail@gmail.com.

Mikhail Lipkovich — senior researcher at IPME RAS, associate professor at Saint
Petersburg State University, Department of Theoretical Cybernetics

2Миронов Дмитрий Викторович — студент магистр мат.-мех. ф.-та СПбГУ по
программе «Прикладная математика и информатика», e-mail: dmitrvikizz@gmail.com.

Mironov Dmitrii — master’s student at Saint Petersburg State University, "Applied
mathematics and informatics" program
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алгоритма будет показана в его сравнении с логистической регрессией,
обученной стохастическим градиентным спуском.

2. Описание алгоритма «Полоска»

Рассмотрим модель, предложенную В. А. Якубовичем [3].
Пусть дан набор данных {xi, yi = s(xi)}, i = 1, . . . ,m, где xi ∈ X ⊂ Rn

- векторы признаков, s(x) - неизвестная функция из X в {1,−1}. Задана
задача бинарной классификации, т.е. требуется восстановить функцию s
по имеющемуся набору данных.

Пусть {aj(x)}, j = 1, . . . , N, . . . – полный в L2(X) набор ограниченных
функций. В алгоритме «Полоска» строится классификатор вида

σ(x) = sign




N∑

j=1

θjaj(x)


 = sign(sN (x, u)), (1)

где u – вектор обучаемых параметров с элементами θ1, ..., θN .
Строя опознающую систему исходя из условий минимизации функ-

ции квадрата ошибки приходят к следующему неравенству:
∣∣∣∣∣
N∑

k=1

α
(m)
hk θk − α

(m)
h

∣∣∣∣∣ < ε, h = 1, 2, ..., N (2)

α
(m)
h =

1

m

m∑

j=1

s(xj)ah(xj), α
(m)
hk =

1

m

m∑

j=1

ak(xj)ah(xj). (3)

Для применения алгоритма «Полоска» необходимо циклически про-
должить (2) до бесконечной системы неравенств. Один из способов это-
го достичь - рассмотреть бесконечную по h систему, сделав все функ-
ции циклическими по h. В этом случае, весь датасет должен быть до-
ступен сразу. Однако, нас интересует возможность применения данного
алгоритма к онлайновому машинному обучению, поэтому вместо этого
предлагается рассмотреть систему, бесконечную по m. Тогда на каждое
добавление семпла данных будут приходиться N неравенств типа (2).

Обозначим δ
(m)
h =

N∑
k=1

α
(m)
hk θ

(m)
k − α(m)

h , где верхний индекс m теперь

обозначает номер итерации и рассмотрим следующий алгоритм обновле-
ния весов:

θm+1
k =





θmk , если
∣∣∣δ(m)

h

∣∣∣ < ε,

θmk − δmh α
(m)
hk

[
N∑
k=1

(
α
(m)
hk

)2]−1

, если
∣∣∣δ(m)

h

∣∣∣ > ε.
(4)
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Теорема. Данный алгоритм является конечно-сходящимся
Доказательство. Основна на общем результате из [3].

3. Результаты моделирования

Для проверки применимости алгоритма «Полоска» к поставленной за-
даче сравним его с логистической регрессией, обученной методом стоха-
стического градиентного спуска. Сравнения будет происходить на набо-
ре данных "HIGGS Data Set"1 [4], состоящем из 11000000 семплов по 28
признаков.

Обеим моделям будут последовательно предъявляться семплы из да-
тасета. На каждом семпле будем выполнять прогноз, и запоминать общее
число ошибок к данному шагу. Далее, этот семпл будет предъявляться
для обучения. Такой подход сравнения онлайновых моделей был предло-
жен в [5]. Графики процентов накопительных ошибок для первых 2000
семплов представлены ниже. Алгоритм «Полоска» с самого начала начи-
нает совершать меньшее количество ошибок. Итоговый процент ошибок
для Полоски» - 38%, а для регрессии - 44%. Таким образом, предложен-
ный алгоритм обладает потенциалом, и стоит заняться его улучшением
и распространением на другие задачи.
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The present paper considers online learning problem where training
data becomes available in a sequential order. "Stripe" algorithm
proposed by V.A. Yakubovich is used for online learning. Its
applicability for online machine learning is confirmed by comparison
with a traditional model trained using stochastic gradient descent.
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Построение оптимальных зон
транспортной достижимости нескольких

объектов

А.В. Каледин1

В работе рассматривается задача построения оптимальных зон
транспортной достижимости для нескольких объектов. Предлага-
ется новый алгоритм, основанный на обходе графов, использующий
разбиение карты на гексагоны для ускорения вычислений. Обсуж-
даются часто используемые алгоритмы решения рассматриваемой
задачи: для одного объекта — изохроны, которые обобщаются на
случай нескольких объектов; для нескольких объектов — диаграм-
мы Вороного. Далее подходы и их модификации сравниваются с
новым алгоритмом.

Ключевые слова: интеллектуальный анализ больших дан-
ных, геопространственный анализ, оптимальные зоны транспорт-
ной достижимости

1. Введение

Во время пандемии задача по оптимизации процесса доставки как нико-
гда актуальна. Каждому кафе, ресторану, аптеке и магазину приходится
адаптироваться к новым условиям и взаимодействовать с покупателем
через курьеров.

В работе рассматривается практическая задача о построении зон
транспортной достижимости сети объектов. В настоящее время данная
задача решается во всех службах доставки, но ее реализация является
коммерческой тайной.

Обычно задача решается для одного объекта, и на выходе получается
зона доставки — область вокруг объекта, куда можно доставить заказ.
Один из способов решения заключается в построении изохроны транс-
портной доступности [1, 5], зоны достижимости за время T , которая учи-
тывает транспортный граф. При этом изохроны в множественном случае
образуют пересекающиеся зоны, могут выдавать некорректный резуль-
тат с разным типом транспорта и являются неоднозначными в рамках
формирования зон (отвечают на вопрос, успеет ли курьер за время t, но

1Каледин Артем Владимирович — студент магистратуры каф. математической
статистики факультета ВМК МГУ им. М.В. Ломоносова, e-mail: avkaledin@mail.ru.

Kaledin Artem Vladimirovich — master student, Lomonosov Moscow State University,
Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics, Department of Mathematical
Statistics.
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не указывают, за сколько времени будет доставлен заказ). Также реали-
зация вычисления изохроны в множественном случае является сложной
задачей. Другой подход, разбивающий карту на непересекающиеся зоны,
— диаграмма Вороного [3], не учитывает транспортный граф и также
имеет ряд неоднозначных действий в формировании зон.

Автор выражает благодарность своему научному руководителю,
к.ф.-м.н. М.А. Целищеву за помощь в работе.

2. Описание подхода и формулировка результата

Подход предполагает:

1) Взятие усеченного транспортного графа города.

2) Обход вершин графа и расчёт маршрутизатором времени достижи-
мости от объектов. Присвоение каждой вершине индикатора объ-
екта с наименьшим временем.

3) Проход по рёбрам графа и присвоение рёбрам индикаторов объек-
тов.

4) Переход к гексагональной сетке [4] методом голосования попавших
в гексагон вершин и рёбер графа.

5) Обход неразмеченных гексагонов и присвоение индикаторов по бли-
жайшим размеченным гексагонам.

Отметим, что каждый шаг имеет ряд допущений, которые позволяют
сделать процесс обсчёта параллельным и ускорить алгоритм для пере-
строения зон с учётом транспортной ситуации. Отметим, что зоны под-
держивают динамическое перестроение и могут быть построены с учетом
разных типов транспорта курьеров для разных объектов. Также алго-
ритм применим для выбора расположения нового ресторана и анализа
зон «привлекательности» [5].

В завершении приводим иллюстрации работы алгоритма — на рис. 1
представлен случай добавления нового ресторана и формирование новых
зон; на рис. 2 представлено визуальное сравнение работы описанного
алгоритма (c) с другими алгоритмами — изохронами (а) и полигонами
Вороного (b).
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