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В данной работе рассматривается модель многослойных схем с
одним функциональным слоем. В качестве графов-носителей вы-
ступают λ-сепарируемые графы. Доказана нижняя оценка функ-
ции Шеннона для сложности данного вида схем max
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)
,

где k — число слоев. Для d-мерных графов, которые являются част-
ным случаем λ-сепарируемых графов для λ = d−1

d , таким образом
получена нижняя оценка функции Шеннона 2n

min(n,d log k) . Для пря-
моугольных многомерных схем доказанная нижняя оценка асимп-
тотически совпадает с верхней оценкой.

Ключевые слова: многослойные схемы, многомерные схемы,
асимптотика функции Шеннона, сложность схем, сепараторы в
графах.

1. Введение

Задача синтеза схем, вычисляющих булевы функции и обладающих в
некотором смысле оптимальными или субоптимальными характеристи-
ками, возникла в середине XX века в связи с бурным развитием вы-
числительной техники. С 1950-х гг. одной из наиболее интенсивно ис-
следуемых моделей схем являются схемы из функциональных элемен-
тов (СФЭ). Одной из естественных характеристик оптимальности СФЭ
является сложность — количество функциональных элементов в схеме.
Соответственно, сложность булевой функции можно определить как ми-
нимальную сложность схемы, реализующей данную функцию. Маллер
в [24] показал, что для любой булевой функции от n переменных поря-
док ее сложности не превосходит 2n

n . Лупанов в [12] доказал, что для
почти всех булевых функций от n переменных сложность в стандарт-
ном базисе {∨,&,¬} асимптотически равна 2n

n . Также Лупанов получил
асимптотические оценки сложности булевых функций для произвольно-
го конечного базиса.
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На практике, однако, при синтезе схем необходимо учитывать такие
моменты, как расположение функциональных элементов в пространстве,
разводку проводов и др. В 1960-х гг. появились работы, в которых рас-
сматривались модели схем, в той или иной степени учитывающие эти
факторы. Коршунов в [10] получил оценки сложности для случая СФЭ,
размещенных в трехмерном пространстве с ограниченными снизу рассто-
яниями между элементами и расстояниями между проводами, а также
ограниченными сверху длинами проводов. Кравцов в [11] рассматривал
плоские схемы, элементы которых определенным образом размещены в
клетках прямоугольной решетки, и получил порядок функции Шенно-
на 2n. МакКолл в [22] получил порядок нижней оценки функции Шен-
нона 2n для планарных схем.

Модели клеточных схем, аналогичные или идентичные модели Крав-
цова, рассматривались в ряде более поздних работ. Так, Альбрехт в [1]
показал, что асимптотика функции Шеннона для клеточных схем имеет
вид c · 2n, где c — некоторая константа, зависящая от базиса. Грибок в
[2] получил асимптотику функции Шеннона 2n для определенного ба-
зиса клеточных элементов. Также исследовалась взаимосвязь сложно-
сти и других характеристик клеточных схем. Черемисин в [15] показал
невозможность реализации дешифратора клеточными схемами с одно-
временно минимальными по порядку сложностью и мощностью. Кала-
чев в [5, 6, 7, 8, 9] исследовал одновременную минимизацию сложности
и других характеристик плоских схем, таких как мощность и глубина.
Ефимов в [3, 4] изучал энергопотребление объемных схем.

Одной из наиболее приближенных к практике моделей схем являются
VLSI-схемы. В данной модели длина проводов схемы определяет время
распространения сигнала между функциональными элементами. VLSI-
схемы рассматривались в ряде работ (Томпсон [27], Ульман [28]). Крамер
и ван Льювен [20] исследовали одновременную минимизацию сложности
и времени работы VLSI-схем.

Еще одним направлением исследований является взаимосвязь меж-
ду характеристиками схем из различных моделей. Сэведж в [25, 26] ис-
следовал связь между VLSI-схемами и планарными схемами. В работе
Шкаликовой [16] показана зависимость между площадью плоских схем
и объемом трехмерных схем.

Оценки сложности, полученные для перечисленных выше моделей
схем, превосходят по порядку оценку Лупанова 2n

n сложности для СФЭ.
Одной из причин данного различия является невозможность в условиях
пространственных ограничений провести произвольное количество про-
водов для соединения функциональных элементов. В случае, когда схе-
мы укладываются в граф (например, в прямоугольную решетку), чис-
ло проводов, которое можно провести между фрагментами графа, есте-
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ственным образом ограничивается размером реберного сепаратора, раз-
деляющего данные фрагменты.

В данной работе исследуется зависимость функции Шеннона от ха-
рактеристик сепарируемости графа, в который укладываются схемы.
Рассматриваются схемы с ограничениями на укладку из работы [13]:

• В каждую вершину графа может быть уложено не более одного
нетождественного функционального элемента СФЭ.

• В каждое ребро графа может быть уложено не более k ребер СФЭ.

Основным результатом работы является нижняя оценка функции
Шеннона для графов с сепаратором размера O(pλ), где p— число вершин
графа, 0 < λ < 1. Такие графы далее будем называть λ-сепарируемыми.
Также будет доказана применимость полученной оценки к схемам, укла-
дываемым в пространство размерности 2 и выше. Для прямоугольных
многомерных схем с учетом полученной в [13] верхней оценки функции
Шеннона будет доказана асимптотика указанной функции.

2. Основные определения и полученные результа-
ты

2.1. Многослойные схемы

Модель многослойных схем с одним функциональным слоем рассматри-
валась в работе [13]. Кратко приведем основные определения.

Согласно [14, с. 148], схема из функциональных элементов (далее
СФЭ) в базисе B ⊆ P2 представляет собой размеченный ациклический
ориентированный граф. Разметка вершин определяет, какие вершины
являются входными или выходными, и всем вершинам, не являющим-
ся входными, сопоставляет булевы функции из базиса B. Ребра СФЭ
помечены натуральными числами, и разметка входных ребер вершины
определяет порядок аргументов в функции, реализуемой данной верши-
ной.

Носителем будем называть произвольный непустой граф с конечным
или счетным числом вершин. В общем случае носитель может иметь
кратные ребра и петли.

Укладкой СФЭ S на носитель T будем называть произвольный гомо-
морфизм h : S → T .

Схемой с носителем T будем называть пару (S, h), где S — схема из
функциональных элементов, h — укладка S на T . Для краткости будем
говорить «схема» вместо «схема с носителем» в тех случаях, когда это
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не приведет к разночтениям. Будем говорить, что схема (S, h) реализует
булеву функцию или булев оператор f , если СФЭ S реализует f .

С практической точки зрения данные определения можно трактовать
следующим образом. Одной из задач синтеза СБИС является укладка
(т. е. размещение) логических элементов и проводов схемы на плату, ко-
торую в некотором приближении можно считать графом — носителем
схемы.

Обычно в задачах синтеза схем имеются те или иные ограничения
на укладку. В данной работе будут рассматриваться следующие ограни-
чения:

Ограничение 1. В каждую вершину носителя может быть уложено не
более одного функционального элемента СФЭ, реализующего нетожде-
ственную булеву функцию.

Ограничение 2. В каждое ребро носителя может быть уложено не более
k ребер СФЭ.

Данные ограничения можно толковать следующим образом: схема
состоит из k «слоев», при этом лишь один из слоев является «функ-
циональным» (т. е. может содержать нетождественные функциональные
элементы). Остальные слои используются только для разводки проводов.
Поэтому схемы, соответствующие ограничениям 1 и 2, будем называть
многослойными схемами.

Обозначим через MT
k множество всех k-слойных схем с носителем T .

Под сложностью многослойной схемы будем понимать количество
вершин носителя, использованных при укладке. Если M — множество
многослойных схем, f — булева функция, то естественным образом опре-
деляется L(M,f) — сложность функции f в множествеM как минималь-
ная сложность многослойной схемы вM , реализующей функцию f . Если
таких схем не существует, можно формально считать сложность булевой
функции равной бесконечности.

Стандартным образом определяется функция Шеннона сложности
многослойных схем:

L(MT
k , n) = max

f∈P2(n)
L(MT

k , f).

2.2. Носители

Свойства носителей играют важную роль при укладке схем, посколь-
ку при одних и тех же ограничениях разные носители допускают, вооб-
ще говоря, совершенно различные укладки. В данной работе в качестве
носителей будут рассматриваться λ-сепарируемые графы. Как важный
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частный случай λ-сепарируемых носителей будут также рассмотрены d-
мерные графы.

Далее под монотонным классом графов будем понимать любое мно-
жество графов G, замкнутое относительно операции «взятия подграфа».
Очевидно, множество конечных подграфов любого носителя является
монотонным классом графов.

2.2.1. Классы графов G(q, θ) и G(λ, q, θ)

Пусть q ∈ N и θ > 1 — некоторые константы. Определим класс гра-
фов G(q, θ) как множество всех носителей T , обладающих следующими
свойствами:

• Степень всех вершин T ограничена некотором числом q.

• Для любого целого p число различных с точностью до изоморфиз-
ма подграфов T с p вершинами не превосходит θp.

С точки зрения укладки схем ограниченность степени вершин графов яв-
ляется в некотором смысле «естественным» ограничением. Что касается
второго условия, то оно выполнено для достаточно важных категорий
графов — например, для планарных графов [17] и для d-мерных графов,
которые будут определены ниже.

Формальное определение λ-сепарируемости будет приведено в разде-
ле 3. С содержательной точки зрения в λ-сепарируемом носителе любой
подграф с p вершинами может быть разбит на меньшие фрагменты со-
поставимого размера удалением O(pλ) вершин (ребер), где 0 < λ < 1.

Подкласс λ-сепарируемых носителей из класса G(q, θ) обозначим че-
рез G(λ, q, θ).

2.2.2. d-мерные графы

Пусть d ≥ 2 — целое число, T — некоторый носитель. Будем гово-
рить, что T является d-мерным графом, если существуют константы
cv > 0, ce > 0 такие, что T можно уложить в d-мерное евклидово про-
странство так, что расстояние между любыми двумя вершинами будет
не меньше cv и длина любого ребра будет не больше ce.

Замечание 1. Ограничения, использованные в данном определении,
схожи с ограничениями в определении схем из объемных функциональ-
ных элементов из работы Коршунова [10].

Замечание 2. Легко видеть, что одну из констант cv и ce всегда можно
считать равной 1. В дальнейшем будем предполагать, что cv = 1.
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Замечание 3. Ясно, что любой конечный носитель является d-мерным
графом с достаточно большим ce, поэтому для конечных носителей дан-
ное определение не имеет смысла. Однако, можно определить монотон-
ный класс d-мерных графов с параметром ce, в котором константа ce
— общая для всех графов класса. Легко видеть, что данное множество
графов будет замкнуто относительно операции взятия подграфа. Далее
будем опускать константу ce, говоря о классе d-мерных графов в тех слу-
чаях, когда численное значение константы ce не будет играть существен-
ной роли.

Пример 1. Граф d-мерной целочисленной решетки является d-мерным
графом. Достаточно положить ce = 1.

Пример 2. Можно показать, что граф бесконечного полного бинарного
дерева не является d-мерным ни для какого d. В самом деле, количество
вершин, находящихся на расстоянии p от корня дерева, экспоненциаль-
но зависит от p, однако количество шаров диаметра 1, которые можно
уложить в d-мерном шаре радиуса ce · p, равняется O(pd).

Укладка схем в d-мерную целочисленную решетку рассматривалась в
работе [13]. Как и в указанной работе, будем называть такие схемы пря-
моугольными многомерными схемами и использовать сокращение Md

k

вместо MZd
k .

В разделе 5 будет доказано, что все d-мерные носители принадлежат
классам G(λ, q, θ) для λ = d−1

d и некоторых постоянных q и θ.

2.3. Прочие обозначения и соглашения

Выражение log a всюду будет обозначать двоичный логарифм a. Будем
формально считать, что x log x = 0 при x = 0.

Будем использовать обозначение P2(n,m) для множества всех буле-
вых операторов с n входами и m выходами (n ≥ 0, m ≥ 1).

Запись f(x) . g(x) будет обозначать соотношение limx→∞
f(x)
g(x) ≤ 1.

Аналогично будет использоваться обозначение f(x) & g(x). В случае за-
висимости от нескольких параметров возможно использование сложного
условия предельного перехода: например, f(n, k) . g(n, k) при k → ∞,
log k ≤ n.

2.4. Полученные результаты

В данной работе для произвольного носителя T ∈ G(λ, q, θ) будет дока-
зано, что

L(MT
k , n) & max

(
2n

n
,
2n(1− λ)

log k

)
при k →∞, n→∞.
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Также будет доказано, что произвольный d-мерный носитель при-
надлежит классу G(λ, q, θ) для λ = d−1

d и некоторых постоянных q и θ.
Следовательно, для d-мерных носителей будет верна нижняя оценка

L(MT
k , n) & 2n

min(n, d log k)
при k →∞, n→∞.

Для прямоугольных многомерных схем в работе [13] была получе-
на верхняя оценка функции Шеннона, совпадающая с вышеприведенной
нижней оценкой. Таким образом, для данного вида схем будет получена
асимптотика сложности:

L(Md
k , n) ∼ 2n

min(n, d log k)
при k →∞, n→∞.

2.5. План работы

С организационной точки зрения доказательная часть данной работы
разбита на три раздела.

В разделе 3 приведены общие определения, связанные с сепаратора-
ми в графах. Основным результатом указанного раздела является лем-
ма 2. Неформально смысл указанной леммы заключается в том, что λ-
сепарируемые графы, допускающие в некотором смысле «хорошее» раз-
биение на две части, допускают и «хорошее» разбиение на много частей.

В разделе 4 доказывается нижняя оценка функции Шеннона для но-
сителей из класса G(λ, q, θ). Ключевую роль будет играть лемма 7, из
которой следует собственно теорема о нижней оценке.

В разделе 5 доказывается нижняя оценка функции Шеннона для d-
мерных носителей и асимптотика для прямоугольных многомерных схем.
Фактически будет доказано, что произвольный d-мерный носитель при-
надлежит классу G(λ, q, θ) для λ = d−1

d и некоторых постоянных q и θ.

3. Сепараторы в графах и их свойства

3.1. Определения и простейшие свойства сепараторов

В данном разделе будут даны определения вершинных и реберных сепа-
раторов в графах и доказаны некоторые простейшие свойства сепарато-
ров.

Реберные сепараторы. Будем вводить терминологию о реберных се-
параторах аналогично терминологии о вершинных сепараторах из [21].
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Определение 1. Пусть f : N → R — некоторая функция. Назовем мо-
нотонный класс графов G реберно f(p)-сепарируемым, если существуют
такие константы 1

2 ≤ α < 1, β ≥ 0, m ≥ 2, что любой граф класса G,
содержащий p вершин, где p ≥ m, можно разбить на два непересекаю-
щихся порожденных подграфа, соединенных не более чем βf(p) ребрами,
при этом количество вершин обоих подграфов не превосходит αp.

Замечание 4. Константа m важна с технической точки зрения, по-
скольку позволяет не рассматривать некоторые вырожденные случаи.
Например, граф K1 с одной вершиной невозможно разбить на два непу-
стых подграфа в принципе, поэтому можно всегда считать, что m ≥ 2.
В общем случае m может быть больше 2.

Определение 2. Пусть f : N → R, T — некоторый носитель. Назовем
носитель T реберно f(p)-сепарируемым, если монотонный класс всех ко-
нечных подграфов T является реберно f(p)-сепарируемым.

Ясно, что интерес представляет случай, когда f(p) — медленно рас-
тущая функция. По сути, это позволит применять технику разделяй-
и-властвуй для получения эффективных алгоритмов и нетривиальных
нижних оценок в доказательствах. В данной работе в качестве функции
f(p) рассматривается pλ, где 0 < λ < 1. Реберно pλ-сепарируемые носи-
тели и монотонные классы графов для удобства будем называть реберно
λ-сепарируемыми.

Вершинные сепараторы. Следующее определение представляет со-
бой модификацию определения 2.1 вершинного сепаратора для графа из
[23] применительно к монотонным классам графов.

Определение 3. Пусть f : N→ R — некоторая функция. Назовем моно-
тонный класс графов G вершинно f(p)-сепарируемым, если существуют
такие константы 1

2 ≤ α < 1, β ≥ 0,m ≥ 1, что для любого графа класса
G, содержащего p вершин, где p ≥ m, множество вершин V (G) можно
разбить на три непересекающиеся части A, B, C так, что будут выпол-
нены три условия:

• Не существует ребер из A в B.

• |A|, |B| ≤ αp.

• |C| ≤ βf(p).

Очевидно, что из реберной f(p)-сепарируемости любого монотонного
класса графов будет следовать вершинная f(p)-сепарируемость, так как
в качестве вершинного сепаратора достаточно использовать концы ребер
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из реберного сепаратора. Обратное, вообще говоря, неверно. Например,
множество звезд (графов K1,n) и их подграфов является вершинно 1-
сепарируемым, но не является реберно 1-сепарируемым.

Следующее простое утверждение показывает, что для монотонных
классов графов с ограниченной степенью вершин из вершинной сепари-
руемости следует реберная.

Лемма 1. Пусть G — монотонный класс вершинно f(p)-сепарируемых
графов с ограниченной числом q степенью вершин и параметрами α,
β и m. Тогда G является реберно f(p)-сепарируемым с параметрами
max

(
2
3 , α

)
, qβ и max(m, 2).

Доказательство. Покажем, как для произвольного графа класса полу-
чить реберный сепаратор из вершинного.

Пусть G ∈ G, |V (G)| = p ≥ max(m, 2). По определению вершинной
сепарируемости, вершины G можно разбить на три множества A,B,C,
где C — сепаратор. При этом |A|, |B| ≤ αp, |C| ≤ βf(p).

Дополним множества A и B вершинами из C до множеств A′ и B′

соответственно так, что мощности A′ и B′ были как можно ближе друг
к другу. При таком методе дополнения A и B до A′ и B′ получим, что
1 ≤ |A′|, |B′| ≤ max

(
2
3 , α

)
· p.

Далее, каждое ребро, соединяющее A′ и B′, в изначальном разбиении
было смежно хотя бы с одной вершиной из C. В силу того, что степе-
ни вершин G ограничены числом q, общее число таких ребер не будет
превосходить величины q|C| ≤ qβf(p).

Поскольку величины max
(
2
3 , α

)
, qβ и max(m, 2) не зависят от графа,

реберная f(p)-сепарируемость монотонного класса G доказана.

Таким образом, в определении класса носителей G(λ, q, θ) не важно,
о какой именно λ-сепарируемости идет речь (реберной или вершинной),
поскольку степени вершин графов из данного класса ограничены чис-
лом q.

3.2. Разбиение λ-сепарируемых графов

Неформально, основным результатом данного раздела является следу-
ющее утверждение: если λ-сепарируемый граф можно разбить на две
несвязанные части сопоставимого размера, удалив малое число ребер,
то данный граф можно разбить на множество небольших несвязанных
частей ограниченного размера, также удалив малое число ребер.

Следующая лемма представляет собой модификацию леммы 1 из [18]
для планарных графов.
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Лемма 2. Пусть G — монотонный класс реберно λ-сепарируемых гра-
фов с параметрами α, β и m, где 0 < λ < 1, 1

2 ≤ α < 1, β ≥ 0, m ≥ 2.
Тогда для любого r ≥ m − 1, для любого графа G ∈ G с p вершинами
существует разбиение G на подграфы такое, что

• Число вершин каждого подграфа не превосходит r.

• Общее число ребер, соединяющих различные подграфы, не превос-
ходит δprλ

r , где δ — константа, общая для всех графов класса и
всех r.

Будем называть полученное разбиение графа rλ-разбиением.

Доказательство. По сути лемма доказывается аналогично лемме 1 из
[18]. Приведем детальную версию доказательства для полноты картины.

Пусть r ≥ m− 1, G ∈ G, |V (G)| = p. Если p ≤ r, то тривиальное раз-
биение из одного графа G будет rλ-разбиением, что доказывает лемму.

Пусть p > r. По определению реберной λ-сепарируемости, граф G
можно разбить на две части A и B так, что количество ребер, соеди-
няющих A и B, не превосходит βpλ, при этом |A| ≤ αp, |B| ≤ αp. Рас-
смотрим соответствующие A и B порожденные подграфы G. Поскольку
данные подграфы также принадлежат классу G, к ним возможно приме-
нить аналогичное разбиение на две части. Будем рекурсивно разбивать
полученные подграфы на части, пока не получим все подграфы с числом
вершин, не превосходящим r.

Покажем, что полученное разбиение является rλ-разбиением.
Ограничение на число вершин в подграфах разбиения (не больше r

вершин в каждом подграфе) выполнено по построению.
Пусть X — общее количество ребер, удаленных при разбиении графа.

Докажем ограничение сверху наX. Разобьем все подграфы, которые раз-
бивались на каком-либо шаге разбиения, на множества Gi в зависимости
от размера. В множество G1 включим подграфы с размерами из полу-
интервала (r, rα−1], в G2 — из полуинтервала (rα−1, rα−2], и так далее.
Если t = dlogα

r
pe, то последнее множество Gt будет содержать подграфы

с размерами из полуинтервала (rα−(t−1), rα−t].
Пусть 1 ≤ i ≤ t. Рассмотрим множество Gi. Заметим, что множества

вершин подграфов из Gi не пересекаются, поскольку отношение размеров
таких подграфов меньше α. Следовательно, сумма размеров всех подгра-
фов из Gi не превосходит p, откуда |Gi| ≤ p

r · αi−1. При этом количество
ребер, удаленных при разбиении любого подграфа из Gi, не превосходит
величины β(r/αi)λ.
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Суммируя по всем подграфам из всех множеств Gi, получим

X ≤ β
t∑

i=1

αi−1p
r

( r
αi

)λ
≤ β

αλ(1− α1−λ)
· pr

λ

r
,

что соответствует ограничению на количество ребер для rλ-разбиения.

Далее будем использовать следующее вспомогательное обозначение.
Пусть M,S > 0. Обозначим через K(M,S) множество кортежей x̄ =
{xi}ti=1, удовлетворяющих условиям

1 ≤ xi ≤M,

t∑

i=1

xi ≤ S. (1)

Если G — λ-сепарируемый монотонный класс графов с ограниченной
числом q степенью вершин, то свойства rλ-разбиения можно перефор-
мулировать следующим образом. Пусть p̄ = {pi}ti=1 — кортеж размеров
подграфов rλ-разбиения, s̄ = {si}ti=1 — кортеж количеств ребер, соеди-
няющих подграфы rλ-разбиения с остальной частью графа. Тогда

p̄ ∈ K(r, p), s̄ ∈ K
(
qr,

δprλ

r

)
. (2)

4. Нижняя оценка для λ-сепарируемых носителей

В данном разделе доказывается ключевое утверждение работы — теоре-
ма о нижней оценке для произвольного носителя из класса G(λ, q, θ):

L(MT
k , n) & max

(
2n

n
,
2n(1− λ)

log k

)
.

Заметим, что доказанная оценка зависит только от функции сепарируе-
мости, параметры q и θ на данную оценку не влияют.

С содержательной точки зрения доказательство будет получено сле-
дующим образом. Подграфы носителя разбиваются на небольшие фраг-
менты. Затем число булевых функций, допускающих реализацию в под-
графах, будет оцениваться через число булевых операторов, которые мо-
гут быть реализованы во фрагментах, и число способов провести провода
между фрагментами.

Поскольку доказательство достаточно громоздкое с технической точ-
ки зрения, предварительно будет доказано несколько вспомогательных
лемм, которые будут выделены в отдельный раздел 4.1. Доказательство
основной теоремы будет завершено в разделе 4.2.
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4.1. Вспомогательные леммы

Следующее утверждение непосредственно следует из классической лем-
мы, доказанной в [14].

Лемма 3 ([14], c. 198–200). Пусть N(n,m,L) — число различных бу-
левых операторов c не более n входами и не более m выходами, реа-
лизуемых СФЭ с не более чем L функциональными элементами. Тогда
существует такая постоянная c, что

N(n,m,L) ≤
(
c(n+ L)

)n+m+L
.

Далее при выводе нижней оценки будет использоваться rλ-разбиение
подграфов носителя. Рассмотренная ниже техническая лемма 4 служит
для упрощения оценки количества булевых операторов, реализуемых
подграфами rλ-разбиения.

Если p и s — целые положительные числа, будем обозначать через
Z(p, s) число булевых операторов с не более чем s входами и выходами
в сумме, реализуемых СФЭ с не более чем p функциональными элемен-
тами.

Ранее было введено вспомогательное обозначение K(M,S) для мно-
жества кортежей, удовлетворяющих условиям (1). В доказательстве лем-
мы 4 нам поможет следующее простое свойство:

Если x̄ = {xi}ti=1 ∈ K(M,S), то
t∑

i=1

xi log xi ≤ S logM. (3)

Также при доказательстве леммы 4 будет использоваться неравенство
для неотрицательных x и y

(x+ y) log(x+ y) ≤ x log x+ y log y + x+ y, (4)

которое с учетом соглашения 0 log 0 = 0 следует из оценки двоичной
энтропии −a log a− (1− a) log(1− a) ≤ 1 при a = x

x+y .

Лемма 4. Пусть q ≥ 1, b ≥ 0 и d > 0 — константы, k — параметр.
Пусть k → ∞. Обозначим r = (k log k)d. Пусть L, M — числа, p̄ =
{pi}ti=1, s̄ = {si}ti=1 и ū = {ui}ti=1 — произвольная тройка кортежей,
удовлетворяющая условиям:

p̄ ∈ K(r, L), s̄ ∈ K
(
qkr,

bL

log k

)
, ui ≥ 0,

t∑

i=1

ui ≤M. (5)

Тогда будет верно соотношение
t∑

i=1

logZ(pi, si+ui) ≤ d
(

1+O

(
log log k

log k

))
L log k+M logM+O(M). (6)
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Доказательство. Применяя лемму 3, имеем

Z(pi, si + ui) ≤
(
c(pi + si + ui)

)pi+si+ui .

Логарифмируя и суммируя по всем элементам кортежей, получим

t∑

i=1

logZ(pi, si + ui) ≤
t∑

i=1

(pi + si + ui)(log c+ log(pi + si + ui)). (7)

Дважды применяя (4), затем (3) с учетом (5), оценим правую часть (7):

t∑

i=1

(pi + si + ui)(log c+ log(pi + si + ui)) ≤

≤
t∑

i=1

(pi log pi + si log si + ui log ui + (pi + si + ui)(log c+ 2)) ≤

≤ L log r +
bL

log k
log(qkr)︸ ︷︷ ︸
O(log k)

+M logM + (log c+ 2)

(
L+

bL

log k
+M

)

︸ ︷︷ ︸
O(L+M)

=

= L log r +M logM +O(L+M).

Подставляя полученную оценку в (7), получим

t∑

i=1

logZ(pi, si + ui) ≤ L log r +M logM +O(L+M) =

= Ld(log k + log log k) +M logM +O(L+M) =

=

(
1 +O

(
log log k

log k

))
Ld log k +M logM +O(M).

Следующие две леммы позволяют получить тривиальную нижнюю
оценку функции Шеннона для схем с произвольным носителем.

Лемма 5 ([14], теорема 11.5). Для любой постоянной ε > 0 доля n-
местных булевых функций f , для которых

L(f) ≥ (1− ε)2n

n
,

стремится к единице при n→∞.

Лемма 6. Пусть k ∈ N, n→∞, T — произвольный носитель. Тогда

L(MT
k , n) & 2n

n
.
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Доказательство. Непосредственно следует из леммы 5 и того факта,
что сложность любой многослойной схемы не меньше сложности соот-
ветствующей СФЭ.

4.2. Теорема о нижней оценке

В данном разделе будет завершено доказательство нижней асимптоти-
ческой оценки величины L(MT

k , n), где T — произвольный носитель из
класса G(λ, q, θ). Также будет доказано следствие, позволяющее полу-
чить нижнюю оценку для носителей с функцией сепарируемости более
общего вида — например, log p, √p log log p и др.

Лемма 7. Пусть T ∈ G(λ, q, θ). Пусть NT
k (n,m,L) — число булевых

операторов с n входами и m выходами, реализуемых k-слойными схема-
ми в T сложности не более L. Тогда при k →∞ будет выполнено

logNT
k (n,m,L) ≤ L log k

1− λ

(
1 +O

(
log log k

log k

))
+

+ (n+m)
(
logL+ log(n+m)

)
+O(n+m).

Доказательство. Обозначим r = (k log k)
1

1−λ . Будем рассматривать до-
статочно большие k, при которых для указанного r выполнены условия
леммы 2 и каждый конечный подграф G носителя T имеет rλ-разбиение,
которое будем обозначать P (G).

Каждой k-слойной схеме сложности не более L, вычисляющей булев
оператор из P2(n,m), можно сопоставить следующий набор объектов:

1) Подграф G носителя, в который уложена реализующая оператор
СФЭ.

2) Кортеж v̄ вершин G, в которые уложены входы и выходы СФЭ.

3) Набор ориентированных проводов между различными подграфами
разбиения P (G).

4) Набор булевых операторов, вычисляемых в подграфах разбиения
P (G).

Нетрудно видеть, что схемам, вычисляющим различные операторы,
будут соответствовать разные наборы объектов. Таким образом, число
различных булевых операторов оценивается сверху как число способов
задать описанные наборы объектов. Очевидно, достаточно оценить число
вариантов для каждого элемента набора и перемножить результаты.

Обозначим соответствующие числа вариантов как A1, A2, A3, A4 (где
соответствие определяется вышеприведенной нумерацией).
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Поскольку T ∈ G(λ, q, θ), имеем

A1 ≤ θ + θ2 + · · ·+ θL ≤ θL+1

θ − 1
.

Оценим A2. Очевидно, существует не более Ln+m кортежей из n+m
вершин носителя. Поэтому A2 ≤ Ln+m.

Далее, число ребер между подграфами rλ-разбиения ограничено ве-
личиной δLrλ

r = δL
k log k , где δ — константа. В каждом из данных ребер мо-

жет быть проведено до k проводов. Таким образом, между различными
подграфами rλ-разбиения может быть проведено не более δL

log k проводов.
Наконец, для каждого провода возможны три варианта: ориентирован
в одну сторону, ориентирован в другую сторону и отсутствует. Следова-
тельно,

A3 ≤ 3
δL

log k .

Для получения оценки на A4 введем следующие обозначения. Пусть
Gi — подграфы разбиения P (G), t — число таких подграфов, pi — число
вершин i-го подграфа, si — число проводов, которые можно провести
из i-го подграфа вовне, ui — суммарное число входов и выходов схе-
мы, размещенных в i-м подграфе (т. е. количество элементов кортежа v̄,
соответствующих вершинам из Gi). Ясно, что каждый булев оператор,
вычисляемый подграфом Gi, будет иметь не более pi функциональных
элементов и не более si + ui входов и выходов в сумме. Следовательно,
верно соотношение

A4 ≤
t∏

i=1

Z(pi, si + ui).

Перемножая оценки для Ai, получим соотношение

NT
k (n,m,L) ≤ θL+1

θ − 1
· Ln+m · 3

δL
log k ·

t∏

i=1

Z(pi, si + ui).

Логарифмируя и отбрасывая отрицательное слагаемое, при k → ∞
получим

logNT
k (n,m,L) ≤ (L+ 1) log θ︸ ︷︷ ︸

O(L)

+(n+m) logL+

+
δL

log k
log 3

︸ ︷︷ ︸
o(L)

+

t∑

i=1

logZ(pi, si + ui). (8)

Оценим сумму
∑t

i=1 logZ(pi, si+ui) в правой части неравенства (8). По-
кажем, что для оценки данной суммы применима лемма 4.
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Применяя соотношения (2), для кортежей p̄ = {pi}ti=1, s̄ = {si}ti=1

получим p̄ ∈ K(r, L), s̄ ∈ K
(
qkr, δL

log k

)
. Для кортежа ū = {ui}ti=1 очевид-

ным образом выполнено ui ≥ 0,
∑t

i=1 ui ≤ n + m. Наконец, по условию
леммы q ≥ 1, δ ≥ 0, 1

1−λ > 0, k → ∞ и r = (k log k)
1

1−λ . Таким образом,
все условия леммы 4 выполнены. Следовательно,

t∑

i=1

logZ(pi, si + ui) ≤
L log k

1− λ

(
1 +O

(
log log k

log k

))
+

+ (n+m) log(n+m) +O(n+m).

Объединяя оценки для слагаемых в правой части неравенства (8), полу-
чим

logNT
k (n,m,L) ≤ L log k

1− λ

(
1 +O

(
log log k

log k

))
+

+ (n+m)
(
logL+ log(n+m)

)
+O(n+m).

В данной работе интерес представляет случай, когда n + m мало по
сравнению с L. В этом случае утверждение леммы 7 можно упростить.

Следствие 1. В условиях леммы 7 при k →∞, n+m ≤ L/ logL выпол-
нено

logNT
k (n,m,L) ≤ L log k

1− λ

(
1 +O

(
log log k

log k

))
.

Лемма 8. Пусть T ∈ G(λ, q, θ), k →∞, n→∞. Тогда будет выполнено

L(MT
k , n) ≥ 2n(1− λ)

log k

(
1 +O

(
log log k

log k

))
.

Доказательство. Из леммы 6 следует, что при достаточно больших n
для любого k будет выполнено

L(MT
k , n) ≥ 1

2
· 2n

n
. (9)

Пусть k → ∞, n → ∞. Обозначим для краткости L = L(MT
k , n). Ис-

пользуя определенную в лемме 7 величину NT
k (n,m,L), запишем тожде-

ство
NT
k (n, 1, L) = 22

n
.
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Из (9) следует, что n = O(logL) = o(L/ logL). Применяя следствие 1
леммы 7, получим

2n ≤ L log k

1− λ

(
1 +O

(
log log k

log k

))
,

откуда следует утверждение леммы.

Теорема 1. Пусть 0 < λ < 1, T ∈ G(λ, q, θ). Тогда

L(MT
k , n) & max

(
2n

n
,
2n(1− λ)

log k

)
при k →∞, n→∞.

Доказательство. Непосредственно следует из лемм 6 и 8.

Таким образом, получена нижняя оценка для λ-сепарируемых носи-
телей, т. е. для носителей с функцией сепарируемости вида pλ. Исполь-
зуя данную теорему, нетрудно вывести нижнюю оценку для носителей с
функцией сепарируемости вида log p, √p log log p и др.

Следствие 2. Пусть 0 ≤ λ0 < 1, f(p) = O(pλ) для всех λ > λ0, T ∈
G(q, θ) — произвольный f(p)-сепарируемый носитель. Тогда

L(MT
k , n) & max

(
2n

n
,
2n(1− λ0)

log k

)
при k →∞, n→∞. (10)

Доказательство. Пусть λ > λ0. Очевидно, T является pλ-сепарируемым
носителем. Из теоремы 1 следует, что L(MT

k , n) & max
(
2n

n ,
2n(1−λ)
log k

)
при

k →∞, n→∞.
Введем обозначение g(λ, k, n) = max

(
2n

n ,
2n(1−λ)
log k

)
. Имеем

lim inf
k→∞
n→∞

L(MT
k , n)

g(λ, k, n)
≥ 1 при λ0 < λ < 1.

Легко видеть, что g(λ,k,n)
g(λ0,k,n)

≥ 1−λ
1−λ0 , отсюда

A := lim inf
k→∞
n→∞

L(MT
k , n)

g(λ0, k, n)
≥ lim inf

k→∞
n→∞

1− λ
1− λ0

· L(MT
k , n)

g(λ, k, n)
≥ 1− λ

1− λ0

для всех λ0 < λ < 1.
Таким образом, A ≥ sup

1>λ>λ0

1−λ
1−λ0 = 1, откуда следует (10).
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5. Нижняя оценка для d-мерных схем

В данном разделе будет доказана нижняя оценка для d-мерных схем и
асимптотика для прямоугольных d-мерных схем. С содержательной точ-
ки зрения нижняя оценка для d-мерных схем будет являться следствием
нижней оценки для λ-сепарируемых носителей, поскольку будет доказа-
но, что все d-мерные носители принадлежат классам G(λ, q, θ).

5.1. Свойства d-мерных графов

Фактически требуется доказать, что d-мерные носители обладают тремя
свойствами: ограниченность степени вершин, не более чем экспоненци-
альный рост числа неизоморфных подграфов фиксированного размера,
а также λ-сепарируемость.

Лемма 9. Пусть T — d-мерный носитель (соответственно G — класс
d-мерных графов) с параметром ce. Тогда степень любой вершины T
(соответственно степень любой вершины произвольного графа из G)
ограничена числом (2ce + 1)d.

Доказательство. При размещении произвольного d-мерного графа в d-
мерном пространстве окрестность любой вершины окажется в шаре ра-
диуса ce. Поскольку d-мерные шары радиуса 0.5 с центрами в вершинах
графа не пересекаются и целиком лежат в шаре радиуса ce+0.5, то коли-
чество таких шаров не может превосходить отношение объемов d-мерных
шаров радиуса ce + 0.5 и 0.5 соответственно. Это отношение равняется
(2ce + 1)d.

Лемма 10. Пусть T — d-мерный граф. Тогда число неразмеченных под-
графов T с n вершинами не превосходит величины θn, где θ — некоторая
константа.

Доказательство. Непосредственно следует из замечания к лемме 2 из
[10].

Для доказательства λ-сепарируемости d-мерных графов воспользу-
емся результатами работы [23]. Введем следующее вспомогательное опре-
деление.

Определение 4 ([23], определение 2.3). Пусть α ≥ 1, и пусть B =
{B1, B2, . . . , Bp} — система замкнутых d-мерных шаров, внутренности
которых не пересекаются. Граф α-пересечений для B есть неориентиро-
ванный граф с вершинами V = {1, 2, . . . , p} и ребрами

E = {{i, j} : Bi ∩ (α ·Bj) 6= ∅ и (α ·Bi) ∩Bj 6= ∅}

148



где α ·Bj обозначает шар с тем же центром, что и Bj , и в α раз большим
радиусом.

Следующая лемма показывает связь между d-мерными графами и
графами α-пересечений.

Лемма 11. Пусть G — класс d-мерных графов с параметром ce. То-
гда каждый граф из G можно дополнить некоторым (возможно, нуле-
вым) количеством ребер так, что полученный граф будет графом 2ce-
пересечений в d-мерном пространстве.

Доказательство. Пусть G ∈ G. По определению d-мерных графов, вер-
шины G можно разместить в d-мерном пространстве так, что расстояние
между любыми двумя вершинами будет не меньше 1, при этом любые
смежные вершины будут находиться на расстоянии не более ce.

Рассмотрим G′ — граф 2ce-пересечений для системы шаров с ради-
усом 0.5 и центрами в вершинах графа. Поскольку расстояние между
центрами шаров не меньше 1, а радиус равен 0.5, внутренности шаров
не пересекаются. Далее, если между некоторыми вершинами графа G
имелось ребро, то расстояние между центрами соответствующих шаров
не превосходит ce. Следовательно, шары с соответствующими центрами
и радиусами 0.5 и 0.5 · 2ce = ce будут пересекаться. Соответственно, все
ребра G являются ребрами G′.

Лемма 12 ([23], теорема 2.4). Пусть d ≥ 1, α ≥ 1 — константы. Тогда
существует функция

f(p) = O
(
α · p d−1

d + c(α, d)
)

такая, что любой граф α-пересечений в d-мерном пространстве будет
являться вершинно f(p)-сепарируемым. При этом сепаратор будет раз-
делять графы класса для части, число вершин которых не превосходит
d+1
d+2 от изначального числа вершин.

Фактически лемма утверждает о d−1
d -сепарируемости всех графов α-

пересечений в d-мерном пространстве.

Замечание 5. В первоисточнике [23] данная лемма была сформулиро-
вана несколько иначе. В частности, рассматривался произвольный граф
α-пересечений в d-мерном пространстве и утверждалось о его сепари-
руемости с размером сепаратора, ограниченным O

(
α · p d−1

d + c(α, d)
)
.

Поскольку функция сепарируемости является общей для всех графов
монотонного класса, для упрощения понимания в данной работе форму-
лировка леммы была изменена так, чтобы подчеркнуть независимость
функции сепарируемости от выбора графа.
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Следствие 3. Пусть G — класс d-мерных графов. Тогда G является
p
d−1
d -сепарируемым.

Доказательство. Непосредственно следует из лемм 11 и 12.

5.2. Оценки функции Шеннона

d-мерные схемы. Используя доказанные в предыдущем разделе свой-
ства d-мерных графов, сформулируем теорему о нижней оценке для d-
мерных схем.

Теорема 2. Пусть T — произвольный d-мерный носитель. Тогда

L(MT
k , n) & 2n

min(n, d log k)
при k →∞, n→∞.

Доказательство. Непосредственно следует из теоремы 1, лемм 9, 10 и
следствия 3.

Прямоугольные многомерные схемы. Прямоугольные многомер-
ные схемы являются частным случаем d-мерных схем, поэтому к ним
также применима нижняя оценка из теоремы 2.

В работе [13] для прямоугольных многомерных схем была доказана
верхняя оценка функции Шеннона.

Лемма 13 ([13], теорема 1).

L(Md
k , n) . 2n

min(n, d log k)
при k →∞, n→∞.

Используя теорему 2 и лемму 13, получим асимптотику функции
Шеннона для прямоугольных многомерных схем.

Следствие 4.

L(Md
k , n) ∼ 2n

min(n, d log k)
при k →∞, n→∞.

6. Заключение

В данной работе была доказана нижняя оценка функции Шеннона слож-
ности L(MT

k , n) & max
(
2n

n ,
2n(1−λ)
log k

)
для произвольного λ-сепарируемого

носителя T . Важным частным случаем подобных носителей являются
d-мерные графы, для которых таким образом получена нижняя оценка
L(MT

k , n) & 2n

min(n,d log k) .
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Естественным направлением для развития результатов, полученных
в данной работе, является исследование классов графов с функцией се-
парируемости, отличной от pλ. Например, интерес представляют графы,
допускающую укладку в гиперболической плоскости. В работе [19] дока-
зано, что подобные графы обладают логарифмической функцией сепа-
рируемости. Следствие 2 теоремы 1 позволяет получить нижнюю оценку
функции Шеннона для подобных графов. Однако вопрос о верхней оцен-
ке остается открытым.
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The complexity of multilayer d-dimensional circuits
Sitdikov T. R., Kalachev G. V.

In this paper we research a model of multilayer circuits with a single
logical layer. We consider λ-separable graphs as a support for circuits.
We establish the Shannon function lower bound max

(
2n

n ,
2n(1−λ)
log k

)
for

this type of circuits where k is the number of layers. For d-dimensional
graphs, which are λ-separable for λ = d−1

d , this gives the Shannon
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function lower bound 2n

min(n,d log k) . For multidimensional rectangular
circuits the proved lower bound asymptotically matches to the upper
bound.

Keywords: multilayer circuits, multidimensional circuits, Shannon
function asymptotics, circuit complexity, graph separators.
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