
Распознавание A-полноты конечных
систем линейных автоматов с добавками
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Исследуются вопросы A-полноты конечных систем линейных
автоматов над кольцом двоично-рациональных чисел. Описано
условие полноты конечной системы линейных автоматов, содержа-
щей автомат, реализующий сумматор в первый такт. Доказана ал-
горитмическая разрешимость задачи определения принадлежности
конечного множества линейных автоматов сформулированному на-
бору предполных классов.
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1. Введение

Исследование задачи полноты систем конечных автоматов[1] связано с
рассмотрением вопроса об A-полноте[2] этих систем. Также часто рас-
сматривается задача полноты систем, содержащих добавки[3]. Интерес-
ным для изучения подклассом конечных автоматов являются линейные
автоматы[4, 5], для которых описаны условия полноты конечных систем
в терминах предполных классов.
Помимо автоматов, функционирующих над конечными алфавитами, ин-
терес представляет исследование линейных автоматов, алфавиты кото-
рых являются бесконечными множествами. В работе [6] исследуются во-
просы наличия полных систем по операциям композиции и суперпозиции
на множестве линейных автоматов, функционирующих над полем раци-
ональных чисел. В работе [7] исследуется сужение указанного класса до
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автоматов, функционирующих над подкольцом рациональных чисел -
множестве двоично-рациональных чисел.
Настоящая работа посвящена дальнейшему исследованию задачи A-
полноты линейных автоматов над кольцом двоично-рациональных чи-
сел. Описано условие A-полноты систем, содержащих в качестве добав-
ки автомат, реализующий сумматор в первый такт. Также в настоящей
работе доказана алгоритмическая разрешимость задачи распознавания
A-полноты конечных множеств линейных автоматов с упомянутой до-
бавкой.

2. Вспомогательные обозначения

Кольцо двоично-рациональных чисел, которое является подкольцом в
поле рациональных чисел обозначим через Q m

2n
:

Q m
2n

=
{
m
2n |m ∈ Z, n ∈ N

}
.

Далее в настоящей работе элементы Q m
2n

рассматриваем в сокращенном
виде. ∀c ∈ Q m

2n
, c = m

2n , ∀k ∈ Z будем говорить что c кратно k тогда и
только тогда, когда m кратно k.
∀l, k ∈ N будем рассматривать конечные автоматы[1] с входным алфави-
том Ql

m
2n
, выходным алфавитом Q m

2n
и алфавитом состояний Qk

m
2n
, функ-

ции переходов и выходов являются линейными[4, 5]. Множество всех та-
ких автоматов обозначим L(Q m

2n
)[6] и будем называть множеством ли-

нейных автоматом над кольцом двоично-рациональных чисел.
Заметим, что множество L(Q m

2n
) имеет конечный базис по операциям

композиции[1], а именно:

B = {V⊕(x, y), V·(− 1
2
)(x), ξ1(x)}, где

1) V⊕(x, y) - сумматор,

2) V·(− 1
2
)(x) - умножитель на чило −1

2 ,

3) ξ1(x) - задежрка с единичным начальным состоянием.

Аналогично[7] определим множество формальных степенных рядов над
Q m

2n
:

Q∞m
2n

(ξ) =
{
α =

∑∞
i=0 ai · ξi | ai ∈ Q m

2n

}
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Сложение и умножение элементов из Q∞m
2n

(ξ) определется естественным
образом. Автомат из L(Q m

2n
) с l входами будем рассматривать как отоб-

ражение из Q∞m
2n

(ξ)l в Q∞m
2n

(ξ).

Через gcd(x, y) будем обозначать наибольший общий делитель элемен-
тов x, y. Для элементов Q m

2n
НОД определяется как НОД числителей.

Обозначим множество дробно-рациональных функций от переменной ξ
с коэффициентами из Q m

2n
следующим образом[7]:

R(Q m
2n

) =
{
P (ξ)
Q(ξ) | P (ξ), Q(ξ) ∈ Q m

2n
[ξ], Q(0) = 1, gcd (P (ξ), Q(ξ)) = 1

}

Можно заметить, что R(Q m
2n

) является подкольцом в кольце Q∞m
2n

(ξ).

Доказательство следующих лемм аналогично приведенным в [7]:

Лемма 1. ∀V (x1, ..., xl) ∈ L(Q m
2n

),∃R0, R1, ..., Rl ∈ R(Q m
2n

), такие что:

V (x1, ..., xl) = R0 +
∑l

i=1Ri · xi.

Лемма 2. ∀V (x1, ..., xl) : (Q∞m
2n

)l → Q∞m
2n

, такого что:

V (x1, ..., xl) = R0 +
∑l

i=1Ri · xi
, Ri ∈ R(Q m

2n
), i ∈ [0, l]

верно, что V (x1, ..., xl) ∈ L(Q m
2n

).

Множители Rk будем называть коэффициентами отображения. Через
Rk[t] будем обозначать t-й член последовательности Rk.
Рассматривается задача A-полноты[2] системы линейных автоматов в
L(Q m

2n
). A - замыкание системы M будем обозначать через A(M), замы-

кание системы M по операциям композиции через K(M), замыкание по
операциям суперпозиции через Σ(M). Множество линейных автоматов
M будет называться A-полным, если ∀V ∈ L(Q m

2n
) и ∀τ ∈ N, в K(M)

существует автомат V ′, совпадающий с автоматом V на словах длины τ .
Ранее был сформулирован ряд K-замкнутых классов, а так же доказана
их A-предполнота[7]:

1) Зафиксируем число k ∈ N и множество

P = {pi|pi 6= 2 - простое число, i ∈ [1, k]}.

Будем говорить, что автомат V ∈ L(Q m
2n

), такой что:
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V (x1, .., xl) = R0 +
∑l

i=1Ri · xi,
∀i ∈ [0, l], Ri ∈ R(Q m

2n
), |{Rj |Rj [0] 6= 0, j ∈ [1, l]}| = l′,

обладает P-свойством, если с точностью до переименования входов
автомата V выполнено хотя бы одно из следующих условий:

а) l′ ≤ 1.

б) ∃i ∈ [1, k] : Rj [0]
... pi, ∀j ∈ [1, l].

в) Rj [0]
... p1 · p2 · ... · pk, ∀j ∈ [2, l].

Определим множество VP следующим образом:

VP = {V |V ∈ L(Q m
2n

), V− обладает P-свойством }.

2) Будем говорить, что автомат V (x1, ..., xl) ∈ L(Q m
2n

), который реа-
лизует отображение:

V (x1, .., xl) = R0 +
∑l

i=1Ri · xi,
∀i ∈ [0, l], Ri ∈ R(Q m

2n
), |{Rj |Rj [0] 6= 0, j ∈ [1, l]}| = l′,

обладаетD-свойством, если с точностью до переименования входов
автомата V выполнено хотя бы одно из следующих условий:

а) l′ ≤ 1.

б) ∃p > 2 - простое : Ri[0]
... p,∀i ∈ [1, l].

Определим класс D следующим образом:

D = {V |V ∈ L(Q m
2n

), V− обладает D-свойством }.

3) ∀p > 2, где p - простое число, определим класс Mp следующим
образом:

Mp = {V (x1, .., xl) ∈ L(Q m
2n

)|V (x1, .., xl) =

R0(ξ) +
∑l

i=1Ri(ξ) · xi, Ri[1]
... p,∀i ∈ [1, l]}.

4) ∀p > 2, где p - простое число, определим класс Tp следующим об-
разом:
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Tp ={
V (x1, .., xl) ∈ L(Q m

2n
)|V (x1, .., xl) = R0(ξ) +

∑l
i=1Ri(ξ) · xi, R0[0]

... p
}
.

5) Определим класс Tint следующим образом:

Tint = {V (x1, .., xl) ∈ L(Q m
2n

)|V (x1, .., xl) =

R0(ξ) +
∑l

i=1Ri(ξ) · xi, Ri[0] ∈ Z,∀i ∈ [1, l]}.

6) Определим класс T≥0 следующим образом:

T≥0 = {V (x1, .., xl) ∈ L(Q m
2n

)|V (x1, .., xl) =

R0(ξ) +
∑l

i=1Ri(ξ) · xi, Ri[0] ≥ 0,∀i ∈ [1, l]}.

Далее в настоящей работе без ограничения общности не будем различать
автоматы из L(Q m

2n
) и отображения, которые они реализуют.

3. Основные результаты

Теорема 1. Пусть M ⊂ L(Q m
2n

) - конечная система, причем:

f
(1)⊕ (x, y) ∈M , где f (1)⊕ (x, y) = R1 · x+R2 · y +R0,

R1[0] = R2[0] = 1, R0[0] = 0.

A(M) = L(Q m
2n

) ⇐⇒ ∀p > 2 - простого, M 6⊆ Tp,Mp, Tint, T≥0.

Доказательство. Импликация

A(M) = L(Q m
2n

)⇒ ∀p > 2 - простого, M 6⊆ Tp,Mp, Tint, T≥0

верна, поскольку классы Tp,Mp, Tint, T≥0 являются A-предполными.
Докажем обратную импликацию. Поскольку верно, что A(M ∪
{V⊕(x, y)}) = L(Q m

2n
)[7], нам достаточно показать что V⊕(x, y) ∈ A(M).

1) Покажем, что ∀g(x1, x2, .., xn) ∈ L, где L - линейные функции над
кольцом двоично-рациональных чисел, ∃f(x1, x2, .., xn) ∈ A(M) -
линейный автомат, реализующий g в первый такт.

Заметим, что ∀n ∈ N, n ≥ 2:

f·n(x) = f
(1)⊕ (x, f

(1)⊕ (x, f(.., f
(1)⊕ (x, x)..))

︸ ︷︷ ︸
n−1

= R′1 · x+R′0, R′1[0] = n,

R′0[0] = 0.
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Поскольку M 6⊆ T≥0, без ограничения общности ∃f(<0)(x, y) ∈ M ,
что:

f(<0)(x, y) = R′′1 · x+R′′2 · y +R′′0 , R′′1 [0] < 0.

∃m ∈ N,m > 0,m ·R′′1(0) ∈ Z. Следовательно:

f·m(f(<0)(x, y)) = R
(3)
1 · x+R

(3)
2 · y +R

(3)
0 , R(3)

1 [0] < 0, R
(3)
1 [0] ∈ Z.

∃k ∈ N, такое что:

f
(1)
(<0)(x, y) = f

(1)⊕ (x, .., f
(1)⊕ (x, f·m(f(<0)(x, y)))

︸ ︷︷ ︸
k

= R
(4)
1 ·x+R

(4)
2 ·y+R

(4)
0 ,

R
(4)
1 [0] = −1,

f
(2)
(<0)(x, y) = f

(1)⊕ (x, .., f
(1)⊕ (x, f·m(f(<0)(x, y)))

︸ ︷︷ ︸
k+1

= R
(5)
1 ·x+R

(5)
2 ·y+R

(5)
0 ,

R
(5)
1 [0] = 0, R

(5)
2 [0] = R

(4)
2 [0], R

(5)
0 [0] = R

(4)
0 [0].

Получим автоматы, реализующие в первый такт умножители на 0
и -1:

f
(1)
·0 (x) = f

(1)
(<0)(f

(2)
(<0)(x, x), x) = R

(6)
1 · x+R

(6)
0 , R

(6)
1 [0] = R

(6)
0 [0] = 0,

f
(1)
·(−1)(x) = f

(1)
(<0)(f

(1)⊕ (x, f
(2)
(<0)(x, x)), x) = R

(7)
1 · x+R

(7)
0 ,

R
(7)
1 [0] = −1, R

(7)
0 [0] = 0.

Поскольку M 6⊆ Tint, без ограничения общности,∃f (1)/∈Z (x, y) ∈ M ,
что:

f
(1)
/∈Z (x, y) = R

(8)
1 · x+R

(8)
2 · y +R

(8)
0 , R(8)

1 [0] /∈ Z.

Получим автомат, реализующий в первый такт умножитель на 1
2 :

f
(2)
/∈Z (x) = f

(1)⊕ (f
(1)
/∈Z (x, f

(1)
·0 (x)), f

(1)
·(−1)(f

(1)
/∈Z (f

(1)
·0 (x), f

(1)
·0 (x)))) =

R
(9)
1 · x+R

(9)
0 , R(9)

1 [0] = m
2n /∈ Z, R(9)

0 [0] = 0,m ∈ Z, n ∈ N.

Т.к. уже получен автомат f (1)·(−1)(x), без ограничения общности
будем считать m < 0. Так как ∃k ∈ Z, k ≥ 0, такое что k + m

2 = 1
2 ,

получим искомый автомат:
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f
(1)

·( 1
2
)
(x) = f

(1)⊕ (x, f
(1)⊕ (x, .., f

(1)⊕ (x, f
(1)
·(2n−1)

(f
(2)
/∈Z (x)))

︸ ︷︷ ︸
k−1

= R
(10)
1 · x+R

(10)
0 ,

R
(10)
1 [0] = 1

2 , R
(10)
0 [0] = 0.

Для завершения первого шага, необходимо получить константу 1 в
первый такт - таким образом будет получен базис линейных функ-
ций в кольце двоично-рациональных чисел. В силу конечности M ,
перенумеруем элементы этого множества:

M = {fi(x1, .., xk)|i ∈ [1, r]}.

Рассмотрим следующее множество линейных автоматов:

S = {hi(x)|hi(x) = fi(f
(1)
·0 (x), ..., f

(1)
·0 (x)),∀i ∈ [1, r]}.

Используя автоматы f
(1)
·2n , ∀n ∈ N, можем добиться выполнения сле-

дующего условия:

∀hi(x) ∈ S : hi(x) = Ri1 · x+Ri0, R
i
1[0] = 0, Ri0[0] ∈ Z.

Поскольку ∀p > 2 - простого, M 6⊆ Tp, верно:

∃l ∈ N ∪ {0} : gcd(R1
0[0], R2

0[0], ..., Rr0[0]) = 2l.

Таким образом, используя полученные ранее f (1)·(−1)(x), f
(1)
·(n)(x)∀n ∈

N, f (1)·( 1
2
)
(x), и автомат f (1)⊕ (x, y), расширенным алгоритмом Евклида

получим автомат, реализующий константу 1 в первый такт.

2) Введем новые обозначения для полученных на предыдущем этапе
автоматов:

• f (1)⊕ (x, y) = R
(1)
1 ·x+R

(1)
2 ·y+R

(1)
0 ;R

(1)
1 [0] = R

(1)
2 [0] = 1, R

(1)
0 [0] =

0,

• f (1)·(−1)(x) = R
(2)
1 · x+R

(2)
0 ;R

(2)
1 [0] = −1, R

(2)
0 [0] = 0.

Покажем, что без ограничения общности можем утверждать сле-
дующее:

• SR = {R(1)
1 [1], R

(1)
2 [1], R

(2)
1 [1]} ⊂ Z,
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• Либо SR = {0}, либо SR = {1,−1}, либо ∃P =
{p1, p2, ..., pk},∀i ∈ [1, k],∃αi ∈ N,∀c ∈ SR : c = pα1

1 · pα2
2 · ... · pαk

k .

Поскольку f (1)·0 (f
(1)
·0 (...(f

(1)
·0 (x)))︸ ︷︷ ︸

n

моделирует константу до такта n,

очевидно что ∃γ ∈ A(M), γ[0] = 0, γ - константный автомат.

Построим из f (1)⊕ (x, y) следующий автомат:

h⊕(x, y) = f
(1)⊕ (f

(1)⊕ (γ, x), f
(1)⊕ (y, γ)) = R′1 · x+R′2 · y +R′0, где:

R′1[0] = R′2[0] = 1, R′0[0] = 0, R′1[1] = R′2[1] = c = m
2n .

В случае, если c ∈ Z указанные ограничения для h⊕(x, y) выполня-
ются. В противном случае, рассмотрим следующую подстановку:

h⊕(h⊕(...h⊕(x, γ), γ), γ), γ)
︸ ︷︷ ︸

2n−1

, h⊕(...h⊕(y, γ), γ), γ), γ)
︸ ︷︷ ︸

2n−1

) =

R′′1 · x+R′′2 · y +R′′0 .

Примем за множество P различные простые делители R′′1 [1]. Заме-
тим, что для R′′1 и R′′2 указанные выше ограничения выполняются.
Без ограничения общности будем называть этот автомат f (1)⊕ (x, y).

Рассмотрим f
(1)
·(−1)(x) и применим следующую подстановку:

ĥ(x) = f
(1)⊕ (f

(1)
·(−1)(f

(1)
·(−1)(x)), f

(1)
·(−1)(x)),

h
(1)
·(−1)(x) = f

(1)⊕ (ĥ(x), f
(1)
·(−1)(x)) = R̂1 · x+ R̂0, где

R̂1[0] = −1, R̂1[1] = −R(1)
1 [1], R̂0[0] = 0.

Для полученного автомата h
(1)
·(−1)(x) указанные ограничения вы-

полнены, без ограничения общности будем называть этот автомат
f
(1)
·(−1)(x).

На предыдущем этапе был получен автомат f1·( 1
2
)
(x) = R

(3)
1 ·x+R

(3)
0 ,

где R(3)
1 [0] = 1

2 , R
(3)
0 [0] = 0. Покажем, что без ограничения общно-

сти можем считать R
(3)
1 [1] = 0, рассмотрев следующую цепочку

преобразований:
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h1(x) = f
(1)
·(−1)(f

(1)⊕ (f1·( 1
2
)
(x), f1·( 1

2
)
(x))),

h2(x) = f
(1)⊕ (f1·( 1

2
)
(x), f1·( 1

2
)
(h1(x))),

h3(x) = f
(1)⊕ (f

(1)⊕ (f1·( 1
2
)
(x), h2(x)), γ).

Непосредственной проверкой можно убедиться, что h3(x) удовле-
творяет указанному условию для f

(1)

·( 1
2
)
(x), будем без ограничения

общности называть его f (1)·( 1
2
)
(x).

3) Получим следующий линейный автомат:

f
(1)
ξ (x) = R

(4)
1 · x+R

(4)
0 , где R(4)

1 [0] = 0, R
(4)
1 [1] = 1, R

(4)
0 [0] = 0.

Используя обозначения из предыдущего пункта имеем одну из сле-
дующих альтернатив:

• |P| = 0, если SR = {1,−1},
• |P| =∞, если SR = {0},
• P = {p1, p2, ..., pk}, ∀i ∈ [1, k], ∃αi ∈ N,∀c ∈ SR : c = pα1

1 · pα2
2 ·

... · pαk
k .

Разберем эти случаи:

а) P = ∅.
Тогда возможен один из двух вариантов:

• R(1)
1 [1] = R

(1)
2 [1] = 1, R

(2)
1 [1] = −1.

Тогда искомый автомат получается следующей подстанов-
кой:

f
(1)
ξ (x) = f

(1)
·(−1)(f

(1)⊕ (x, f
(1)
·(−1)(x))).

• R(1)
1 [1] = R

(1)
2 [1] = −1, R

(2)
1 [1] = 1.

Тогда искомый автомат получается следующей подстанов-
кой:

f
(1)
ξ (x) = f

(1)⊕ (x, f
(1)
·(−1)(x)).

б) |P| =∞.

В таком случае R(1)
1 [1] = R

(1)
2 [1] = R

(2)
1 [1] = 0. Нетрудно заме-

тить, что тогда уже получены сумматор в первые два такта и
умножители на все целые числа в первые два такта с точно-
стью до констатного слагаемого.
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Поскольку M 6⊆Mp,∀p > 2 - простых, выделим подмножество
M ′ ⊆ Σ(M), которое, в силу наличия умножителей, сумматора
на два такта и константы γ, будет иметь вид:

M ′ = {fi(x) = Ri · x+R0|fi(x) = f ′i(x, γ, .., γ) ∈M,
Ri[0], Ri[1] ∈ Z,∀i ∈ [1, r]}, причем

∃l ∈ N ∪ {0} : gcd(R1[1], R2[1], ..., Rr[1]) = 2l.

Используя расширенный алгоритм Евклида и автоматы изM ′

несложно получить линейный автомат:

g(x) = R1 · x+R0, где R1[1] = 2l.

Заметим, что подстановкой автомата f (1)·( 1
2
)
(x) в себя l раз полу-

чаем автомат f (1)·( 1

2l
)
(x), который реализует умножитель на 1

2l
в

первый такт, и пропускает второй такт. Тогда:

f
(1)
ξ (x) = f

(1)

·( 1

2l
)
(f

(1)⊕ (g(x), f
(1)
·(−R1[0])

(x)))

в) 0 < |P| <∞.
Покажем, что ∀p ∈ P,∃fp(x) ∈ A(M) :

fp(x) = R · x+R0, R[0] = 0, R[1] ∈ Z, причем R[1] не кратно p.

Поскольку ∀p ∈ P,M /∈ Mp, а также поскольку f·2n(x), γ ∈
A(M), ∃f ′p(x) ∈ A(M), такое что f ′p(x) = R′ · x+R′0, R′[1] ∈ Z,
причем R′[1] не кратно p. Тогда:

fp(x) = f
(1)⊕ (f ′p(x), f·(−R′[0])(x))

Заметим, что

h(x) = f
(1)⊕ (f

(1)
·(−1)(x), x) = R · x+R0, где
R0[0] = R[0] = 0,

причем ∃α1, α2, ..., αk ∈ N, такие что R[1] = pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k .

Рассмотрим множество линейных автоматов {h(x), fp(x)|p ∈
P}. Поскольку коэффициенты при переменной x у элементов
данного множества равны нулю в первый такт и в совокуп-
ности взаимнопросты во второй такт, используя расширенный
алгоритм Евклида и полученные ранее автоматы f

(1)⊕ (x, y) и

f
(1)
·c (x),∀c ∈ Z, получим искомый f (1)ξ (x).

Заметим, что для автомата f (1)ξ (x) без ограничения общности мож-

но считать R(4)
0 [1] = 0, рассмотрев подстановку:
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f
(1)⊕ (f

(1)
ξ (x), f

(1)
ξ (h(x))), где

h(x) = R · x+R0 ∈ A(M),
R[0] = 0, R0[0] = −2 ·R(4)

0 [1]−R(1)
0 [1].

4) Индукцией по номеру такта покажем что V⊕(x, y) = x+y ∈ A(M).

База индукции: автомат f (1)⊕ (x, y) моделирует сумматор в первый

такт, автомат f
(1)
ξ (x) - моделирует задержку в первый и второй

такты.

Переход: Пусть до такта τ ≥ 1 автомат f (τ)⊕ (x, y) = R
(τ)
1 ·x+R

(τ)
2 ·

y + R
(τ)
0,1 моделирует сумматор, а автомат f (τ)ξ (x) = R

(τ)
3 · x + R

(τ)
0,2

моделирует задержку. Сначала построим автомат f (τ+1)
ξ (x) - авто-

мат, моделирующий задержку до такта τ + 1. Для этого, используя
автоматы f

(1)⊕ (x, y), f
(1)
·c (x),∀c ∈ Z, f (1)· 1

2

(x) и константный автомат
γ, построим вспомогательный автомат:

f̂ (1)(x) = R′1 · x+R′0,
R′1[0] = −R(τ)

3 [τ + 1], R′0[0] = −R(τ)
0,1 [τ + 1]−R(τ)

0,2 [τ + 1].

Тогда:

f
(τ+1)
ξ (x) = f

(τ)⊕ (f
(τ)
ξ (x), f

(τ)
ξ (f

(1)
ξ (f̂ (1)(x)))).

Построим автомат f
(τ+1)⊕ (x, y). Автомат f

(τ)⊕ (x, f
(τ)⊕ (y, z)) модели-

рует сумматор из трёх элементов. Обозначим его:

f
(τ)⊕ (x, y, z) = R

(τ)
1 · x+R

(τ)
2 · y +R

(τ)
3 · z +R

(τ)
0 .

Используя автоматы f
(1)⊕ (x, y), f

(1)
·c (x), ∀c ∈ Z, f (1)· 1

2

(x), построим
вспомогательный автомат:

f (1)(x, y) = R′1 · x+R′2 · y +R′0,
R′1[0] = 1−R(τ)

1 [τ + 1], R′2[0] = 1−R(τ)
2 [τ + 1], R′0[0] = −R(τ)

0 [τ + 1].

В таком случае, искомый автомат выражается следующим образом:

f
(τ+1)⊕ (x, y) = f

(τ)⊕ (x, y, f
(τ+1)
ξ (f (1)(x, y))).
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Рассмотрим теперь задачу распознавания принадлежности конеч-
ного множества линейных автоматов сформулированным ранее A-
предполным классам. Введем обозначения:

∀V ∈ L(Q m
2n

),
U(V ) = {Ri ∈ R(Q m

2n
)|V (x1, ..., xl) = R0 +R1 · x1 +R2 · x2 + ...+Rl · xl}.

∀M ⊂ L(Q m
2n

),
U(M) = {Ri ∈ R(Q m

2n
)|∃V ∈M : Ri ∈ U(V )},

Ut(M) = {Ri[t]|Ri ∈ U(M)},∀t ∈ N ∪ {0}.

Пользуясь обозначениями, введенными ранее:

R(Q m
2n

) =
{
P (ξ)
Q(ξ) | P (ξ), Q(ξ) ∈ Q m

2n
[ξ], Q(0) = 1, gcd (P (ξ), Q(ξ)) = 1

}
.

Через max обозначим функцию максимума, определенную на Q m
2n
. Через

deg(P (ξ)) обозначим степень многочлена P (ξ). Введем вспомогательные
определения:

∀R = P (ξ)
Q(ξ) ∈ R(Q m

2n
),

deg(R) = max(deg(P (ξ)), deg(Q(ξ))).

∀V ∈ L(Q m
2n

), V (x1, ..., xl) = R0 +R1 · x1 +R2 · x2 + ...+Rl · xl,
deg(V ) = max(deg(R0), deg(R1), deg(R2), ...,deg(Rl)).

∀M ⊂ L(Q m
2n

),M = {V1, V2, ..., Vn},
deg(M) = max(deg(V1),deg(V2), ...,deg(Vn)).

Зафиксируем конечную систему M ⊂ L(Q m
2n

), |M | = n, n ∈ N.

∀Vk ∈M,∃Ri ∈ R(Q m
2n

), Ri ∈ R(Q), i ∈ [0, l] :

Vk(x1, ..., xlk) = R0 +R1 · x1 +R2 · x2 + ...+Rlk · xlk .

Пусть deg(M) = d. Обозначим максимальный по модулю числитель чи-
сел из множества U0(M) через h0, а максимальный по модулю числитель
чисел из U1(M) через h1. Пусть h = max(h0, h1). Максимальную арность
автоматов из M обозначим через l.
Будем предполагать, что каждый автомат V ∈ M задан при помощи
U(V ), причем каждый многочлен P (ξ), R(ξ) задаётся своими коэффици-
ентами, каждый из которых задаётся парой чисел - числителем и знаме-
нателем. В таком представлении требуется O(n · l ·d · log2(h)) бит памяти
для представления системы M .

160



Теорема 2. Задача проверки непринадлежности конечной системы
M ⊂ L(Q m

2n
) предполным классам Tp,Mp, Tint, T≥0, D, VP, ∀p,∀P, где

p− простые, отличные от двойки и P - непустые подмножества про-
стых чисел, отличных от двойки, является алгоритмически разреши-
мой. Проверка непринадлежности M указанным классам потребует
O(ln+1 · n · log2(h)) арифметических операций над целыми числами, где
l, n, h определены как упомянуто выше.

Доказательство. Заметим, что ∀R = P (ξ)
Q(ξ) ∈ R(Q m

2n
), заданных отноше-

нием многочленов как упомняуто выше, за константное число арифме-
тических операций определяются коэффициенты R[0], R[1]:

P (ξ) = a0 + a1 · ξ + a2 · ξ2 + ...+ at · ξt,
Q(ξ) = b0 + b1 · ξ + b2 · ξ2 + ...+ br · ξr,

R[0] = a0
b0
, R[1] = a1−R[0]·b1

b0
.

Проверка непринадлежности Tint и T≥0 сводится к сравнению с нулем
или единицей не более 2 · l ·n целых чисел (числителей или знаменателей
коэффициентов в первый такт), что дает оценку по числу арифметиче-
ских операций O(l · n).
Для проверки непринадлежности классам Tp,Mp, ∀p - простых, отлич-
ных от двойки, будем применять алгоритм Евклида нахождения наи-
большего общего делителя.
Оценка числа арифметических операций для алгоритма нахожде-
ния НОД двух чисел a, b ∈ Z алгоритмом Евклида составляет
O(log2(min(a, b)))[8]. Поскольку нам необходимо найти НОД не более l ·n
целых чисел (числителей коэффициентов во второй такт) для проверки
непринадлежности классамMp, и НОД не более n чисел (числителей сво-
бодных коэффициентов в первый такт) для проверки классов Tp, оценка
числа арифметических операций, необходимых для отыскания двух наи-
больших общих делителей составляет O(l · n · log2(h)). Найденные наи-
большие общие делители за O(log2(h)) арифметических операций осво-
бодим от кратности двойкам. Если любой из двух итоговых результатов
отличен от 1, можем утверждать принадлежность некоторому Mp или
Tp. Оценка числа арифметических операций составляет O(l · n · log2(h)).
По определению VP, если ∃P - конечное непустое подмножество простых
чисел, отличных от двойки, такое что M ∈ VP, то ∀V ∈M :

V (x1, .., xl) = R0 +
∑l

i=1Ri · xi,
∀i ∈ [0, l], Ri ∈ R(Q m

2n
), |{Rj |Rj [0] 6= 0, j ∈ [1, l]}| = l′,

с точностью до переименования входов выполнено хотя бы одно из сле-
дующих условий:
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1) l′ ≤ 1.

2) ∃i ∈ [1, k] : Rj [0]
... pi, ∀j ∈ [1, l].

3) Rj [0]
... p1 · p2 · ... · pk, ∀j ∈ [2, l].

Оценка числа арифметических операций для проверки первого условия
у всех автоматов в M составляет O(n · l), поскольку потребуется срав-
нить с нулем не более n · l чисел. Автоматы множества M , для которых
первое условие выполнено, могут далее не рассматриваться, поскольку
они принадлежат всякому VP.

Для каждого Vt ∈ M,Vt(x1, .., xq) = R
(t)
0 +

∑lt
i=1R

(t)
i · xi найдем ct =

gcd(R
(t)
1 [0], R

(t)
2 [0], ..., R

(t)
lt

[0]), что потребует O(n · l · log2(h)) арифметиче-
ских операций. После этого вычислим c = gcd(c1, c2, ..., cn), что потребу-
ет O(n · log2(h)) арифметических операций. С использованием O(log2(h))
арифметических операций освободим число c от кратности двойкам. От-
личие полученного результата от 1 будет говорить о принадлежности
некоторому VP. Таким образом проверяется второе условие с использо-
ванием не более O(n · l · log2(h)) операций. Более того, все автоматы Vt
для которых ∃p > 2 - простое, такое что ct кратно p могут далее не
рассматриваться, поскольку Vt ∈ V{p}.
Для каждого Vt ∈M,Vt(x1, .., xq) = R

(t)
0 +

∑lt
i=1R

(t)
i · xi зафиксируем но-

мер it, такой что 1 ≤ it ≤ lt. Получим комбинацию чисел (i1, i2, ..., in),
всего таких комбинаций будет не более ln. Каждой комбинации поставим
в соответствие множество Mj = {R(k)

i [0]|1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ i ≤ lk, i 6= ik}.
Для вского Mj вычислим cj - наибольший общий делитель элементов
Mj , для фиксированного Mj это займет O(l · n · log2(h)) арифметиче-
ских операций. Учитывая что число комбинаций не превышает ln оценка
числа арифметических операций составит O(l(n+1) · n · log2(h)). Каждое
cj освободим от кратности двойкам и полученный результат сравним с
единицей, это займет O(ln · log2(h)) операций. В случае неравенства лю-
бого из полученных чисел единице можем утверждать принадлежность
некоторому VP, если же все числа оказываются равны единице – M не
лежит ни в одном VP. Итоговая оценка числа арифметических операций
составляет O(l(n+1) · n · log2(h)).
Поскольку непринадлежность всем VP влечет за собой непринадлеж-
ность D[7], теорема доказана.
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This work concerns questions of A-completeness of finite systems
of linear automata over the ring of dyadic rationals. Condition of
completeness of linear automata system, which includes automaton
that models addition in the first step is described. For the formulated
set of maximum subclasses in the class of linear automata over the ring
of dyadic rationals decidability of a problem of finite set inclusion into
these classes is proven.

Keywords: finite state automata, linear automata, dyadic rationals,
A-completeness, maximum subclasses, decidability.
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