
Треугольники и уравнения Лагранжа

Алешин С.В.1

Рассматривается задача о равновесном взаимном расположении
двух треугольников. Предлагается решение этой задачи на основе
метода множителей Лагранжа. Двукратная итерация этого метода
дает аналитическое решение.
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Рассматривается задача о равновесном взаимном расположении двух
треугольников. В работе [1] предложена система уравнений, решение ко-
торой дает ответ на эту задачу. В данной заметке мы предлагаем при-
менить метод множителей Лагранжа. Решение ищется с помощью дву-
кратной итерации этого метода, что дает аналитическое решение задачи
Библ. 2 назв.

На плоскости (X,Y ) заданы два треугольника - 4ABC с вершинами
A (a1, a2), B (b1, b2), C (c1, c2) и4HGW с вершинамиH (h1, h2), G (g1, g2),
W (w1, w2). Требуется указать отображение ξ : (X,Y )→ (X ′, Y ′),

X ′ = d1X + d2Y + α; Y ′ = −d2X + d1Y + β, (1)

являющееся суперпозицией преобразований подобия и вращения (они
определены матрицей D) и сдвига на вектор s:

D =

∥∥∥∥
d1 d2
−d2 d1

∥∥∥∥ ; s = (α, β) .

Искомое отображение ξ переводит треугольник 4HGW в треуголь-
ник 4H ′G′W ′, такой, что расстояния от «новых» вершин H ′, G′,W ′ до
соответствующих вершин A,B,C равны и минимальны, то есть

ρ
(
A,H ′) = ρ

(
B,G′) = ρ

(
C,W ′) .
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Таким образом, мы приходим к задаче
Найти min ρ (A,H ′)

при условии




ρ (A,H ′) = ρ (B,G′) = ρ (C,W ′) ,

H ′ = D ·H +

(
α

β

)
; G′ = D ·G+

(
α

β

)
; W ′ = D ·W +

(
α

β

)
.

(2)

В результате решения задачи треугольник 4HGW преобразован в
треугольник 4H ′G′W ′, который находится в равновесном положении с
треугольником 4ABC, при этом расстояние ρ - минимально.

Интерес может представить то, что решение получается в два шага,
и каждый из них это стандартный метод Лагранжа [2], то есть в итоге
получаем некоторый комбинированный метод.

Чтобы избежать громоздких формульных преобразований, мы рас-
смотрим несколько численных примеров, которые, на наш взгляд, хоро-
шо иллюстрируют этот метод.

Рис. 1. Пример 1.

Преобразование определяется соотношениями

H ′ = (d1h1 + d2h2 + α;−d2h1 + d1h2 + β) = (d1 + α;−d2 + β) ,

G′ = (d1g1 + d2g2 + α;−d2g1 + d1g2 + β) = (d2 + α; d1 + β) ,

W ′ = (d1w1 + d2w2 + α;−d2w1 + d1w2 + β) = (α;β) .

Вместо параметра ρ в равенствах берем ρ2, то есть

ρ2
(
A,H ′) = ρ2

(
B,G′) = ρ2

(
C,W ′) ,
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[0− (d1 + α)]2 + [2− (−d2 + β)]2 = [0− (d2 + α)]2 + [0− (d1 + β)]2 =

= [1− α]2 + β2.

Таким образом, экстремальная задача для данной пары треугольни-
ков имеет вид

[1− α]2 + β2 → min,
{
d1

2 + d2
2 + 2d1α− 2d2β + 2α− 4β + 4d2 + 3 = 0,

d1
2 + d2

2 + 2d2α+ 2d1β + 2α− 1 = 0.
(3)

В качестве функционала взята величина ρ2 (C,W ′) = (1− α)2 + β2,
что в дальнейшем приводит к упрощению уравнений.

Для решения задачи применим метод множителей Лагранжа. Функ-
ционал Лагранжа имеет вид

L = (1− α)2 + β2 + λ1 ·R1 + λ2 ·R2.

Здесь R1 (соответственно R2) – левая часть первого (соответственно
второго) равенства системы (3).

Система уравнений Лагранжа имеет вид




∂L
∂d1

= λ1(2d1 + 2α) + λ2(2d1 + 2β) = 0,
∂L
∂d2

= λ1(2d2 + 4− 2β) + λ2(2d2 + 2α) = 0,
∂L
∂α = −2(1− α) + λ1(2d1 + 2) + λ2(2d2 + 2) = 0,
∂L
∂β = 2β + λ1(−2d2 − 4) + λ2(2d1) = 0.

(4)

Исключая множители λ1, λ2 из первых двух уравнений, получаем ра-
венство (левую часть этого равенства обозначим R3):

R3 = (d1 + α)(d2 + α)− (d1 + β)(d2 + 2− β) = 0. (5)

Это соотношение берем в качестве уравнения связи второй экстре-
мальной задачи {

(1− α)2 + β2 → min,

R3 = 0.
(6)

Для этой задачи уравнения Лагранжа имеют вид

F = (1− α)2 + β2 + λ ·R3,

∂F

∂d1
= λ · ∂R3

∂d1
= λ[d2 + α− d2 − 2 + β] = λ[α− 2 + β] = 0,

∂F

∂d2
= λ · ∂R3

∂d2
= λ[d1 + α− d1 − β] = λ[α− β] = 0.
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Отсюда α− β = 0, α+ β = 2, т.е. α = β = 1.
Оставшиеся два уравнения

∂F

∂α
= −2(1− α) + λ[2α+ d1 + d2] = 0,

∂F

∂β
= 2β + λ[2β − d2 + d1 − 2] = 0.

Отсюда, при α = 1
2 + d1 + d2 = 0.

Подставляя d1 = −2 − d2, α = 1, β = 1 в любое из уравнений (3), по-
лучаем решение, которое должно удовлетворять ограничениям экстре-
мальной задачи (3):

2d2
2 + 4d2 + 1 = 0 или d2 = −1±

√
2

2
.

В итоге имеем два решения задачи (3):

α = 1, β = 1, d1 = −1−
√

2

2
, d2 = −1 +

√
2

2

или

α = 1, β = 1, d1 = −1 +

√
2

2
, d2 = −1−

√
2

2
.

Новое положение треугольника 4H ′G′W ′ определяется вершинами
(рис. 2)

H ′ =

(
−
√

2

2
;−
√

2

2
+ 2

)
; G′ =

(√
2

2
,−
√

2

2

)
; W ′ = (1,−1) .

При этом выполнены нужные равенства.

ρ
(
A,H ′) = ρ

(
B,G′) = ρ

(
C,W ′) .

Второй пример показывает, что уравнения Лагранжа могут давать
не наилучшее, а допустимое решение.

Исходная конфигурация приведена на рис. 3. Она похожа на задачу
1, однако отличается выбором пар соответствующих вершин. Вершине
A(0, 2) теперь соответствует вершина G(0, 1), вершине B(0, 0) - вершина
W (0, 0), и вершине C(1, 0) - вершина H(0, 0).

Нетрудно заметить, что положение равновесия достигается, если под-
нять треугольник 4WGH вверх по оси Y на 1

2 . При этом расстояния
между соответствующими вершинами станут равны 1

2 . Такому решению
соответствуют значения параметров d1 = 1, d2 = 0, α = 1

2 , β = 1
2 .
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Рис. 2.

Рис. 3.

Экстремальная задача имеет вид

min(α2 + β2),

{
(d2 + α)2 + (2− d1 − β)2 − (α2 + β2) = 0,

(1− d1 − α)2 + (−d2 + β)2 − (α2 + β2) = 0.
(7)
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Функционал Лагранжа:

Φ = α2 + β2 + λ1[1] + λ2[2].

Здесь, [1] ( соответственно, [2]) - левая часть первого (соответственно,
второго) равенства системы (7).

Система уравнений Лагранжа:

∂Φ

∂d1
= λ1[d1 + β − 2] + λ2[d1 + α− 1] = 0,

∂Φ

∂d2
= λ1[d2 + α] + λ2[d2 − β] = 0.

Устраняя λ1 и λ2, получаем равенство

R = α2 + β2 + d1β − d2β + d1α+ d2α+ d2 − α− 2β = 0, (8)

которое используем для получения второй системы Лагранжа.
Функционал Лагранжа

Φ̂ = α2 + β2 + λ ·R.

Система уравнений

∂Φ̂

∂d1
= λ

∂R

∂d1
= λ[β + α] = 0, т.е. β = −α,

∂Φ̂

∂d2
= λ

∂R

∂d2
= λ[−β + α+ 1] = 0, т.е. − 2β + 1 = 0, β =

1

2
, α = −1

2
,

∂Φ̂

∂α
= 2α+ λ

∂R

∂α
= −1 + λ[−2 + d1 + d2] = 0,

∂Φ̂

∂β
= 2β + λ

∂R

∂β
= 1 + λ[−1 + d2 − d1] = 0.

Из двух первых равенств этой системы получаем β = 1
2 , α = −1

2 .
Используя два оставшихся равенства, получаем

−3 + 2d1 = 0, d1 =
3

2
.

Подставляя в основные уравнения (7), получаем

d2
2 − d2 −

1

4
= 0, d2 =

1

2
±
√

2

2
.
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Рис. 4.

Таким образом, решение задачи

G′ =

(√
2

2
, 2

)
; H ′ =

(
1,−
√

2

2

)
; W ′ =

(
−1

2
,
1

2

)
.

Это решение приведено на рис. 4.
Наконец, пример с тупоугольным треугольником, который уже на-

ходится в «равновесном» положении, и решение уравнений Лагранжа
должно это отражать. На рис. 5 приведена исходная ситуация.

Следуя той же схеме решения, что в двух предыдущих задачах,
рассмотрим «неподвижный» треугольник 4ABC и «подвижный» тупо-
угольный треугольник 4HGW .

Задача имеет вид
ρ2
(
A,H ′)→ min,

{
ρ2 (A,H ′)− ρ2 (C,W ′) = 0,

ρ2 (B,G′)− ρ2 (C,W ′) = 0.
(9)

Уравнения Лагранжа:

∂

∂d1
= λ1 [β − α] + λ2

(
2

(
5

4
−
√

2

2

)
d1 + α

(
−3

2
+

√
2

2

))
+
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Рис. 5.

+λ2

(
+

3

2
β − 2

(
1−
√

2

4

))
= 0,

∂

∂d2
= λ1 (α+ β) + λ2

(
2

(
−1 +

√
2

2

)
d2 +

1

2
α

)
+ (10)

+λ2

(
−β
(
−3

2
+

√
2

2

))
= 0.

Исключая λ1 и λ2, получаем функционал Φ для второй задачи
Лагранжа

Φ = (β − α)

(
2d2

(
−1 +

√
2

2

)
+

1

2
α− β

(
−3

2
+

√
2

2

))
−

(11)

− (α+ β)

(
2d1

(
5

4
−
√

2

2

)
+ α

(
−3

2
+

√
2

2

)
+

1

2
β + 2

(
1−
√

2

4

))
= 0.

Вторая задача Лагранжа дает уравнения

∂Φ

∂d1
=

[
(α+ β) · 2

(
5

4
−
√

2

2

)]
λ = 0,

∂Φ

∂d2
=

[
(β − α) · 2

(
−1 +

√
2

2

)]
λ = 0,

из которых следует
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α+ β = 0, β − α = 0, α = β = 0.
Подставляя эти значения в (9), получим

1

8
d1

2 +
5

16
d2

2 +
1

8
d1d2 =

= 2− 2d1

(
1−
√

2

4

)
+ d2

2

(
9

8
−
√

2

2

)
−
√

2

2
+

1

8
.

Это уравнение выполнено при d1 = 1, d2 = 0, таким образом, решение

α = 0, β = 0, d1 = 1, d2 = 0.

То есть треугольник 4GHW остается на месте, при этом расстояния
совпадают

ρ
(
A,H ′) = ρ

(
B,G′) = ρ

(
C,W ′) .
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Triangles and Lagrange Equations
Aleshin S.V.

The paper considers the problem of the equilibrium mutual
arrangement of two triangles and proposes a solution to this problem
based on the method of Lagrange multipliers. Two-time iteration of
this method gives analytical solution.

Keywords: Lagrange method, transformation on a plane, similarity,
rotation, shift, triangle.

61


