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Вопрос о сложности доказательств теорем в формальных систе-
мах возникает во многих областях. С точки зрения вычислитель-
ной сложности точные нижние оценки сложности доказательств
служат средством отделения классов вычислительной сложности.
В современных SAT- и SMT-решателях анализ лежащих в их осно-
ве систем доказательств позволяет оценить производительность и
ограниченность решателей. Центральное место в вопросе сложно-
сти доказательств отводится доказательству теорем классического
исчисления высказываний. Несмотря на то, что за последние де-
сятилетия удалось разработать много разнообразных техник для
доказательства верхних и нижних оценок в различных пропозици-
ональных системах, успеха в получении нижних оценок для клас-
сических систем доказательств достичь так и не удалось. Тем не
менее, среди специалистов в области сложности доказательств сло-
жилась прочная уверенность в том, что существует тесная связь
между прогрессом в получении нижних оценок сложности булевых
схем и прогрессом в получении нижних оценок размера пропозици-
ональных доказательств. В работе будет рассказано о связи между
булевыми схемами и системами доказательств теорем, о том, как
идеи и методы, применяемые для оценки сложности схем, приме-
няются для оценки сложности доказательств теорем.

Ключевые слова: Системы пропозициональных доказа-
тельств, сложность доказательств, булевы схемы, сложность схем,
классы сложности.

Одной из центральных проблем теории сложности вычислений яв-
ляется вопрос о существовании полиномиальной разрешающей проце-
дуры для классического пропозиционального исчисления. Её важность
обусловлена взаимосвязью с задачей о равенстве классов сложности P
и NP [Coo71], решение которой позволит получить ответ о сложности
многих комбинаторных проблем [Kar72]. Сама проблема тесно связана с
изучением сложности минимального пропозиционального вывода клас-
сических тавтологий [CR74].
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Отправной точкой в изучении сложности пропозиционального выво-
да является работа Кука и Рекхау 1979 года [CR79], в которой они форма-
лизовали систему пропозициональных доказательств, как полиномиаль-
но вычислимую функцию, область значений которой совпадает с множе-
ством всех пропозициональных тавтологий. В этой работе Кук и Рекхау
установили фундаментальную взаимосвязь между сложностью пропози-
ционального выводы и классами сложности вычислений: существование
полиномиальной системы доказательств пропозициональных формул,
в которой каждая истинная формула имеет доказательство, сложность
которого не превосходит некоторого полинома p(n) от длины формулы
n, равносильно тому, что класс NP замкнут относительно дополнений,
т.е. NP = coNP. Данная взаимосвязь послужила основой так называ-
емой программы Кука-Рекхау : так как класс P замкнут относительно
дополнений, то для того, чтобы отделить его от класса NP, достаточно
доказать отсутствие полиномиальной системы доказательств для клас-
сических тавтологий. Этот подход связан с получением суперполиноми-
альных нижних оценок сложности вывода.

На сегодняшний день суперполиномиальные нижние оценки извест-
ны только для слабых систем пропозициональных доказательств [Urq95,
Raz96, UF96, Pud98, BP98]. Первая из таких оценок была получена еще в
конце 60-х годов Цейтиным [Tse68] для подсистем резолюции. Первым же
значительным с точки зрения программы Кука-Рекхау результатом яв-
ляется суперполиномиальная нижняя оценка для резолюции, найденная
в 1985 году Хэйкеном [Hak85]. Начиная с конца 90-х годов подобные оцен-
ки были получены и для многих других систем доказательств: системы
Фреге ограниченной глубины [Ajt94, BIK+92, BIP93, KPW95], исчисле-
ние полиномов [CEI96, Raz98], системы Nullstellensatz [BIK+96], системы
линейных уравнений [BPR97, Pud97]. Для всех этих систем были получе-
ны экспоненциальные нижние оценки на длину вывода для конкретных
последовательностей тавтологий, представляющих собой естественную
интерпретацию известных комбинаторных утверждений. Наиболее пол-
ный обзор последних результатов в этой области можно найти в [Seg07].

В то же время, для сильных систем доказательств, таких как системы
Фреге и расширенные системы Фреге [Kra95a], известны лишь линейные
нижние оценки для длины вывода и квадратичные нижние оценки для
размера вывода [Bus95, BG98]. Вопрос о существовании суперполиноми-
альных нижних оценок для таких систем до сих пор остается откры-
тым. В первую очередь это связано с тем, что все известные методы
доказательства нижних оценок (мощностной принцип, метод подстано-
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вок [Kra97a], интерполяционные теоремы [Kra97b], соотношения между
длиной и шириной опровержений в методе резолюции [BSW01], псевдо-
случайные генераторы [ABR+04, Kra01, Kra04] и др.), которые хоро-
шо зарекомендовали себя для слабых систем доказательств, оказались
непригодными для систем Фреге [KP98]. Например, принцип Дирихле,
как и другие комбинаторные принципы, использующие мощностные со-
ображения, не может иметь сложного доказательства в системах Фре-
ге [Bus87], поэтому любые комбинаторные принципы, требующие супер-
полиномиальных доказательств, должны быть очень сложными [BBP95].
В некоторых случаях вопрос о существовании нижних оценок удалось
свести к оценке числа раундов интерактивной игры, но получить при
этом нетривиальные нижние оценки не удалось [PB95, Pud00, Kra15].

Важность изучения сложности пропозиционального вывода не огра-
ничивается только применением в области сложности вычислений в ка-
честве средства отделения классов сложности. Здесь можно отметить
полезную взаимосвязь между длиной вывода в сильных системах пропо-
зициональных доказательств, подобных системам Фреге и их расшире-
ниям, и выполнимостью формул в ограниченной арифметике [Kra95b].
Также понимание устройства оптимального пропозиционального вывода
необходимо для создания эффективных SAT-решателей и систем авто-
матического доказательства теорем [PS10, Bus12].

Одна из неожиданных и вместе с тем удивительных взаимосвязей бы-
ла обнаружена между сложностью доказательства теорем и сложность
булевых схем. Известно, что системы Фреге не зависят от выбора ак-
сиом и правил вывода. Все такие системы полиномиально эквивалент-
ны [CR79]. Однако системы Фреге можно охарактеризовать по классам
формул, участвующих в выводах. И в этом случае не все системы Фре-
ге будут полиномиально эквивалентны друг другу. Например, системы
формул в конъюнктивных нормальных формах вместе c методом резо-
люции являются системами Фреге над формулами глубины 2. Для таких
систем Фреге доказана экспоненциальная нижняя оценка длины выво-
да [Hak85]. Рассмотрение стандартных классов булевых схем

AC ⊂ AC0[p] ⊂ TC0 ⊆ NC1 ⊆ P/poly

привело к появлению соответствующей иерархии систем Фреге. В этой
иерархии AC-системам Фреге соответствуют системы Фреге над форму-
лами ограниченной глубины, NC1-системы Фреге — это обычные систе-
мы Фреге, а P/poly-системы Фреге — это расширенные системы Фреге
и системы Фреге с подстановкой.
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На сегодняшний день экспоненциальные нижние оценки сложности
булевых схем для конкретных функций были получены только для клас-
са AC0[p] [Raz87, Smo87]. Для систем Фреге экспоненциальные ниж-
ние оценки сложности вывода найдены только для AC-систем Фре-
ге [Ajt94, BIK+92, BIP93, KPW95]. Все попытки применить метод Раз-
борова и Смоленского для AC0[p]-схем к система Фреге до сих успехом
не увенчались. Несмотря на это, среди специалистов по сложности до-
казательств сложилась твердая уверенность, что прогресс в получении
нижних оценок сложности булевых схем послужит толчком к получе-
нию нижних оценок размера пропозициональных доказательств. Хотя
данная связь между булевыми схемами и системами доказательств ча-
сто постулируется [BP98], формального обоснования она до сих пор так
и не получила [BBC16]. В тоже время, данный подход послужил толчком
к появлению новых, интересных и открытых до сих пор проблем [Pud08].
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[Kra04] Kraj́ıček J. Dual weak pigeonhole principle, pseudo-surjective
functions, and provability of circuit lower bounds // The Journal of
Symbolic Logic, vol. 69, no. 1, 2004, pp. 265–286.
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From Boolean circuits to theorem proving
Bokov G. V.

The question how difficult it is to prove given theorems in given
formal systems arises in many areas. In computational complexity,
lower bounds to the size of proofs offer an approach towards the
separation of complexity classes. Analysis of proof systems underlying
recent SAT solvers provides the main theoretical framework towards
understanding the power and limitations of solving. The main part of
research in proof complexity has concentrated on proof systems for
classical propositional logic. Despite the fact that propositional proof
complexity has made enormous progress over the past three decades in
showing tight lower and upper bounds for many proof systems, some
of strong classical proof systems have resisted all attempts for lower
bounds for decades. Nevertheless, a general and long-standing belief in
the proof complexity community asserts that there is a close connection
between progress in lower bounds for Boolean circuits and progress
in proof size lower bounds for strong propositional proof systems. In
the paper we show how relates Boolean circuits and proof systems
with respect to complexity, i.e. how ideas and techniques from Boolean
circuit complexity applies to propositional proof complexity.

Keywords: Propositional proof systems, proof complexity, Boolean
circuits, circuit complexity, complexity classes.
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