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Общие проблемы теории
интеллектуальных систем

Часть 1

5



Алгебры на индикаторах К-булеанов
множеств

Баранович А.Е.

Исследуется изоморфизм алгебр на k -булеанах множеств в ак-
сиоматике ZFU и соответствующего им k -гиперпространства ин-
дикаторов над GF [2]. Оценивается сложность решения задач поис-
ка в k -булеанах множеств. Полученные результаты проецируются
на модель k -гиперпространства семиотико-хроматических гиперто-
пографов в аксиоматической системе [G]1. Последняя положена в
основу вычислительной архитектуры ëмкостного паракомпьютера
управления знаниями интеллектуальной системы.

Ключевые слова: алгебр морфизмы, алгоритмов сложность
ëмкостная, алгоритмов сложность операционная, гипертопогра-
фы семиотико-хроматические, графов теории обобщения, гра-
фов теории однообъектная парадигма, знаниями управление, мно-
жеств индикаторы, множеств (- носителей) k -топологизация, мно-
жеств k -булеан, множеств k -булеанов индикаторы, паракомпьютер
ëмкостной, поиск на множествах, системы интеллектуальные, то-
пологии дискретные с конечным носителем, k -гиперпространство
булево

В работе [6] обоснован изоморфизм алгебр множеств AB[1,X]:
< B[1, X], {ΩB[1,X]

F :
⋃

,
⋂

, \, , �} > и алгебры индикаторов AIB[1,X] :
< IB[1,X], {ΩI[1]

F : ω
I [1]⋃ , ω

I [1]⋂ , ω
I [1]
\ , ωI [1]

_ , ω
I [1]
� } > специального вида.

Показана возможность решения задачи поиска произвольных элементов
в упорядоченных булеанах B[0, X] - B[1, X] за O(const) условных опе-
раций (на вполне определенной векторной модели вычислений) при со-
ответствующих значениях параметра емкостной сложности. Вследствие
реальных ограничений на исследуемые системы, нас в максимальной сте-
пени будут интересовать алгебры на конечных множествах (точнее, ZFU
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[9]). И, в частности, алгебра множеств < B[1, X], {ΩM
F :

⋃
,
⋂

, \} >, где
B[1, X] есть булеан 1-го порядка конечного множества-носителя X1, что
априори предполагает вхождение (принадлежность) ∅ и X в B[1, X].
Для любого конечного множества X, |X| = n с отношением строго по-
рядка (перенумерованного) может быть определен упорядоченный мас-
сив (множество) индикаторов IB[1,X] из [GF (2)]|B[0,X]| мощности |IB[1,X]|
= 2|B[0,X]|, включая ∅-множество, биективно соответствующий булеану
множества X первого уровня топологизации2 B[1, X] [6-8] 3. Из определе-
ния индикатора следует, что множество индикаторов IB[1,X] есть полное
конечное булево пространство [GF (2)]|B[0,X]|.

На множестве IB[1,X]: {�xi},�xi∈ [GF (2)]n, i = 1, 2n, индикаторов
B[1, X] (IB[1,X]↔B[1, X]) определены, в частности, алгебраические опе-
рации ∧,∨,
¬,⊕, а соответственно, и алгебра индикаторов < IB[1,X], {ΩI

F :
∧,∨,¬,⊕} > в упомянутой сигнатуре. Из продолжения биективного со-
ответствия φ1 :B
[1, X]↔IB[1,X] (φ1 :Xτ≡�xτ ) на морфизм4 алгебр AB[1,X] :< B[1, X],
{ΩB[1,X]

F :
⋃

,
⋂

, \, , �} > и AIB[1,X] : < IB[1,X], {ΩI[1]
F : ω

I [1]⋃ , ω
I [1]⋂ ,

ω
I [1]
\ , ωI [1]

_ , ωI [1]
� } > вида:




1. ωI [1]⋃ ≡ φ1(
⋃
i,j
(Xi,Xj)) ≡ ∨

i,j
(φ1(Xi), φ

1(Xj)) ≡ ∨
i,j
(�xi ,�xj).

2. ωI [1]⋂ ≡ φ1(
⋂
i,j
(Xi,Xj)) ≡ ∧

i,j
(φ1(Xi), φ

1(Xj)) ≡ ∧
i,j
(�xi, �xj).

3. ωI [1]
\ ≡ φ1( \

i,j
(Xi,Xj)) ≡ ⊕

i,j
(�xi, ∧

i,j
(�xi ,�xj)). (1)

4. ωI [1]
_ ≡ φ1(Xi) ≡ φ1(\

i
(X,Xi)) ≡ ⊕

i
(�1,�xi) ≡

¬
�xi.

5. ωI [1]
� ≡φ1(�

i,j
(Xi,Xj))≡⊕

i,j
( ∨
i,j
(�xi ,�xj), ∧

i,j
(�xi, �xj)),

1 Ранее - булеан B[X] (простой) конечного множества X , |B[X]| = 2|X| , как
множество всех его подмножеств, включая ∅ и само X [8].

2 Множество X есть по определению булеан нулевого уровня B[0, X] и |X| =
|B[0, X]| . Булеан B[1, X] есть дискретная топология на X [7].

3 Вследствие тождественности X ≡ B[0, X], в качестве подмножества индика-
торов IB[0,X] элементов X в B[1, X] (одноточечных представителей X) выступают
единичные вектора из IB[1,X] (базис [GF (2)]n , n = |B[0, X]|).

4 При задействовании понятий гомоморфизма и изоморфизма алгебраических си-
стем в настоящей работе используется система определений, введëнная в [6].
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- следует утверждение 1 (лемма 1) [6].

Лемма 1. Морфизм алгебр AB[1,X] � AIB[1,X] вида (1) есть изомор-
физм �

По аналогии с вышесказанным (см. п. 2 в [6]) определим для любо-
го конечного булеана k -го уровня B[k ,X ] (X ≡ B[0, X] ⊂ B[1, X] ⊂ ...
⊂ B[k ,X ] ⊂ B[k + 1, X]), с введенным отношением строго порядка (пе-

ренумерованного), |B[k ,X ]| = 22
...2

|X|−1

−1} (k − 1 экземпляров 2 в по-
казателе), включая ∅ [6], упорядоченный массив (множество) индикато-
ров IB[k+1,X] размерности |B[k ,X ]| из [GF (2)]|B[k,X]| мощности |IB[k+1,X ]|
= 2|B[k,X]|, биективно соответствующий булеану B[k+ 1, X] и сохраняю-
щий порядок множества индикаторов IB[1,X]. В результате получим соот-
ветствие φk+1 : IB[k+1,X] ↔ B[k + 1, X] как продолжение соответствия
φ1 : IB[1,X] ↔ B[1, X]. На множестве IB[k+1,X]: {�xi}, �xi ∈ [GF (2)]|B[k,X]|,
i = 1, 2|B[k,X]|, индикаторов B[k + 1, X] определены алгебраические опе-
рации ∧,∨,¬,⊕, а соответственно, и алгебра индикаторов < IB[k+1,X],
{ΩI

F : ∧,∨,¬,⊕} > в упомянутой сигнатуре.

Используем биективное соответствие φk+1 : B[k+1, X] ↔ IB[k+1,X] в
целях его продолжения на морфизм алгебр AB[k+1,X] :

< B[k + 1, X], {ΩB[k+1,X]
F :

⋃
,
⋂
, \, , �} > в AIB[k+1,X] : < IB[k+1,X],

{ Ω
I[k+1]
F : ω

I [k+1]⋃ , ωI [k+1]⋂ , ωI [k+1]
\ , ωI [k+1]

_ , ωI [k+1]
� } > следующего вида
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(1-5):




1. ω
I [k+1]⋃ ≡ φk+1(

⋃
i,j
(bi[k+1], bj [k + 1])) ≡

≡ ∨
i,j
(φk+1(bi[k + 1], φk+1(bj [k + 1])) ≡ ∨

i,j
(�bi[k + 1] , �bj [k + 1] ).

2. ω
I [k+1]⋂ ≡ φk+1(

⋂
i,j
(bi[k + 1] , bj [k + 1])) ≡

≡ ∧
i,j
(φk+1(bi[k + 1]), φk+1(bj [k + 1])) ≡ ∧

i,j
(�bi[k + 1] , �bj [k + 1] ).

3. ω
I [k+1]
\ ≡ φk+1( \

i,j
(bi[k + 1] , bj [k + 1])) ≡ (2)

≡ ⊕
i,j
(�bi[k + 1], ∧

i,j
(�bi[k + 1], �bj [k + 1])).

4. ωI [k+1]
_ ≡ φk+1(bi[k + 1]) ≡ φk+1(\

i
(B[k ,X ], bi[k + 1])) ≡ �bi[k + 1]

¬
.

5. ω
I [k+1]
� ≡ φk+1(�

i,j
(bi[k + 1], bj [k + 1] )) ≡

≡ ⊕
i,j
(∨
i,j
(�bi[k + 1], �bj [k + 1]), ∧

i,j
(�bi[k + 1],�bj [k + 1] )),

где bi[k+1], bj [k+1] ∈ B[k+1, X] (собственные подмножества B[k,X]),
�bi[k + 1], �bj [k + 1] ∈ IB[k+1,X] и �bi[k + 1]

¬
- инвертированный вектор

�bi[k + 1].
Естественным продолжением леммы 1 является утверждение 1.
Утверждение (теорема) 1. Морфизм алгебр AB[k+1,X] �

AIB[k+1,X] вида (2) для произвольного конечного k ∈ N0 есть изоморфизм
�

Доказательство.
1. φk+1(

⋃
i,j
(bi[k + 1], bj [k + 1])) ↔ ∨

i,j
(�bi[k + 1],�bj [k + 1]), где bi[k + 1],

bj [k + 1] ∈ B[k + 1, X] и �bi[k + 1], �bj [k + 1] ∈ IB[k+1,X]. Операции
⋃

и
ω
I [k+1]⋃ коммутативны. Доказательство очевидно.

2. φk+1(
⋂
i,j
(bi[k + 1], bj [k + 1])) ↔ ∧

i,j
(�bi[k + 1],�bj [k + 1]), где bi[k + 1],

bj [k + 1] ∈ B[k + 1, X] и �bi[k + 1], �bj [k + 1] ∈ IB[k+1,X]. Операции
⋂

и
ω
I [k+1]⋂ коммутативны. Доказательство очевидно.

3. Для исключения из любого множества bi[k + 1] ∈ B[k + 1, X],
bi[k + 1] ⊆ B[k,X], которому биективно соответствует индикатор
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�bi[k + 1] ∈ IB[k+1,X], |�bi[k+1]| = |B[k,X]|, собственного подмноже-
ства bi[k + 1]∗ ⊆ bi[k + 1], bi[k + 1]∗ ⊆ B[k,X], из него необходи-
мо удалить все элементы bi[k + 1], входящие в bi[k + 1]∗. Относитель-
но индикатора �bi[k + 1] данная операция эквивалентна «обнулению»
всех единичных скаляров индикатора, идентифицирующих элементы
bi[k + 1]∗ в bi[k + 1]. «Обнуление» же единичных скаляров в булевом
индикаторе �bi[k + 1] биективно соответствующих элементам bi[k + 1]∗

в bi[k + 1] равносильно операции его сложения по mod 2 с индикато-
ром �bi[k + 1]∗ множества bi[k + 1]∗, |�bi[k + 1]∗| = |�bi[k + 1]|, а имен-
но выполнению операции �bi[k + 1] ⊕ �bi[k+1]∗. Таким образом, относи-
тельно любого собственного подмножества bi[k + 1]∗ множества bi[k + 1]
выполняется φk+1( \

i,j
(bi[k + 1], bi[k + 1]∗)) ≡ ⊕

i,j
(�bi[k+1], �bi[k + 1]∗). В

свою очередь, bi[k + 1]\bj [k + 1] ≡ bi[k + 1]\(bi[k + 1]
⋂

bj [k + 1]) и, со-
гласно п. 2, φk+1(

⋂
i,j
(bi[k + 1], bj [k + 1])) ↔ ∧

i,j
(�bi[k + 1], �bj [k + 1]). Со-

ответственно, вследствие очевидности условия bi[k + 1]
⋂

bj [k + 1] ⊆
bi[k+1], и для произвольных bi[k+1], bj [k+1] ∈ B[k+1, X] выполняется
φk+1( \

i,j
(bi[k + 1], bj [k + 1])) ≡ φk+1( \

i,j
(bi[k + 1], (bi[k + 1]

⋂
bj [k + 1])) ≡

⊕
i,j
(�bi[k+1], ∧

i,j
(�bi[k+1],�bj [k+1])). Операции \ и ω

I [k+1]
\ не коммутативны.

Что и требовалось показать.
4. φk+1(bi[k + 1]) ≡ φk+1(\

i
(B[k,X], bi[k+ 1])) ≡ ⊕

i
(�1, ∧

i
(�1, �bi[k+ 1])) ≡

⊕
i
(�1,�bi[k + 1]) ≡ �bi[k + 1]

¬
.

5. Для любых bi[k+1], bj [k+1] ∈ B[k+1, X] выполняется bi[k+1] �
bj [k+1] ≡ bj [k+1] � bi[k+1] ≡ (bi[k+1]\bj [k+1])

⋃
(bj [k+1] \ bi[k+1]) ≡

(bi[k + 1]
⋃

bj [k + 1]) \ (bj [k + 1]
⋂

bi[k + 1]). bj [k + 1]
⋂

bi[k + 1] есть
собственное подмножество bi[k + 1]

⋃
bj [k + 1] и для него биективный

морфизм есть φk+1( \
i,j
(bi[k+1], bi[k+1]∗) ≡ ⊕

i,j
(�bi[k+1],�bi[k+1]∗). Соот-

ветственно, с учетом пп. 1-2 φk+1(�
i,j
(bi[k + 1], bj [k + 1])) ≡φk+1( \

i,j
(bi[k +

1]
⋃

bj [k + 1], bj [k + 1]
⋂

bi[k + 1])) ≡ ⊕
i,j
(φk+1(bi[k + 1]

⋃
bj [k + 1]),

φk+1(bi[k+1]
⋂

bj [k+1])) ≡ ⊕
i,j
(∨
i,j
(�bi[k+1],�bj [k+1]), ∧

i,j
(�bi[k+1],�bj [k+1])).

Операции � и ω
I [k+1]
� коммутативны. Что и требовалось показать ��

В качестве опорной модели вычислений определим модель конечно-
го булево векторного вычислителя из [6], где в качестве базовых опера-
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ций сложности O(1) над элементами [GF (2)]n выбраны вышеупомянутые
операции ∧,∨,¬,⊕ алгебры индикаторов на множестве IB[1,X]. В каче-
стве основного емкостного параметра модели определëн объëм еë памяти
в ячейках условной ëмкости 1 [5]. В рамках введëнной модели вычисле-
ний имеет место следующее базовое утверждение.

Утверждение (теорема) 2. Операционная сложность поиска про-
извольного непустого элемента bl[k] в упорядоченном булеане B[k,X]
k-уровня топологизации с множеством-носителем X, |X| = n характе-
ризуется значением O(const) условных операций на вышеопределëнной

вычислительной модели при емкостной сложности 22
...2

n−1

−1 − 1 ×

22
...2

n−1

−1 − 1 (k − 1 экземпляров 2 в показателе) двоичных разрядов
(«бит») �

Доказательство. Согласно утверждению 1, на булеане k -уровня то-
пологизации B[k,X] произвольного конечного множества и множестве
индикаторов его элементов IB[k,X] определены изоморфные алгебры
AB[k,X]

� AIB[k,X] . Элемент bl[k] булеана B[k,X] есть вполне определенное
подмножество Bl[k − 1, X] множества B[k − 1, X], коих в B[k,X] ров-

но 2|B[k−1,X]\∅| экземпляров, а именно 22
...2

|X|−1

−1} (k − 1 экземпля-
ров 2 в показателе), включая ∅. В свою очередь, для любого конечно-
го B[k,X]\∅ (как множества непустых элементов с отношением стро-
го порядка) можно определить упорядоченное множество индикаторов
IB[k+1,X] из
[GF (2)]|B[k,X]\∅| размерности |B[k,X]|-1 и мощности |IB[k+1,X]| =
2|B[k,X]\∅| (включая ∅), биективно соответствующее булеану множества
X (k + 1)-го уровня топологизации B[k+1, X] (IB[k+1,X] ↔ B[k+1, X]).

Произвольный непустой элемент булеана bl[k] (непустое подмноже-
ство Bl[k − 1, X] ⊆ B[k − 1, X]), l = 1, 2|B[k−1,X]\∅| − 1 однозначно
характеризуется булевым индикатором

�bl[k] = ( 0
1

. . .
k
1 . . . 0

2
|B[k−1,X]\∅|−1

)

размерности 2|B[k−1,X]\∅| − 1 (|B[k,X]\∅|), упорядоченным в поряд-
ке нумерации вектора, единица в котором располагается на месте
соответствующему значению индекса k, а нули - на всех остав-
шихся местах. Множеству B[k,X]\∅ соответствует единичный век-
тор �1 ∈ [GF (2)]2

|B[k−1,X]\∅|−1. Произвольное собственное подмноже-
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ство Bτ [k,X] ⊆ B[k,X], Bτ [k,X] ≡ {bi1 [k], . . . , bim [k]}, однозначно
характеризуемое упорядоченным набором натуральных чисел-индексов
(i1, . . . , im), ij ∈ {1, 2|B[k−1,X]\∅| − 1}, j = 1,m, ir �= is для ∀ r �= s и
ir < is при r < s, представимо булевым индикатором

�bτ [k] = ( 0
1

. . .
i1
1 .... . .

...

im
1 . . . 0

2
|B[k−1,X]\∅|−1

)

Тогда, для идентификации (поиска) элемента bl[k] в произвольном
Bτ [k,X] ⊆ B[k,X] достаточно выполнить следующие операции на вы-
шеопределëнной вычислительной модели.

Алгоритм 1.

1 : �x:=�bl[k]&�bτ [k] Размерность �x совпадает с размерностью

2|B[k−1,X]\∅| − 1 (|B[k,X]\∅|) индикаторов �bτ [k], �bl[k]

2 : �x:=�x⊕ �bl[k]

3: If �x = 0 JZ 6: Jump to zero (если 0, то на6:)

4: Нет

5: Stop

6: Да

7: Go to 5:

Размерность индикатора �bl[k] есть 2|B[k−1,X]\∅| − 1 (|B[k,X]\∅|). Об-
щее число индикаторов непустых элементов B[k,X]\∅ (базис

[GF (2)]|B[k,X]\∅|) есть |B[k,X]\∅| = 22
...2

n−1

−1 − 1 (k− 1 экземпляров 2
в показателе). Таким образом, ëмкостная сложность алгоритма состав-

ляет 22
...2

n−1

−1 − 1 × 22
...2

n−1

−1 − 1 (k− 1 экземпляров 2 в показателе)
двоичных разрядов («бит»). Что и требовалось показать ��

Следствие к утверждению 2. Операционная сложность поиска
произвольного собственного подмножества Bl[k−1, X] в упорядоченном
множестве B[k−1, X] характеризуется значением в O(const) условных
операций на вышеопределëнной вычислительной модели при ëмкостной

сложности 22
...2

n−1

−1 − 1 × 22
...2

n−1

−1 − 1 (k − 1 экземпляров 2 в по-
казателе) двоичных разрядов �

Доказательство. Доказательство непосредственно следует из утвер-
ждения 2 вследствие того, что произвольный непустой элемент bl[k],
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l = 1, 2|B[k−1,X]\∅| − 1 булеана B[k,X] есть непустое собственное под-
множество Bl[k− 1, X] множества B[k− 1, X]. Пустое же подмножество
(∅) априори принадлежит B[k − 1, X] � �

Вполне определ¨нные ограничения, налагаемые на объ¨м настоящих
трудов, не позволяют более подробно раскрыть в предлагаемой работе
взаимосвязь полученных результатов с алгебрами на семиотико-хрома-
тических гипертопографах (в аксиоматической системе [G]1) и, далее, с
архитектурой вычислений перспективного ¨мкостного паракомпьютера
управления знаниями [1-5]. Особенности морфизмов перечисленных мо-
делей и аспекты их реализации на практике предполагается изложить
отдельным образом.

Автор выражает искреннюю благодарность коллективу кафедры
МАТИС мех.-матем. факультета МГУ им. М.В.Ломоносова и лично В.Б.
Кудрявцеву и Э.Э Гасанову за ценные рекомендации и содействие в под-
готовке работы.
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Алгоритм кластеризации
последовательности изображений с

формированием кластеров на основе
опорных триплетов

В.А. Микин

В данной работе предложен алгоритм кластеризации по-
следовательностей изображений, идея которого заключается в
формировании кластеров на основе минимальных трёхточеч-
ных симплексов, образованных классифицируемыми данными
в многомерном пространстве признаков. Рассмотрены вариан-
ты кластеризации в отложенном и псевдореальном масштабе
времени.

Ключевые слова: кластеризация изображений, опреде-
ление смены сюжета, анализ видео, опорные кадры, кластери-
зация в реальном времени.

Введение

Одной из известных проблем в обработке последовательностей
растровых изображений (далее - видеопоследовательностей), явля-
ется проблема выделения опорных (ключевых) кадров [1, 2, 3]. Ана-
логичная задача возникает в рамках автоматизированного анализа
различных графических материалов презентационного характера,
циркулирующих в сети Интернет, причём в этом случае, вслед-
ствие значительных объёмов анализируемых данных, особую ак-
туальность приобретает сокращение избыточности, свойственной
как отдельным изображениям, так и их последовательностям [4].
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Как правило, выбор опорных кадров сводится к определению мо-
ментов смены сюжета (существенного изменения структурного со-
держания двух соседних изображений) в видеопоследовательности
[1]. В то же время, известны подходы к обнаружению опорных кад-
ров на основе алгоритмов кластеризации [5, 6] Если рассматривать
произвольную видеопоследовательность как выборку однотипных
наблюдений-прецедентов, представляемых составляющими её кад-
рами, то выделение опорных кадров является задачей кластериза-
ции, в контексте которой количество наблюдений существенно пре-
вышает количество классов, в то время как явная информация о
количестве и структуре классов отсутствует, и единственным апри-
орным условием является некоторое допустимое расстояние между
прецедентами в пространстве признаков.
Пусть видеопоследовательность G – совокупность исследуемых
прецедентов (изображений), P – множество соответствующих им
образов – векторов признаков размерности ν, получаемых некото-
рым преобразованием T : G → P ; p = T (g) , p = p (x, y) ; x =
1, . . . , w; y = 1, . . . , h; ν = wh. В векторном виде двумерные об-
разы p представляются в соответствии со следующим правилом
развёртки: p(i) = p(x, y); i = 1, . . . , ν; i = yw + x.
В рассматриваемом случае целью формирования множества P яв-
ляется снижение размерности данных, по сравнению с исходными
изображениями, то есть T (g) – масштабирующее отображение:

p (x, y) =
1

4R2

2R∑
k=1

2R∑
l=1

g (2R(x− 1) + k, 2R(y − 1) + l) , (1)

где R выбирается численно равным средней оценке радиуса корре-
ляции (расстояния, на котором значения яркости пикселов изобра-
жения могут считаться статистически независимыми [7]) для ис-
следуемого класса изображений. Заметим также, что при построе-
нии образов яркость пикселов определяется линейной комбинацией
цветовых составляющих исходного изображения [1], то есть графи-
ческая структура представляется в градациях серого цвета.
Ограничим диапазон значений, принимаемых элементами векто-
ров p, интервалом [0, 1]. Таким образом, любой вектор pk пред-
ставляется точкой внутри единичного ν-куба P ∈ Hν ⊂ Rν . Мак-
симальное евклидово расстояние между двумя точками, принад-
лежащими такому гиперкубу, будет равным длине его диагонали
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– dmax (pj , pk) =
√
ν. Это позволяет задать пороговую величину

µth = αdmax, α ∈ [0, 1], характеризующую предельно допустимое
расстояние между образами pj и pk, при котором они считаются
совпадающими.
Будем полагать, что вероятностное распределение образов близко
к нормальному, и форма образуемых кластеров хорошо аппрокси-
мируется сферой (подобное допущение зачастую оказывается при-
емлемым на практике, в частности, если отличия промежуточных
кадров видеопоследовательности от образующих её сюжетных со-
ставляющих обусловлены не столько структурными изменениями,
сколько присутствием шума на изображениях, как, например, в
системах видеонаблюдения, используемых вне помещений). Таким
образом, в рамках рассматриваемой задачи определим кластер как
множество точек {pk}, удалённых от некоторого центра p0 на рас-
стояние не превышающее r = 1

2µth:

Kl = {p0, (p1, . . . , pml
)} : ∀k ∈ [1,ml] d (p0, pk) ≤ r. (2)

Заметим, что в рамках определения (2) любой набор точек
(p1, . . . , pm) : ∀i, j ∈ [1,m] d (pi, pj) ≤ µth формально является кла-
стером с не указанным явно центром p0. Данный факт отражает
важность и влияние корректности изначального выбора потенци-
альных центров кластеров на результат кластеризации [8].
В принятой вероятностной модели, если точки некоторого класте-
ра Kl распределены нормально, то вероятность выбрать M точек,
удалённых друг от друга не более чем на µth максимизируется в
r-окрестности математического ожидания (то есть центра класте-
ра p0). Тем самым, если в Hν найдётся минимальный правильный
симплекс

Sl = (p1, . . . , pMl
) , Ml ≤ ν + 1 :

∀i, j ∈ [1,Ml] i �= j d (pi, pj)−→
Hν

min, (3)

то r-окрестность его центра может быть приписана одному класте-
ру. Таким образом, возможно построение процедуры кластериза-
ции в виде гибридной схемы, включающей в себя выбор начально-
го приближения кластера Kl в виде опорного симплекса Sl и его
дополнение точками из r-окрестности центра Sl.
При этом, чтобы не исключать возможности существования кла-
стеров, радиусом меньших r, целесообразно рассматривать описан-
ную вокруг Sl гиперсферу как границу кластера Kl: rl = R (Sl) ≤ r.
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Дальнейшее объединение кластеров в более крупные структуры
возможно по мере итераций процесса кластеризации.
Выбор опорного симплекса Sl для каждого кластера – оптимиза-
ционная задача, характерная для иерархических способов класте-
ризации. Снизить её комбинаторную сложность можно, снизив со-
ответственно размерность Sl. Наименьшая размерность симплекса
(выбираемого по критерию (3) минимизации расстояния между его
вершинами), при которой в описанную вокруг него гиперсферу мо-
гут попасть другие точки, кроме вершин симплекса, равна двум.
Очевидно, сколь-нибудь плотное заполнение Hν точками исклю-
чено в большинстве практических ситуаций, и вероятность найти
среди этих точек правильные симплексы даже малой размерности
близка к нулю. Но, в действительности, основное условие при вы-
боре опорного симплекса Sl заключается лишь в том, что точки,
попавшие в сформированный на его основе кластер Kl, должны
быть удалены друг от друга на расстояние, не превышающее 2r,
то есть rl ≤ r. Таким образом, если Sl представляет собой трой-
ку (триплет) точек Sl = (p1, p2, p3), то треугольник p1p2p3 должен
быть остроугольным:

∀i, j, k ∈ [1, 3] , i �= j �= k : d2(pi, pj) ≤ d2(pj , pk) + d2(pk, pi). (4)

С учётом определения (2), критерия (3) и ограничения (4) можно
привести следующее словесное описание алгоритма кластеризации:

1) Поиск в P триплета Sl, образующего минимальный треуголь-
ник p1p2p3, длина стороны которого не превосходит µth, и для
которого выполняется условие (4). Если триплет Sl не найден,
то кластеризация завершена.

2) Формирование кластера Kl на основе опорного триплета Sl и
всех точек из P , попадающих в rl-окрестность центра Sl.

3) Исключение всех точек кластера Kl из P , включение в P точ-
ки, соответствующей центру Kl.

4) Переход к п. 1.

Применение предложенного алгоритма имеет смысл для задач, в
которых количество классов мало по сравнению с количеством
представителей этих классов, поскольку шаг 1 алгоритма требует
перебора C3

N комбинаций точек, и шаг 2 должен компенсировать
эту вычислительную сложность.
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Рис. 1: Тестовый фрагмент видеопоследовательности.

На рис. 1 представлен фрагмент тестовой видеопоследовательности
(пример обучающего видео с сайта www.freevideolectures.org, со-
держащий несколько смен графического сюжета. Кадры, соответ-
ствующие сменам сюжета, выделены цветом и обозначены пунк-
тирной рамкой.
Результат обнаружения опорных кадров по предложенному алго-
ритму и визуализация соответствующих изображениям векторов
признаков приведены на рис. 2. Отметим, что в представленном
примере видеопоследовательности встречается возврат к предше-
ствующему графическому сюжету (изображение, появившееся в ре-
зультате смены сюжета в верхнем ряду кадров, вновь появляется
в третьем ряду). Возможность отслеживания подобных ситуаций
является важной особенностью подхода к выбору опорных кадров
на основе кластеризации.
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Рис. 2: Опорные кадры, извлечённые из тестового фрагмента видеопо-
следовательности (a, c, e, g), и соответствующие им образы (b, d, f, h).

На практике анализ видеопоследовательностей в отложенном ре-
жиме представляет собой весьма ресурсоёмкий процесс, ввиду зна-
чительных объёмов хранимой графической информации. В свя-
зи с этим представляет интерес возможность выделения опорных
кадров непосредственно в процессе формирования видеопоследова-
тельности. Рассмотрим вариант предлагаемого алгоритма класте-
ризации в псевдореальном масштабе времени. Пусть A – пополняе-
мое множество образов, соответствующее множеству P в отдельные
моменты времени. Кроме того, введем множества B – временный
буфер образов, и T – набор построенных кластеров. В программ-
ной реализации множества A, B и T представляются списками-
очередями.
Зададим следующие базовые параметры алгоритма:

• Пороговое значение евклидова расстояния между образами
µth.

• Глубина буфера DB, определяющая максимально допустимое
количество образов в буфере B.

• Время ожидания кластера ∆tc. Данный параметр задает ин-
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тервал времени, в течение которого к кластеру из T не добав-
ляются новые образы.

• Общий таймаут ∆t, определяющий максимальное время ожи-
дания поступления данных в A.

Алгоритм кластеризации представляет собой пошаговую процеду-
ру, выполняющуюся до тех пор, пока во входное множество A по-
ступают новые образы. На каждом шаге выполняется следующая
последовательность действий:

1) Из входного набора A в буфер B перемещается некоторое ко-
личество образов n, меньшее глубины буфера DB.

2) Если множество T непустое, то предпринимается попытка
определить принадлежность образов в буфере B существую-
щим кластерам из T по критерию удалённости образа от цен-
тра кластера не более чем на 1

2µth (причём образ приписыва-
ется к тому кластеру, к центру которого он наиболее близок).

3) Из оставшихся в буфере образов выбирается три-
плет (b1, b2, b3), для которого минимизируется d̃ =
max(d12, d23, d31), причём d̃ ≤ µth. Кроме того, должно
выполняться ограничение (4). Если такой триплет существу-
ет, то он образует кластер, помещаемый в T .

4) Для всех кластеров из множества T проверяется превышение
интервала ∆tc. Если время ожидания превышено, выполняет-
ся финализация кластера. Под финализацией подразумевает-
ся некоторая процедура, включающая в себя сохранение пре-
цедентов, приписанных данному кластеру, выделение центра
кластера в отдельный образ и его передачу в очередь A для
дальнейшей кластеризации.

5) Если количество образов в буфере B превышает DB, то изли-
шек образов удаляется из буфера в соответствии с принципом
FIFO, и эти образы исключаются из дальнейшего рассмотре-
ния.

6) Если все кластеры из T финализированы, и множество A пу-
сто в течение интервала времени ∆t, то производится очистка
буфера B, процесс кластеризации завершается.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе предложен алгоритм кластеризации видеопоследователь-
ностей, основанный на поиске минимальных трёхточечных сим-
плексов в пространстве признаков и дальнейшем объединении в
кластер точек, оказавшихся внутри гиперсфер, описанных вокруг
этих симплексов.
Показано, что применение предложенного алгоритма имеет смысл
для данных, характеризующихся высокой избыточностью.
Рассмотрен вариант алгоритма триплет-кластеризации в псевдоре-
альном масштабе времени, позволяющий проводить анализ видео-
последовательностей в режиме «онлайн».
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Об одной модификации быстрого
градиентного метода решения задачи

энтропийно-линейного
программирования

Чернов А.В.

В работе рассмотривается модификация быстрого гради-
ентного метода (БГМ). Показана его прямо-двойственность
как способность восстановить решение прямой задачи по реше-
нию двойственной. Получены теоретические результаты о его
сходимости как для задач безусловной минимизации, так и для
задач условной минимизации с линейными ограничениями-
равенствами и ограничениями-неравенствами на примере за-
дачи энтропийно-линейного программирования (задача ЭЛП).
Доказаны строгая и сильная выпуклость двойственного функ-
ционала последней, а также показано, что градиент двойствен-
ного функционала удовлетворяет условию Липшица.
Ключевые слова: быстрый градиентый метод, задача

энтропийно-линейного программирования, условная миними-
зация, безусловная минимизация, прямо-двойственные мето-
ды.

Постановка задачи

Рассмотрим на n-мерном вероятностном симплексе

Sn(1) = {x ∈ Rn
+ :

n∑
i=1

xi = 1}

задачу ЭЛП (1).
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f(x) =
n∑

i=1
gi(xi) → min

x∈G
;

gi(xi) =

{
xi ln

xi
ξi
, если xi > 0;

0, иначе; ;

G = {x ∈ Sn(1) : C1x− b1 ≤ 0;C2x− b2 = 0} .

(1)

Здесь ξi, i = 1, .., n – параметры задачи, определяющие целевую
функцию, C1 ∈ Rm1×n, b1 ∈ Rm1 , C2 ∈ Rm2×n, b2 ∈ Rm2 – пара-
метры (матрицы и вектора соответственно), определяющие допу-
стимое множество задачи.
Введем дополнительные обозначения (2) для упрощения дальней-
ших выкладок.

C = [C1;C2] ∈ R(m1+m2)×n; b = [b1; b2] ∈ Rm1+m2 . (2)

Пусть D = D(x) – диагональная матрица размерности n × n,
на диагонали которой расположены компоненты вектора x, т.е.
di,i(x) = xi и di,j(x) = 0 при i �= j. Видно что для такой задачи
градиент функции ∇f(x), функция Лагранжа L(x, y), её градиент
∇L(x, y) и гессиан принимают вид:

∇f(x)i = ln xi
ξi

+ 1, i = 1, n;

L(x, y) = f(x) + 〈y, Cx− b〉 , x ∈ Sn(1), y ∈ Rm1
+ ×Rm2 ;

∇L(x, y)i = ln xi
ξi

+ 1 + [CT y]i, i = 1, n;

L′′(x, y) = f ′′(x) = D−1(x), x ∈ Rn
++.

(3)

Несложно показать, что верна следующая лемма (см. например
критерии выпуклости первого и второго порядков [1]):

Лемма 1. Целевая функция задачи ЭЛП (1) выпукла на Rn
+ стро-

го выпукла на Rn
++ и сильно выпукла на любом ограниченном под-

множестве Rn
++.

В силу того, что множество G – выпуклый компакт и функция
f(x) непрерывна и строго выпукла, задача (1) имеет единственное
решение [1].
В рамках изучения различных методов решения задачи ЭЛП в ра-
боте подразумевается поиск точки в пространстве Rn, достаточно
близкой к решению поставленной задачи. Формально критерий по-
иска такой точки задается следующим определением:
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Определение 1. Под (εf , εg)-решением задачи ЭЛП (1) будем по-
нимать такую точку xt ∈ Rn, что |f(xt)− f∗| < εf и ∆(xt, G) <
εg, где f∗ - точное решение задачи, а ∆(x,G) = ||(C1x − b1)+|| +
||C2x− b2|| - невязка точки x для множества G.

Определение 1 совместно с определением задачи минимизации
ЭЛП (1) дают постановку изучаемой задачи как поиск (εf , εg)-
решения.

О двойственной задаче

Для задачи ЭЛП возможно в явном виде построить двойственную
задачу. Переход к двойственной задаче позволяет перейти от зада-
чи условной минимизации к задаче безусловной минимизации или
условной минимизации, но на простом множестве вида Rm1

+ ×Rm2 и
тем самым открывается возможность использования методов реше-
ния задач минимизации на множестве простой структуры. Утвер-
ждения сформулированные ниже описывают постановку задачи
двойственной к задаче ЭЛП и её основные свойства.

Теорема 1. Задача, двойственная к задаче ЭЛП (1), может быть
записана в виде:

ψ(y) → max
y∈Q

, где Q = Rm1
+ ×Rm2 ;

ψ(y) = −〈y, b〉 − ln

[
n∑

i=1
ξi exp

(
−
[
CT y

]
i

)]
.

(4)

При этом функция x(y), полученная при построении двойствен-
ной задачи, вычисляется по формуле (5).

xi(y) =
ξi exp

(
−[CT y]i

)
n∑

j=0
ξj exp (−[CT y]j)

. (5)

Доказательство. Используя представление функции Лагранжа
(3) для задачи (1), двойственная задачу можно записать в виде:

ψ(u, v) = min
x∈Sn(1)

L(x, u, v),
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где y = (u, v). Решение такой задачи существует, единственно и на-
ходится явно. Действительно, выпишем "расширенную"функцию
Лагранжа для такой задачи, полагая u и v параметрами:

L(x, u, v, µ, ν) = f(x)+〈u,C1x− b1〉+〈v, C2x− b2〉+µ(
n∑

i=1

xi−1)−〈ν, x〉 ,

где µ ∈ R1, ν ∈ Rn
+. Тогда условия Каруша-Куна-Таккера [1] при-

нимают вид:

[∇L(x, u, v, µ, ν)]i = 1+ ln
xi
ξi

+ [CT
1 u+CT

2 v]i + µ− νi = 0, i = 1, n.

.

νixi = 0, i = 1, n;

n∑
i=1

xi − 1 = 0.

Заметим, что функция g(z), z ≥ 0 недифференцируема в точке 0,
но непрерывна. Кроме того субдифференциал функции g(z) в этой
точке является пустым множеством. В силу сказанного и выпук-
лости функции g(z) при z ≥ 0 точка минимума функции не может
быть на границе положительного ортанта (это также подтвержда-
ется тем фактом, что в окрестности нуля g′(z) < 0, т.е. функция
убывает). Поэтому, исходя из условия дополняющей нежесткости
νixi = 0, можно положить νi = 0 при всех значениях i1. Следова-
тельно:

xi = ξi · exp(−[CT
1 u+ CT

2 v]i) · exp(−µ− 1).

Учитывая, что точка x ∈ Sn(1) находим:

µ = ln

[
n∑

i=1

ξi · exp(−[CT
1 u+ CT

2 v]i)

]
− 1.

xi =
ξi · exp(−[CT

1 u+ CT
2 v]i)

n∑
j=1

ξj · exp(−[CT
1 u+ CT

2 v]j)

, i = 1, n.

1максимум функции gi(x) вполне может достигаться на границе ортанта
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Подставив получившиеся выражения xi и µ в функцию Лагранжа
L(x, u, v, µ, ν) с учетом νi = 0 легко получить требуемое выражение
целевой функции двойственной задачи:

ψ(u, v) = −〈u, b1〉 − 〈v, b2〉 − ln

[
n∑

i=1

ξi · exp(−[CT
1 u+ CT

2 v]i)

]
.

Полагая y = [u; v] ∈ Rm1
+ × Rm2 и C = [C1;C2], приходим к утвер-

ждению теоремы

Отметим, что получившуюся двойственную задачу максимизации
функции ψ(y), легко переписать в виде задачи минимизации функ-
ции φ(y) = −ψ(y)

φ(y) = 〈y, b〉+ ln

[
n∑

i=1
ξi exp

(
−
[
CT y

]
i

)]
→ min

y∈Q
, (6)

где Q = Rm1
+ ×Rm2 .

В дальнейших выкладках будет исппользоваться значение гради-
ента функции и матрицы вторых производных для задачи мини-
мизации, определить которые позволяет теорема 2.

Теорема 2. Для двойственной функции φ(y) градиент и матрица
вторых производных могут быть записаны в виде

∇φ(y) = b− Cx(y), φ′′(y) = CD(x(y))CT − Cx(y)(Cx(y))T ,
(7)

Данная теорема доказывается тривиально путем прямого вычисле-
ния.
Следующая лемма 2 определяет важное свойство двойственной
функции, которое требуется во многих теоремах о сходимости ме-
тодов:

Лемма 2. Градиент двойственной функции ∇φ(y) удовлетворяет
условию Липшица:

||∇φ(y1)−∇φ(y2)|| ≤ L||y1 − y2||.

Пусть 〈C〉i – i-ый столбец матрицы C, тогда константу Лип-
шица можно взять как L = max

i=1,n
|| 〈C〉i ||2.
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Доказательство. Так как функция φ(y), y ∈ Q дважды непрерыв-
но дифференцируема, то [2]

||∇φ(y1)−∇φ(y2)|| ≤ ||φ′′(y)|| · ||y1 − y2||, y1, y2, y ∈ Q.

Используя формулу (7), в силу того, что матрица Cx(y)(Cx(y))T

неотрицательно определена, получим

||φ′′(y)|| = ||CD(x(y))CT − (Cx(y))(Cx(y))T || ≤ ||CD(x(y))CT ||.

Обозначим через D(x(y))0,5 корень квадратный из диагональной
матрицы D(x(y)). На диагонали этой матрицы стоят элементы
dii =

√
xi, i = 1, n. Пусть A = C × D0,5;D0,5 = D(x(y))0,5. Тогда

Aj,i =
√
xi · cj,i, i = 1, n, j = 1,m, и

||CDCT || ≤ ||A||||AT ||.

Будем далее в качестве нормы матрицы понимать её евклидову
норму

||A|| =

√√√√
n∑

i=1

n∑
j=1

A2
i,j .

Для такой нормы ||A|| = ||AT ||, поэтому

||CDCT || ≤ ||A||2 =
n∑

i=1

n∑
j=m

xicj,i =
n∑

i=1
xi

n∑
j=m

c2j,i ≤

≤
n∑

i=1
xi · max

l=1,n

m∑
j=1

c2j,l = max
l=1,n

m∑
j=1

c2j,l = maxi=1,n ||〈C〉i||2.

Замечание 1. Полученное значение константы Липшица L при-
ведено в статье [3], однако доказательство выглядит в ней более
сложным и громоздким.
Пусть Q2 =

{
y ∈ Q|cT1 y = cT2 y = . . . = cTny = α, α ∈ R

}
; Q1 = Q\Q2.

Лемма 3. Двойственная функция φ(y), y ∈ Q выпукла на Q,
строго выпукла на любом выпуклом множестве G ∈ Q1, сильно
выпукла на любом выпуклом компакте G ∈ Q1.
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Доказательство. Двойственная функция φ(y) выпукла по теореме
двойственности [1, 4], следовательно, квадратичная форма F (a) =
aTφ′′(y)a ≥ 0 при y ∈ Q и a ∈ Rm.
Введем новую переменную z = CTa ∈ Rn. Тогда

F (a) = aTCDCTa− aTCx(Cx)Ta = zTDz − (zTx)2 ≡ F1(z).

Рассмотрим задачу

F1(z) → min
z∈Rn

.

Очевидно, что ∇F1(z) = 2Dz−2(zTx)x и в точке минимума выпол-
няется равенство ∇F1(z)i = 0, т.е. xizi = (zTx)xi или zi = zTx ≡
α ∀i = 1, n, где α – некоторое число.
Пусть теперь a = y, тогда zi = cTi y = α, i = 1, n и по формуле (5)

xi = ξi/
n∑

j=1
ξj , i = 1, n.

Тогда значение квадратичной формы F (y) при cTi y = α равно ну-
лю. Таким образом квадратичная форма F (y) обращается в нуль
на множестве Q2. Множество Q2 может быть пусто и непусто, что
зависит от структуры матрицы C. Пусть Q2 �= ∅, тогда на множе-
стве Q1 = Q \Q2 квадратичная форма F (y) строго положительна.
Значит на любом выпуклом подмножестве G ∈ Q1 функция φ(y)
строго выпукла.
Если же подмножество G – выпуклый компакт, то минимальное
собственное число матрицы φ′′(y) при y ∈ G больше нуля и на
множестве G функция сильно выпукла.
Пусть теперь Q2 = ∅, тогда Q1 = Q. Поэтому на любом выпуклом
множестве G ∈ Q функция φ(y) строго выпукла и сильно выпукла
на любом выпуклом компакте G ∈ Q.

Замечание 2. Если множество G не пусто, то решение x∗ суще-
ствует и единственно. По теореме двойственности [4] решение двой-
ственной задачи существует и может быть как единственно так и
не единственно. Признаком неединственности решения является,

очевидно, условие Q2 �= ∅ и значение компонент xi = ξi/
n∑

j=1
ξj ока-

зывается решением прямой задачи.
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Быстрый Градиентный метод

В настоящее время все более широкое распространение получа-
ет метод, предложенный Ю.Е. Нестеровым и называемый быст-
рым градиентным методом (БГМ). Данному методу посвящен ряд
публикаций, однако во всех этих публикациях он применяется к
ограниченной на простом множестве задаче. Иными словами зада-
ча безусловной минимизации, решаемая методом, ограничивается,
например, шаром радиуса R. В случае если решение задачи не на-
ходится в этом шаре, то метод перезапускается на шаре большего
радиуса. Далее будет показано, что для широкого класса задач,
включающего задачу ЭЛП, это делать не нужно, а также получе-
ны оценки сходимости БГМ – верхняя оценка количества итераций,
необходимого для поиска (εf , εg)-решения.
Для дальнейшего изложения потребуется следующая лемма

Лемма 4. [5] Пусть f(x) – выпуклая функция, f∗ = min f(x), x ∈
Rm причем f∗ = f(x∗), xk+1 = xk − h∇f(xk) – итерационный
процесс, cтартующий из точки x0, R = ||x0 − x∗|| – расстояние
от стартовой точки до решения задачи, существует такая кон-
станта M , что ||∇f(x)|| ≤ M ∀x ∈ U√

2R(x
∗), градиент функ-

ции f(x) при x ∈ U√
2R(x

∗) удовлетворяет условию Липшица с
константой L.
Тогда при h = 1/2L имеют место неравенства

f(xN )− f∗ ≤ 2LR2

N
; ||xN − x∗|| ≤ ||x0 − x∗||. (8)

Рассмотрим задачу выпуклой безусловной минимизации (9) глад-
кой функции φ(y) в пространстве Rm, градиент которой удовлетво-
ряет условию Липшица с константой L.

φ(y) → min
y∈Rm

(9)

Следуя [6], определим итерационный процесс (10) БГМ решения
задачи (9), причем прокс-функция d(y) = L||y − y0||2/2.
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ỹk+1 = arg min
y∈Rm

{
L
2 ||y − yk+1||22 + φ(yk) +

〈
∇φ(yk+1), y − yk+1

〉}
;

y̆k+1 = arg min
y∈Rm

{
L
2 ||y − y0||22+

+
k∑

i=0
αi+1

(
φ(yi+1) +

〈
∇φ(yi+1), y − yi+1

〉)}
;

yk+1 = τky̆
k + (1− τk)ỹ

k.
(10)

Здесь вспомогательные неотрицательные числовые последователь-
ности используемые в БГМ удовлетворяют условиям (11) ниже:

α1 ∈ (0, 1]; Ak =

k∑
i=1

αi; α2
k ≤ Ak; τk ≤ 1. (11)

Выражения (10) можно переписать в явном виде (28).

ỹk+1 = yk+1 − 1
L∇φ(yk+1);

y̆k+1 = y0 − 1
L

k∑
i=0

αi+1∇φ(yi+1) = y̆k − 1
Lαk+1∇φ(yk+1);

yk+1 = τky̆
k + (1− τk)ỹ

k;
y0 = y̆0 = ỹ0.

(12)

Для упрощения дальнейших выкладок введем функции Φk(u), k ∈
0,∞:

Φk(u) =
〈
∇φ(yk), u− yk

〉
+ φ(yk).

В случае выпуклой функции φ(y) при любом k выполняется нера-
венство Φk(u) ≤ φ(u).

Теорема 3. Пусть гладкая функция φ(y) выпукла в шаре UR(y
∗),

точка y∗ – решение задачи минимизации φ(y) → min при y ∈
UR(y

∗), градиент функции φ(y) удовлетворяет условию Липши-
ца с контсантой L и последовательности αk, τk удовлетворяют
условиям

τ0 = 1; τk ≤ 1

αk+1
; α2

k ≥ αk+1
1− τk
τk

. (13)

Тогда БГМ, стартующий из точки y0 ∈ ∂UR(y
∗) и определяемый

на последовательностях αk, τk (13), генерирует последовательно-
сти точек yk, ỹk, y̆k, лежащие в шаре UR(y

∗), В точке
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ŷN =
1

AN

[
N∑
k=1

α2
kỹ

k +

N−1∑
k=1

αk+1y̆
k + α1y

1 −
N−1∑
k=0

α2
k+1y

k+1

]
(14)

выполняются неравенства:

ANφ(ŷN ) ≤ min
u

{
N−1∑
k=0

αk+1Φk+1(u) +
L
2

(
||u− y̆0||2 − ||u− y̆N ||2

)}
;

0 ≤ φ(ŷN )− φ(y∗) ≤ L
2AN

(
||y∗ − y̆0||2 − ||y∗ − y̆N ||2

)
.

(15)

Доказательство. Покажем, что все последовательности точек,
определяемые БГМ, будут лежать в шаре UR(x

∗), где R = ||x0−x∗||.
Действительно, следуя рассуждениям из [7] в доказательстве лем-
мы 4.3, получаем

φ(yk+1)− φ(u) ≤
〈
∇φ(yk+1), yk+1 − u

〉
=

=
1− τk
τk

〈
∇φ(yk+1), ỹk − yk+1

〉
+

〈
∇φ(yk+1), y̆k − u

〉
≤

≤ 1− τk
τk

(φ(ỹk)− φ(yk+1)) +
〈
∇φ(yk+1), y̆k − u

〉
.

(16)

Следуя лемме 4.2 из [7], находим

〈
∇φ(yk+1), y̆k − u

〉
=

〈
∇φ(yk+1), y̆k − y̆k+1

〉
+

+
〈
∇φ(yk+1), y̆k+1 − u

〉
=

〈
∇φ(yk+1), y̆k − y̆k+1

〉
+

+
L

2αk+1

(
||u− y̆k||2 − ||u− y̆k+1||2 − ||y̆k+1 − y̆k||2

)
≤

≤ αk+1

2L
||∇φ(yk+1)||2 + L

2αk+1

(
||u− y̆k||2 − ||u− y̆k+1||2

)
. (17)

Следовательно, из (16) и (17) находим
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φ(yk+1)− φ(u) ≤
〈
∇φ(yk+1), yk+1 − u

〉
≤

≤ 1− τk
τk

(φ(ỹk)− φ(yk+1)) +
αk+1

2L
||∇φ(yk+1)||2+

+
L

2αk+1

(
||u− y̆k||2 − ||u− y̆k+1||2

)
≤

≤ 1− τk
τk

(φ(ỹk)− φ(yk+1)) + αk+1(φ(y
k+1)− φ(ỹk+1))+

+
L

2αk+1

(
||u− y̆k||2 − ||u− y̆k+1||2

)
.

Полученное неравенство можно переписать в следующем виде

α2
k+1φ(ỹ

k+1)− αk+1
1−τk
τk

(φ(ỹk) ≤ αk+1

(
αk+1 − 1−τk

τk

)
φ(yk+1)+

+αk+1

〈
∇φ(yk+1), u− yk+1

〉
+ L

2

(
||u− y̆k||2 − ||u− y̆k+1||2

)
.

Просуммировав по индексу k = 0, N − 1, находим

α2
Nφ(ỹN ) +

N−1∑
k=1

(
α2
k − αk+1

1−τk
τk

)
φ(ỹk)− α1

1−τ0
τ0

φ(ỹ0) ≤

≤
N−1∑
k=0

αk+1

〈
∇φ(yk+1), u− yk+1

〉
+

+
N−1∑
k=0

φ(yk+1)
(
α2
k+1 − αk+1

1−τk
τk

)
+

+L
2

(
||u− y̆0||2 − ||u− y̆N ||2

)
=

=
N−1∑
k=0

αk+1Φk+1(u) +
N−1∑
k=0

φ(yk+1)
(
α2
k+1 −

αk+1

τk

)
+

+L
2

(
||u− y̆0||2 − ||u− y̆N ||2

)
≤

≤
N−1∑
k=0

αk+1φ(u) +
N−1∑
k=0

φ(yk+1)
(
α2
k+1 −

αk+1

τk

)
+

+L
2

(
||u− y̆0||2 − ||u− y̆N ||2

)
.

(18)

Выражение (14), используя yk+1 = τky̆
k + (1 − τk)ỹ

k, можно пере-
писать в виде
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ŷN = 1
AN

[
α2
N ỹN +

N−1∑
k=1

(
α2
k − αk+1

1−τk
τk

)
ỹk+

+
N−1∑
k=0

(
αk+1

τk
− α2

k+1

)
yk+1

]
.

(19)

Отметим, что

α2
N+

N−1∑
k=1

(
α2
k − αk+1

1− τk
τk

)
+

N−1∑
k=0

(
αk+1

τk
− α2

k+1

)
=

N−1∑
k=0

αk+1 = AN .

Следовательно, в силу неравенства Йенсена

ANφ(ŷN ) ≤ α2
Nφ(ỹN ) +

N−1∑
k=1

(
α2
k − αk+1

1− τk
τk

)
φ(ỹk)+

+

N−1∑
k=0

(
αk+1

τk
− α2

k+1

)
· φ(yk+1). (20)

Таким образом, неравенство (18) преобразуется к следующему виду

φ(ŷN ) ≤ 1
AN

[
N−1∑
k=0

αk+1Φk+1(u) +
L
2

(
||u− y̆0||2 − ||u− y̆N ||2

)]
≤

≤ φ(u) + L
2AN

(
||u− y̆0||2 − ||u− y̆N ||2

)
.

Т.к. полученное неравенство выполнено при любом значении u ∈
Rm, а значит и при u = y∗, следует

ANφ(ŷN ) ≤ min
u

[
N−1∑
k=0

αk+1Φk+1(u) +
L

2

(
||u− y̆0||2 − ||u− y̆N ||2

)]
;

0 ≤ φ(ŷN )− φ(y∗) ≤ L

2AN

(
||y∗ − y̆0||2 − ||y∗ − y̆N ||2

)
.

А значит утверждение теоремы (15) выполнено.
Из второго неравенства также следует

||y∗ − y̆N || ≤ ||y∗ − y̆0|| = ||y∗ − y0||.
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В силу леммы 4 и выпуклости квадрата нормы находим

||ỹk+1 − y∗||2 ≤ ||yk+1 − y∗||2 = ||τk(y̆k − y∗) + (1− τk)(ỹ
k − y∗)||2 ≤

≤ τk||y̆k − y∗||2 + (1− τk)||ỹk − y∗||2 ≤
≤ τk||y0 − y∗||2 + (1− τk)||ỹk − y∗||2.

Из полученно неравенства индукцией по k легко показать

||ỹk − y∗|| ≤ ||yk − y∗|| ≤ ||y0 − y∗||.

Следствие 1. [5] Пусть φ∗ – решение задачи (9), а последова-
тельности для БГМ имеют вид

α1 = 1; αk+1 = αk +
1
2 = k+2

2 ; τk = 1
αk+1

. (21)

Тогда в условиях теоремы 3 для точки

yN =
1

N2 + 3N

(
N−1∑
k=1

ỹk + (N + 1)2ỹN

)

выполнено

φ(yN ) ≤ 4
N2+3N

min
u

{
N−1∑
k=0

k+2
2 Φk+1(u)+

+L
2

(
||u− y̆0||2 − ||u− y̆N ||2

)}
;

0 ≤ φ(yN )− φ∗ ≤ 4L
N2+3N

(
||y∗ − y̆0||2 − ||y∗ − y̆N ||2

)
.

(22)

Указанное следствие доказывается тривиальной подстановкой по-
следовательностей (21) в формулы теоремы 3.

Приложение к задаче с аффинных ограничениями

Рассмотрим задачу (23) условной минимизации гладкой функции
f(x) на множестве G ⊂ Rn с аффинными ограничениями Ax = b,
где b ∈ Rm, A - матрица размерности m× n.

f(x) → min
x∈G;Ax=b

. (23)

Для такой задачи можно выписать двойственную задачу (24)
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φ(y) = max
x∈G

{〈y, b−Ax〉 − f(x)} → min
y∈Rm

. (24)

Под x(y) будем понимать решение внутренней задачи максимиза-
ции при построении двойственной

x(y) = argmax
x∈G

{〈y, b−Ax〉 − f(x)} .

При решении задач ЭЛП (1) или в более общем случае для сепара-
бельных функционалов, когда f(x) =

∑
fi(xi), в которых x(y) мож-

но получить явно, основной вклад в вычислительную сложность
дает матричное произведение Ax и/или AT y при простых, напри-
мер, параллелепипедных ограничениях G. К сожалению, значение
x(y) указать явно можно не всегда и оно известно лишь с опреде-
ленной точностью. Однако в случае сильной выпуклости функции
f(x) или её сепарабельности такая неточность влияет на оценку
сложности решения задачи лишь логарифмическим образом, и ак-
куратный учет этого приводит лишь к логарифмическим поправ-
кам сложности исследуемого метода ([8, 9, 10, 11]).
Воспользуемся для решения двойственной задачи (24) БГМ в виде
(10), для которого последовательности имеют вид (13). Тогда на
N -м шаге согласно теореме 3 выполняется соотношение (15), из
которого следует неравенство

φ(ŷN )− min
u∈U2R(y∗)

{
N−1∑
k=0

αk+1

AN

[
φ(yk+1) +

〈
∇φ(yk+1), u− yk+1

〉]}
≤

≤ 8LR2

Ak
= γN . (25)

Положим

λk =
αk

AN
; xN =

N∑
k=1

λkx(y
k) = λNx(yN ) +

AN−1

AN
xN−1.

Тогда в силу x(y) аналогично пункту 3 из [12] неравенство (25)
преобразуется к виду
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φ(ŷN )−
N∑
k=1

λk

〈
yk, b−Ax(yk)

〉
+

N∑
k=1

λkf(x(y
k))−

− min
u∈U2R(y∗)

{
N−1∑
k=0

λk+1

〈
b−Ax(yk+1), y − yk+1

〉}
≤ γN .

Легко видеть, что полученное неравенство легко преобразуется к
виду

φ(ŷN )+f

(
N∑
k=1

λkx(y
k)

)
+ max

u∈U2r(y∗)

{〈
A

N∑
k=1

λkx(y
k)− b, y

〉}
≤ γN .

Следовательно, выполняется неравенство

φ(ŷN ) + f
(
xN

)
+ 3R||AxN − b|| ≤ γN .

В силу условия задачи Ax∗ = b, а также в силу слабой двойствен-
ности [1] −f(x∗) ≤ φ(y∗) выполнено:

f(xN )− f(x∗) ≤ f(xN ) + φ(y∗) ≤ f(xN ) + φ(ŷN ) ≤
≤ φ(ŷN ) + f

(
xN

)
+ 3R||AxN − b|| ≤ γN .

Из этих же свойств находим

−f(x∗) = 〈y∗, b−Ax∗〉 − f(x∗) = φ(y∗) ≥
〈
y∗, b−AxN

〉
− f(xN );

−R||AxN − b|| ≤ f(xN )− f(x∗) ≤ f(xN ) + φ(ŷN ).

Из неравенств выше легко видеть, что будет выполняться неравен-
ство

R||AxN − b|| ≤ γN/2.

Таким образом будут дополнительно выполнены неравенства

‖f(x∗)− f(xN )‖ ≤ γN ; ‖φ(ŷN ) + f(xN )‖ ≤ γN .

Сказанное доказывает следующую теорему
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Теорема 4. БГМ при решении задачи с аффинными ограничения-
ми (23) с помощью двойственной задачи (24) с критериями оста-
новки f(xN ) + g(yN ) ≤ εf и ||Ax − b|| ≤ εg гарантированно оста-
новится, причем число итераций будет меньше чем

max

{√
18LR2

εf
,

√
18LR

εg

}
.

Приложение к задаче с линейными ограничениями-
неравенствами

Ранее мы рассмотрели применение БГМ к задачам БМ и к задачам
к ней сводимым. Однако, полученные результаты можно обобщить
и на более широкий случай, а именно когда задача решается на
множестве W = Rm1

+ ×Rm2 , при этом полагаем, что m = m1 +m2.
Рассмотрим задачу условной минимизации вида

φ(y) → min
y∈W

; W = Rm1
+ ×Rm2 . (26)

Будем полагать, что ∇φ(y) удовлетворяет условию Липшица с кон-
стантой L.
Для такой задачи БГМ можно записать в следующем виде

ỹk+1 = arg min
y∈W

{
L
2 ||y − yk+1||22 + φ(yk) +

〈
∇φ(yk+1), y − yk+1

〉}
;

y̆k+1 = arg min
y∈W

{
L
2 ||y − y0||22+

+
k∑

i=0
αi+1

(
φ(yi+1) +

〈
∇φ(yi+1), y − yi+1

〉)}
;

yk+1 = τky̆
k + (1− τk)ỹ

k.
(27)

В дальнейшем воспользуемся также функцией-срезкой (·)+, кото-
рую можно записать как (x)+ = max(x, 0), x ∈ R1

Следующая лемма позволяет упростить запись БГМ.

Лемма 5. [13] Если Q = Rm1
+ ×Rm2 , то последовательности то-

чек ỹk, y̆k, yk можно записать в виде (28).
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ỹkj =

{
(ykj − 1

L∇φ(yk)j)+ при j ≤ m1;

ykj − 1
L∇φ(yk)j при j > m1;

y̆kj =




(y0j − 1
L

k∑
i=0

αi∇φ(yi)j)+ при j ≤ m1;

y0j − 1
L

k∑
i=0

αi∇φ(yi)j при j > m1.

(28)

Введем дополнительную переменную

y̌k = y0 − 1

L

k∑
i=0

αi∇φ(yi) = y̌k−1 − 1

L
αkφ(y

k).

Тогда, используя утверждение леммы 5, выражение (27) принимает
вид

ỹkj =

{
(ykj − 1

L∇φ(yk)j)+ при j ≤ m1;

ykj − 1
L∇φ(yk)j при j > m1;

y̌k = y̌k−1 − 1
Lαkφ(y

k)

y̆kj =

{
(y̌kj )+ при j ≤ m1;

y̌kj при j > m1.

yk+1 = τky̆
k + (1− τk)ỹ

k.

(29)

Используя такое представление БГМ, запишем следующую теоре-
му

Теорема 5. Пусть y∗ = argminφ(y) при y ∈ UR(y
∗) ∩ W , при-

чем функция φ(y) является выпуклой в этом шаре, а её градиент
удовлетворяет условию Липшица с константой L.
Тогда БГМ (29), стартующий из точки y0 ∈ cl {UR(y

∗) ∩W} и
определяемый на последовательностях τk, αk согласно условиям
(13) генерирует последовательности точек yk, y̆k, ỹk лежащие в
UR(y

∗) ∩W , а в точке ŷN (14), выполняется (15).

Доказательство. Отметим, что последовательности точек ỹk, y̌k,
yk в силу утверждения теоремы 3 принадлежат множеству UR(y

∗).
В силу (29) y̆k ∈ UR(y

∗) ∩W и ỹk ∈ UR(y
∗) ∩W . Поэтому, т.к. yk ∈

UR(y
∗) ∩W как выпуклая комбинация точек y̆k и ỹk. Аналогично

доказанному ранее можно показать, что для точки (14) выполнено
(15).
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Рассмотрим задачу минимизации (30) функции f(x) на выпуклом
множестве Q и двойственную к ней задачу минимизации функции
φ(y)

f(x) → min
x∈G

; G = {x ∈ Q : C1x− b1 ≤ 0;C2x− b2 = 0} ;
φ(y) = max

x∈Q
(〈y, b− Cx〉 − f(x)) → min

y∈Rm1
+ ×Rm2

. (30)

Для решения такой задачи БГМ можно переписать в виде алгорит-
ма 1, который строит последовательности точек как в двойствен-
ном так и в прямом пространстве. Причем последовательность то-
чек в прямо пространстве сходится к решению задачи.

Algorithm 1 Прямо-двойственный быстрый градиентный метод для за-
дачи с аффинными ограничениями и ограничениями-неравенствами
Input: Последовательности {αi}∞i=0 и {τi}∞i=0, точка y0

Output: Последовательности точек ỹk, xk

repeat
Вычисляем

ỹkj =

{
(ykj − 1

L∇φ(yk)j)+ при j ≤ m1;

ykj − 1
L∇φ(yk)j при j > m1;

y̆kj =




(y0j − 1
L

k∑
i=0

αi∇φ(yi)j)+ при j ≤ m1;

y0j − 1
L

k∑
i=0

αi∇φ(yi)j при j > m1;

yk+1 = τkỹ
k + (1− τk)y̆

k; xk =
k∑

i=0

αi
Ak

x(yi).

until f(xk) + φ(yk) > εf или ∆(xk, G) > εg;

Отметим, что выход из алгоритма осуществляется при выполнении
условий f(xk) + φ(yk) = f(xk) − ψ(yk) ≤ εf , а величину f(xk) −
ψ(yk) можно понимать как зазор двойственности: разница между
значениями прямой и двойственной функции в точке (xk, yk).
В указанных условиях сформулированную ранее для задачи БМ
теорему можно обобщить:

Теорема 6. [13] Пусть функция f(x) выпукла на выпуклом мно-
жестве Q, а функция φ(y) определяется как (30), её градиент
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∇φ(y) удовлетворяет условию Липшица с константой L, x(y) =
argmax

x∈Q
(〈y, b− Cx〉 − f(x)).

Тогда для последовательностей точек, генерируемых согласно ал-
горитму 1, справедливы неравенства

∆(xk, G) ≤ 2LR

Ak
; |f(x∗)−f(xk)| ≤ 2LR2

Ak
; f(xk)+φ(ỹk) ≤ 2LR2

Ak
.

(31)

Следствие 2. Пусть αi = (i+ 1)/2 (для такой последовательно-
сти выполняются соотношения (11)) и y0 = 0, тогда количество
итераций N , которое достаточно выполнить для достижения за-
данной точности (εf , εg), будет определяться

N = max

{√
8LR

εg
,

√
8LR2

εf

}
. (32)

При реализации алгоритма 1 целесообразно пользоваться форму-
лами (29) и xk+1 = (xk · Ak + αk+1 · x(yk+1))/Ak+1, что упрощает
вычислительные затраты в рамках одной итерации.

Заключение

В силу теоремы 6 и леммы 2 алгоритм 1 может применяться для
поиска (εf , εg)-решения задачи ЭЛП. Доказанные теоремы отра-
жают прямо-двойственный характер БГМ: данный метод позволя-
ет найти решение прямой задачи по последовательности точек в
двойственном пространстве, что видно из формулировок доказан-
ных теорем. Результаты численных экспериментов были отражены
в работах [13, 14, 15, 16, 17]. Представленные в работе результа-
ты уточнили результаты, изложенные в статье [5], расширяя об-
ласть их применимости на более широкий класс задач с линейными
ограничениями-неравенствами для широкого класса вспомогатель-
ных последовательностей αi применяемых в БГМ.

Список литературы

[1] В.Г. Жадан. Методы оптимизации. Ч.1. Введение в выпуклый
анализ и теорию оптимизации // М.: МФТИ – 2014.

42



[2] Б.Т. Поляк. Введение в оптимизацию. Изд. 2-е, испр. и доп.
// М.: ЛЕНАНД – 2014.

[3] Y. Nesterov. Smooth minimization of non-smooth function. //
Math. Program. Ser. A. – 2005 – V.103. No.1. P.127–152.

[4] А.Г. Сухарев, А.В. Тимохов, В.В. Федоров. Курс методов оп-
тимизации // М.: ФИЗМАТЛИТ – 2005.

[5] А.С. Аникин, А.В. Гасников, А.И. Тюрин, А.В. Чернов. Двой-
ственные подходы к задачам минимизации сильно выпуклых
функционалов простой структуры при аффинных ограничени-
ях. // ЖВМ и МФ – 2017 – Т.57. № 8. С. 28-42.

[6] Ю.Е. Нестеров. Метод минимизации выпуклых функций со
скоростью сходимости o(1/k2). // Докл. АН СССР. – 1983 –
Т.269, № 3, С. 543-547

[7] Z. Allen-Zhu and L. Orecchia. Linear coupling of Gradient and
Mirror Descent: A Novel, Simple Interpretation of Nesterov’s
Accelerated Method and Mirror Descent // ITCS 2017:
Innovations in Theoretical Computer Science – 2017.

[8] A. Anikin, P. Dvurechensky, A. Gasnikov, A. Golov, A. Gornov,
Yu. Maximov, M. Mendel, V. Spokoiny. Modern efficient numerical
approaches to regularized regression problems in application to
traffic demands matrix calculation from link loads. // Proceedings
of International conference ITAS-2015. Russia, Sochi, September
– 2015.

[9] A. Nemirovski. Lectures on modern convex optimization analysis,
algorithms, and engineering applications. // Philadelphia: SIAM
– 2013.

[10] А.В. Гасников, П.Е. Двуреченский, Ю.Е. Нестеров. Стохасти-
ческие градиентные методы с неточным оракулом. // Труды
МФТИ – 2016 – Т.8. № 1. С. 41-91.

[11] А.В. Гасников, Д.И. Камзолов, М.А. Мендель. Основные кон-
струкции над алгоритмами выпуклой оптимизации и их прило-
жения к получению новых оценок для сильно выпуклых задач.
// Труды МФТИ – 2016 – Т.8. № 3. С. 25-42.

43



[12] Yu. Nesterov. Complexity bounds for primal-dual methods
minimizing the model of objective function. // CORE Discussion
Papers. 2015/03 – 2015.

[13] А.В. Чернов. Прямо-двойственный метод решения задачи
энтропийно-линейного программирования. // Интеллектуаль-
ные системы. – 2016. – Т. 20, вып. 1. С. 39-56

[14] A. Chernov, P. Dvurechencky, A. Gasnikov. Fast primal-dual
gradient method for strongly convex minimization problems with
linear constraints. // In: Kochetov, Yu. et all (eds.) DOOR-2016.
LNCS – 2016 – V.9869.

[15] А.В. Гасников, П.Е. Двуреченский, А.Л. Суворикова, А.В.
Чернов. Об энтропийной регуляризации транспортной задачи
линейного программирования. // VIII Московская Междуна-
родная конференция по исследованию операций (ORM2016). –
2016 – Т.2. С. 241-242.

[16] А.В. Чернов, А.И. Тюрин. Двойственный быстрый градиент-
ный метод решения задач энтропийно-линейного программи-
рования. // VIII Московская Международная конференция по
исследованию операций (ORM2016). – 2016 – Т.2. С. 254-257.

[17] A. Chernov, P. Dvurechensky. A primal-dual first-order method
for minimization problems with linear constraints. // The 40th
Interdisciplinary Conference and School. – 2016.

44



Специальные вопросы теории
интеллектуальных систем

Часть 2
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Вопросы полноты в классе
кусочно-линейных непрерывных

функций.
А. Н. Кан

В статье рассматривается класс всех двуместных кусочно-
линейных непрерывных функций. Доказывается что данный
класс лежит в классе согласованных функций. Найден крите-
рый полноты в этом классе.
Ключевые слова: Класс кусочно-линейных функций, класс
кусочно-линейных непрерывных функций, класс согласован-
ных функций, класс финитно-параллельных непрерывных
функций, функция Хэвисайда, операции суперпозиции, вектор
сигнатуры.

Введение.

В настоящей работе рассматривается класс CPL кусочно-
линейных непрерывных функций. Данный класс является под-
классом PL кусочно-линейных функций. Кусочно-линейные функ-
ции были изучены в работе [1]. Был выделен класс PP кусочно-
параллельных функций, в котором был найден предполный класс
C-финитно-линейных функций ΦL. Был сформулирован критерий
полноты в классе кусочно-параллельных функций. В работе [4] был
получен критерий полноты в классе кусочно-линейных функций.
Были найдены три замкнутых класса: класс финитных функций
Φ, класс кусочно-линейных непрерывных функций CPL и класс
cогласованных функций P . Данные классы образуют критериаль-
ную систему в класcе кусочно-линейных функций. Каждый из при-
веденных классов может обладать "хорошими"свойствами, имею-
щие значение в реализации нейронной сети. Поэтому отдельно изу-
чается класс кусочно-линейных непрерывных функций. Данный
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класс был рассмотрен в работе [3]. Оказалось что все кусочно-
линейные непрерывные функции зависящие от одной переменной
CPL(1) можно получить из функции модуля и линейных функ-
ций по операциям суперпозиции. Хотелось бы обобщить резуль-
тат прошлой работы на все кусочно-линейные непрерывные функ-
ции. В настоящей работе была поставлена задача полноты в классе
кусочно-линейных непрерывных функций зависящих от двух пере-
менных.

Основные понятия и определения.

Определение 1. Функция f : Rn ⇒ R называется линейной,
если найдутся a ∈ Rn и c ∈ R, такие что f(x) = x ∗ a + c, где
под операцией ” ∗ ” понимается скалярное произведение векторов.
Множество всех линейных функций обозначим через L.

Пусть li - гиперплоскость, задаваемая уравнением x ∗ ai + ci =
0, ai ∈ Rn\{0}, ci ∈ R, i = 1, .., k. Для каждой точки x ∈ Rn рас-
смотрим вектор σ(x) = (σ1, .., σk) с компонентами из множества
{−1, 0, 1}, σi = sgn(x ∗ ai + ci), где

sgn(b) =




−1, если b < 0

0, если b = 0

1, если b > 0.

Определение 2. Две точки x, y ∈ R эквивалентны относи-
тельно гиперплоскостей l1, .., lk тогда и только тогда, когда
σ(x) = σ(y), обозначим это через x ∼ y.

Легко проверить, что отношение ” ∼ ” является отношением
эквивалентности. Таким образом, пространство Rn разбивается на
классы эквивалентности R1, .., Rs.

Определение 3. Сигнатурой класса R называется вектор
σ(R) = σ(x), где x точка класса R.
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Пусть R1, .., Rs - все классы эквивалентности на которые гипер-
плоскости l1, .., lk разбивают Rn.

Определение 4. Функция f : Rn ⇒ R называется кусочно-
линейной, если ∀j ∈ {1, .., s} найдутся bj ∈ Rn и dj ∈ R, что для
всех x ∈ Rj выполняется f(x) = x ∗ bj + dj. Линейную функцию
x ∗ bj + dj, реализуемую на множестве Rj, обозначим fRj (x).
Множество всех кусочно-линейных функций обозначим через PL.

Определение 5. Функция f : Rn ⇒ R называется кусочно-
постоянной, если ∀j ∈ {1, .., s} найдутся dj ∈ R, что для всех
x ∈ Rj выполняется f(x) = dj. Множество всех кусочно-
постоянных функций обозначим через PC.

Определение 6. Функция f : Rn ⇒ R называется кусочно-
линейной непрерывной, если f ∈ PL и непрерывна. Класс всех
кусочно-линейных непрерывных функций обозначим через CPL.

Пусть f : Rn ⇒ R ∈ CPL, тогда выполнятся следующее свойство.

Свойство 1. ∀Ri, Rj ∈ {R1, .., Rs}, σ(Ri) = (σRi
1 , .., σRi

k ), σ(Rj) =

= (σ
Rj

1 , .., σ
Rj

k ) таких, что

k∑
p=1

|σRi
p − σ

Rj
p | = 1, (1)

имеем
fRi(x) = fRj (x), ∀x ∈ Rj . (2)

В данном случае вектор сигнатуры Rj имеет на один ноль
больше, иначе мы бы рассматривали x ∈ Ri.

Определение 7. Функция f : Rn ⇒ R называется согласованной,
если f ∈ PL и ∀a, b, d ∈ Rn, ∃A,B,N ∈ R такие, что f(a · t+ b) =
f(a · t + d) + A · h + B · (h − 1), где h = 0 если t < −N, h = 1 если
t > N [4]. Класс всех согласованных функций обозначим P .
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Другими словами, функция f принадлежит классу согласованных
функций, если на любых двух параллельных прямых в Rn функция
определенная как разность функций на этих прямых, при достаточ-
но большом |t| > N , ведет себя как кусочно-постоянная функция.

Задача вложености класса CPL
в класс P .

Теорема 1. CPL ⊂ P .

Доказательство.

Докажем что любая функция из класса CPL принадлежит классу
P .
От противного.
Пусть f ∈ CPL и пусть ∃a, b, d ∈ Rn такие, что ∀N ∈ R+, f(a · t +
b)−f(a · t+d) �= const, при t > N . Прямые r1 = a · t+b и r2 = a · t+d
задают плоскость p в Rn. Рассмотрим функцию f на плоскости p
и обозначим ее через g(x, y).

g(x, y) = f(p) (3)

Далее будем рассматривать функции при достаточно большом
значении аргумента таком, что область определения функции
будет попадать только в один класс эквивалентности.
Пусть функция g(x, y) задается гиперплоскостями (прямыми)
l1, .., lk, которые образуют классы эквивалентности R1, .., Rs.
Рассмотрим случаи:
1) r1, r2 ⊂ Ri.

g(a·t+b)−g(a·t+d) = gRi(a·t+b)−gRi(a·t+d) = A·(a1·t+a2·t+b)+

+B −A · (a1 · t+ a2 · t+ d) +B = A · (b− d) = const. (4)

2) r1 ⊂ Ri, r2 ⊂ Rj , где Ri ⊆ l ∈ {l1, .., lk}, Rj− смежен с прямой
l ∈ l1, .., lk
Это означает что

s∑
1

|σRi − σRj | = 1. (5)
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а следовательно gRi(x) = gRj (x), ∀x ∈ Ri. Тогда

g(a·t+b)−g(a·t+d) = gRi(a·t+b)−gRi(a·t+d) = A·(a1·t+a2·t+b)+

+B −A · (a1 · t+ a2 · t+ d) +B = A · (b− d) = const. (6)

3) Последний случай, когда между прямыми r1 и r2 проходят
несколько прямых lj1 , .., ljm ∈ {l1, .., ls} упорядоченных от r1 к r2.
Из первого и второго случаев можно показать что функция на
прямой r1 отличается на константу от функции на прямой lj1 ,
функция на прямой lj1 отличается на константу от функции на
прямой lj2 , и т.д. Получаем что функция на прямой r1 отличается
на константу от функции на прямой r2.

Во всех трех случаях получаем что разница g(a ·t+b)−g(a ·t+d) =
const, а следовательно предположение неверно и класс CPL ⊂ P .
Неравенство класса CPL и P вытекает из следующего примера.
Рассмотрим функцию Хэвисайда Θ(x).

Θ(x) =

{
1, если x ≥ 0

0, если x < 0

В точке x = 0 функция разрывна, следовательно Θ(x) �∈ CPL.
Но разность функции на двух параллельных прямых, при доста-
точно большом t, равно нулю.

Θ(a · t+ b)−Θ(a · t+ d) = 0. (7)

Следовательно Θ(x) ∈ P .
�

Класс CFP финитно-параллельных функций.

Замкнутость класса CFP .

Определение 8. Функция f : Rn ⇒ R называется финитно-
параллель- ной непрерывной функцией, если f ∈ CPL и
∀a, b ∈ Rn, ∃N ∈ R такое, что f(a · t + b) + f(a · (−t) + b) = const,
для t > N . Множество всех финитно-параллельных непрерывных
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функций обозначим через CFP .

Теорема 2. Класс CFP замкнут по операциям суперпозиции.

Доказательство.

Очевидно, что операции отождествления, переименования, добав-
ления и удаления фиктивных переменных сохраняют класс CFP .
Это вытекает из определения класса CFP . Докажем что операция
подстановки не выводит нас за пределы класса CFP . Рассмотрим
функцию h(x1, .., xn).

h(x1, ..., xn) = f(g(x1, .., xn), x2, .., xn) (8)

f ∈ CFP, g ∈ CFP .
Рассмотрим функцию h на произвольной прямой и обозначим через
h1:

h1(t) = h(a1 · t+ b1, .., an · t+ bn) =

= f(g(a1 · t+ b1, .., an · t+ bn), a2 · t+ b2, .., an · t+ bn) (9)

где a1, .., an, b1, .., bn ∈ R.
Так как g ∈ CFP то ∃N ∈ R такое, что при t > N

h1(t) = h(a1 · t+ b1, .., an · t+ bn) =

= f(g(a1 · t+ b1, .., an · t+ bn), a2 · t+ b2, .., an · t+ bn) =

= f(A · t+B, a2 · t+ b2, .., an · t+ bn) (10)

При t < −N

h1(t) = h(a1 · t+ b1, .., an · t+ bn) =

= f(g(a1 · t+ b1, .., an · t+ bn), a2 · t+ b2, .., an · t+ bn) =

= f(A · t+D, a2 · t+ b2, .., an · t+ bn) (11)

Так как f ∈ CFP ⊂ P ⇒ h1(t) + h1(−t) = const.
�

Определение 9. Класс A 2-предполный в классе B, если B(2) ⊆
[A ∪ {f}], где f �∈ A.
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Из теоремы 2 получили, что CFP замкнут в классе CPL. Ока-
зывается данный класс является 2-предполным в классе CPL
кусочно-линейных непрерывных функций.

2-предполнота класса CFP в классе CPL.

Теорема 3. Пусть M ⊆ CPL. |x| ∈ [M ∪ L] ⇔ M �⊆ CFP.

Доказательство.

Необходимость вытекает из замкнутости класса CFP .

Докажем что из условия M �⊆ CFP следует, что |x| ∈ [M ∪ L].
Пусть M �⊆ CFP ⇒ ∃f(x1, .., xn) такая, что ∃a, b ∈ Rn,
f(a · t+ b)− f(a · (−t) + b) �= const, ∀N ∈ R, при t > N.
Пусть g(t) = f(a1 · t+ b1, .., an · t+ bn).

g(t) =




a1 · t+ b1, если t ≤ c1
a2 · t+ b2, если c1 ≤ t ≤ c2

·
·

al · t+ bl, если t ≥ cl−1

Сначала определим функцию g1(t).

g1(t) = g(t+ c1)− a2 · t (12)

Мы просто сместили функцию так, чтобы первый изгиб(слева
направо) был в точке ноль. При этом отняли линейную функцию
a2 · t, чтобы функция g1(t) на отрезке [0; c2 − c1] равнялась нулю.
Далее определим функцию h(t).

h(t) =
(g(t+ c1)− al · t)

a1 − al
(13)

a1 − al �= 0 (следует из h(t) �∈ CFP ).
Данная функция также имеет первый изгиб в точке ноль. Отняв
функцию al · t получили что на полуинтервале [cl− c1;∞) функция
h(t) = const, при этом на полуинтервале (∞, 0], h(t) = t.
Tак, как функция h(t) на полуинтервале [cl − c1;∞) равна кон-
станте следует, что функция h(t) ограничена на полуинтервале
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[0;∞) и имеет максимум и минимум.

maxh = max
t≥0

{(h(t)} (14)

minh = min
t≥0

{(h(t)} (15)

Если minh = maxh, положим minh = 0, а maxh = 1.
Пусть

w =
c2 − c1

maxh −minh

Определим функцию h1(t).

h1(t) = h(t+minh)−minh (16)

h1(t) =

{
t, если t ≤ 0

c(t), если t > 0, где 0 ≤ c(t) ≤ maxh −minh

Подставим функцию h1(t) в функцию g1(t).

h2(t) = g1(w · h1(t)) (17)

h2(t) =

{
A · t, если t ≤ 0

0, если t ≥ 0,

Из полученной функции h2(t) легко получить функцию |t|.

|t| = 2

A
· (h2(t)−

A

2
· t) (18)

�

Следствие 1. Из теоремы 3 следует, что функию |x| можно по-
лучить из произвольной функции не принадлежащей классу CFP .
Причем нелинейная глубина и сложность равна двум.

Мы выделяем функцию |x| так, как она является удобной для по-
строения произвольной двуместной кусочно-линейной непрерыв-
ной функции.
Обозначим через CPL(1) - все кусочно-линейные непрерывные
функции зависящие от одной переменной.
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Теорема 4. Пусть M ⊆ CPL. CPL(1) ⊆ [M ∪ L] ⇔ M �⊆ CFP.

Данная теорема была сформулированна и доказана в работе
[3]. Из теоремы следует что все одноместные кусочно-линейные
непрерывные функции выражаются через модуль и линейные
функции. Следующая теорема утверждает что все двуместные
кусочно-линейные непрерывные функции также выражаюется
через модуль и линейные функции.

Теорема 5. Пусть M ⊆ CPL. CPL(2) ⊆ [M ∪ L] ⇔ M �⊆ CFP.

Доказательство.
Определим следующие функции.

min(x, y) =
x+ y − |x− y|

2
(19)

max(x, y) =
x+ y + |x− y|

2
(20)

MM = {min,max} ⊂ CPL.

Пусть f ∈ CPL(2) задается гиперплоскостями (прямыми) l1, .., lk.
Данные прямые разбивают плоскость R2 на классы эквивалентно-
сти R1, .., Rs. Выберем произвольную прямую li и рассмотрим все
тройки
(R+, R0, R−), где R+, R0, R− ∈ {R1, .., Rs} смежные с прямой li и
таких, что вектор сигнатуры для R+ не имел нуля [1]. Без огра-
ничения общности можно считать что fR+ = fR0 , ∀(R+, R0, R−)
(следует из определения класса CPL). Прономеруем все тройки
(R+, R0, R−)j , j = 1..w "слева направо"относительно прямой li.
Рассмотрим первую тройку (R+, R0, R−)1. Положим

l−;i,1 = fR− − fR0 (21)

fi,1 = f −m(0, l−;i,1) (22)

где m ∈ MM . если l−;i,1 > 0 на R−, то m = max. В противном
случае m = min.
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Так как функция m(0, l−;i,1) меняет значение только в ниж-
ней части функции f относительно прямой li, то для тройки
(R+, R0, R−)1, выполняется условие

fR+ − fR0 = 0 и fR− − fR0 = 0. (23)

Функция m(0, l−;i,1) не добавляет новых задающих прямых к уже
имеющимся.

Рассмотрим следующую тройку (R+, R0, R−)2. Если данная тройка
отделена от предыдущей только одной прямой, то нетрудно видеть,
что она тоже удовлетворяет условию (23). Если между текущей и
предыдущей тройкой существует несколько разделяющих прямых,
то существует класс эквивалентности Rc, который имеет общую
границу с классом R− и имеет одну общую точку с прямой li. Тогда
положим:

l−;i,2 = fR− − fR0 (24)

lRc;i,2 = fRc − fR0 (25)

fi,2 = fi,1 − bi,2 (26)

где bi,2 = m1(0,m2(l−;i,2, lRc;i,2)),m1,m2 ∈ MM . Если l−;i,1 > 0
на R−, то m1 = max,m2 = min. В противном случае
m1 = min,m2 = max.

Функция bi,2 меняет значение только в нижней части функ-
ции f относительно прямой li. При этом не меняет значение
функции на предыдущих тройках (R+, R0, R−). Функция bi,2
не добавляет новых задающих прямых.Тогда для тройки
(R+, R0, R−)2, fR+ − fR0 = 0 и fR− − fR0 = 0. И так далее
∀(R+, R0, R−)j , j = 1..w получим что fR+ −fR0 = 0 и fR− −fR0 = 0,
а следовательно переход через прямую li тривиален и функцию
fi,w можно задать прямыми l1, .., li−1, li+1, .., lk.

Повторив эту процедуру для каждой прямой l1, .., lk получим что
конечная функция задается пустым множеством прямых. Это
означает что переход через любую прямую тривиален и конечная
функция линейна [1]. Следовательно любую функцию из CPL(2)

можно получить из функции |x| и линейных функций используя
операции суперпозиции.
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Следствие 2. Из теоремы 5 следует, что произвольную дву-
местную кусочно-линейную непрерывную функцию можно полу-
чить из модуля и линейных функций по операциям суперпозиции.
Причем нелинейная глубина не превышает четырех, а нелинейныя
сложнать асимптотически равна O(n2), где n это количество за-
дающих прямых.
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Анализ цифровых изображений на
основе формализма теории многих

взаимодействующих частиц

В.А. Микин, С.С. Постнов, Е.В. Смирнов

В данной работе предложена модель цифрового изображе-
ния как динамической системы взаимодействующих частиц.
На основе этой модели построен алгоритм анализа цифровых
изображений. Исследован характер преобразования изображе-
ний в зависимости от типа потенциала взаимодействия и ос-
новных параметров модели.
Ключевые слова: цифровое изображение, потенциал взаи-

модействия, теория многих частиц, визуальная разборчивость
изображений.

Введение

Идея рассмотрения цифрового изображения как ансамбля частиц
и построения алгоритмов его анализа и обработки на основе фор-
мализма теории многих частиц уже обсуждалась в литературе.
Одним из ярких примеров здесь являются диффузионные модели
изображений [1], в которых изображение рассматривается как си-
стема диффундирующих частиц – пикселов, имеющих некоторую
универсальную характеристику (массу или концентрацию), опреде-
ляемую их яркостью. В ряде работ было показано, что в ходе эво-
люции такой системы, определяемой уравнением диффузии, проис-
ходит частичная реставрация изображения и/или его сегментация
и оконтуривание различных областей [1, 2, 3]. Аналогичные эффек-
ты наблюдаются в моделях на основе гиббсовских случайных полей
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или моделей стохастической динамики [4, 5]. Однако следует от-
метить следующую особенность упомянутых здесь моделей. В них
при описании цифрового изображения исходно дискретная система
пикселов (частиц) сначала представляется как непрерывная: урав-
нения, задающие ее эволюцию, строятся для интегральных мак-
роскопических величин. Затем эти уравнения решаются численно,
для чего проводится дискретизация и построение расчетной схе-
мы, как правило, весьма сложной и вносящей свои погрешности в
результаты вычислений. Кроме того, в большинстве упомянутых
выше моделей частицы рассматриваются как взаимодействующие
исключительно посредством случайных упругих соударений, что
и выражается в зависимости силы взаимодействия от градиента
концентрации. В моделях на основе гиббсовских случайных полей
рассматривается динамика макрообъектов, описывающих целевые
образы на изображении.
В настоящей работе предлагается несколько иная реализация опи-
санной выше идеи – рассмотрение цифрового изображения как ан-
самбля попарно взаимодействующих частиц с потенциалом взаи-
модействия, зависящим от характеристик частиц и межчастичного
расстояния. При этом для исходно дискретной системы потенциал
межчастичного взаимодействия задается явно и на его основе фор-
мулируются дискретные правила эволюции. Это не только заметно
снижает общую трудоемкость реализации алгоритма и обработки
изображений с его помощью, но и избавляет от дополнительных
вычислительных ошибок (связанных, главным образом, с округле-
нием и интерполяцией), вносимых переходами между дискретным
и непрерывным представлением. Следует отметить, что такой под-
ход созвучен модели цифрового изображения как дискретного мно-
гообразия, разработанной В.Н. Козловым [6, 7] и ориентированной
на изучение «статических» (геометрических, топологических) ха-
рактеристик и особенностей изображения. Предлагаемый в данной
работе подход может, в принципе, рассматриваться как «динамиче-
ское обобщение» данной модели. На основе предложенного подхода
в работе строится алгоритм преобразования исходного изображе-
ния. На тестовых примерах изучаются особенности работы данного
алгоритма.

58



Модель цифрового изображения

Каждый пиксел изображения представляется частицей, имеющей
некоторую универсальную характеристику, в дальнейшем называ-
емую массой, равную

mi = I0 − Ii, (1)

где Ii – яркость i-го пиксела, I0 – максимальное значение яркости
(верхняя граница яркостного диапазона, например, 255). Соглас-
но формуле (1) наибольшей массой будет обладать пиксел черно-
го цвета, которому в стандартной шкале полутонов соответствует
нулевое значение яркости. Далее предполагается, что представля-
ющие интерес элементы изображения (в дальнейшем именуемые
объектами интереса) состоят из более тяжелых, «темных», пиксе-
лов, чем остальные элементы и фон изображения.
Взаимодействие между частицами считается попарным (двухча-
стичным), притягивающим и задается потенциалом межчастично-
го взаимодействия U(�r), где �r – межчастичное расстояние. Послед-
ний может быть финитного или инфинитного типа (1). Потенци-
ал финитного типа обусловливает существование в системе взаи-
модействующих частиц области эффективного взаимодействия –
диапазона значений межчастичного расстояния, в котором части-
цы взаимодействуют заметным образом и за пределами которого
данное взаимодействие асимптотически или резко исчезает. Инфи-
нитный потенциал обусловливает взаимодействие частиц, сила ко-
торого монотонно спадает с расстоянием. Следует отметить, что
для системы пикселов в данной работе межчастичное расстояние
понимается как расстояние между центрами частиц, т.е. для сосед-
них пикселов расстояние между ними будет равно 1 пикселу.
В случае инфинитного потенциала взаимодействие определяется
массами частиц и расстоянием между ними. В случае финитно-
го потенциала взаимодействия, помимо масс частиц и расстояния
между ними, важным параметром является характерный размер
области локализации потенциала (в дальнейшем – области взаимо-
действия), который должен выбираться, исходя из условий решае-
мой задачи, и согласовываться с характерным размером объектов
интереса на анализируемом изображении. Следует также отметить,
что в случае финитного потенциала рассматриваются недеформи-
руемые частицы: потенциал взаимодействия характеризуется очень
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Рис. 1: Общий вид финитного (сплошная линия) и инфинитного (пунк-
тирная линия) потенциала межчастичного взаимодействия.

быстрым асимптотическим ростом при стремлении межчастичного
расстояния к нулю.
Взаимодействие пары частиц в рамках обсуждаемой модели может
быть описано следующей системой уравнений:

�Fij = −∇U(�r) = Gmimjf(r)
�r

r
,

�ai =
�Fij

mi
, (2)

∆�ri =
�ai∆t2

2
,

где G – константа взаимодействия (которую можно положить рав-
ной 1), mi и mj – массы взаимодействующих частиц (значения яр-
кости соответствующих пикселов), f(r) – функция, описывающая
зависимость потенциала от межчастичного расстояния r = |�r|, �Fij

– сила межчастичного взаимодействия, ∆�ri – потенциальное пере-
мещение i-й частицы, �ai – потенциальное ускорение приобретаемое
i-ой частицей под действием силы �Fij , ∆t – шаг по времени.
Первое из уравнений системы (2) представляет собой известное
следствие теоремы Гельмгольца в теории поля [8], позволяющее
вычислить силу взаимодействия (для потенциальных сил) через
потенциал взаимодействия. Второе следует из закона изменения
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импульса (второй закон Ньютона в классической механике). Тре-
тье уравнение представляет собой перемещение i-й частицы под
действием силы �Fij , вычисленное на основе второго уравнения в
предположении постоянства ускорения этой частицы.
Следует отметить, что в данном случае величины, описывающие
динамику частиц (перемещение и ускорение), носят потенциаль-
ный или фиктивный (виртуальный) характер и в описанном ниже
алгоритме анализа изображения происходит не перемещение ча-
стиц (пикселов изображения), а перераспределение массы между
ними. Это позволяет избежать необходимости использовать округ-
ление при работе с перемещениями, эквивалентными дробному чис-
лу пикселов.
Тип потенциала взаимодействия фактически определяет характер
динамики системы частиц-пикселов. В случае инфинитного потен-
циала наиболее существенным будет взаимодействие близко рас-
положенных массивных частиц. При этом сила взаимодействия и
характерные приращения яркости пикселов, вычисляемые в соот-
ветствии с ее величиной, будут достаточно плавно зависеть от рас-
стояния. Здесь, в принципе, возможны следующие нежелательные
ситуации: 1) когда взаимодействие двух «легких» близкорасполо-
женных частиц будет сильнее, чем взаимодействие двух массивных
частиц, разнесенных на большее расстояние; 2) когда взаимодей-
ствие близкорасположенных частиц «средней» яркости окажется
слабее, чем их взаимодействие с «тяжелой» частицей, расположен-
ной на значительном расстоянии от них. Данные ситуации неже-
лательны, поскольку могут привести к появлению на изображении
артефактов, таких как агрегация элементов разных образов, нару-
шение их контуров, формы и местоположения.
Чтобы избежать подобных нежелательных эффектов можно ис-
пользовать локализацию взаимодействия: применять финитный
потенциал взаимодействия или рассматривать инфинитный потен-
циал, заданный в некоторой области (окне) и равный нулю за ее
пределами. При этом размер упомянутого окна, как и размер обла-
сти взаимодействия для финитного потенциала, будет определять
характерный масштаб расстояний, на котором частицы эффектив-
но взаимодействуют, и характерный размер образов на изображе-
нии и расстояний между ними.
В случае финитного или локализованного инфинитного потенциа-
ла существенным образом взаимодействовать будут только части-
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цы, расположенные в области взаимодействия. При этом достаточ-
но массивные («черные») частицы будут взаимодействовать наибо-
лее сильно, а частицы расположенные за пределами области взаи-
модействия, даже при их большой массе, будут взаимодействовать
очень слабо. В обоих случаях (финитного и инфинитного потен-
циалов) в ходе эволюции системы тяжелые частицы будут груп-
пироваться, а одиночные частицы будут притягиваться к таким
скоплениям массивных частиц, что будет приводить к выделению
характерных контуров изображения, практически не затрагивая
фон. Различным при этом будет характер группировки: либо более
равномерное (по области) стягивание тяжелых частиц, часто сопро-
вождающееся потерей детальности изображения, в случае инфи-
нитного потенциала взаимодействия, либо более локальная груп-
пировка, происходящая в малых областях и приводящая к повыше-
нию резкости и контрастности элементов изображения без потери
детальности в случае финитного потенциала.

Алгоритм обработки цифровых изображений

Общие замечания

На основе моделирования динамики многочастичной системы в со-
ответствии с системой уравнений (2) можно построить алгоритм
преобразования (обработки) цифровых изображений.
В начальный момент, при поступлении на вход алгоритма первич-
ного изображения, происходит инициализация системы: всем пик-
селам присваиваются значения массы в соответствии с формулой
(1). Далее запускается эволюция системы: выбирается скользящее
окно и в нем относительно центральной частицы (центрального
пиксела) с помощью системы уравнений (2) рассчитываются по-
тенциалы и силы взаимодействия с другими частицами.
В случае инфинитного потенциала скользящее окно вводится как в
целях локализации взаимодействия (см. выше), так и исходя из со-
ображений снижения вычислительных затрат, фактически задавая
эффективную область взаимодействия и число частиц, взаимодей-
ствие между которыми считается значимым. При этом эффектив-
ный потенциал взаимодействия становится кусочно-непрерывным,
а размер скользящего окна должен согласовываться с характерным
размером объектов интереса на изображении.
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В случае финитного потенциала введение скользящего окна более
естественно, т.к. соответствует концепции короткодействия, а его
размер при этом связан с размером области взаимодействия. Эта
связь, в принципе, может задаваться по-разному. Ниже изложен
один из возможных способов.

Выбор размера скользящего окна в случае финитного
потенциала взаимодействия

В случае, когда фон однороден, изображение можно рассматри-
вать как среду, обладающую некоторой постоянной плотностью ρ.
Тогда характерный радиус взаимодействия в данной среде будет
определяться следующим образом:

r0 = Cρ−1/2,

ρ =
M

S
,

где S – площадь изображения, M – суммарная масса (яркость) пик-
селов изображения, C – некоторая константа. В силу дискретности
модели необходимо ограничить минимальный радиус взаимодей-
ствия значением в 1 пиксел. В зависимости от решаемой задачи и
типа исследуемого изображения данный порог может повышаться.
Значение константы C, необходимое для нормировки вычисляемо-
го радиуса взаимодействия на его заданное минимальное значение,
может быть получено из условия:

C = ρ−1/2
max Rmin,

где Rmin – минимальный радиус взаимодействия, а ρmax – макси-
мальное значение плотности.
Вычисляемый описанным выше образом радиус взаимодействия
может быть принят за размер скользящего окна. В случае, ко-
гда характерные особенности обрабатываемого изображения имеют
протяженный характер, уместно выбирать скользящее окно анизо-
тропным – имеющим различные вертикальный и горизонтальный
размеры.

Алгоритм перераспределения яркости пикселов

Как отмечалось выше, в силу малости выбираемого шага по вре-
мени ∆t и изначальной дискретности модели потенциальное малое
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(меньше размера пиксела) перемещение частицы ∆�r проявляется в
"перетекании"определенной части массы от одной частицы к дру-
гой (изменении яркости пикселов). Это избавляет от необходимости
производить сдвиги частиц на дробное число пикселов, заменив их
перераспределением массы (яркости) между пикселами. Направле-
ние, в котором происходит передача массы от центральной частицы
к другим, и величина этой массы определяются по формуле:

∆�mi = mi∆�ri,

где ∆�ri – потенциальное перемещение, определяемое на основании
системы уравнений (2). Более подробно: масса ∆mi = |∆�mi|, пере-
ходящая от центральной частицы, распределяется между ее сосе-
дями в соответствии со следующими соотношениями (верхний ин-
декс у распределения массы соответствует временному параметру
– номеру итерации):

mi = M t(x, y) ≡ M t
pq;

k =

{
1, ∆xi ≥ 0,

−1, ∆xi < 0,
l =

{
1, ∆yi ≥ 0,

−1, ∆yi < 0,

∆xi > ∆yi :

{
M t+1

p+k,q = M t
p+k,q +

(
1− ∆yi

∆xi

)
∆mi,

M t+1
p+k,q+l = M t

p+k,q+l +
∆yi
∆xi

∆mi,
(3)

∆xi < ∆yi :

{
M t+1

p,q+l = M t
p,q+l +

(
1− ∆xi

∆yi

)
∆mi,

M t+1
p+k,q+l = M t

p+k,q+l +
∆xi
∆yi

∆mi,

∆xi = ∆yi : M
t+1
p+k,q+l = M t

p+k,q+l +∆mi.

К системе (3) следует добавить условие преобразования массы цен-
тральной частицы. Здесь возможны два основных варианта – ее со-
хранение или сохранение суммарной массы частиц в процессе взаи-
модействия (выполнение закона сохранения массы). Соответствен-
но, в первом случае упомянутое условие запишется в виде

M t+1(x, y) = M t(x, y),

а во втором – в виде
∑
i,j

M t+1(xi, yj) =
∑
i,j

M t(xi, yj),
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где суммирование подразумевается по всем точкам скользящего ок-
на, в котором производится перераспределение массы. Следует от-
метить, что в случае несохранения массы каждая частица является,
по сути, точечным источником массы.
После того как в данном скользящем окне произведено перерас-
пределение массы в соответствии с вычисленными величинами до-
бавок, окно сдвигается на один пиксел, и описанная процедура по-
вторяется. После прохода всего изображения такт работы счита-
ется завершенным. Далее процедура повторяется итерационно до
достижения наилучшего по выбранным критериям результата.

Методика исследования работы алгоритма на
тестовых изображениях

Для программной реализации построенного выше алгоритма обра-
ботки в качестве потенциалов взаимодействия были выбраны ин-
финитный кулоновский потенциал, в котором зависимость от меж-
частичного расстояния задается как

f(r) = ±r0
r

и финитный потенциал типа Юкавы, для которого

f(r) = ±exp(−r0/r)

r
.

При этом знак + в формулах соответствует притяжению частиц
(пикселов), а знак − – отталкиванию.
Оценка результата работы алгоритма производилась на основе ана-
лиза изменения ряда количественных характеристик изображения,
а также на основе анализа изменений гистограммы изображения.
Под количественными характеристиками изображения подразуме-
вались оценки среднего (по изображению) отношения сигнал/шум,
средней минимальной и максимальной дисперсий яркости и сред-
ней контрастности изображения. Вычисление данных величин про-
водилось на основе локальных статистик изображения [9]: изобра-
жение разбивалось равномерной сеткой на ячейки порядка 20× 20
пикселов, в каждой из которых вычислялись оценки дисперсии яр-
кости пикселов (в предположении статистической независимости
сигнальных и шумовых составляющих изображения). Среди этих
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величин затем определялись максимальная и минимальная в каж-
дом вертикальном или горизонтальном ряду и усреднением по чис-
лу рядов вычислялись оценки средних минимальной и максималь-
ной дисперсий, Dmin и Dmax . Данные величины фактически ха-
рактеризуют соответственно степень неоднородности фона изобра-
жения и степень отличия информативных компонент изображения
от фона. На основе этих величин вычислялась оценка среднего от-
ношения сигнал/шум:

σ =

√
Dmax

Dmin
− 1.

Оценка средней контрастности c вычислялась как значение кон-
трастности, усредненное по всем ячейкам сетки.
В качестве исходных данных для исследования был выбран ряд
тестовых изображений (рис. 2-4) представляют собой фрагменты
изображений из открытой базы TID2008. В ходе исследования раз-
меры скользящего окна подбирались автоматически на основе по-
строенного и описанного выше алгоритма. Количество итераций
обработки и параметры потенциала подбирались индивидуально в
зависимости от типа изображений. Полученные результаты приво-
дятся ниже.

Рис. 2: Тестовое изображение 1.

Результаты исследования

На рис. 5-7 показаны результаты обработки тестового изображе-
ния. Минимальный радиус взаимодействия во всех случаях выби-
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Рис. 3: Тестовое изображение 2.

Рис. 4: Тестовое изображение 3.

рался равным одному пикселу, а размер окна, в котором проводи-
лось перераспределение массы был выбран равным 3 × 3. Изобра-
жения на рис. 5 и 6 получены в результате одноэтапной обработки с
различным типом потенциала и параметрами алгоритма. На рис. 7
приведен результат двухэтапной обработки: при выборе финитно-
го потенциала в режиме несохранения массы: сначала 5 итераций
с отталкивающим потенциалом и шагом ∆t = 2 × 10−4, затем 2
итерации с притягивающим потенциалом и шагом ∆t = 5× 10−4.
В табл. 1-3 приведены количественные характеристики изображе-
ний в процессе обработки (нулевая итерация соответствует исход-
ному изображению, рис. 2, а последняя итерация соответствует ре-
зультатам обработки, представленным на рис. 5-7).
Из рис. 5-7 и табл. 1-3 видно, что в результате обработки повы-
шается среднее отношение сигнал-шум и средняя контрастность
изображения. Кроме того, если в случае одноэтапной обработки
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Рис. 5: Результат обработки тестового изображения 1 при выборе финит-
ного притягивающего потенциала в режиме несохранения массы после 5
итераций с шагом ∆t = 2× 10−4.

Рис. 6: Результат обработки тестового изображения 1 при выборе ин-
финитного притягивающего потенциала в режиме несохранения массы
после 4 итераций с шагом ∆t = 2× 10−4.

Таблица 1

№итерации σ c Dmin Dmax Взаимодействие Шаг
0 3,717 0,212 14,243 195,595 - -
1 3,918 0,232 16,573 250,980 Притяжение 2× 10−4

2 4,218 0,256 19,008 331,166 Притяжение 2× 10−4

3 4,575 0,285 21,803 444,828 Притяжение 2× 10−4

4 4,734 0,386 25,928 565,884 Притяжение 2× 10−4

5 4,606 0,408 31,215 648,514 Притяжение 2× 10−4

(рис. 5 и 6) средняя минимальная дисперсия увеличивается, то при
двухэтапной обработке (рис. 7) она остаётся примерно на исходном
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Рис. 7: Результат двухэтапной обработки тестового изображения 1 при
выборе финитного потенциала в режиме несохранения массы.

Таблица 2

№итерации σ c Dmin Dmax Взаимодействие Шаг
0 3,717 0,212 14,243 195,595 - -
1 4,005 0,236 16,934 266,969 Притяжение 2× 10−4

2 4,372 0,269 20,326 379,951 Притяжение 2× 10−4

3 4,704 0,378 24,750 533,723 Притяжение 2× 10−4

4 4,623 0,408 30,814 644,515 Притяжение 2× 10−4

Таблица 3

№итерации σ c Dmin Dmax Взаимодействие Шаг
0 3,717 0,212 14,243 195,595 - -
1 3,671 0,224 12,282 165,695 Отталкивание 2× 10−4

2 3,665 0,235 10,817 146,084 Отталкивание 2× 10−4

3 3,632 0,245 9,787 130,813 Отталкивание 2× 10−4

4 3,582 0,255 9,059 118,680 Отталкивание 2× 10−4

5 3,527 0,092 8,497 108,915 Отталкивание 2× 10−4

6 4,025 0,303 10,703 174,300 Притяжение 5× 10−4

7 4,749 0,359 14,058 313,563 Притяжение 5× 10−4

уровне. В целом, контуры на изображении становятся более резки-
ми и визуально отличимыми от фона. Структура фона при этом
также "обостряется"в случае одноэтапной обработки и, напротив,
"размывается"при двухэтапной обработке.
Построенный в данной работе подход оказывается применим и в за-
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даче выделения локальных особенностей изображения при работе
с его искусственно «зашумлённой» версией. Как показали экспери-
менты, наилучший эффект при этом достигается, если предвари-
тельно снизить неоднородность фона, применив одну из сглажива-
ющих процедур.
На рис. 8-11 приведены примеры обработки тестовых изображений,
приведённых на рис. 3-4 в случае, когда эти изображения подверг-
лись искусственному "зашумлению"аддитивным белым гауссовым
шумом с дисперсией 20%. В качестве предварительной сглаживаю-
щей процедуры применялся гауссов фильтр размытия с апертурой
3 × 3. В табл. 4-5 представлена динамика количественных харак-
теристик изображений в процессе обработки. Видно, что произво-
димая обработка позволяет увеличить средние отношение сигнал-
шум и контрастность, приводя к снижению неоднородности фона
и усилению локальных особенностей изображения.

Рис. 8: Результат искусственного "зашумления"тестового изображения
2.

Анализ результатов

По сути своей предлагаемый подход является разновидностью ло-
кальной нелинейной обработки (фильтрации) изображений, чув-
ствительной к отличиям в яркости пикселей. Как было показано в
ходе экспериментов, предложенный метод работает лучше всего на
изображениях, с однородным или "квазиоднородным"фоном: рас-
пределение яркости по пикселам изображения близко к гауссовому.
Из приведённых экспериментальных результатов видно, что при-
менение предложенного в работе алгоритма позволяет повысить
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Рис. 9: Результат обработки искусственно "зашумлённого"тестового
изображения 2.

Рис. 10: Результат искусственного "зашумления"тестового изображения
3.

Рис. 11: Результат обработки искусственно "зашумлённого"тестового
изображения 3.

71



Таблица 4

№итерации σ c Dmin Dmax Взаимодействие Шаг
0 2,743 0,188 822,234 6615,242 - -
1 3,892 0,149 138,532 2027,963 Притяжение 2× 10−4

2 4,388 0,173 149,215 2733,813 Притяжение 2× 10−4

3 4,773 0,172 161,492 3459,771 Притяжение 2× 10−4

4 5,092 0,147 176,632 4248,211 Притяжение 2× 10−4

5 5,286 0,158 194,540 4969,929 Притяжение 2× 10−4

6 5,308 0,220 216,149 5470,804 Притяжение 2× 10−4

Таблица 5

№итерации σ c Dmin Dmax Взаимодействие Шаг
0 1,594 0,057 1366,291 4803,610 - -
1 3,798 0,116 190,979 2765,545 Притяжение 5× 10−4

2 3,598 0,421 271,894 3531,158 Притяжение 5× 10−4

визуальную разборчивость изображения, заметно увеличивая кон-
трастность и отношение сигнал-шум. Здесь следует отметить, что с
увеличением числа итераций может наступать насыщение указан-
ных характеристик, связанное с достижением большинством точек
изображения граничных значений яркости в заданном динамиче-
ском диапазоне.
Как показали результаты обработки тестовых примеров, предло-
женный алгоритм в гораздо меньшей степени затрагивает фон
изображения, избирательно влияя на его структурные особенно-
сти.
Следует отметить также существенное отличие работы построенно-
го алгоритма от обычного контрастирования. Контрастирование –
по сути изменение соотношений яркостей (масс, если пользоваться
терминологией обсуждаемой модели), т.е. «тяжелые» частицы при
этом станут более "тяжелыми а "лёгкие"– более "лёгкими". Кроме
того, при вычислении контраста для частицы (пиксела) не учиты-
ваются ни её положение, ни взаимодействия с соседними частица-
ми. Продолжая аналогию можно сказать, что предложенный метод
является процедурой нелинейного локально-адаптивного контра-
стирования. Адаптивность здесь обусловлена тем, что расчёт пере-
распределения яркостей (масс) производится в каждой локальной
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области с учётом яркостей входящих в неё пикселов.

Заключение

Таким образом, в работе предложена дискретная динамическая мо-
дель цифрового изображения как системы многих частиц с попар-
ным взаимодействием. На основе данной модели предложен алго-
ритм цифровой обработки изображений, в котором на каждом так-
те эволюции динамической системы происходит перераспределение
яркости пикселов по заданным правилам. Представлены примеры
применения построенного алгоритма для обработки тестовых изоб-
ражений. Показано, что такая обработка способна улучшить фор-
мальные показатели качества изображения, и в целом его визуаль-
ную разборчивость.
Проведенное исследование показало, что построенная методика об-
ладает избирательным влиянием на крупномасштабные структур-
ные особенности изображения при более слабом воздействии на
фон.
Полученные в работе результаты позволяют говорить о возможно-
сти использования построенной методики для обработки, в частно-
сти, структуризации и реставрации, цифровых малоконтрастных
изображений.
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Метод оптимального нелинейного
растяжения симметричных матриц в

задачах распознавания

И. Л. Мазуренко, А. А. Петюшко

В данной работе рассматриваются матрицы самосравне-
ния одномерного сигнала (в частности, речевого). Предлага-
ется метод нелинейного растяжения этих симметричных мат-
риц для нахождения оптимального расстояния между ними в
смысле похожести сигналов.

Ключевые слова: одномерный сигнал, матрица само-
сравнения, нелинейное растяжение.

Введение

Практический интерес представляет задача автоматического рас-
познавания речевых команд. Традиционный подход решения этой
задачи заключается в сравнении речевого сигнала с эталонами ко-
манд, фонем и т.п. Такое сравнение делается с помощью метода
динамического программирования (см. [1] и [2]). Распространён-
ными походами к реализации автоматического распознавания ре-
чи являются методы скрытых марковских моделей (см. [3] и [4]) и
динамической деформации времени [5].
К недостаткам данных подходов относится их неустойчивая работа
в условиях сильных, в том числе нестационарных и низкочастот-
ных, шумов. В данной работе рассмотрен подход, позволяющий по-
высить надёжность традиционных алгоритмов распознавания.
Кратко этот метод был упомянут в статье [6], в данной работе при-
водится его полное описание.
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Постановка задачи

К уже существующим методам распознавания предлагается доба-
вить ещё один, вычисляющий некоторым образом функцию рассто-
яния между звуковыми сигналами (командами), чтобы сократить
перебор в словаре и повысить надёжность результатов распозна-
вания в условиях нестационарного шума. Отметим, что поскольку
предполагается использовать этот метод в связке с другими, то
от него не требуется распознавания как такового, т. е. расстояние
может быть маленьким не только для сигналов, соответствующих
одной и той же команде, но и для разных команд.
Для увеличения надёжности распознавания предлагается приме-
нить метод динамического программирования для нахождения рас-
стояния не между одномерными сигналами, а между матрицами их
самосравнения.
Дадим конструктивное определение матрицы самосравнения S
для одномерного сигнала s ∈ RN :

1) Сигнал разбивается на n окон одинаковой длины (возможно,
частично перекрывающихся).

2) В каждом окне с номером i = 1 . . . n вычисляется вектор при-
знаков vi(s) ∈ Rk (спектральных, кепстральных, коэффициен-
тов линейного предсказания и т.п. — набор признаков выби-
рается в зависимости от конкретной реализации).

3) На основе некоторой меры близости ρk(., .) (например, евкли-
довой метрики в пространстве Rk) вычисляется расстояние
для каждой пары векторов из соответствующих окон.

4) На место (i, j) в матрице самосравнения заносится вычислен-
ное в п. 3 расстояние между i-м и j-м вектором признаков:
S(i, j) = ρk(vi(s), vj(s)).

Таким образом, для сигнала s, которому соответствуют n векторов
признаков vi(s) для i = 1 . . . n, получим матрицу самосравнения S
размера n× n.
Для примера прилагаются изображения команды ”один” (Рис. 1) и
ее матрицы самосравнения (Рис. 2; на рисунке более тёмные обла-
сти соответствуют маленькому значению расстояния ρk(., .), а более
светлые — наоборот, большому ρk(., .)).
На функцию расстояния между матрицами самосравнения сигнала
налагаются следующие содержательные ограничения:
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Рис. 1: Команда “один” в амплитудно-временной области

1) Расстояние инвариантно относительно изменения длины сиг-
налов (и, как следствие, размеров квадратных матриц, кото-
рые мы сравниваем).

2) Полученная функция расстояния соответствует визуальной
похожести матриц, определяемой человеком.

3) Расстояние между матрицами, являющимися самосравнения-
ми произнесений одних и тех же команд, в среднем не больше,
чем расстояние между матрицами из разных классов.

4) Описанное в п. B) условие “инвариантно” относительно срав-
ниваемых пар классов. Это значит, что если у двух команд
матрицы визуально разные, то и расстояния между этими мат-
рицами должны быть в среднем большими, и наоборот: если
у двух матриц из разных классов расстояние мало, то и мат-
рицы самосравнения визуально похожи.

5) Желательно, чтобы вышеописанные требования выполнялись
не только для матриц самосравнений сигналов с одним уров-
нем шума, но и для матриц, вычисленных по сигналам для
разных уровней шума.
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Рис. 2: Матрица самосравнения команды “один”

Описание метода

По аналогии с методом динамической деформации времени для
одномерного сигнала, авторами статьи предлагается использовать
метод нелинейного сжатия-растяжения матриц. Необходимость ис-
пользования нелинейного преобразования состоит в том, что, как
и в случае с одномерным сигналом, два произнесения последнего
обычно находятся в нелинейном соответствии друг с другом (на-
пример, один звук растянут по времени в 1.5 раза, а другой, на-
оборот, сжат в 2 раза). Соответственно, и матрицы самосравнения
одной команды также нелинейно зависят друг от друга.
Содержательно, необходимо таким образом увеличить две сравни-
ваемые матрицы (будем именно растягивать матрицы) до одина-
кового размера, чтобы, с одной стороны, это растяжение миними-
зировало расстояние между этими матрицами, а с другой стороны,
после растяжения можно было бы использовать некоторую функ-
цию расстояния между матрицами одинаковой размерности.
Опишем процедуру для растяжения двух матриц самосравнения
S1, S2 (размера n1 × n1 и n2 × n2 соответственно) для нахождения
расстояния между ними более строго. Для этого строится квад-
ратная таблица — таблица растяжений (или таблица пути) R
размера n1 × n2, элементом (i, j) которой является пара: 1) после-
довательность растяжений Rp(i, j), минимизирующая расстояние
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между квадратными подматрицами, левый верхний угол которых
совпадает с верхним левым углом для исходных матриц S1, S2, раз-
мера i × i для S1 и j × j для S2 соответственно, и 2) само это
расстояние Rd(i, j) (см. Рис. 3).

Рис. 3: Построение матрицы самосравнения

Отметим, что расстояние Rd(i, j) между квадратными подматрица-
ми размера i×i для S1 и j×j для S2 — это действительное число, т.
е. Rd(i, j) ∈ R. Последовательность же растяжений Rp(i, j) — это
упорядоченный набор пар Rp(i, j) = ((a1, b1), . . . , (am, bm)) таких,
что (a1, b1) = (1, 1), (am, bm) = (i, j), и (ak, bk) �= (ak+1, bk+1), при-
чём 0 ≤ ak+1−ak ≤ 1 и 0 ≤ bk+1−bk ≤ 1 для любого k = 1, . . . ,m−1.
Предположим, что мы используем меру близости fk(., .) для нахож-
дения расстояния между двумя векторами размерности k (заме-
тим, что в общем случае fk(., .) и ρk(., .) — разные функции). Также
будем использовать обозначения e1, e2, . . . для обозначения базис-
ных векторов в многомерном пространстве. Тогда первая строка и
первый столбец таблицы растяжений R формируются следующим
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образом:

Rd(1, 1) = f1(S1(1, 1), S2(1, 1)),

Rp(1, 1) = (1, 1),

Rd(1, k) = fk

(
S1(1, 1)

k∑
i=1

ei,
k∑

i=1

S2(1, i)ei

)
+Rd(1, k − 1),

k = 2, . . . , n2, Rp(1, k) = ((1, 1), . . . , (1, k)), k = 2, . . . , n2

Rd(m, 1) = fm

(
m∑
i=1

S1(1, i)ei, S2(1, 1)

m∑
i=1

ei

)
+Rd(m− 1, 1),

m = 2, . . . , n1, Rp(m, 1) = ((1, 1), . . . , (m, 1)), m = 2, . . . , n1.

Содержательно это значит, что левый верхний элемент матрицы S1

копируется на все координаты вектора длины k, и на место (1, k)
таблицы R в качестве Rd заносится сумма расстояния между этим
вектором и вектором такой же длины, являющемся началом k-ой
строки второй матрицы S2 длины k, и числа Rd(1, k− 1) из клетки
слева (для первого столбца все аналогично с точностью до замены
S1 на S2). Одновременно в каждую клетку R в качестве Rp зано-
сится путь, по которому мы в неё пришли, т.е. последовательность
таких пар чисел, в которых первое число отвечает за номер строки
(или столбца, что то же самое, т.к. матрицы самосравнения симмет-
ричны) первой матрицы S1, а второе — за номер строки (столбца)
второй матрицы S2.
Для остальных клеток таблицы растяжений используем следую-
щую итеративную процедуру:

1) Пусть надо посчитать путь и расстояние для клетки с номером
(i, j). Предположим, что для всех других клеток с индексами
(i1, j1) таких, что (i1, j1) �= (i, j), 1 ≤ i1 ≤ i, 1 ≤ j1 ≤ j, мы зна-
ем Rp(i1, j1), Rd(i1, j1) (как заполнить первую строку и первый
столбец, было показано выше).

2) Рассмотрим три соседние уже заполненные клетки: с индекса-
ми (i−1, j−1), (i, j−1) и (i−1, j). Рассчитаем три значения d1,1,
d0,1 и d1,0, которые будут соответствовать расстоянию между
квадратными подматрицами размера i×i для S1 и j×j для S2

при разных последовательностях растяжений этих подматриц,
а именно:
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• d1,1: одновременное растяжение на 1 клетку обеих подмат-
риц S1 и S2,

• d0,1: растяжение на 1 клетку только подматрицы S2,
• d1,0: растяжение на 1 клетку только подматрицы S1.

3) Для примера рассчитаем значение d1,1 (d0,1 и d1,0 рассчитыва-
ются аналогично). Пусть Rp(i−1, j−1) = (a1, b1), . . . , (am, bm).
Тогда, если обозначить через

v1 = S1(i, i)em+1 +

m∑
k=1

S1(i, ak)ek,

v2 = S2(j, j)em+1 +

m∑
k=1

S2(j, bk)ek,

то расстояние между квадратными подматрицами размера i×i
для S1 и j × j для S2 при одновременном растяжении на 1
клетку обеих подматриц будет равно

d1,1 = Rd(i− 1, j − 1) + fm+1 (v1, v2) .

Заметим, что с помощью такой процедуры расчёта значений
расстояний между квадратными подматрицами разного раз-
мера мы учитываем все прошлые растяжения, которые были
записаны в предыдущую клетку пути, и вариация происходит,
по сути, только в выборе растяжения последней клетки (рас-
тягиваем обе подматрицы сразу на 1 клетку, или только одну
подматрицу; предыдущая последовательность растяжений со-
храняется).

4) Пусть min(d1,1, d0,1, d1,0) = da,b, где 0 ≤ a, b ≤ 1.
Тогда

Rd(i, j) = da,b,

Rp(i, j) = (Rp(i− a, j − b), (i, j)).

В итоге в последней (правой нижней) ячейке таблицы растяжений
мы получим путь Rp(n1, n2) — последовательность растяжений, ко-
торая минимизирует расстояние между матрицами самосравнения
S1, S2.
Как следствие из вышеописанной процедуры нахождения опти-
мального растяжения симметричных матриц имеем следующую
теорему:
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Теорема 1. Сложность алгоритма (в терминах количества опе-
раций взятия минимума и нахождения расстояния между век-
торами) нахождения оптимального растяжения двух симмет-
ричных матриц самосравнения S1, S2 размеров n1 × n1 и n2 × n2

соответственно равна O(n1n2).

Опишем процедуру построения растянутых матриц T1, T2, ко-
торые получаются применением последовательности растяже-
ний Rp(n1, n2) к изначальным матрицам самосравнения S1, S2.
Пусть Rp(n1, n2) содержит m пар индексов: Rp(n1, n2) =
((a1, b1), . . . , (am, bm)). Тогда матрицы T1, T2 имеют одинаковый
размер m × m и их элементы определяются следующим образом
(1 ≤ i, j ≤ m):

T1(i, j) = S1(ai, aj),

T2(i, j) = S2(bi, bj).

Напоследок заметим, что в качестве расстояния r(S1, S2) меж-
ду симметричными матрицами самосравнения S1, S2 предлагается
брать не значение Rd(n1, n2), а некоторую матричную норму g(.)
от разности растянутых матриц T1, T2 одного размера:

r(S1, S2) = g(T1 − T2).

Такой матричной нормой может служить, например, матричная
норма Фробениуса.

Усовершенствование метода

Чтобы описанный выше метод удовлетворял поставленным на-
ми содержательным ограничениям на функцию расстояния меж-
ду матрицами r(., .), то можно, во-первых, в качестве расстояния
между векторами fk(., .) брать взвешенную евклидовую метрику,
т. е.

fk(v1, v2) =

√√√√1

k

k∑
i=1

(v1(i)− v2(i))2,

и, во-вторых, матричную норму делить на некоторый эквивалент
длины оптимального пути — например, норму Фробениуса на пло-
щадь матрицы T1 − T2 размера m×m:

r(S1, S2) =
g(T1 − T2)

m2
.
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Эти соображения позволяют достичь инвариантности от размера
как при вычислении расстояния между векторами (более длинные
вектора не будут давать бОльшее расстояние), так и при вычисле-
нии матричной нормы (большие матрицы не дадут бОльшее рас-
стояние, чем маленькие, при прочих равных).
При сравнении растянутых матрицы поэлементно (норма Фробени-
уса) мы считаем равноправными все пары окон звука внутри сиг-
налов. На практике ситуация выглядит сложнее. Например, если
произнесённое слово достаточно длинное, и в нем есть два одина-
ковых звука в начале и конце слова, то начало и конец слова могут
произноситься по-разному хотя бы потому, что шумовой фон за
это время успел измениться, или голос человека изменил окраску
и т.п. Соответственно, при вычислении матрицы самосравнения мо-
жет получиться так, что соответствующие этим звукам элементы
матрицы имеют существенно разные значения.
Таким образом, возможно, что два одинаковых звука в одном слове
могут произноситься по-разному. При этом мы хотим, чтобы два
разных звука в одном и том же слове не могли быть близкими в
смысле используемой меры близости.
Чтобы учесть это обстоятельство, в определение матричной нормы
нами были введены дополнительно весовые коэффициенты, кото-
рые тем меньше, чем дальше по времени отстоят сравниваемые
звуки друг от друга. Пусть симметричная матрица T с нулями на
диагонали имеет размер n× n. Тогда в качестве функции g(T ) бу-
дем использовать:

g(T ) = 2

√√√√
n∑

j<i

(
T (i, j) · j

i

)2

.

Программная реализация метода

Описанный в работе метод был реализован в виде программной
системы распознавания речевых сигналов в условиях шума. Реа-
лизованная система распознавания работает в реальном времени в
операционной системе MS Windows ©.
Входные команды будут задаваться отдельными wav-файлами.
Для вычисления параметров будем использовать: шаг анализа wav-
файлов — 128 отсчётов; размер окна анализа — 512 (т. о., получаем
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перекрытие в 3/4 окна); число коэффициентов линейного предска-
зания — 14; количество компонент спектра линейного предсказания
— 256.
Пользователю предлагается выбрать как файл, содержащий
первую команду, так и файл, содержащий вторую команду. Внеш-
ний вид программы при выборе файла команды изображён на Рис.
4.

Рис. 4: Программный интерфейс

После загрузки файлов для обеих команд можно посмотреть и оце-
нить близость двух матриц самосравнения (см. Рис. 5).

Рис. 5: Анализируемые матрицы самосравнения

После нажатия кнопки “Пуск!” программа вычисляет расстояние
между матрицами (которое сразу выводится на экран — см. Рис.
6) и оптимальное растяжение матриц.
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Рис. 6: Расстояние между матрицами самосравнения

Можно посмотреть на обе растянутые матрицы (см. Рис. 7 — как
видно, поскольку изначально файлы были произнесением одной ко-
манды, то и растяжения практически нет), а также таблицу растя-
жений Rd с помеченным в ней минимизирующим путём (см. Рис.
8).

Рис. 7: Растянутые матрицы самосравнения

Рис. 8: Оптимальный путь в таблице растяжений

В данном случае использовались команды для слова “четыре”, за-
писанные в автомобиле с 4000 и 800 оборотами двигателя в минуту
соответственно. Для разных команд, например, “один” и “четыре”,
получаются матрицы самосравнения, изображённые на Рис. 9, оп-
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тимальным образом растянутые - на Рис. 10, расстояние между
ними — 0.3128 (сравните с 0.2415).

Рис. 9: Матрицы самосравнения для разных команд

Рис. 10: Растянутые матрицы самосравнения для разных команд

Проведенные эксперименты.

Команды произносились в автомобиле с 4000 и 800 оборотами дви-
гателя в минуту (именно для этих значений наблюдается самая
большая разница в отношении сигнал/шум). Использовались сле-
дующие речевые команды (всего L = 29): “один”, “два”, “три”, “че-
тыре”, “пять”, “шесть”, “семь”, “восемь”, “девять”, “десять”, “одинна-
дцать”, “двенадцать”, “тринадцать”, “четырнадцать”, “пятнадцать”,
“шестнадцать”, “семнадцать”, “восемнадцать”, “девятнадцать”, “два-
дцать”, “тридцать”, “сорок”, “пятьдесят”, “шестьдесят”, “семьдесят”,
“да”, “нет”, “хорошо”, “понял”.
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В качестве эталона для каждой команды считалось произнесе-
ние слова при 800 оборотов двигателя в минуту (с минимальным
уровнем шума). Затем этот эталон сравнивался описанным вы-
ше методом со всеми командами, записанными при 4000 оборо-
тов двигателя в минуту (т. е. максимальное значение уровня шу-
ма). На Рис. 11 показана соответствующая матрица расстояний
D(i, j), 1 ≤ i, j ≤ L.

Рис. 11: Матрица попарных расстояний для 29 команд с разным уровнем
шума

Поскольку цель - не создать новый метод распознавания, а допол-
нить уже существующие для повышения надёжности, то для нас
важно, чтобы расстояние между матрицами, являющимися само-
сравнениями произнесений одних и тех же команд, было в среднем
не больше, чем расстояние между матрицами из разных классов.
Поэтому для каждой команды с номером i, 1 ≤ i ≤ L, будем оце-
нивать следующую величину:

c(i) =
1
L

∑L
j=1D(i, j)−D(i, i)

1
L

∑L
j=1D(i, j)

.

Будем считать распознавание “очень надёжным” для команды с
номером i, если значение c(i) ≥ 0.05; “надёжным”, если −0.05 ≤
c(i) < 0.05; и “ненадёжным”, если c(i) ≤ −0.05. На Рис. 12 показан
график оценки надёжности c(i), 1 ≤ i ≤ L.
Как видим, только для 3 команд (“восемь”, “сорок” и “хорошо”; от-
мечены кружками) предложенный метод даёт неудовлетворитель-
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Рис. 12: Оценка надежности распознавания

ные результаты, и для 2 (“шестнадцать” и “двадцать”; отмечены
плюсами) надёжность не слишком высокая. Тем не менее, 26 из
29 команд распознаны с удовлетворительной надёжностью, что в
результате даёт около 90% правильных распознаваний и позволяет
утверждать, что предложенный метод вполне годится для совмест-
ного применения с другими методами распознавания для повыше-
ния их надёжности.

Заключение

В качестве возможного будущего улучшения предложенного мето-
да можно предложить следующие идеи. Во-первых, перед приме-
нением незашумлённого эталона его следует сначала как-то специ-
ально “зашумить”, используя текущую шумовую обстановку (либо,
наоборот, удалить шумовые помехи из анализируемого сигнала —
см. работы [7] и [8]). Также при создании оптимального растяже-
ния возможно делать некий аналог сглаживания соседних строк,
чтобы не копировать строки матриц без обработки.
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Устойчивый к шуму метод обучения
вариационного автокодировщика ∗

М. В. Фигурнов, К. А. Струминский, Д. П. Ветров

Вариационный автокодировщик (ВАК) — вероятностный
метод обучения без учителя, использующий глубинное обуче-
ние. В статье предлагается устойчивый к шуму метод обучения
ВАК, основанный на модификации функции правдоподобия.
Предлагаются и анализируются две нижние оценки в качестве
целевых функций для ВАК. Эффективность метода продемон-
стрирована в экспериментах с искусственно добавленными шу-
мовыми объектами.
Ключевые слова: обучение без учителя, генеративное
моделирование, вариационный автокодировщик, важностно-
взвешенный автокодировщик, робастность, устойчивость к
шуму

Введение

Глубинное обучение (deep learning), класс техник машинного обуче-
ния, приобрёл большую популярность в последние годы [8]. Ключе-
вая идея глубинного обучения — автоматическое извлечение иерар-
хии признаковых представлений из высокоразмерных данных. К
примеру, при обработке изображений на первых уровнях иерархии
могут обучиться детекторы ориентированных градиентов, а на по-
следующих — детекторы частей объектов [14].

∗Работа была выполнена при поддержке лаборатории тензорных сетей и глубинно-
го обучения для интеллектуального анализа данных на базе Сколковского института
науки и технологии, грант Правительства РФ № 14.756.31.0001. Работа также была
поддержана проектом повышения конкурентоспособности российских университетов
«5-100».
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На сегодняшний день наиболее успешны методы глубинного обуче-
ния с учителем, в особенности для задачи классификации. В этом
случае используют многослойные (глубинные) нейронные сети, ко-
торые принимают на вход неструктурированные данные высокой
размерности, например, пиксели изображения или спектрограмму
звука. Выходом сети является вероятностное распределение над
дискретным множеством классов. Предположим, что имеется обу-
чающая выборка, состоящая из объектов и правильных классов для
них. Тогда параметры нейронной сети настраиваются стохастиче-
ским градиентным спуском, максимизирующим вероятность при-
надлежности объектов правильному классу. Для подсчёта градиен-
та функционала качества по параметрам нейронной сети применя-
ется метод обратного распространения ошибки (backpropagation).
К сожалению, методы обучения с учителем имеют ограниченную
применимость. Во многих случаях получение правильных ответов
для обучающих объектов трудозатратно, а иногда и вовсе невоз-
можно. К примеру, в задаче обнаружения редких болезней по ме-
дицинским снимкам крайне трудно собрать репрезентативную вы-
борку пациентов. В таких случаях необходимы методы обучения
без учителя, то есть методы выявления закономерностей без из-
вестных правильных ответов для данных [1]. Методы обучения без
учителя позволяют решить задачу детекции аномалий, а также су-
щественно уменьшить требования методов обучения с учителем к
размеру обучающей выборки.
Как правило, методы обучения без учителя не предполагают нали-
чие шума в данных. В этой работе мы рассматриваем случай, ко-
гда выборка данных содержит большое число шумовых объектов,
которые мы хотели бы игнорировать при обучении. В начале мы
рассмотрим схему работы вариационного автокодировщика, рас-
пространёного метода обучения без учителя. Затем мы предложим
новый функционал качества, устойчивое к шуму правдоподобие,
предложим и проанализируем нижние оценки на этот функционал.
В конце будут приведены результаты экспериментов на искусствен-
но зашумлённых данных, демонстрирующие преимущество предло-
женного метода.
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Вариационный автокодировщик

В данной работе мы предлагаем новый метод обучения вариацион-
ного автокодировщика [6]. Вариационный автокодировщик — метод
обучения без учителя, который настраивает вероятностную модель
порождения данных (генеративную модель). Опишем базовую схе-
му работы вариационного автокодировщика.
Пусть имеется обучающая выборка D = {x1, . . . , xN} из N незави-
симых объектов, полученных из распределения данных. Признако-
вое описание объектов может быть как непрерывным, так и дис-
кретным. Для определённости будем считать, что все признаки би-
нарны: xi ∈ {0, 1}D, D — размерность описания. Также введём про-
странство скрытых переменных Z = Rd. Предположим следующий
случайный процесс порождения данных. Сначала из многомерного
нормального априорного распределения с нулевым средним и еди-
ничной матрицей ковариации p(z) = N (z|0, I) генерируется скры-
тая переменная z ∈ Z. Затем объект x генерируется из условно-
го параметрического распределения Бернулли на каждый признак
pθ(x|z) =

∏D
i=1 Ber(xi|tθ,i(z)). Здесь tθ,i(z) ∈ [0, 1]— вероятность со-

бытия xi = 1, функция от скрытых переменных, параметризуе-
мая вектором θ. Заметим, что мы предположили независимость
всех признаков при условии скрытой переменной, что не означает
их безусловную независимость. Распределение данных, задаваемое
этой моделью, имеет вид:

pθ(x) =

∫

Z
pθ(x, z)dz =

∫

Z
pθ(x|z)p(z)dz (1)

Применим метод максимального правдоподобия к этой модели:

1

N

N∑
i=1

log pθ(xi) =
1

N

N∑
i=1

log

∫

Z
pθ(xi|z)p(z)dz → max

θ
(2)

Решение этой задачи максимизации сопряжено с двумя трудностя-
ми. Во-первых, в большинстве практически важных случаев инте-
грал (2) не вычисляется аналитически. Распространённое решение
этой проблемы — методы вариационного вывода. Во-вторых, даже
при известной аналитической форме интеграла максимизация по θ,
как правило, не может быть проведена явно и требует применения
стохастического градиентного спуска.
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Для начала применим вариационный вывод и перейдём к зада-
че максимизации вариационной нижней оценки на логарифм мар-
гинального правдоподобия. Для упрощения нотации будем рас-
сматривать лишь один объект x; обобщение на случай нескольких
объектов проводится взятием среднего по ним. Введём вспомога-
тельное параметрическое распределение qφ(z|x) на пространстве Z,
умножим и разделим подынтегральное выражение на него, чтобы
получить математическое ожидание по этому распределению.

log pθ(x) = log

∫

Z
qφ(z|x)

pθ(x|z)p(z)
qφ(z|x)

dz = log E
z∼qφ(z|x)

pθ(x|z)p(z)
qφ(z|x)

.

(3)
Применим неравенство Йенсена, чтобы получить вариацион-
ную нижнюю оценку на логарифм маргинального правдоподобия
log pθ(x):

log pθ(x) = log E
z∼qφ(z|x)

pθ(x|z)p(z)
qφ(z|x)

≥ E
z∼qφ(z|x)

log
pθ(x|z)p(z)
qφ(z|x)

. (4)

Определение 1. Вариационной нижней оценкой на логарифм
маргинального правдоподобия называется величина

L(x, θ, φ) = E
z∼qφ(z|x)

log
pθ(x|z)p(z)
qφ(z|x)

. (5)

Таким образом, задача обучения модели была сведена к задаче оп-
тимизации

L(x, θ, φ) → max
θ,φ

(6)

Заметим, что по правилу произведения вероятностей pθ(x, z) =
pθ(x|z)p(z) = pθ(x)pθ(z|x). Таким образом, последнее выражение
может быть записано в следующем виде:

L(x, θ, φ) = E
z∼qφ(z|x)

log
pθ(x)pθ(z|x)

qφ(z|x)
= E

z∼qφ(z|x)
log pθ(x)−

− E
z∼qφ(z|x)

log
qφ(z|x)
pθ(z|x)

= log pθ(x)−KL(qφ(z|x)||pθ(z|x)).
(7)

Таким образом, максимизация вариационной нижней оценки по
параметрам φ эквивалентна минимизации дивергенции Кульбака-
Лейблера между qφ(z|x) и pθ(z|x). Поскольку дивергенция
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Кульбака-Лейблера неотрицательна и равна нулю тогда и толь-
ко тогда, когда плотности распределений совпадают почти всюду,
оптимум в задаче оптимизации (при достаточно широком множе-
стве φ) достигается при совпадении qφ(z|x) и pθ(z|x) почти всюду. В
этом случае вариационная нижняя оценка будет равна логарифму
маргинального правдоподобия. Итак, qφ(z|x) приближает истинное
апостериорное распределение pθ(z|x).
Мы хотели бы применить градиентный метод оптимизации в зада-
че (6). Для того, чтобы упростить взятие градиента по параметрам
θ в случаях, когда невозможно выполнить аналитическое взятие
мат. ожидания по z, требуется выполнить т.н. трюк репарамет-
ризации [6]. Опишем его для случая многомерного нормального
распределения с независимыми компонентами. Предположим, что
qφ(z|x) =

∏d
j=1N (zj |µφ,j(x), σ

2
φ,j(x)). Тогда процедуру генерации

точек из этого распределения можно переписать в следующем ви-
де:

z ∼ qφ(z|x) ↔ ξ ∼ N (ξ|0, I), z = fφ(ξ, x) = µφ(x) + ξσφ(x). (8)

Другими словами, мы заменяем генерацию точек из параметри-
ческого распределения на генерацию точек из распределения без
настраиваемых параметров. Затем эти точки преобразуются с по-
мощью параметрической функции.
Используя трюк репараметризации, мы можем преобразовать вы-
ражение (5) следующим образом

L(x, θ, φ) = E
ξ∼N (ξ|0,I)

log
pθ(x|fφ(ξ, x))p(fφ(ξ, x))

qφ(fφ(ξ, x)|x)
. (9)

Теперь градиент от вариационной нижней оценки по параметрам φ
и θ можно занести внутрь математического ожидания. Мат. ожи-
дание по распределению на ξ мы будем приближать с помощью
одной точки по методу Монте-Карло. Наконец, для выборки объ-
ектов вместо взятия полного градиента по всем N объектам, мы
будем оценивать градиент по мини-батчу из n < N объектов.
В модели вариационного автокодировщика для параметризации
распределений qφ(z|x) и pθ(x|z) используются многослойные ней-
ронные сети, на выходном слое которых предсказываются пара-
метры соответствующих распределений. Нейронные сети позволяет
моделировать сложные нелинейные зависимости между наблюдае-
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мыми переменными x и скрытыми переменными z. Модель полу-
чила название по аналогии с нейросетевым автокодировщиком, в
котором вместо вместо условных распределений применяются «ко-
дирующее» отображение x → z и «декодирующее» отображение
z → x.
Оценка логарифма правдоподобия данных. Оценка L(x, θ, φ)
может быть существенно ниже истинного логарифма правдоподо-
бия данных log pθ(x). Для более точной оценки логарифма прав-
доподобия используется метод выборки по значимости (importance
sampling).

Определение 2. Пусть K > 1. Важностно-взвешенной оценкой
на логарифм правдоподобия с K точками называется выражение

LK(x, θ, φ) = E
z1,...,zK∼qφ(z|x)

log
1

K

K∑
k=1

pθ(x|zk)p(zk)
qφ(zk|x)

. (10)

Применяя неравенство Йенсена, нетрудно видеть, что это вы-
ражение действительно является нижней оценкой на логарифм
правдоподобия. Кроме того, если ∀z ∈ Z qφ(z|x) > 0, то
limK→+∞ LK(x, θ, φ) = log pθ(x). Важностно-взешенные оценки бы-
ли впервые использованы для обучения вариационных автокоди-
ровщиков в [2].

Обзор литературы

В последние годы появилось множество работ, предлагающих но-
вые способы обучения вариационных автокодировщиков. Напри-
мер, работа [2] предлагает оптимизировать оценку (10) на лога-
рифм правдоподобия, а [10] — оптимизировать дивергенцию Ре-
ньи вместо дивергенции Кульбака-Лейблера. Другими возможны-
ми улучшениями является введение более выразительного распре-
деления на скрытые переменные, к примеру, при помощи исполь-
зования нормализационных потоков [11].
В работе [13] предлагается способ модификации вероятностных мо-
делей для увеличения устойчивости к шуму в данных. Данный под-
ход требует введения дополнительных распределений и усложняет
вывод в модели. Кроме того, под вопросом остаётся возможность
настройки порождающей модели данных при помощи подобных мо-
делей.
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Данная работа является существенно расширенной версией докла-
да [3].

Устойчивое к шуму правдоподобие

В статье мы предлагаем использовать для обучения вариационного
автокодировщика модификацию функции правдоподобия - устой-
чивое к шуму правдоподобие. Ниже будет показано, что максимиза-
ция устойчивого к шуму правдоподобия позволяет присвоить нуле-
вую вероятностную массу редким объектам (выбросам) в выборке,
концентрируя распределение на характерных объектах выборки.
Зафиксируем семейство распределений {pθ(x)|θ ∈ Θ} на конечном
носителе D меры µ(D). Один из подходов робастной статистики за-
ключается в моделировании данных с помощью семейств распре-
делений с более тяжелыми хвостами [12]. Следуя этому подходу,
мы предлагаем расширить данное семейство с помощью смеси с
равномерным распределением на D:

pωθ (x) = ω
1

µ(D)
+ (1− ω)pθ(x), ω ∈ [0, 1]. (11)

Первое слагаемое выполняет вспомогательную роль и позволяет
ослабить штраф на выбросы в данных в функции правдоподобия,
а второе слагаемое позволяет описывать наблюдаемые данные, Мы
предлагаем фиксировать параметр ω и выбирать параметры рас-
пределения pθ(x) с помощью метода максимального правдоподо-
бия для семейства {pωθ (x)|ω ∈ Ω}. Предложенный подход эквива-
лентен максимизации функции с одним вещественным параметром
ε = ω

(1−ω)µ(D) , которую мы будем называть функцией устойчивого
праводподобия.

Определение 3. Функцией устойчивого правдоподобия модели
pθ(x) для параметра устойчивости ε ≥ 0 и выборки D =
{x1, . . . , xN} называется функция

L(D) =

N∏
i=1

(ε+ pθ(xi)). (12)

В отличие от функции правдоподобия, функция устойчивого прав-
доподобия не вырождается в ноль, если для небольшого числа объ-
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ектов обучающей выборки модель дает pθ(xi) = 0. Для более де-
тального анализа функции сделаем в этом разделе несколько до-
полнительных допущений. Предположим, что мы моделируем дис-
кретную случайную величину, принимающую конечное число зна-
чений M < ∞. Помимо этого допустим, что класс распределений
{pθ|θ ∈ Θ} охватывает все распределения на M исходах. В таком
случае любое распределение представляется вещественным векто-
ром p = (p1, . . . , pM ), а параметр θ можно опустить без ущерба
изложению.
Для дальнейшего анализа перепишем функцию устойчивого прав-
доподобия в терминах эмпирических частот rj =

∑N
i=1[xi=j]

N :

1

N
logL(D) =

1

N

N∑
i=1

log(ε+ pxi) =
M∑
j=1

rj log(ε+ pj). (13)

Утверждение 1. Пусть распределение p = (p1, ..., pM ) - решение
задачи

M∑
j=1

rj log (ε+ pj) → max
p

M∑
j=1

pj = 1

0 ≤ pj ≤ 1, j = 1, . . . ,M

(14)

а частоты rj упорядочены по возрастанию. Тогда

1) компоненты решения pj упорядочены по возрастанию;

2) если rj ≤ 1
M

ε
1+ε , то pi = 0.

Доказательство. Целевая функция является вогнутой, а все огра-
ничения аффинные. В данном случае условия Каруша-Куна-
Такера будут достаточными условиями оптимальности. Более того,
функция строго вогнутая, значит точка максимума существует и
единственна. Лагранжиан задачи имеет вид

Λ(p, µ, λ) =
M∑
j=1

rj log [ε+ pj ] +

M∑
j=1

µjpj − λ




M∑
j=1

pj − 1


 . (15)
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Рассмотрим решение задачи оптимизации p. Из условия стационар-
ности ∂Λ(p,µ,λ)

∂pj
= 0 следует, что pj выражается через rj по формуле

pj =
rj

λ−µj
− ε.

При pj > 0 условия дополняющей нежесткости µjpj = 0 позволяют
упростить выражения до pj =

rj
λ − ε. Отсюда следует, что неотри-

цательные pj упорядочены по возрастанию.
При pj = 0 из условия стационарности получается µj = λ − rj

ε . С
учетом условия неотрицательности µj получаем rj ≤ ελ. Поскольку
rj упорядочены по возрастанию, это означает, что нулевые pj могут
встречаться только в начале вектора p. Тем самым доказано, что
компоненты решения упорядочены по возрастанию.
Выразим теперь λ из условия

∑M
j=1 pj = 1:

λ =

∑M
j=1[pj > 0]rj

1 + ε
∑

j [pj > 0]
. (16)

Рассмотрим множество P = {j : pj > 0}. Обозначим β =
∑

j∈P rj .
Среднее значение rj на этом множестве равно β

|P | . Поскольку∑M
j=1 rj = 1, на дополнении к P среднее значение rj равно 1−β

M−|P | .
Поскольку rj и pj упорядочены по возрастанию, среднее на P долж-
но быть больше среднего на дополнении к P :

1− β

M − |P |
<

β

|P |
(17)

Отсюда β > |P |
M . Подставляя в выражение для λ, получаем

λ =

∑M
j=1[pj > 0]rj

1 + ε
∑M

j=1[pj > 0]
>

|P |
M

1 + |P |ε
≥ 1

M

1

1 + ε
(18)

Пусть теперь для некоторого j выполнено rj ≤ 1
M

ε
1+ε , но pj > 0.

Оценим pj сверху:

pj =
rj
λ

− ε ≤ 1

λM

ε

(1 + ε)
− ε < ε

λ

λ
− ε = 0, (19)

получили противоречие.

Устойчивое к шуму правдоподобие при ε > 0 обобщает функцию
правдоподобия. Как видно из доказательства, решение задачи мак-
симума устойчивого правдоподобия (14) для pj > 0 определяется
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аффинным преобразованием эмпирических частот pj =
rj
λ − ε. Для

ε = 0 задача вырождается в задачу максимума правдоподобия с
решением pj = rj . Но в общем случая для некоторых j величина
rj
λ − ε оказывается отрицательна, поэтому в решении могут появ-
ляться нулевые компоненты pj = 0 при rj > 0.

Нижняя оценка на логарифм устойчивого
правдоподобия

Важностно-взвешенные оценки на логарифм правдоподобия есте-
ственно обобщаются на случай устойчивого к шуму правдоподобия
1
N

∑N
i=1 log [ε+ pθ(xi)]. В этом разделе мы вводим две нижних оцен-

ки на логарифм устойчивого правдоподобия, а затем проводим их
сравнение и анализ. Выводы в этом разделе без ограничения общ-
ности приводятся для одного объекта обучающей выборки x ∈ D.

Определение 4. Возьмем K ∈ N, ε > 0 и вспомогательное па-
раметрическое распределение qφ(z|x). Нижней оценкой LK

p (x, θ, φ)
логарифма устойчивого к шуму правдоподобия log(ε+ pθ(x)) назы-
вается функция

LK
p (x, θ, φ) = E

z1,...,zk∼qφ(z|x)
log

(
1

K

K∑
k=1

[ε+ pθ(x|zk)]p(zk)
qφ(zk|x)

)
(20)

Нижней оценкой LK
q (x, θ, φ) логарифма устойчивого к шуму прав-

доподобия log(ε+ pθ(x)) называется функция

LK
q (x, θ, φ) = E

z1,...,zk∼qφ(z|x)
log

(
ε+

1

K

K∑
k=1

pθ(x|zk)p(zk)
qφ(zk|x)

)
(21)

В случае K = 1 будем опускать у оценки верхний индекс и будем
писать Lp(x, θ, φ) и Lq(x, θ, φ). Логику в названии оценок объяс-
няет следующее наблюдение. Если с помощью неравенства Йенсе-
на внести среднее под логарифм, сразу после применения неравен-
ства для оценки LK

p (x, θ, φ) скаляр ε будет представлен с помощью
среднего по распределению p(z). С другой стороны, для LK

q (x, θ, φ)
скаляр ε будет представлен с помощью среднего по распределению
qφ(z|x).
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Теорема 1. Для всех (φ, θ) и произвольного K ∈ N выполнены
неравенства

LK
p (x, θ, φ) ≤ LK

q (x, θ, φ) (22)

LK
p (x, θ, φ) ≤ LK+1

p (x, θ, φ) ≤ log(ε+ pθ(x)) (23)

LK
q (x, θ, φ) ≤ LK+1

q (x, θ, φ) ≤ log(ε+ pθ(x)) (24)

Более того, для всех наблюдений x и параметров (θ, φ), если
pθ(x|z) и p(z)

qφ(z|x) непрерывны и ограничены относительно аргумен-
та z, то при K → ∞ оценки LK

p (x, θ, φ) и LK
q (x, θ, φ) сходятся к

устойчивому правдоподобию log(ε+ pθ(x)).

Доказательство. Сначала оценим LK
p (x, θ, φ) − LK

q (x, θ, φ) свер-
ху. Для удобства введем функцию s(x, z) = p(z)

qφ(z|x) . Заметим, что
Ez∼qφ(z|x) s(x, z) = 1.

LK
p (x, θ, φ)− LK

q (x, θ, φ) =

= E
z1,...,zK∼qφ(z|x)

log

∑K
k=1 (εs(x, zk) + pθ(x|zk)s(x, zk))∑K

k=1 (ε+ pθ(x|zk)s(x, zk))
=

= E
z1,...,zK∼qφ(z|x)

log

[
1 +

∑K
k=1(εs(x, zk)− ε)∑K

k=1 (ε+ pθ(x|zk)s(x, zk))

]
≤

≤ {log(1 + x) ≤ x} ≤ E
z1,...,zK∼qφ(z|x)

∑K
k=1(εs(x, zk)− ε)∑K

k=1 (ε+ pθ(x|zk)s(x, zk))
≤

≤ E
z1,...,zK∼qφ(z|x)

∑K
k=1(εs(x, zk)− ε)∑K

k=1 ε
=

K∑
k=1

ε− ε

K
= 0.

(25)

Следовательно, LK
p (x, θ, φ) ≤ Lk

q (x, θ, φ).
В оставшейся части доказательства мы переносим рассуждения [2]
на случай нижних оценок на устойчивое правдоподобие.
Докажем неравенство LK

q (X, θ, φ) ≤ LK+1
q (X, θ, φ). Неравенство

LK
p (X, θ, φ) ≤ LK+1

p (X, θ, φ) получается аналогично. Рассмот-
рим равномерно распределенное случайное подмножество I ⊂
{1, . . . ,K + 1}, |I| = K. Для него и произвольного набора чисел
a1, . . . , aK+1 выполнено EI={i1,...,iK}

[
ai1+···+aiK

K

]
=

ai1+···+aiK+1

K+1 . Со-
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отношение вместе с неравенством Йенсена дает

LK+1
q = E

z1,...,zK+1∼qφ(z|x)

[
log

(
ε+

1

K + 1

K+1∑
k=1

pθ(x|zk)p(zk)
qφ(zk|x)

)]

= E
z1,...,zK+1∼qφ(z|x)

[
log E

I={i1,...,ik}

(
ε+

1

K

K∑
k=1

pθ(x|zik)p(zik)
qφ(zik |x)

)]

≥ E
z1,...,zK+1∼qφ(z|x)

E
I={i1,...,ik}

[
log

(
ε+

1

K

K∑
k=1

pθ(x|zik)p(zik)
qφ(zik |x)

)]

= E
z1,...,zK∼qφ(z|x)

[
log

(
ε+

1

K

K∑
k=1

pθ(x|zk)p(zk)
qφ(zk|x)

)]
= LK

q

(26)

Неравенство LK+1
q (x, θ, φ) ≤ log(ε + pθ(x)) следует из неравенства

Йенсена:

LK+1
q (x, θ, φ) = E

z1,...zK+1∼qφ(z|x)
log

(
ε+

1

K + 1

K+1∑
k=1

pθ(x|zk)p(zk)
qφ(zk|x)

)
≤

≤ log E
z1,...,zK+1∼qφ(z|x)

(
ε+

1

K + 1

K+1∑
k=1

pθ(x|zk)p(zk)
qφ(zk|x)

)
= log (ε+ pθ(x))

(27)

Поскольку LK
p (x, θ, φ) ≤ LK

q (x, θ, φ), из последнего также следует,
что LK+1

p (x, θ, φ) ≤ log(ε+ pθ(x)).
Докажем сходимость. Поскольку случайные величины z1, . . . , zK+1

независимы и одинаково распределены, а из непрерывности отоб-
ражения pθ(x|z)p(z)

qφ(z|x) следует его измеримость, случайные величины
pθ(x|zk)p(zk)

qφ(zk)
, 1 ≤ k ≤ K + 1 независимы и одинаково распределе-

ны. У них также определено математическое ожидание, потому
что отношение pθ(x|z)p(z)

qφ(z|x) ограничено. По усиленному закону боль-

ших чисел слагаемое 1
K

∑K
k=1

pθ(x|z)p(z)
qφ(z|x) в оценке LK(x, θ, φ) схо-

дится почти наверное к Eqφ(z|x)
pθ(x|z)p(z)
qφ(z|x) = pθ(x). Из этого сле-

дует, что LK
q (x, θ, φ) → log(ε + pθ(x)). По тем же соображениям,

1
K

∑K
i=1 ε

p(z)
qφ(z|x) → Eqφ(z|x) ε

p(z)
qφ(z|x) = ε. Следовательно LK

p (x, θ, φ) →
log(ε+ pθ(x)).
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Оценка LK
q (x, θ, φ) не только точнее LK

p (x, θ, φ), но также может
быть использована для приближенного вариационного вывода. Это
свойство нижней вариационной оценки, которое сохраняется при
введении параметра ε.

Утверждение 2. Допустим, что для параметра φ∗ распределе-
ние qφ∗(z|x) совпадает с апостериорным распределение pθ(z|x). В
таком случае, для любого K ∈ N нижняя оценка LK

q (x, θ, φ∗) до-
стигает максимального значения log(ε + pθ(x)) при фиксирован-
ном θ.

Доказательство. По построению, нижняя оценка LK
q (x, θ, φ∗) не

превосходит log(ε+ pθ(x)). Заменим qφ∗(z|x) на апостериорное рас-
пределение pθ(z|x):

LK
q (x, θ, φ∗) = E

z1,...,zK∼pθ(z|x)
log

(
ε+

1

K

K∑
k=1

pθ(x|zk)p(zk)
pθ(zk|x)

)
=

= E
z1,...,zK∼pθ(z|x)

log

(
ε+

1

K

K∑
k=1

�����pθ(zk|x)pθ(x)
�����pθ(zk|x)

)
= log (ε+ pθ(x)) .

(28)

Устойчивый к шуму вариационный автокоди-
ровщик

Мы предлагаем метод обучения вариационного автокодировщика
с помощью нижних оценок на логарифм устойчивого правдоподо-
бия. Полученную таким образом модель мы будем называть устой-
чивым вариационным автокодировщиком.
Доказанное выше утверждение 1 описывает решения метода мак-
симального устойчивого к шуму правдоподобия, найденного среди
всех возможных дискретных распределений. Обученный с помо-
щью нижней оценки на устойчивое правдоподобие вариационный
автокодировщик решает ослабленную задачу в менее богатом клас-
се распределений. Тем не менее, выделенные в утверждении свой-
ства метода сохраняются и в случае устойчивого к шуму вариа-
ционного автокодировщика. Для упрощения анализа рассмотрим
случай K = 1 и оценку Lq(x, θ, φ).
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Как говорилось раньше, вариационные автокодировщики обучают-
ся с помощью градиентных методов оптимизации. Сравним гради-
енты нижней оценки на правдоподобие и нижней оценки на устой-
чивое правдоподобие. Далее с помощью символа ∇ обозначается
градиент относительно параметров θ и φ. Используя сокращенное
обозначение для репараметризации zm = fφ(ξm, x), ξm ∼ N (ξ|0, I),
определим Монте-Карло оценку Lq(x, θ, φ):

Lq(x, θ, φ) ≈
1

M

M∑
m=1

log

[
ε+

pθ(x|zm)p(zm)

qφ(zm|x)

]
= L̄q(x, θ, φ), (29)

а также оценку L(x, θ, φ).

L(x, θ, φ) ≈ 1

M

M∑
m=1

log

[
pθ(x|zm)p(zm)

qφ(zm|x)

]
= L̄(x, θ, φ) (30)

.
Благодаря репараметризации, градиент оценки L̄q(x, θ, φ) будет
несмещенной оценкой на градиент Lq(x, θ, φ). Введем обозначение:
r(x, z) = log pθ(x|z)p(z)

qφ(z|x) .

Утверждение 3. Оценка ∇L̄q(x, θ, φ) получается из оценки
∇L̄(x, θ, φ) умножением слагаемых на веса σ(r(x, zk)− log ε):

∇L̄q(x, θ, φ) =
1

M

M∑
m=1

σ (r(x, zm)− log ε)∇r(x, zm), (31)

где σ(x) = 1
1+exp(−x) .

В результате при r(x, zm) � log ε,m = 1, . . . ,M оценка градиен-
та умножается на веса близкие к нулю. В частности, при M = 1
градиенты ∇L̄q(x, θ, φ) и ∇L̄(x, θ, φ) сонаправлены, но их длина от-
личается в σ(r(x, z1) − log ε) раз. Отсюда следует, что в процессе
обучения правдоподобие будет быстрее увеличиваться у тех объ-
ектов, у которых оно уже достаточно высоко по сравнению с log ε.
Это качественно соответствует свойствам решений из утверждения
1. Аналогичные выводы не удается провести для градиента нижней
оценки ∇L̄p(x, θ, φ).
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Доказательство. Соотношение является простым следствием
определения оценки:

∇L̄q(x, θ, φ) =
1

M

M∑
m=1

∇ log [ε+ exp(r(x, zm))]

=
1

M

M∑
m=1

exp(r(x, zm))

ε+ exp(r(x, zm))
∇r(x, zm)

=
1

M

M∑
m=1

1

exp(log ε− r(x, zm)) + 1
∇r(x, zm)

=
1

M

M∑
m=1

σ (r(x, zm)− log ε)∇r(x, zm)

(32)

Из утверждения 3 также следует, что на ранних этапах обучения
высокие значения ε будут препятствовать обучению модели. Дей-
ствительно, при r(x, zm) � log ε веса перед градиентом будут при-
нимать значения близкие к нулю, а шаги градиентного спуска не
будут оказывать влияния на параметры модели. С другой стороны,
при фиксированном низком значении ε устойчивый к шуму авто-
кодировщик будет обучаться, но не будет качественно отличаться
от обычного вариационного автокодировщика.
Для решения этой проблемы мы предлагаем повышать значение ε
на этапе обучения модели после каждого градиентного шага. По-
ложим величину ε пропорциональной средней оценке на правдопо-
добие данных, где α— гиперпараметр метода.

ε = α exp

(∑
x∈D L(x, θ, φ)

|D|

)
. (33)

Поскольку вычисление
∑

x∈D L(x, θ, φ) по правилу (33) требова-
ло бы проход по всей обучающей выборке для каждого обнов-
ления параметра, в экспериментах эта величина приближалась
экспоненциальным сглаживанием несмещенных оценок величины∑

x∈D L(x, θ, φ).
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