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Излагаются основные понятия теории вероятностных
автоматов, приводятся новые доказательства классических
результатов теории вероятностных автоматов, связанных с
эквивалентностью и редукцией вероятностных автоматов, а
также излагается и доказывается критерий реализуемости
вероятностных реакций конечными вероятностными авто-
матами общего вида, являющийся усилением соответству-
ющего критерия Р.Г.Бухараева и Х.Хомута ([22], [23]).
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Введение

Понятие вероятностного автомата (ВА) впервые было
сформулировано в 1963 г. в основополагающей работе М. Ра-
бина [1]. Данное понятие возникло как синтез понятий конеч-
ного детерминированного автомата [2] и цепи Маркова [3] и бы-
ло предназначено для построения математических моделей ди-
намических систем, в которых присутствует неопределённость,
описываемая статистическими закономерностями. Эта неопреде-
лённость связана:

• с неточностью знаний о состояниях, в которых моделируе-
мые системы находятся в процессе своего функционирова-
ния, и
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• с недетерминированностью правил изменения этих состоя-
ний.

Неопределённость в ВА может быть вызвана различными при-
чинами, которые подразделяются на два класса.

1) Причины из первого класса связаны с природой системы,
моделируемой вероятностным автоматом. К ним относятся:

• влияние случайных факторов на функционирование
системы, например: случайные сбои компонентов си-
стемы или отказы в их работе, случайное изменение
условий функционирования анализируемой системы,
случайность потока заявок в системе массового об-
служивания и т. п.;

• несовершенство (или невозможность) точного измере-
ния состояний этой системы.

2) Второй класс причин связан с преднамеренным внесени-
ем неточности и неопределённости в математические мо-
дели анализируемых систем. Это делается в тех случаях,
когда точные модели анализируемых систем имеют непри-
емлемо высокую сложность и проведение анализа поведе-
ния таких систем возможно только с использованием их
упрощённых моделей, в которых некоторые компоненты
состояний этих систем игнорируются. В частности, ана-
лиз поведения сложной программной системы (например,
операционной системы компьютера) в большинстве случа-
ев возможен только с использованием таких упрощённых
математических моделей этих систем, в которых принима-
ются во внимание значения лишь некоторых программных
переменных, от которых существенно зависит поведение
анализируемой программной системы.

Как правило, моделирование систем при помощи ВА произ-
водится:

• либо с целью анализа свойств этих систем (к числу кото-
рых относятся, например, корректность, безопасность, на-
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дёжность, устойчивость функционирования в непредусмот-
ренных ситуациях и т. д.),

• либо с целью вычисления различных количественных ха-
рактеристик анализируемых систем, среди которых могут
быть, например, следующие:

– частота выполнения тех или иных действий или пере-
ходов в анализируемых системах,

– вероятность отказа компонентов анализируемых си-
стем,

– вероятность вторжения злоумышленника в компью-
терную сеть,

– математическое ожидание времени отклика веб-
сервиса.

Первоначальное понятие ВА, введённое в работе М. Рабина
[1], было предназначено главным образом для изучения вопро-
сов представимости регулярных языков вероятностными авто-
матами. Затем оно было обобщено до такого понятия, которое
позволило моделировать вероятностные преобразователи инфор-
мации. Определение ВА в общей форме было введено независи-
мо в работах Дж. Карлайла [4], Р. Г. Бухараева [5] и П. Штарке
[6].

С начала возникновения понятия ВА исследовательская дея-
тельность в этой области отличалась высокой активностью. Ре-
зультаты первых лет исследований в области ВА были система-
тизированы в книге [7]. Подробный список (около 500) ссылок
на работы с наиболее существенными теоретическими и прак-
тическими результатами по ВА, полученными до 1985 г., можно
найти в фундаментальной монографии Р. Г. Бухараева [8], ко-
торую можно рассматривать как итог первого периода развития
теории ВА, продолжавшегося более двух десятилетий.

В последующие годы произошло некоторое снижение актив-
ности исследований в этой области, но в настоящее время тео-
рия ВА вновь находится в состоянии подъёма. Возрождение ис-
следовательской активности в области ВА в значительной сте-
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пени связано с тем, что в связи с бурным развитием современ-
ных информационных технологий возник широкий круг новых
задач, в решении которых ВА могут служить эффективным ин-
струментом. К числу таких задач относятся задачи в следующих
областях:

• верификация программ и протоколов передачи данных в
компьютерных сетях,

• информационный поиск в Интернете,

• финансово-экономический анализ,

• обработка и извлечение знаний из больших массивов дан-
ных (data mining и process mining), в частности, в задачах
анализа бизнес-процессов, биоинженерии и биоинформати-
ки,

• извлечение смысла из текстов на естественных языках,

• машинное зрение и обработка изображений и др.

Началом современного этапа развития теории ВА можно счи-
тать работу [9], в которой рассмотрены ВА, возникающие при
моделировании параллельных вычислительных систем с асин-
хронным взаимодействием. В качестве вводных текстов в со-
временную теорию ВА можно назвать работы [10] и [11].

Главное отличие нового понятия ВА от того, которое изуча-
лось в предшествующий период, заключается в том, что в новом
понимании ВА определяется как система переходов (transition
system), с которой связано некоторое множество переменных.
ВА функционирует путём выполнения переходов, после каждого
из которых происходит обновление значений переменных этого
ВА. Можно доказать, что если множество переменных ВА ко-
нечно и множества значений этих переменных тоже конечны,
то новое и старое понятия ВА будут эквивалентны.

Наряду с упомянутыми выше понятиями ВА существуют и
другие модели динамических систем со случайным поведением,
например скрытые марковские модели (hidden Markov models)
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[12], байесовские сети (Bayesian networks) [13], вероятност-
ные графические модели [14], марковские решающие процессы
(Markov decision processes) [15], вероятностные I/O автоматы
(probabilistic I/O automata) [16]. Все эти модели являются част-
ными случаями исходного понятия ВА общего вида [8].

Наряду с перечисленными выше моделями в последние годы
изучаются модели динамических систем со случайным поведе-
нием, переходы в которых могут быть ассоциированы не только
с вероятностями их выполнения, но и с модальностями must и
may, которые позволяют существенно усилить выразительные
возможности этих моделей по сравнению с другими упомяну-
тыми выше моделями. Основные концепции и методы, относя-
щиеся к таким моделям, содержатся в статье [17].

Также изучаются и другие обобщения понятия ВА, в част-
ности вероятностные сети Петри [18], [19], ВА с непрерывным
временем [20], вероятностные процессные алгебры [21].

Среди недавних работ российских специалистов по вероят-
ностным автоматам и их приложениям отметим работы [29]–
[36]. В [29] из лагается метод построения детерминированного
аналога вероятностного автомата. В [30] изучается средняя дли-
на кода Хафмана как случайная величина, зависящая от слу-
чайного набора вероятностей кодируемого алфавита и устанав-
ливается асимптотика математического ожидания средней дли-
ны при увеличении мощности алфавита. В [31] изучается фе-
номен поляризации дискретных вероятностных источников. В
[32] предложена математическая модель случайного блуждания
по целочисленной решетке в прямоугольной области на плоско-
сти для представления двух-приоритетной очереди в виде двух
последовательных FIFO-очередей, на основе этой модели пред-
ложен алгоритм, который позволяет для заданных вероятностей
выполнения основных операций с приоритетной очередью на-
ходить оптимальный способ перераспределения памяти после
переполнения одной из FIFO-очередей. В [33] рассматривают-
ся вероятностные модели прогнозирования на примере прогноза
динамики курсов акций. В [34] рассмотрен метод математиче-
ского моделирования на основе вероятностных автоматов неяс-
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ной, неполной и недостоверной информации, ассоциированной
с опытом, практикой и с полученными ранее знаниями. Работа
[35] посвящена применению вероятностных и возможностных
алгоритмов и программ обучения и распознавания в условиях
нечёткого описания медицинских объектов и изменчивости во
времени их вероятностных характеристик. В [36] описывается
критерий реализуемости функций на строках вероятностными
автоматами Мура с числовым выходом.

Вспомогательные понятия

Случайные функции

Понятие случайной функции

Пусть задана пара множеств X, Y .
Случайной функцией (СФ) из X в Y называется произ-

вольная функция f вида

f : X × Y → [0, 1], (1)

удовлетворяющая условиям:

• ∀ x ∈ X множество {y ∈ Y | f(x, y) > 0} конечно или
счётно,

• ∀ x ∈ X
∑
y∈Y

f(x, y) = 1.

Для любых x ∈ X и y ∈ Y значение f(x, y) можно интер-
претировать как вероятность того, что СФ f отображает x в
y.

Если f – СФ из X в Y , то мы будем обозначать этот факт
записью f : X →

r
Y . Мы будем называть X областью опреде-

ления СФ f , а Y – областью значений СФ f .
Если f и g – СФ вида f : X →

r
Y, g : Y →

r
Z то их компо-

зицией называется СФ fg : X →
r
Z, определяемая следующим
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образом:

∀x ∈ X, ∀ z ∈ Z (fg)(x, z)
def
=
∑
y∈Y

f(x, y)g(y, z) (2)

СФ (1) называется детерминированной, если для каждого
x ∈ X существует единственный y ∈ Y , такой, что f(x, y) =
1. Если f – детерминированная СФ вида (1), и x, y – такие
элементы X и Y соответственно, что f(x, y) = 1, то мы будем
говорить, что f отображает x в y.

Для каждого множества X запись idX обозначает детерми-
нированную СФ X →

r
X, которая отображает каждый элемент

x ∈ X в x.

Матрицы, соответствующие конечным случайным функциям

СФ называется конечной (КСФ), если её область определе-
ния и область значений являются конечными множествами.

Пусть задана КСФ f : X →
r

Y , и на X и Y заданы

упорядочения их элементов, которые имеют вид (x1, . . . .xm) и
(y1, . . . , yn) соответственно. Тогда f можно представить в виде
матрицы (обозначаемой тем же символом f)

f =

f(x1, y1) . . . f(x1, yn)
. . . . . . . . .

f(xm, y1) . . . f(xm, yn)

 . (3)

Ниже мы будем отождествлять каждую КСФ f с соответ-
ствующей ей матрицей (3).

Мы будем предполагать, что для каждого множества X,
являющегося областью определения или областью значений
какой-либо из рассматриваемых КСФ, на X задано фиксиро-
ванное упорядочение его элементов. Таким образом, для каждой
рассматриваемой КСФ соответствующая ей матрица определена
однозначно.

Согласно определению произведения матриц, из (2) следует,
что матрица fg является произведением матриц f и g.
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Вероятностные распределения

Вероятностным распределением (или просто распределе-
нием) на множестве X называется произвольная СФ ξ вида

ξ : 1 →
r
X

где 1 – множество, состоящее из одного элемента, который мы
будем обозначать символом e. Совокупность всех распределений
на X мы будем обозначать записью X4. Для каждого x ∈ X
и каждого ξ ∈ X4 значение ξ(e, x) мы будем обозначать более
коротко записью xξ. Для каждого x ∈ X мы будем обозначать
записью ξx распределение из X4, определяемое следующим об-

разом: ∀ y ∈ X yξx
def
= 1, если y = x, и yξx def

= 0, если y 6= x.

Строки и функции на строках

Строки и связанные с ними понятия

Для каждого множества X мы будем обозначать записью X∗

совокупность всех конечных строк, компонентами которых яв-
ляются элементы X. Множество X∗ содержит пустую строку,
она обозначается символом ε.

Для каждого x ∈ X строка, состоящая из одного этого эле-
мента, обозначается той же записью x.

Для каждой строки u ∈ X∗ её длиной называется коли-
чество компонентов этой строки. Длина пустой строки равна
нулю. Длина строки u обозначается записью |u|.

Для каждого целого числа k ≥ 0 записи Xk, X≤k, X<k, X≥k,
X>k, обозначают совокупности всех строк из X∗, длина которых
равна k, меньше или равна k, и т.д., соответственно.

Для каждой пары строк u, v ∈ X∗ их конкатенацией назы-
вается строка, обозначаемая записью uv, и определяемая следу-
ющим образом:

• uε def
= εu

def
= u, и

• если u = x1 . . . xn и v = x′1 . . . x
′
m, то uv

def
= x1 . . . xnx

′
1 . . . x

′
m.
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Для каждой строки u ∈ X∗ запись ũ обозначает строку u,
записанную в обратном порядке, т.е. ε̃ = ε, и если u = x1 . . . xn,
то ũ = xn . . . x1.

Функции на строках

Пусть задано конечное множество X.
Функцией на строках из X∗ мы будем называть произ-

вольную функцию вида f : X∗ → R (где символ R обозначает
множество действительных чисел). Совокупность всех функций
на строках из X∗ мы будем обозначать записью RX∗.

На множестве RX∗ определены следующие операции.

• Для функций f1, f2 ∈ RX∗ их сумма f1 + f2 и разность
f1 − f2 определяются следующим образом:

∀u ∈ X∗
{

(f1 + f2)(u)
def
= f1(u) + f2(u),

(f1 − f2)(u)
def
= f1(u)− f2(u).

(4)

• Для каждого a ∈ R и каждой функции f ∈ RX∗ произве-
дение af определяется следующим образом:

∀u ∈ X∗ (af)(u)
def
= af(u). (5)

Множество RX∗ можно рассматривать как векторное про-
странство над R относительно определённых выше операций
сложения и умножения на числа из R.

Автоматы Мура

Понятие автомата Мура

Автомат Мура – это совокупность объектов

M = (X, Y, S, δ, λ, s0) (6)

(называемая в этом параграфе просто автоматом), компоненты
которой имеют следующий смысл:
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• X, Y , S – множества, элементы которых называются соот-
ветственно входными сигналами, выходными сигнала-
ми, и состояниями автомата M ,

• δ : S × X → S и λ : S → Y – отображения, называемые
соответственно отображением перехода и отображением
выхода автомата M ,

• s0 – элемент S, называемый начальным состоянием ав-
томата M .

Автомат является моделью динамической системы, работа
которой происходит в дискретном времени и заключается в

• изменении состояний под воздействием входных сигналов,
поступающих на её вход, и

• выдаче в каждый момент времени t = 0, 1, . . . некоторого
выходного сигнала.

Функционирование автомата M вида (6) происходит следу-
ющим образом. В каждый момент времени t = 0, 1, . . . автомат

M находится в некотором состоянии s(t), причем s(0)
def
= s0. В

каждый момент времени t автомат M

• получает входной сигнал x(t) ∈ X,

• переходит в состояние s(t+ 1)
def
= δ(s(t), x(t)), и

• выдаёт выходной сигнал y(t)
def
= λ(s(t)).

Достижимые состояния и реакция автомата

Пусть M – автомат вида (6). Для каждого s ∈ S и каждой
строки u ∈ X∗ запись su обозначает состояние, определяемое

индуктивно следующим образом: sε def
= s, и если u = vx, где

v ∈ X∗ и x ∈ X, то su
def
= δ(sv, x). Нетрудно видеть, что если

строка u имеет вид x0 . . . xn то su – это состояние, в которое
перейдёт M через n+ 1 тактов времени, при условии, что
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• в текущий момент времени t он находился в состоянии s,
и

• в моменты t, t+ 1, . . . , t+ n на вход M подавались сигналы
x0, x1, . . . , xn соответственно.

Состояние s ∈ S называется достижимым, если оно имеет
вид s0u для некоторого u ∈ X∗.

Реакция автомата M – это отображение fM : X∗ → Y, опре-
деляемое следующим образом:

∀u ∈ X∗ fM(u)
def
= λ(s0u).

Нетрудно видеть, что если строка u ∈ X∗ имеет вид x0 . . . xn,
то fM(u) – это выходной сигнал, который выдает M в момент
n+1, если в моменты 0, 1, . . . , n на его вход подавались сигналы
x0, x1, . . . , xn соответственно.

Автоматы называются эквивалентными, если их реакции
совпадают.

Достижимая часть автомата

Пусть M – автомат вида (6). Обозначим

• символом S ′ множество всех достижимых состояний M , и

• символом M ′ автомат, получаемый из M заменой S на S ′,
и отображений δ и λ на ограничения этих отображений на
подмножества S ′ ×X и S ′ соответственно.
(нетрудно видеть, что ∀ s ∈ S ′, ∀x ∈ X δ(s, x) ∈ S ′)

Автомат M ′ называется достижимой частью автомата M .
Очевидно, что M и M ′ эквивалентны.

Если X и S конечны, то S ′ может быть найдено следующим
образом: определим последовательность S0 ⊆ S1 ⊆ S2 ⊆ . . ., где

• S0
def
= {s0},

• ∀ i ≥ 0 Si+1
def
= Si ∪ {sx | s ∈ Si, x ∈ X}.
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Т.к. все члены последовательности S0, S1, . . . – подмножества
конечного множества S, то ∃ k < |S| : Sk = Sk+1. Нетрудно
видеть, что Sk = S ′.

Линейные автоматы

Пусть заданы конечное множество X и натуральное число
n.

Линейным автоматом (ЛА) размерности n над X мы будем
называть тройку L вида

L = (ξ0, {Lx | x ∈ X}, λ), (7)

где

• ξ0 – вектор-строка размерности n над R,

• ∀ x ∈ X Lx – квадратная матрица размерности n над R, и

• λ – вектор-столбец размерности n над R.

Для каждого ЛА L мы будем обозначать записью dimL раз-
мерность этого ЛА.

ЛА (7) определяет автомат Мура, обозначаемый тем же сим-
волом L,

• множествами входных и выходных сигналов которого яв-
ляются X и R соответственно,

• множеством состояний которого является совокупность Rn

всех вектор–строк размерности n над R,

• начальным состоянием – вектор-строка ξ0,

• отображение перехода сопоставляет паре (ξ, x) ∈ Rn × X
вектор-строку ξLx, и

• отображение выхода сопоставляет состоянию ξ ∈ Rn число
ξλ ∈ R.
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Нетрудно видеть, что реакция fL данного автомата сопостав-

ляет каждой строке u ∈ X∗ число ξ0Luλ, где Lε def= E (единичная
матрица размерности n), и если строка u имеет вид x1 . . . xk, то

Lu
def
= Lx1 . . . Lxk .
Пусть f – функция из RX∗. Мы будем называть её линей-

но-автоматной функцией (ЛАФ), если для некоторого ЛА L
над X верно равенство f = fL.

Вероятностные автоматы

Понятие вероятностного автомата

Вероятностный автомат (ВА) – это пятерка A вида

A = (X, Y, S, P, ξ0) (8)

компоненты которой имеют следующий смысл.

1) X, Y и S – конечные множества, элементы которых назы-
ваются соответственно входными сигналами, выходны-
ми сигналами и состояниями ВА A.

2) P – СФ вида P : S×X →
r
S×Y , называемая поведением

ВА A. ∀ (s, x, s′, y) ∈ S × X × S × Y значение P (s, x, s′, y)
понимается как вероятность того, что

• если в текущий момент времени (t) A находится в
состоянии s, и в этот момент времени на его вход
поступил сигнал x,
• то в следующий момент времени (t+ 1) A будет нахо-
диться в состоянии s′, и в момент времени t выходной
сигнал A равен y.

3) ξ0 – распределение на S, называемое начальным распре-
делением ВА A. ∀ s ∈ S значение sξ

0
понимается как веро-

ятность того, что в начальный момент времени (t = 0) ВА
A находится в состоянии s.

ВА (8) называется детерминированным, если ξ0 = ξs для
некоторого s ∈ S, и СФ P является детерминированной.

87



А.М. Миронов

Матрицы, связанные с вероятностными автоматами

Пусть A – ВА вида (8), и упорядочение множества S его
состояний имеет вид (s1, . . . , sn). Для любых x ∈ X и y ∈ Y мы
будем обозначать записью Axy матрицу порядка n P (s1, x, s1, y) . . . P (s1, x, sn, y)

. . . . . . . . .
P (sn, x, s1, y) . . . P (sn, x, sn, y)

 (9)

и для любой пары строк u ∈ X∗, v ∈ Y ∗ мы будем обозначать
записью Au,v (запятая в этой записи может опускаться) матрицу
порядка n, определяемую следующим образом:

• Aε,ε = E (единичная матрица),

• если |u| 6= |v|, то Au,v = 0 (нулевая матрица), и

• если u = x1 . . . xk и v = y1 . . . yk, то Au,v = Ax1y1 . . . Axkyk .

Пусть s – произвольное состояние из S, и в упорядочении
элементов S данное состояние имеет номер i (т.е. s = si). Мы
будем называть

• строку номер i матрицы Au,v – строкой s, и обозначать её
записью ~Au,vs

• столбец номер i матрицы Au,v – столбцом s, и обозначать
его записью Au,vs

↓

Для любых s, s′ ∈ S мы будем обозначать записью Au,vs,s′ эле-
мент матрицы Au,v, находящийся в строке s столбце s′.

Если строки u ∈ X∗ и v ∈ Y ∗ имеют вид x0 . . . xk и y0 . . . yk
соответственно, то Au,vs,s′ можно понимать как вероятность того,
что

• если в текущий момент (t) A находится в состоянии s,
и, начиная с этого момента, на вход A последовательно
поступали элементы строки u (т.е. в момент t поступил
сигнал x0, в момент t+ 1 поступил сигнал x1, и т.д.)

• то в моменты t, t + 1, . . . , t + k выходные сигналы A равны
y0, . . . , yk соответственно, и в момент t + k + 1 A будет
находиться в состоянии s′.
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Реакция вероятностного автомата

Пусть заданы ВА A вида (8) и распределение ξ ∈ S4.
Мы будем говорить, что ВА A в момент времени t имеет

распределение ξ, если для каждого состояния s ∈ S вероят-
ность того, что A в момент времени t находится в состоянии s,
равна sξ.

Реакцией ВА A в распределении ξ называется функция

Aξ : X∗ × Y ∗ → R

определяемая следующим образом:

∀u ∈ X∗, ∀ v ∈ Y ∗ Aξ(u, v)
def
= ξAu,vI

где запись I обозначает вектор-столбец порядка |S|, все компо-
ненты которого равны 1.

Реакцией ВА A мы будем называть реакцию этого ВА в его
начальном распределении. Мы будем обозначать реакцию ВА A
записью fA.

Если строки u ∈ X∗ и v ∈ Y ∗ имеют вид x0 . . . xk и y0 . . . yk
соответственно, то fA(u, v) можно понимать как вероятность то-
го, что если, начиная с момента 0, на вход A последовательно
поступали элементы строки u (т.е. в момент 0 поступил сиг-
нал x0, в момент 1 поступил сигнал x1, и т.д.), то в моменты
0, 1, . . . , k выходные сигналы A равны y0, . . . , yk соответственно.

Теорема 1. Если A – ВА вида (8) и ξ ∈ S4, то Aξ – СФ.

Доказательство.
Поскольку ∀u ∈ X∗,∀ v ∈ X∗ значение Aξ(u, v) неотрица-

тельно, то для доказательства теоремы достаточно доказать, что
∀u ∈ X∗

∑
v∈Y ∗

Aξ(u, v) = 1, т.е.

∀u ∈ X∗
∑
v∈Y ∗

ξAu,vI = 1. (10)
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Поскольку Au,v = 0 при |u| 6= |v|, то (10) эквивалентно усло-
вию: ∀ k ≥ 0

∀u ∈ Xk
∑
v∈Y k

ξAu,vI = 1. (11)

Докажем (11) индукцией по k. Если k = 0, то (11) следует
из того, что Aε,ε = E и ξEI = ξI = 1 (т.к. ξ ∈ S4).

Пусть (11) верно для некоторого k. Докажем, что

∀u ∈ Xk+1
∑

v∈Y k+1

ξAu,vI = 1. (12)

(12) эквивалентно соотношению

∀u ∈ Xk, ∀x ∈ X
∑

v∈Y k, y∈Y

ξAux,vyI = 1. (13)

Т.к. Aux,vy = Au,vAxy, то (13) можно переписать в виде

∀u ∈ Xk, ∀x ∈ X
∑
v∈Y k

ξAu,v(
∑
y∈Y

AxyI) = 1. (14)

(14) следует из (11) и равенства∑
y∈Y

AxyI = I (15)

которое верно потому, что если Axy имеет вид (9), то ∀ i ∈
{1, . . . , n} элемент с индексом i столбца

∑
y∈Y

AxyI равен сумме∑
y∈Y, j=1,...,n

P (si, x, sj, y)

которая равна 1, т.к. P – СФ вида P : S ×X →
r
S × Y .

Нетрудно доказать, что если ВА A детерминированный, то
СФ fA – детерминированная.

Распределения ξ1, ξ2 ∈ S4 называются эквивалентными от-
носительно A, если реакции Aξ1 и Aξ2 совпадают, т.е.

∀u ∈ X∗, ∀ v ∈ Y ∗ ξ1A
u,vI = ξ2A

u,vI.

Если распределения ξ1 и ξ2 эквивалентны относительно A, то
мы будем обозначать этот факт записью ξ1 ∼

A
ξ2.
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Базисные матрицы вероятностных автоматов

Ниже мы будем использовать следующее обозначение: для
каждого множества W элементов какого-либо линейного про-
странства мы будем обозначать записью 〈W 〉 подпространство
этого линейного пространства, порожденное векторами из W .

Пусть A – ВА вида (8). Обозначим записью AI совокупность
всех вектор-столбцов вида Au,vI, где u ∈ X∗, v ∈ Y ∗.

Базисной матрицей ВА A называется матрица, обозначае-
мая записью [A], и удовлетворяющая условиям:

• каждый столбец матрицы [A] является элементом AI,

• столбцы матрицы [A] образуют базис пространства 〈AI〉.

Нетрудно видеть, что для любых ξ1, ξ2 ∈ S4

ξ1 ∼
A
ξ2 ⇔ ξ1[A] = ξ2[A].

Для каждого s ∈ S мы будем называть строкой s матрицы
[A] ту её строку, которая содержит значения вида ~Au,vs I. Мы
будем обозначать эту строку записью [A]s.

Матрица [A] м.б. построена при помощи излагаемого ниже
алгоритма.

Пусть k ≥ 0. Обозначим записью AIk совокупность вектор-
столбцов вида Au,vI, где u ∈ X∗, v ∈ Y ∗, |u| = |v| ≤ k. Нетрудно
видеть, что

〈AI0〉 ⊆ 〈AI1〉 ⊆ 〈AI2〉 ⊆ . . . и
⋃
k≥0

〈AIk〉 = 〈AI〉. (16)

Поскольку все пространства 〈AIk〉 являются подпространствами
конечномерного линейного пространства (размерности |S|), то,
следовательно, последовательность включений в (16) не может
неограниченно возрастать, т.е. для некоторого k верны равен-
ства

〈AIk〉 = 〈AIk+1〉 = 〈AIk+2〉 = . . . = 〈AI〉. (17)
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Алгоритм построения матрицы [A] основан на следующей
теореме.

Теорема 2. Если для некоторого k верно равенство

〈AIk+1〉 = 〈AIk〉 (18)

то k обладает свойством (17).

Доказательство.
Достаточно доказать равенство

〈AIk+2〉 = 〈AIk〉. (19)

Пусть V ∈ AIk+2\AIk+1, тогда V имеет вид AxyAu,vI, где x ∈
X, y ∈ Y и |u| = |v| = k + 1. Поскольку Au,vI ∈ AIk+1 ⊆ 〈AIk〉,
то, следовательно, Au,vI является линейной комбинацией вида

Au,vI =
m∑
i=1

λiVi (∀ i = 1, . . . ,m λi ∈ R, Vi ∈ AIk).

Следовательно,

V = Axy
( m∑

i=1

λiVi

)
=

m∑
i=1

λi(A
xyVi) =

m∑
i=1

λiWi (20)

где Wi ∈ AIk+1 ⊆ 〈AIk〉. откуда на основании (20) заключаем,
что V является линейной комбинацией элементов 〈AIk〉, поэто-
му V ∈ 〈AIk〉. Таким образом, AIk+2 ⊆ 〈AIk〉, откуда следует
(19).

Из теоремы 2 непосредственно следует, что если k – наи-
меньший номер, для которого верно (18), то k ≤ |S| − 1.

Используя теорему 2, можно определить следующий ал-
горитм построения матрицы [A]. Мы будем обозначать запи-
сью CA переменную, значениями которой являются множества
вектор-столбцов порядка |S|. Алгоритм состоит из перечислен-
ных ниже трёх шагов. Шаг 2 может выполняться несколько раз.
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1) Значение CA полагается равным {I} (= AI0).

2) Пусть V1, . . . , Vm – список всех столбцов вида AxyV , где
x ∈ X, y ∈ Y и V ∈ CA. Выполняется цикл:

for i=1 to m do {
if Vi 6∈ 〈CA〉 then Vi добавляется к CA

}

3) Если во время выполнения шага 2 множество CA изме-
нилось, то шаг 2 выполняется ещё раз, иначе алгоритм
заканчивает работу.

Обоснуем корректность данного алгоритма. Нетрудно ви-
деть, что если перед выполнением шага 2 было верно равенство
〈CA〉 = 〈AIk〉 для некоторого k ≥ 0, то после выполнения это-
го шага будет верно равенство 〈CA〉 = 〈AIk+1〉. Следовательно,
через не более чем |S| − 1 выполнений шага 2 будет верно ра-
венство 〈CA〉 = 〈AI〉, и шаг 2 выполнится не более |S| раз. По-
скольку каждый добавляемый к CA вектор Vi не принадлежит
пространству 〈CA〉, то, следовательно, в каждый момент вре-
мени CA состоит из линейно независимых векторов, т.е. после
завершения работы алгоритма CA является базисом простран-
ства 〈AI〉.

Матричные обозначения

Мы будем использовать следующие обозначения, связанные
с матрицами.

• Если ξ1 и ξ2 – вектор-строки размерностей n1 и n2 со-
ответственно, то запись (ξ1, ξ2) обозначает вектор-строку
размерности n1 + n2, первые n1 компонентов которой сов-
падают с соответствющими компонентами ξ1, а остальные
компоненты – с соответствующими компонентами ξ2.

• Если λ1 и λ2 – вектор-столбцы размерностей n1 и n2 со-

ответственно, то запись
(
λ1
λ2

)
обозначает вектор-столбец
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размерности n1 + n2, первые n1 компонентов которого сов-
падают с соответствующими компонентами λ1, а остальные
компоненты – с соответствующими компонентами λ2.

• Если A и B – матрицы размерностей (m,n) и (k, l) соответ-

ственно, то запись
(
A 0
0 B

)
обозначает матрицу размер-

ности (m+ k, n+ l), определяемую естественным образом.

• Для каждой матрицы A запись Ã (или A∼) обозначает
матрицу, транспонированную к матрице A.

Эквивалентность вероятностных автоматов

Пусть задана пара ВА A1, A2, у которых одинаковы множе-
ства входных сигналов и множества выходных сигналов, т.е. A1

и A2 имеют вид

Ai = (X, Y, Si, Pi, ξ
0
i ) (i = 1, 2).

A1 и A2 называются эквивалентными, если их реакции сов-
падают, т.е. верно равенство

fA1 = fA2 . (21)

Нетрудно доказать, что равенство (21) равносильно соотно-
шению ξ1 ∼

A
ξ2, где A имеет вид (X, Y, S1 t S2, P, ξ

0), и

∀x ∈ X, y ∈ Y Axy =

(
Axy1 0
0 Axy2

)
,

ξ1 = (ξ01 ,0), ξ2 = (0, ξ02)
(22)

(символы 0 в (22) изображают нулевые матрицы или вектор-
строки соответствующих размеров).

Если ВА A1 и A2 эквивалентны, то мы будем обозначать этот
факт записью A1 ∼ A2.
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Редукция вероятностных автоматов

Редукция ВА заключается в построении по заданному ВА A
такого ВА, который был бы эквивалентен A, и содержал меньше
состояний, чем A (если это возможно). Мы будем рассматривать
два метода редукции: выделение достижимой части и удаление
выпуклых комбинаций.

Выделение достижимой части

Пусть A – ВА вида (8). Понятие достижимого состояния
ВА A определяется рекурсивно: состояние s ∈ S достижимо,
если

• либо sξ0 6= 0,

• либо существует достижимое состояние s′ ∈ S, такое, что

∃x ∈ X, y ∈ Y : P (s′, x, s, y) > 0. (23)

Нетрудно доказать, что A ∼ Ar
def
= (X, Y, Sr, Pr, ξ

0
r ), где

• Sr состоит из всех достижимых состояний ВА A, и

• Pr и ξ0r являются соответствующими ограничениями P и
ξ0.

ВА Ar называется достижимой частью ВА A. Алгоритм по-
строения по заданному ВА его достижимой части аналогичен
соответствующему алгоритму для детерминированных автома-
тов (см. конец пункта ).

Удаление выпуклых комбинаций

Пусть A – ВА вида (X, Y, S, P, ξ0). Мы будем говорить, что
состояние s ∈ S является выпуклой комбинацией других со-
стояний ВА A, если строка s матрицы [A] является выпуклой
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комбинацией других строк этой матрицы, т.е. существует рас-
пределение ξ ∈ (S \ {s})4, удовлетворяющее условию

[A]s =
∑

s′∈S\{s}

(s′)ξ[A]s′ . (24)

Если в множестве S состояний ВА A есть состояние s, явля-
ющееся выпуклой комбинацией других состояний этого ВА, то
можно определить ВА B, который эквивалентен A, и множество
состояний которого имеет вид S \ {s}. Мы будем говорить, что
B получается из A путем удаления выпуклой комбинации s.

Автомат B определяется следующим образом. Пусть упо-
рядочение множества S имеет вид (s1, . . . , sn), и вышепомяну-
тое состояние s является последним в этом упорядочении (т.е.
s = sn). Обозначим символом M матрицу

1 0 . . . 0 0
. . .

0 0 . . . 1 0

sξ1 sξ2 . . . sξn−1 0


и обозначим символом C ВА (X, Y, S,Q, ξ0M), где

∀x ∈ X, y ∈ Y Cxy = AxyM. (25)

Докажем, что ∀u ∈ X∗, v ∈ Y ∗ верно равенство

Cu,vI = Au,vI. (26)

(26) верно, когда u и v имеют разную длину. Для u и v одина-
ковой длины будем доказывать (26) индукцией по длине u.

1) (26) верно, когда u = v = ε.

2) Пусть (26) верно для некоторых u, v. Тогда ∀x ∈ X, y ∈ Y

Cxu,yvI = CxyCu,vI = AxyMAu,vI (27)

(второе равенство в (27) следует из (25) и (26)).
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Докажем, что верно равенство

MAu,vI = Au,vI. (28)

Из (24) следует. что

(sξ1 . . . s
ξ
n−1 0)[A] = [A]sn = (0 . . . 0 1)[A]

откуда следует

M [A] =


1 0 . . . 0 0

. . .
0 0 . . . 1 0
0 0 . . . 0 1

 [A] = [A] (29)

Из (29) следует, что для каждого столбца V , матрицы [A]
верно равенство

MV = V. (30)

Поскольку столбцы [A] образуют базис 〈AI〉, то, следова-
тельно, (30) верно в том случае, когда V является произ-
вольным элементом 〈AI〉. В частности, (30) верно для всех
векторов из AI. Таким образом, равенство (28) доказано.

Из (28) и из (27) следует, что

Cxu,yvI = AxyMAu,vI = AxyAu,vI = Axu,yvI. (31)

Таким образом, если (26) верно, то будет верно равенство,
получаемое из (26) заменой u на xu, а v – на yv.

Следовательно, (26) верно для всех u ∈ X∗, v ∈ Y ∗.
Докажем, что ВА A и C эквивалентны, т.е. fA = fC . Данное

равенство равносильно утверждению

∀u ∈ X∗, ∀ v ∈ Y ∗ ξ0Au,vI = ξ0MCu,vI. (32)

(32) следует из (26) и из (28).
Заметим, что состояние sn ВА C не является достижимым.

Действительно, т.к. последний столбец матрицы M является
нулевым, то
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• значение sξ0Mn , которое является последним элементом век-
тор-строки ξ0M , равно 0, и

• для каждого x ∈ X и каждого y ∈ Y последний столбец
матрицы Cxy = AxyM является нулевым, поэтому неравен-
ство (23), в котором P заменено на Q, и s – на sn, неверно
для каждого s′ ∈ S.

Искомый ВА B определяется как ВА, получаемый из ВА
C удалением недостижимого состояния sn и соответствующим
ограничением поведения и начального распределения ВА C. Из
утверждения в пункте 2 следует, что C ∼ B. Поскольку свой-
ство эквивалентности ВА является транзитивным, то из A ∼ C
и C ∼ B следует, что A ∼ B.

Метод распознавания выпуклых комбинаций состояний

Для реализации изложенного в предыдущем пункте метода
редукции ВА путем удаления выпуклых комбинаций состояний
необходимо иметь алгоритм решения следующей задачи: пусть
задан ВА A, и s – одно из состояний этого ВА, требуется

• определить, является ли состояние s выпуклой комбина-
цией других состояний ВА A, т.е. является ли строка [A]s
выпуклой комбинацией других строк матрицы [A], и

• если ответ на этот вопрос положителен, то найти коэффи-
циенты этой выпуклой комбинации.

Данную задачу можно свести к задаче линейного програм-
мирования (ЗЛП), на основе нижеследующей теоремы.

Теорема 3.
Пусть задан ВА A, и s – одно из состояний этого ВА. Обо-

значим записью {W1, . . . ,Wm} совокупность строк матрицы [A],
за исключением строки [A]s.

Тогда следующие утверждения эквивалентны.
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1) [A]s является выпуклой комбинацией строк {W1, . . . ,Wm},
т.е.

∃ (ξ1, . . . , ξm) ∈ {1, . . . ,m}4 : [A]s =
m∑
i=1

ξiWi. (33)

2) Существует решение ЗЛП, в которой

• множество переменных имеет вид

{x1, . . . , xm, y1, . . . , yn}

где n – число состояний ВА A,

• ограничения в форме неравенств имеют вид xi ≥ 0 и
yj ≥ 0, где i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n},
• ограничения в форме равенств выражаются в виде

матричного равенства (X, Y )

(
W
En

)
= [A]s, где

– X и Y – вектор-строки переменных:

X = (x1, . . . , xm), Y = (y1, . . . , yn).

– W – матрица, получаемая из [A] путем удаления
строки [A]s,

– En – единичная матрица порядка n,

а также равенства
m∑
i=1

xi +
n∑
i=1

yi = 1,

• целевая функция имеет вид
n∑
i=1

yi → min,

и значение целевой функции на этом решении равно 0.

Доказательство.
Пусть верно утверждение 1. Тогда решение ЗЛП имеет вид

x1 = ξ1, . . . , xm = ξm, y1 = 0, . . . , yn = 0.
Обратно, пусть верно утверждение 2, т.е. существует реше-

ние ЗЛП, значение целевой функции на котором равно 0. Тогда
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из ограничения yj ≥ 0 (j = 1, . . . , n) следует, что значения пере-
менных y1, . . . , yn на этом решении равны 0. Нетрудно видеть,
что совокупность (ξ1, . . . , ξm) значений переменных x1, . . . , xm на
этом решении удовлетворяет условиям в соотношении (33).

Отметим, что одно из опорных решений ЗЛП, сформулиро-
ванной в теореме 3, имеет вид X = 0, Y = [A]s.

Вероятностные реакции

Понятие вероятностной реакции

Пусть X и Y – конечные множества.
Вероятностной реакцией (ВР) из X в Y называется СФ

f : X∗ →
r
Y ∗, удовлетворяющая условию: ∀u ∈ X∗,∀ v ∈ Y ∗

если |u| 6= |v|, то f(u, v) = 0
∀x ∈ X f(u, v) =

∑
y∈Y

f(ux, vy). (34)

Запись R(X, Y ) обозначает совокупность всех ВР из X в Y .

Теорема 4.
Для каждого ВА A = (X, Y, S, P, ξ0) и каждого ξ ∈ S4

Aξ ∈ R(X, Y ).

Доказательство.
Докажем, что ∀u ∈ X∗,∀ v ∈ Y ∗ СФ f

def
= Aξ удовлетворяет

условию (34).

• Если |u| 6= |v|, то Au,v = 0, поэтому Aξ(u, v) = ξAu,vI = 0,

• ∀ x ∈ X ∑
y∈Y

Aξ(ux, vy) =
∑
y∈Y

ξAux,vyI =

=
∑
y∈Y

ξAu,vAxyI = ξAu,v(
∑
y∈Y

AxyI) =

= ξAu,vI = Aξ(u, v)

(35)

(в (35) используется равенство (15)).
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Остаточные вероятностные реакции

Пусть заданы

• конечные множества X и Y ,

• ВР f ∈ R(X, Y ), и

• строки u ∈ X∗, v ∈ Y ∗, такие, что f(u, v) 6= 0.

Обозначим записью fu,v функцию вида fu,v : X∗ × Y ∗ → R,
определяемую следующим образом:

∀u′ ∈ X∗,∀ v′ ∈ Y ∗ fu,v(u
′, v′)

def
=
f(uu′, vv′)

f(u, v)
. (36)

Теорема 5.
Если f ∈ R(X, Y ) и f(u, v) 6= 0, то функция fu,v, определяе-

мая соотношением (36), является СФ.

Доказательство.
Поскольку все значения функции fu,v неотрицательны, то

достаточно доказать, что

∀u′ ∈ X∗
∑
v′∈Y ∗

fu,v(u
′, v′) = 1. (37)

(37) эквивалентно соотношению

∀u′ ∈ X∗
∑
v′∈Y ∗

f(uu′, vv′) = f(u, v). (38)

Из предположения f(u, v) 6= 0 следует, что |u| = |v|. Поэтому
f(uu′, vv′) = 0 при |u′| 6= |v′|, и, следовательно, (38) эквивалент-
но условию: ∀ k ≥ 0

∀u′ ∈ Xk
∑
v′∈Y k

f(uu′, vv′) = f(u, v). (39)

Докажем (39) индукцией по k. Если k = 0, то (39), очевидно,
верно. Пусть (39) верно для некоторого k. Докажем, что

∀u′ ∈ Xk+1
∑

v′∈Y k+1

f(uu′, vv′) = f(u, v). (40)
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(40) эквивалентно утверждению: ∀u′ ∈ Xk, ∀x ∈ X∑
v′∈Y k, y∈Y

f(uu′x, vv′y) = f(u, v). (41)

Поскольку ∀x ∈ X, ∀u′ ∈ Xk, ∀ v′ ∈ Y k

f(uu′, vv′) =
∑
y∈Y

f(uu′x, vv′y)

то (41) можно переписать следующим образом:∑
v′∈Y k, y∈Y

f(uu′x, vv′y) =
∑

v′∈Y k

(
∑
y∈Y

f(uu′x, vv′y)) =

=
∑

v′∈Y k

f(uu′, vv′) = f(u, v).
(42)

Последнее равенство в (42) совпадает с равенством в (39), и оно
верно по индуктивному предположению.

Теорема 6.
Если f ∈ R(X, Y ) и f(u, v) 6= 0, то fu,v ∈ R(X, Y ).

Доказательство.
Требуется доказать, что ∀u′ ∈ X∗,∀ v′ ∈ Y ∗

если |u′| 6= |v′|, то fu,v(u′, v′) = 0
∀x ∈ X fu,v(u

′, v′) =
∑
y∈Y

fu,v(u
′x, v′y). (43)

Из условия f(u, v) 6= 0 следует, что |u| = |v|, поэтому, согласно
определению функции fuv, можно переписать (43) следующим
образом:

если |uu′| 6= |vv′|, то f(uu′, vv′) = 0
∀x ∈ X f(uu′, vv′) =

∑
y∈Y

f(uu′x, vv′y). (44)

Первое утверждение в (44) верно потому, что f – ВР, а
второе утверждение следует из доказанного выше соотношения

102



Основные понятия теории вероятностных автоматов

(39) (в данном случае k = 1).

Теорема 7.
Если f ∈ R(X, Y ), f(u, v) 6= 0 и f(uu′, vv′) 6= 0, то

fuu′,vv′ = (fu,v)u′,v′ .

Доказательство.
∀u′′ ∈ X∗,∀ v′′ ∈ Y ∗

(a) fuu′,vv′(u′′, v′′) = f(uu′u′′,vv′v′′)
f(uu′,vv′)

(b) (fu,v)u′,v′(u
′′, v′′) = fu,v(u′u′′,v′v′′)

fu,v(u′,v′)
= f(uu′u′′,vv′v′′)/f(u,v)

f(uu′,vv′)/f(u,v)

Нетрудно видеть, что правые части в (a) и (b) совпадают.

Если f ∈ R(X, Y ) и u, v – строки из X∗ и Y ∗ соответственно,
такие, что f(u, v) 6= 0, то fu,v называется остаточной ВР для f .
Мы будем обозначать записью Sf совокупность всех остаточных
ВР для f . Отметим, что f ∈ Sf , т.к. f(ε, ε) = 1, поэтому fε,ε = f .

Обозначим записью Af пятерку (X, Y, Sf , Pf , ξf ), где Pf –
СФ вида

Pf : Sf ×X →
r
Sf × Y,

определяемая следующим образом:

∀ g, g′ ∈ Sf , ∀x ∈ X, ∀ y ∈ Y

Pf (g, x, g
′, y)

def
=

{
g(x, y), если g′ = gx,y,
0, иначе.

(45)

Теорема 8.
Если f ∈ R(X, Y ) и |Sf | <∞, то Af – ВА, и fAf

= f .

Доказательство.
Из определения СФ Pf следует, что для любых g ∈ Sf , x ∈

X, y ∈ Y , таких, что g(x, y) 6= 0, верно равенство

ξgA
xy
f = g(x, y)ξgx,y . (46)
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(напомним, что ξg – распределение, такое, что ∀h ∈ Sf hξg = 1,
если h = g, и hξg = 0, если h 6= g).

Докажем, что ∀u ∈ X∗, ∀ v ∈ Y ∗ : f(u, v) 6= 0

ξfA
u,v
f = f(u, v)ξfu,v . (47)

Доказательство будем вести индукцией по длине u.
Если |u| = 0, т.е. u = v = ε, то обе части (47) равны ξf .
Иначе u и v имеют вид u′x и v′y соответственно, при-

чём f(u′, v′) 6= 0, (т.к. если f(u′, v′) = 0 =
∑
y′∈Y

f(u′x, v′y′), то

f(u, v) = f(u′x, v′y) = 0), и, по индуктивному предположению,
верно равенство

ξfA
u′,v′

f = f(u′, v′)ξfu′,v′ . (48)

Используя (46), (48) и теорему 7, получаем цепочку равенств

ξfA
u,v
f =

= ξfA
u′x,v′y
f = ξfA

u′,v′

f Ax,yf =
= f(u′, v′)ξfu′,v′A

x,y
f =

= f(u′, v′)fu′,v′(x, y)ξ(fu′,v′ )x,y =

= f(u′, v′)f(u
′x,v′y)

f(u′,v′)
ξfu′x,v′y =

= f(u′x, v′y)ξfu′x,v′y = f(u, v)ξfu,v .

(49)

Таким образом, для любых u ∈ X∗, v ∈ Y ∗, таких, что f(u, v) 6=
0, верно равенство (47), из которого следует цепочка равенств

A
ξf
f (u, v) = ξfA

u,v
f I =

= f(u, v)ξfu,vI = f(u, v) · 1 = f(u, v).

Следовательно, в случае f(u, v) 6= 0 верно равенство

fAf
(u, v)

def
= A

ξf
f (u, v) = f(u, v). (50)

Докажем, что (50) верно и в случае f(u, v) = 0.

• Если |u| 6= |v|, то левая часть (50) равна 0 по определению
матриц вида Au,v.
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• Пусть |u| = |v| > 0, и u и v имеют вид x1 . . . xn и y1 . . . yn
соответственно. Существуют номер k ∈ {1, . . . , n} и строки
u′, v′, такие, что

u = u′xk . . . xn, v = v′yk . . . yn,
f(u′, v′) 6= 0, f(u′xk, v

′yk) = 0.
(51)

Имеем цепочку равенств

A
ξf
f (u, v) = ξfA

u′,v′

f Axk,ykf . . . Axn,ynf I =
= f(u′, v′)ξfu′,v′A

xk,yk
f . . . Axn,ynf I

(52)

Строка ξfu′,v′A
xk,yk
f является нулевой, поскольку её элемен-

ты имеют вид
Pf (g, xk, g

′, yk) (53)

где g = fu′,v′, и, согласно определению (45) СФ Pf , элемент
(53) отличен от 0 если и только если fu′,v′(xk, yk) 6= 0, т.е.
f(u′xk, v

′yk) 6= 0. Учитывая (51), получаем, что все элемен-
ты (53) равны 0, т.е. ξfu′,v′A

xk,yk
f является нулевой строкой.

Таким образом, правая часть в (52) равна 0, откуда сле-
дует, что равенство (50) в рассматриваемом случае также
верно.

Реализуемость вероятностных реакций

ВР f называется реализуемой, если ∃ ВА A : fA = f .
Согласно теореме 8, если |Sf | < ∞, то f реализуема. Об-

ращение этого утверждения неверно: согласно нижеследующей
теореме, существует реализуемая ВР f , такая, что |Sf | =∞.

Теорема 9.
Пусть f = fA, где A – ВА вида (X, Y, S, P, ξ0), компоненты

которого удовлетворяют условиям:

|S| = 2, ξ0 = (1, 0),

∃x ∈ X, ∃ y ∈ Y : Ax,y = α

(
1 β
0 1

)
(α, β ∈ (0, 1)).
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Тогда |Sf | =∞.

Доказательство.

Если uk = x . . . x︸ ︷︷ ︸
k

, vk = y . . . y︸ ︷︷ ︸
k

, то Auk,vk = αk
(

1 kβ
0 1

)
,

поэтому f(uk, vk) = αk(1 + kβ). ∀ k ≥ 1 определена остаточная
ВР fuk,vk , и нетрудно видеть, что ∀ s ≥ 1

fuk,vk(us, vs) = f(ukus,vkvs)
f(uk,vk)

= αk+s(1+(k+s)β)
αk(1+kβ)

= αs(1+(k+s)β)
1+kβ

.

Если для некоторых k1, k2 ≥ 1 функции fuk1 ,vk1 и fuk2 ,vk2 совпа-
дают, то

∀ s ≥ 1 αs(1+(k1+s)β)
1+k1β

= αs(1+(k2+s)β)
1+k2β

,

откуда следует, что k1 = k2. Таким образом, при различных k
функции fuk,vk различны, т.е. |Sf | =∞.

Пусть X и Y – конечные множества. Мы будем использовать
следующие определения и обозначения.

• Запись [0, 1]X
∗×Y ∗ обозначает множество функций вида

f : X∗ × Y ∗ → [0, 1].

• Для каждого Γ ⊆ [0, 1]X
∗×Y ∗ конусом над Γ называется

подмножество C0(Γ) ⊆ [0, 1]X
∗×Y ∗, состоящее из функций

вида
n∑
i=1

aifi, где

– ∀ i = 1, . . . , n ai ∈ [0, 1], fi ∈ Γ,
n∑
i=1

ai ≤ 1, и

– ∀ (u, v) ∈ X∗ × Y ∗
( n∑
i=1

aifi

)
(u, v)

def
=

n∑
i=1

aifi(u, v).

• ∀ x ∈ X, ∀ y ∈ Y запись Dxy обозначает отображение вида

Dxy : [0, 1]X
∗×Y ∗ → [0, 1]X

∗×Y ∗ ,

106



Основные понятия теории вероятностных автоматов

называемое сдвигом, сопоставляющее каждой функции f
из [0, 1]X

∗×Y ∗ функцию, обозначаемую записью fDxy, где

∀u ∈ X∗,∀ v ∈ Y ∗ (fDxy)(u, v)
def
= f(xu, yv). (54)

• Подмножество Γ ⊆ [0, 1]X
∗×Y ∗ называется устойчивым от-

носительно сдвигов, если

∀ f ∈ Γ, ∀x ∈ X, ∀ y ∈ Y fDxy ∈ C0(Γ).

Теорема 10.
Пусть X и Y – конечные множества, и f ∈ R(X, Y ). Следу-

щие условия эквивалентны:

• f реализуема,

• ∃ конечное Γ ⊆ R(X, Y ), устойчивое относительно сдвигов,
и такое, что f ∈ C0(Γ).

Доказательство.
Пусть f реализуема, т.е. ∃ ВА A = (X, Y, S, P, ξ0):

∀u ∈ X∗,∀ v ∈ Y ∗ f(u, v) = ξ0Au,vI.

∀ s ∈ S обозначим записью As ВА (X, Y, S, P, ξs). В качестве
искомого Γ можно взять множество {fAs | s ∈ S}.

f ∈ C0(Γ), т.к. f =
∑
s∈S

sξ
0
fAs, и Γ ⊆ R(X, Y ) (по теореме 4).

Докажем, что Γ устойчиво относительно сдвигов, т.е. ∀ s ∈
S, ∀x ∈ X, ∀ y ∈ Y fAsD

xy ∈ C0(Γ). Согласно (54),

∀u ∈ X∗, ∀ v ∈ Y ∗
(fAsD

xy)(u, v) = fAs(xu, yv) = ξsA
xu,yvI = ξsA

xyAu,vI.
(55)

Нетрудно видеть, что

ξsA
xyAu,vI =

∑
s′∈S

as′fAs′
(u, v)

где ∀ s′ ∈ S as′ – компонента вектор-строки ξsAxy, соответству-
ющая состоянию s′ (т.е. элемент матрицы Axy, находящийся в
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строке s столбце s′). Свойства ∀ s′ ∈ S as′ ∈ [0, 1] и
∑
s′∈S

as′ ≤ 1

являются следствием соответствующих свойств матрицы Axy.
Обратно, пусть f ∈ C0(Γ), где Γ = {f1, . . . , fn} ⊆ R(X, Y ), и

Γ устойчиво относительно сдвигов. Определим A как ВА

A
def
= (X, Y, S, P, ξ0), (56)

компоненты которого имеют следующий вид.

• S def
= {1, . . . , n}.

• ξ0 = (a1, . . . , an), где a1, . . . , an – коэффициенты представ-
ления f в виде суммы

f =
n∑
i=1

aifi, где ∀ i = 1, . . . , n ai ≥ 0,
n∑
i=1

ai ≤ 1. (57)

По предположению, f ∈ R(X, Y ), в частности, f(ε, ε) = 1,

откуда следует равенство
n∑
i=1

ai = 1, поэтому ξ0 ∈ S4.

• Поведение P : S×X ×S×Y → [0, 1] ВА (56) определяется
матрицами Axy порядка n (x ∈ X, y ∈ Y ):

P (i, x, j, y)
def
= Axyij ,

где ∀x ∈ X, ∀ y ∈ Y, ∀ i = 1, . . . , n строка i матрицы Axy

состоит из элементов ai1, . . . , ain представления функции

fiD
xy в виде суммы

n∑
j=1

aijfj (∀ i, j aij ≥ 0,
n∑
j=1

aij ≤ 1).

Докажем, что P является СФ вида S×X →
r
S×Y . Данное

утверждение эквивалентно соотношению
( ∑
y∈Y

Axy
)
I = I.

∀ i = 1, . . . , n из

fiD
xy =

n∑
j=1

Axyij fj (58)
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следует, что

(fiD
xy)(ε, ε) =

n∑
j=1

Axyij fj(ε, ε). (59)

Т.к. ∀ i = 1, . . . , n fj ∈ R(X, Y ), то fj(ε, ε) = 1. Кроме
того, левая часть (59) равна fi(x, y). Поэтому (59) можно

переписать в виде fi(x, y) =
n∑
j=1

Axyij , откуда следует соот-

ношение ∑
y∈Y

fi(x, y) =
∑
y∈Y

n∑
j=1

Axyij . (60)

Т.к. fi ∈ R(X, Y ), то, согласно второму соотношению в
(34), левая часть (60) равна fi(ε, ε), т.е. равна 1. Учитывая
это, и поменяв порядок суммирования в правой части (60),
получаем соотношение

n∑
j=1

∑
y∈Y

Axyij = 1. (61)

Нетрудно видеть, что истинность (61) ∀ i = 1, . . . , n экви-

валентна доказываемому равенству
( ∑
y∈Y

Axy
)
I = I.

Докажем, что реакция ВА (56) совпадает с f , т.е.

∀u ∈ X∗, ∀ v ∈ Y ∗ ξ0Au,vI = f(u, v). (62)

Если |u| 6= |v|, то левая часть равенства в (62) равна 0 по опреде-
лению матриц вида Au,v, и правая часть равенства в (62) равна
0 согласно предположению f ∈ R(X, Y ) и первому соотношению
в (34).

Пусть |u| = |v|. Докажем (индукцией по |u|), что

Au,vI =

 f1(u, v)
. . .
fn(u, v)

 . (63)
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Если u = v = ε, то обе части (63) равны I.
Если u = xu′ и v = yv′, то, предполагая верным равенство

(63), в котором u и v заменены на u′ и v′, имеем:

Au,vI = Axu
′,yv′I = AxyAu

′,v′I = Axy

 f1(u
′, v′)

. . .
fn(u′, v′)

 =

=


n∑
i=1

Axy1j fj(u
′, v′)

. . .
n∑
i=1

Axynjfj(u
′, v′)

 .

(64)

Из (58) следует, что правую часть в (64) можно переписать в
виде  (f1D

xy)(u′, v′)
. . .
(fnD

xy)(u′, v′)

 . (65)

Согласно определению (54) функций вида fDxy, столбец (65)
совпадает с правой частью доказываемого равенства (63).

Таким образом, равенство (63) доказано. Согласно этому ра-
венству, левая часть доказываемого равенства (62) равна

ξ0

 f1(u, v)
. . .
fn(u, v)

 =
n∑
i=1

ξ0i fi(u, v). (66)

По определению ξ0 (см. (57)), правая часть (66) равна f(u, v),
т.е. правой части доказываемого равенства (62).

Заключение

В настоящей статье рассмотрены основные понятия тео-
рии вероятностных автоматов, приведены новые доказательства
классических результатов теории вероятностных автоматов, свя-
занных с эквивалентностью и редукцией вероятностных автома-
тов, а также сформулирован и доказан критерий реализуемости
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вероятностных реакций конечными вероятностными автоматами
общего вида, являющийся усилением соответствующего крите-
рия Р.Г.Бухараева и Х.Хомута ([22], [23]). Однако проверка
этого критерия для заданной ВР f может представлять неко-
торые трудности, поскольку для доказательства реализуемости
f необходимо построить конечное множество ВР Γf , удовлетво-
ряющее условию теоремы 10. Одним из направлений развития
изложенного в настоящей работе результата может быть нахож-
дение стратегий построения для заданной ВР f соответствуще-
го множества ВР Γf .

Кроме того, поскольку множество Γf для заданной ВР f
можно рассматривать как множество состояний одного из ВА,
реакция которого совпадает с f , то, следовательно, к проблеме
построения для заданной ВР f соответствующего множества Γf
с наименьшим возможным числом элементов сводится проблема
построения для заданного ВА A такого ВА, реакция которого
совпадает с реакцией ВА A, и который содержит наименьшее
возможное число состояний (поскольку в качестве исходной ВР
f можно рассматривать реакцию ВА A). Данная проблема из-
вестна как проблема минимизации автоматов, и является одним
из наиболее популярных предметов исследований в области тео-
рии вероятностных автоматов. Среди последних результатов, от-
носящихся к решению данной проблемы, отметим работы [26]–
[28]. Одним из путей развития данных результатов может быть
разработка на их основе методов построения для заданной ВР f
соответствующего множества Γf , которое содержит как можно
меньшее число элементов.
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Main concepts of a theory of probabilistic
automata

A.M. Mironov

The basic concepts of a theory of probabilistic automata
are presented. We deliver new proofs of classical theorems
related to equivalence and reduction of probabilistic automata.
We provide and prove a new criterion of realizability
of probabilistic reactions by finite probability automata of
general form.
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