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В работе полностью описана структура множества обрати-

мых клеточных автоматов в классах бинарных клеточных ав-

томатов с локальными функциями переходов из классов Поста.

Введение

Клеточные автоматы (КА) являются дискретными математиче-
скими моделями широкого класса реальных систем вместе с проте-
кающими в них процессами. Важное семейство клеточных автоматов
образуют обратимые КА, то есть такие, в которых «предыстория»
возникновения конфигурации определяется однозначно. Эти объек-
ты имеют много приложений, в том числе в вопросах защиты инфор-
мации.

При изучении процесса функционирования клеточного автомата
естественным образом возникает понятие информационного конуса
[1], представляющего из себя функцию зависимости состояния ячейки
от начального состояния КА, проиндексированную моментами време-
ни. Для фиксированного момента времени информационный конус
является суперпозицией локальных функций перехода. Множество
информационных конусов представляет из себя некоторую логику,
которая композиционно (и даже суперпозиционно) замкнута. Эта ло-
гика, итеративно развиваясь во времени, определяет логику поведе-
ния любого фрагмента КА, а в пределе и всего КА. Тем самым логи-
ка ячейки выступает в качестве порождающего элемента для логи-
ки всего КА. В двухзначном случае Постом описаны все замкнутые
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логики. Естественно рассмотреть расслоение всех клеточных автома-
тов на типы, соответствующие классам Поста, и явление обратимости
изучать с точностью до указанного расслоения.

В данной работе решается задача описания распределения ло-
кальных функций переходов (ЛФП) обратимых бинарных клеточных
автоматов по классам Поста и исследованию свойств множеств обра-
тимых КА с ЛФП из некоторого класса Поста. Как оказалось, все
классы Поста по отношению к свойству обратимости можно разде-
лить на три типа. К первому типу естественно отнести классы, в
которых свойство обратимости разрешимо из-за того, что нетриви-
альных обратимых КА в таких классах нет. Ко второму — классы, в
которых обратимость разрешима, причем причиной этой разрешимо-
сти является некоторое «хорошее» свойство функций из этого класса
Поста. К третьему — классы, в которых обратимость не является раз-
решимой. Оказалось, что множество классов первого типа — счетно,
второго и третьего — конечно. Для каждого класса Поста явно ука-
зано, к какому типу он принадлежит.

Автор выражает благодарность своему научному руководителю
академику Кудрявцеву В.Б., без помощи и поддержки которого ре-
зультаты, составляющие содержание данной работы, не существова-
ли бы.

1. Основные понятия и результаты

Формально клеточный автомат σ представляет из себя четверку
вида (Zk, En, V, ϕ), где Z

k — совокупность всех k-мерных векторов с
целочисленными координатами, En — конечное множество из n эле-
ментов, природа которых не существенна. Для простоты их можно
считать числами из множества {0, 1, . . . , n−1}. V = {v1, v2, . . . , vm} —
упорядоченный набор различных ненулевых векторов из Z

k.
ϕ : (En)m+1 7→ En, ϕ(0, 0, . . . , 0) = 0. Элементы множества Z

k назы-
ваются ячейками, En — состояниями ячеек, 0 — состояние покоя. При
помощи шаблона соседства V каждой ячейке α ставится в соответ-
ствие набор векторов V (α) = {α, α + v1, α + v2, . . . , α + vm}, который
называется ее окрестностью. Функция ϕ называется локальной функ-
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цией переходов клеточного автомата. Клеточный автомат, имеющий
только два состояния ячейки, называется бинарным.

Функции g : Z
k 7→ En называются состояниями КА. Множество

всех состояний обозначается через En
Z

k

. Основная функция перехо-
дов Φ задается как отображение множества всех состояний клеточ-
ного автомата σ в себя, причем если g = Φ(g ′), то для любой ячейки
α выполняется g(α) = ϕ(g′(α), g′(α + v1), g

′(α + v2), . . . , g
′(α + vm)).

Функционирование КА определяется как последовательность его со-
стояний g0, g1, g2, . . ., получающаяся в результате применения основ-
ной функции переходов к некоторому его состоянию g0, то есть
gt = Φ(gt−1) = Φt(g0), t ∈ N. Состояние клеточного автомата, в кото-
ром только конечное число ячеек находится в ненулевом состоянии,
называется конфигурацией.

При исследовании локальных свойств КА приходится рассмат-
ривать некоторые подмножества множества ячеек Z

k. Конечные не-
пустые множества ячеек клеточного автомата σ называются бло-
ками. Конфигурацией блока B называется ограничение некоторо-
го состояния КА на этот блок, то есть функция f : B 7→ En.
Множество всех конфигураций блока B обозначается через En

B .
Блок V (B) =

⋃
α∈B

V (α) называется окрестностью блока B. Ограни-

чение основной функции переходов на блок B приводит к функции
Φ|

B
: En

V (B) 7→ En
B, которая соответствует изменению конфигура-

ции f блока B в результате функционирования клеточного автомата,
а именно Φ|

B
(f)(α) = ϕ(f(α), f(α + v1), f(α + v2), . . . , f(α + vm)),

∀α ∈ B.
Клеточный автомат, основная функция переходов которого инъ-

ективна на множестве всех конфигураций, называется обратимым.
По теореме Мура-Майхилла [1, 2], множество обратимых клеточных
автоматов совпадает с множеством КА, основная функция переходов
которых является сюръективной.

Обозначим через BCA(K) класс бинарных клеточных автоматов
(БКА) с локальными функциями перехода, принадлежащими неко-
торому классу Поста K [3]. Назовем нетривиальным БКА, локаль-
ная функция перехода которого существенно зависит как минимум
от двух переменных.
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Теорема 1. Нетривиальные обратимые БКА содержатся в тех и

только тех классах BCA(K), для которых справедливо K ⊇ L4.

В работе [6] установлено, что конструктивного способа провер-
ки на обратимость для класса BCA(P2) не существует. Следующее
утверждение дает усиление указанного результата

Теорема 2. Свойство обратимости неразрешимо в классе BCA(K)
тогда и только тогда, когда K ⊇ D1.

2. Доказательства утверждений

Для понятий, связанных с функциями алгебры логики, мы будем
использовать терминологию, принятую в книге [3]. Доказательству
фактов этого параграфа предпошлем одно важное замечание, суще-
ственно упрощающее изложение.

Пусть свойство обратимости разрешимо в классе BCA(K). Тогда
для любого класса K ′, содержащегося в K, в классе BCA(K ′) оно то-
же разрешимо. Причем для распознавания обратимости в BCA(K ′)
можно использовать тот же алгоритм, что и в BCA(K). Пусть те-
перь свойство обратимости не разрешимо в классе BCA(K). Тогда
оно не может быть разрешимо и в любом более богатом классе, чем
BCA(K ′), K ⊆ K ′.

Из вышесказанного следует, что для описания всех случаев до-
статочно указать наиболее богатые разрешимые и наиболее бедные
неразрешимые классы.

Далее нам потребуется несколько простых фактов об обратимых
бинарных клеточных автоматах. Для полноты изложения приведем
их с доказательствами.

Утверждение 1. Пусть КА σ = (Zk, E2, V, ϕ) — обратим. Тогда

число наборов, на которых функция ϕ принимает значение 1, совпа-

дает с числом наборов, на которых ϕ принимает значение 0.

Доказательство. Воспользуемся теоремой 1.1.3 из работы [1], ко-
торая, как нетрудно убедиться, допускает следующую переформули-
ровку в терминах обратимых КА:
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Рис. 1. Распределение обратимых КА по классам Поста.

Теорема 3. Клеточный автомат σ является обратимым тогда и

только тогда, когда для любой конфигурации f любого ее блока B

число конфигураций g блока V (B), удовлетворяющих соотношению

Φ|
B

(g)=f, равно n|V (B)\B|, где |V (B)\B| — число ячеек блока V (B)\B.

Рассмотрим блок, состоящий из одной ячейки α. В соответствии с
утверждением теоремы получаем, что число прообразов конфигура-
ции f(α) = 1, совпадает с числом прообразов конфигурации f(α) = 0,
откуда следует справедливость утверждения.
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Утверждение 2. Пусть КА σ = (Zk, E2, V, ϕ) — обратим. Тогда

существует набор α, в котором только одна компонента равна еди-

нице, такой, что ϕ(α) = 1.

Доказательство. Допустим противное. Рассмотрим конфигура-
цию f , содержащую ровно одну ячейку в состоянии 1. Заметим, что
Φ(0) = Φ(f) ≡ 0, где 0 — тождественно равная нулю конфигурация.
Следовательно, КА σ не является обратимым. Утверждение доказа-
но.

Утверждение 3. Пусть КА σ = (Zk, E2, V, ϕ) — обратим, и

ϕ(1, 1, . . . , 1) = 1. Тогда КА σ? = (Zk, E2, V, ϕ?), где функция ϕ? —

двойственная к ϕ, также является обратимым.

Доказательство. В силу условия ϕ?(0, 0, . . . , 0) = 0, то есть четверка
(Zk, E2, V, ϕ?) действительно является клеточным автоматом. В соот-
ветствии с теоремой Мура-Майхилла [1], клеточный автомат являет-
ся обратимым тогда и только тогда, когда его глобальная функция
переходов Φ сюръективна.

Рассмотрим биективное отображение множества состояний
ı : EZ

k

2 7→ EZ
k

2 , определяемое соотношением ı(g)(α) = g(α)+1 (mod 2)
(далее мы будем называть его инверсией). Как нетрудно видеть, гло-
бальная функция переходов Φ? КА σ? допускает представление в ви-
де Φ? = ıΦı, то есть из сюръективности функции Φ вытекает сюръ-
ективность Φ? и обратимость КА σ?.

Утверждение 4. Пусть КА σ = (Zk, E2, V, ϕ) — обратим, и

ϕ(1, 1, . . . , 1) = 1. Тогда существует набор α, в котором только одна

компонента равна нулю, такой, что ϕ(α) = 0.

Доказательство. Справедливость этого утверждения устанавлива-
ется применением утверждения 2 к КА σ? из утверждения 3.

Лемма 1. Клеточный автомат с локальной функцией переходов ϕ,

принадлежащей одному из классов Поста A1, F
2
4 , F 2

8 , является об-

ратимым тогда и только тогда, когда функция ϕ ∈ O1.

Доказательство. Пусть КА σ — обратим, ϕ принадлежит классу
монотонных функций A1. В силу утверждения 2 найдется набор α с



О структуризации класса обратимых автоматов 451

одной единичной компонентой, такой что ϕ(α) = 1. В силу монотон-
ности для любого набора α′ > α выполняется ϕ(α′) = 1. Заметим,
что число таких наборов составляет ровно половину от числа всех
наборов. В силу утверждения 1 получаем, что для наборов α′′ 6> α

ϕ(α′′) = 0, то есть функция ϕ(α0, α1, . . . , αm) ≡ αi, где i — номер
позиции, на которой в наборе α стоит единица.

Рассмотрим случай ϕ ∈ F 2
4 , то есть любые два набора, на которых

функция ϕ обращается в 0, имеют общую нулевую компоненту. По
определению класса F 2

4 , ϕ(1, 1, . . . , 1) = 1. В силу утверждения 4 най-
дется набор α, имеющий ровно один нуль (на позиции с номером i),
такой, что ϕ(α) = 0. Заметим, что больше одного такого набора суще-
ствовать не может (иначе бы они имели общий 0, что противоречиво).
В силу того, что ϕ ∈ F 2

4 , множество ее нулей содержится в множе-
стве наборов, i-тая компонента которых равна 0. Из утверждения 1
следует, что эти множества совпадают, то есть ϕ(α0, α1, . . . , αm) ≡ αi.

Пусть теперь ϕ ∈ F 2
8 (любые два набора, на которых функция ϕ

обращается в 1, имеют общую единичную компоненту). В силу утвер-
ждения 2 найдется набор α, имеющий ровно одну единицу (на пози-
ции с номером i), такой, что ϕ(α) = 1, причем, по определению класса
F 2

8 , такой набор только один. В силу того, что ϕ ∈ F 2
8 , множество ее

нулей содержится в множестве наборов, i-тая компонента которых
равна 1. Из утверждения 1 следует, что эти множества совпадают, то
есть ϕ(α0, α1, . . . , αm) ≡ αi. Лемма доказана.

Далее нам понадобится свойство, характерное для бинарных кле-
точных автоматов с линейной функцией перехода. Заметим, что нену-
левое состояние, не являющееся конфигурацией, может являться про-
образом тождественно нулевой конфигурации.

Лемма 2. Если локальная функция переходов ϕ бинарного клеточно-

го автомата σ является линейной и не тождественно нулевой, то

прообразом тождественно нулевой конфигурации является только

тождественно нулевая конфигурация.

Доказательство. По условию, ϕ 6≡ 0. Если ϕ существенно зависит
не более чем от одной переменной, то утверждение леммы, очевидно,
выполнено.
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Пусть ϕ существенно зависит как минимум от двух переменных.
Удалим из шаблона соседства все вектора, относящиеся к несуще-
ственным переменным, и исключим эти переменные из ϕ. Выберем
в полученном шаблоне соседства вектор максимальной длины w.
Без ограничения общности будем считать, что w = v1. Введем от-
ношение эквивалентности на множестве всех ячеек: будем считать
α1 ∼ α2, если координаты ортогональных проекций α1 и α2 на пря-
мую L = {w · x|x ∈ R} совпадают. Z

k распадается на классы экви-
валентности, причем их число будет счетным, так как множество Z

k

счетно. Построим соответствие между полученным множеством клас-
сов и множеством целых чисел, причем классу, содержащему ячейку
0 ∈ Z

k, присвоим номер 0, а остальные классы пронумеруем в порядке
возрастания координаты проекции их элементов на L. Далее номером
ячейки будем называть номер класса, к которому она принадлежит.

Предположим, что σ переводит некоторую конфигурацию f в
тождественно нулевую. Множество ячеек α ∈ A, для которых выпол-
няется f(α) 6= 0, не пусто и конечно. Пусть α′ — ячейка с наименьшим
номером в множестве A. Тогда

ϕ(f(α′ − v1), f(α′), f(α′ + v2 − v1), . . . , f(α′ + vm − v1)) =

= ϕ(0, 1, 0, . . . , 0) = 1,

что противоречит тому, что Φ(f) ≡ 0. Доказательство закончено.

Лемма 3. Любой клеточный автомат σ = (Zk, E2, V, ϕ) с локальной

функцией переходов ϕ, принадлежащей множеству L1 \O3, являет-

ся обратимым.

Доказательство. Определим операцию суммирования на множестве
состояний клеточного автомата. Обозначим через

⊕
отображение

EZ
k

2 × EZ
k

2 7→ EZ
k

2 , результат применения которого к паре состояний

f1, f2 ∈ EZ
k

2 равен
⊕

(f1, f2)(α) = f1(α)+f2(α) (mod 2). Заметим, что
в рассматриваемом классе клеточных автоматов справедливо равен-
ство ⊕

(Φ(f1),Φ(f2)) = Φ(
⊕

(f1, f2)).

Допустим, что КА σ — необратим. Тогда существуют две раз-
личные конфигурации f1 и f2, такие, что Φ(f1) ≡ Φ(f2). Обозначим
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через f3 конфигурацию
⊕

(f1, f2). Как нетрудно видеть, конфигура-
ция f3 отлична от нулевой и Φ(f3) ≡ 0. Но наличие такой конфигу-
рации противоречит лемме 2. Из полученного противоречия следует
отсутствие конфигураций с неединственным прообразом у σ, что и
требовалось доказать.

Доказательство теоремы 1.

Из результатов Поста [3] следует, что для любого замкнутого
класса булевых функций справедливо, что либо он содержит класс
линейных самодвойственных функций, либо он содержится в одном
из классов M , F 2

4 , F 2
8 (см. рис. 1). Таким образом, утверждение тео-

ремы следует из лемм 1 и 3.

Лемма 4. Свойство обратимости неразрешимо в классе BCA(D1).

Доказательство. В работе [6] было доказано, что свойство обра-
тимости не разрешимо в классе BCA(P2). Для доказательства этого
факта было построено сведение финитной проблемы домино к про-
блеме обратимости двумерных бинарных клеточных автоматов с сим-
метричным шаблоном соседства в форме прямоугольника размера
(3× l+12, 15). Причем класс КА B, который при этом использовался,
обладал следующим свойством.

Для любого КА σ = (Z2, E2, V, ϕ) из B из того, что локальная
функция переходов ϕ меняет состояние ячейки ϕ(α0, α1, . . . , αs) 6= α0,
следует, что набор значений ее переменных (α0, α1, . . . , αs) представ-
ляет из себя состояние окрестности ячейки, получающееся цикличе-
ским сдвигом из конфигурации, изображенной на рис. 2 (будем на-
зывать такие состояния окрестности активными). Причем множество
ячеек с активными состояниями окрестностей остается постоянным
в процессе функционирования КА σ.

Состояния окрестности ячейки будем называть инактивным, ес-
ли оно является инверсией активного состояния окрестности ячейки.
Нетрудно видеть, что инактивные состояния окрестности ячейки не
могут являться активными.

Построим по КА σ клеточный автомат σ ′ = (Z2, E2, V, ϕ′). Пусть
набор ᾱ = (α0, α1, . . . , αs) соответствует значению инактивного состо-
яния окрестности ячейки. Определим ϕ′ на нем следующим образом
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1 1 1 . . . 1 1 1 1 1 1 . . . 1 1 1 1 1 1 . . . 1 1 1

1 0 0 . . . 0 0 1 1 0 0 . . . 0 0 1 1 0 0 . . . 0 0 1

1 0 a1 . . . al 0 1 1 0 a1 . . . al 0 1 1 0 a1 . . . al 0 1

1 0 0 . . . 0 0 1 1 0 0 . . . 0 0 1 1 0 0 . . . 0 0 1

1 1 1 . . . 1 1 1 1 1 1 . . . 1 1 1 1 1 1 . . . 1 1 1

1 1 1 . . . 1 1 1 1 1 1 . . . 1 1 1 1 1 1 . . . 1 1 1

1 0 0 . . . 0 0 1 1 0 0 . . . 0 0 1 1 0 0 . . . 0 0 1

1 0 a1 . . . al 0 1 1 0 a1 . . . al 0 1 1 0 a1 . . . al 0 1

1 0 0 . . . 0 0 1 1 0 0 . . . 0 0 1 1 0 0 . . . 0 0 1

1 1 1 . . . 1 1 1 1 1 1 . . . 1 1 1 1 1 1 . . . 1 1 1

1 1 1 . . . 1 1 1 1 1 1 . . . 1 1 1 1 1 1 . . . 1 1 1

1 0 0 . . . 0 0 1 1 0 0 . . . 0 0 1 1 0 0 . . . 0 0 1

1 0 a1 . . . al 0 1 1 0 a1 . . . al 0 1 1 0 a1 . . . al 0 1

1 0 0 . . . 0 0 1 1 0 0 . . . 0 0 1 1 0 0 . . . 0 0 1

1 1 1 . . . 1 1 1 1 1 1 . . . 1 1 1 1 1 1 . . . 1 1 1

Рис. 2. Общий вид активного состояния окрестности ячейки.

ϕ′(α0, α1, . . . , αs) = ¬ϕ(¬α0,¬α1, . . . ,¬αs).

Для всех остальных наборов (не являющихся инактивными), по-
ложим значение ϕ′ равным значению ϕ на этом наборе. Мы опреде-
лили ϕ′ так, что она является самодвойственной из класса D1.

Обозначим через Φ и Φ′ основные функции переходов КА σ и σ′.
Покажем, что КА σ′ необратим тогда и только тогда, когда необра-
тим σ.

Пусть задана некоторая конфигурация g клеточного автомата σ.
Обозначим через A1 множество ячеек, состояния окрестностей ко-
торых являются активными при функционировании σ, содержащем
конфигурацию g. Обозначим через A2 множество ячеек, окрестно-
сти которых являются инактивными при этом функционировании.
Заметим, что V (A1) ∩ A2 = ∅ и V (A2) ∩ A1 = ∅. Следовательно,
состояния ячеек из множества A1 и A2 не влияют друг на друга в
процессе функционирования клеточных автоматов σ и σ ′. Из этого
факта, а также из построения локальной функции переходов ϕ′ КА
σ′, следует, что в процессе функционирования КА σ ′ множества ячеек
A1 и A2 остаются постоянным.
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Предположим, что КА σ необратим. Тогда существуют две кон-
фигурации g1 и g2 такие, что Φ(g1) = Φ(g2). Но тогда конфигурации
g1 и g2 совпадают на множестве V (A2), то есть Φ′(g1) = Φ′(g2). Сле-
довательно, σ′ необратим.

Предположим, что КА σ′ необратим. Тогда существуют две кон-
фигурации g1 и g2, такие, что Φ′(g1) = Φ′(g2). Возможны два слу-
чая — либо g1 не совпадает с g2 на множестве A1, либо они различа-
ются на множестве A2.

В первом случае рассмотрим пару конфигураций g ′
1 и g′2, совпа-

дающих с g1 и g2 на множестве V (A1) и равных нулю вне его. Имеем
Φ′(g′1) = Φ′(g′2) = Φ(g′2) = Φ(g′1).

Во втором случае рассмотрим пару конфигураций g ′
1 и g′2, инвер-

сии которых совпадают с g1 и g2 на множестве V (A2) и равных нулю
вне его. Для них Φ′(g′1) = Φ′(g′2) = Φ(g′2) = Φ(g′1).

Следовательно, из необратимости клеточного автомата σ ′ следует
необратимость КА σ. Доказательство леммы закончено.

Доказательство теоремы 2. В соответствии с теоремой 1, клас-
сы с неразрешимым свойством обратимости обязаны содержать в
себе множество BCA(L4). По лемме 3 во всех линейных классах
свойство обратимости разрешимо. Из результатов Поста следует, что
«неохваченными» оказались только классы, содержащие BCA(D1)
(см. рис. 1). Но из леммы 4 вытекает, что в них свойство обратимости
неразрешимо. Доказательство закончено.
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