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Известно, что замкнутые относительно операции подстанов-
ки одноместные автоматные отображения, то есть о.-д. функ-
ции, зависящие не более, чем от одной переменной, образуют
полугруппу [1, 5, 6]. Такие полугруппы называют автоматны-
ми. Особый интерес представляют конечно порожденные авто-
матные полугруппы. Возникает вопрос: какие свойства таких
полугрупп можно установить по конечному множеству порож-
дающих их элементов?

Пусть k > 2, Ek = {0, 1, . . . , k − 1}, r > 1. Пусть E∞

k — множество
всех сверхслов (бесконечных последовательностей), а Er

k — множе-
ство всех слов длины r, составленных из элементов Ek. Через P k(1)
обозначим множество всех о.-д. функций, отображающих множество
E∞

k в себя.
Пусть G — произвольная автоматная полугруппа, G ⊆ P k(1).

Пусть l 6 k, τ > 1. Будем считать, что полугруппа G, действуя
на множество Eτ

l , не сохраняет никакого собственного подмножества
этого множества, если для любых α и β из Eτ

l в G существует элемент
g(x) такой, что g(α) = β. Полугруппа G для некоторого τ > 1 сохра-
няет множество E ⊂ Eτ

k тогда и только тогда, когда для любых α ∈ E
и g(x) ∈ G, если g(α) ∈ Eτ

k , то g(α) ∈ E. Пусть автоматная полугруп-
па G является конечно порожденной. Можно ли по произвольному
конечному множеству порождающих ее элементов установить, что
полугруппа G для любого τ > 1 не сохраняет никакого собственного
подмножества множества E∞

k ?
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Ответ на этот вопрос дает

Теорема 1. Пусть k = 3, l = 2. Не существует алгоритма, кото-

рый бы по произвольному конечному множеству < ∈ P k(1) уста-

навливал бы, что автоматная полугруппа, порождающими элемен-

тами которой являются элементы из <, для любого τ > 1 не сохра-

няет никакого собственного подмножества множества Eτ
l .

Данная теорема легко обобщается на случай произвольных k и l,
таких что l < k. Вопрос в том, верна ли аналогичная теорема тогда,
когда l = k, остается открытым.

Прежде чем доказывать теорему 1 напомним некоторые факты
из теории алгоритмов [4, 7].

Пусть p > 2, A = {a1, . . . , ap} — произвольный конечный алфавит
и A∗ — множество слов в этом алфавите, включая пустое слово. Каж-
дой букве ai (1 6 i 6 p) из алфавита A поставим в соответствие слово
Bi ∈ A∗. Пусть Bi непусто. Тогда будем считать, что Bi представимо
в виде ai1 . . . aisi

.
Таким образом,

ai → ai1 . . . aisi
.

Множество пар {(a1, B1), . . . , (ap, Bp)} обозначим P . Пусть ω —
фиксированное положительное число, большее или равное единице.
Алфавит A, множество пар P и число ω определяют некоторую од-

нородную систему продукций Поста T в алфавите A с шагом ω
(ТАГ-систему) [7]. Однородная система продукций Поста T приме-
нима к слову aiaj2 . . . ajl

тогда и только тогда, когда l > ω, причем,
если Bi непусто, то результатом применения системы T к этому слову
является слово ajω+1

. . . ajl
ai1 . . . ajsi

при l > ω или слово Bi при l = ω.
Если слово Bi непусто, то результатом применения системы T к сло-
ву aiaj2 . . . ajl

является слово ajω+1
. . . ajl

при l > ω или пустое слово
при l = ω. Пусть B — произвольное слово в алфавите A. Слово B ′,
B′ ∈ A∗ называется T -продукцией слова B, если существует последо-
вательность слов B1, B2, . . . , Bm такая, что слова B,B ′ совпадают со-
ответственно со словами B1, Bm, и для каждого n (1 < n 6 m) слово
Bn является результатом применения однородной системы продук-
ций Поста T к слову Bn−1. Из этого определения следует, что мно-
жество всех продукций слова B рекурсивно перечислимо и образует
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последовательность T (B), которая начинается со слова B, и каждое
последующее слово последовательности T (B) является результатом
применения системы однородных продукций T к предыдущему. Воз-
можны два случая: либо последовательность T (B) конечна, то есть
процесс ее построения «останавливается» на конечном шаге, либо эта
последовательность бесконечна. Последнее означает, что число букв
в любой T -продукции слова B не меньше числа ω — шага системы
T . Возникает следующая проблема (проблема остановки): существу-
ет ли алгоритм, который по произвольному наперед заданному слову
B устанавливает, конечно или нет множество всех T -продукций сло-
ва B, другими словами, останавливается или нет процесс построения
последовательности T (B). Известно [7], что существуют однородные
системы продукций Поста, для которых эта проблема является ал-
горитмически неразрешимой. Для доказательства теоремы нам ва-
жен сам факт существования однородных систем продукций Поста
с неразрешимой проблемой остановки, а конкретный вид их несуще-
ственен. Поэтому будем считать, что именно такая система T задана
алфавитом A, множеством пар P и числом ω.

Пусть k = p+3. Пусть ϕ — некоторое фиксированное взаимно од-
нозначное отображение множества Ek в множество A∪{0, 1, 2} такое,
что ϕ(0) = 0, ϕ(1) = 1, ϕ(2) = 2.

Рассмотрим множество E∞

k всех сверхслов (бесконечных по-
следовательностей), составленных из элементов Ek. Пусть
α ∈ Ek, α = (α(1)α(2) . . .). Через ϕ(α) обозначим сверхслово
(ϕ(α(1))ϕ(α(2)) . . .). Сверхслово α из E∞

k назовем правильным, если
ϕ(α) имеет вид

(0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

m

aj1 . . . ajl
11 . . .), (I)

где m > 1, l > 1. Будем считать, что сверхслово α является пра-

вильным сверхсловом типа 1, если l > ω, или является правильным

сверхсловом типа 2, если l < ω.
Пусть α ∈ Ek, α — правильное сверхслово, и ϕ(α) имеет вид (I).

Слово aj1 . . . ajl
, составленное из букв алфавита A, будем называть

A-словом сверхслова ϕ(α).
Пусть B — правильное слово в алфавите A, имеющее вид

αn1
. . . αns

.
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Слову B поставим в соответствие множество =1
B, состоящее из

двух о.-д. функций f̃B(x) и f̃(x). Рассмотрим эти о.-д. функции.
О.-д. функция f̃B(x) осуществляет отображение множества =1

B в
себя и удовлетворяет следующим свойствам:

1) пусть α ∈ Ek, α — правильное сверхслово типа 1, то есть l > ω,
f(α) = β, и сверхслово ϕ(α) представимо в виде

0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

m

aiaj2 . . . ajl
11 . . . ,

где m > 1, l > ω. Тогда

а) если слово Bi в однородной системе продукций T непусто
и l > ω, то ϕ(β) представимо в виде

0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

m+ω

ajω+1
. . . ajl

ai1 . . . aisi
11 . . . ;

б) если слово Bi в однородной системе продукций T непусто
и l = ω, то ϕ(β) представимо в виде

0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

m+ω

ai1 . . . aisi
11 . . . ;

в) если слово Bi в однородной системе продукций T пусто и
l > ω, то ϕ(β) представимо в виде

0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

m+ω

ajω+1
. . . ajl

11 . . . ;

г) если слово Bi в однородной системе продукций T пусто и
l = ω, то ϕ(β) представимо в виде

0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

m+ω

11 . . . ;

2) пусть α ∈ Ek, α — правильное слово типа 2, то есть l < ω,
f(α) = β, и сверхслово ϕ(α) представимо в виде

0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

m

aj1aj2 . . . ajl
11 . . . ,
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где m > 1. Тогда сверхслово ϕ(β) представимо в виде

0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

m+l

22 . . .

3) Пусть α — произвольное сверхслово из E∞

k и для некоторого

t > 1 ϕ(α(t)) 6= 0, ϕ(α(t)) 6= 1, ϕ(α(t)) /∈ A. Пусть f̃(α) = β.
Тогда ϕ(β(t)) = 2.

Нетрудно видеть, что существуют о.-д. функции, удовлетворяю-
щие свойствам 1), 2) и 3). Фрагмент диаграммы сверхслов о.-д. функ-
ции f(x) изображен на рис. 1. На рис. 1 e ∈ Ek, e 6= 0, ϕ(e) /∈ A,
e′ ∈ Ek, ϕ(e′) /∈ A, e′′ ∈ Ek, ϕ(e′′) ∈ A, состояние q̃ — тупиковое, в
котором тождественно реализуется 2.

Пусть n > 1. Рассмотрим о.-д. функцию

f̃n(x) = f̃(f̃(. . . f̃(f̃B(x)) . . .)).

Нетрудно видеть, что о.-д. функция fn(x) является конечной о.-д.
функцией.

Рис. 1.
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Утверждение 1. Пусть a ∈ E∞

k
, fn(α) = β. Тогда, если последова-

тельность T (B) в однородной системе продукций Поста бесконечна,

то A-слово сверхслова ϕ(β) совпадает с n + 1-ым членом этой по-

следовательности, причем число нулей в сверхслове β равно n ·ω+1.
Если же последовательность T (B) конечна и ее длина меньше или

равна n, то существует t > 1 такое, что β(t) = 2.

Рассмотрим автоматную полугруппу GB , порожденную элемента-
ми f̃B(x) и f̃(x).

Пусть τ > 1, ατ
0 — слово из Eτ

k такое, что ατ
0 = 0 . . . 0

︸ ︷︷ ︸

τ

. Будем

считать, что полугруппа G̃B абсолютно генерирует слово ατ
0 , если в

G̃B существует элемент g(x) такой, что для любого α ∈ Eτ
k , g(α) = ατ

0 .

Утверждение 2. Автоматная полугруппа G̃B для любого τ > 1
абсолютно генерирует слово ατ

0 тогда и только тогда, когда по-

следовательность T (B) в однородной системе продукций Поста T
бесконечна.

Перейдем теперь к трехзначному алфавиту E3 = {0, 1, 2}. Каж-
дый элемент из Ek закодируем словами длины k − 1 в алфавите E3

следующим образом:

0 → 000 . . . 00

1 → 200 . . . 00

2 → 020 . . . 00

. . .

k − 2 → 000 . . . 20

k − 1 → 000 . . . 02.

Понятно, что при этом о.-д. функциям f̃B(x) и f̃(x) из P k(1) будут
соответствовать некоторые о.-д. функции fB(x) и f(x) из P 3(1), отоб-
ражающие множество E∞

3 в себя.

С учетом данного кодирования, по аналогии с предыдущим, мож-
но дать определения правильного сверхслова в алфавите E3, пра-
вильного сверхслова типа 1 и правильного сверхслова типа 2.
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Очевидно, о.-д. функция fB(x) — константная о.-д. функция, ге-
нерирующая некоторое конкретное сверхслово в алфавите E3, являю-
щееся правильным сверхсловом типа 1. Рассматривая же о.-д. функ-
цию f(x) будем считать, что о.-д. функция такова, что если для неко-
торого t > 1 слово α(1) . . . α(t) является началом длины t некоторого
сверхслова α, но не является началом никакого правильного сверх-
слова, причем f(α) = β, то для любого t′ > t β(t′) = 2. Отсюда
следует важное для дальнейшего
Свойство о.-д. функции f(x).
Пусть α ∈ E∞

3 , f(α) = β, α(1) = 1. Тогда для всякого t > 1 β(t) = 2.
Кроме о.-д. функции f̃B(x) и f̃(x) рассмотрим еще две о.-д. функции
из P 3(1) — о.-д. функции f1(x) и f2(x).

О.-д. функция f1(x) такова, что имеет место следующее.
Пусть α ∈ E∞

3 , f1(α) = β. Тогда

а) если α(1) 6= 0, то для любого t > 1 β(t) = 2;

б) если α(1) = 0 и для всякого t > 2 α(t) = 0, то β(1) = 0 и для
всякого t > 2 β(t) = 1;

в) если α(1) = 0 и для некоторого t > 3 α(2) = . . . = α(t − 1) = 0,
α(t) = 1, то β(1) = 0, β(2) = . . . = β(t − 1) = 1, β(t) = 0;

г) если для некоторого t>1, α(t)=2, то для любого t′> t β(t′)=2;

д) если α(1) = 1, то для любого t > 1 β(t) = 2.

Диаграмма переходов о.-д. функции f1(x) изображена на рис. 2.

Рис. 2.
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Нетрудно видеть, что имеет место следующее
Свойство о.-д. функции f1(x).
Пусть τ > 1 α ∈ Eτ

2 , β ∈ Eτ
2 , причем α(1) = 0, β(1) = 0. Тогда

существует m > 1 такое, что f1(f1(. . . f1(f1(α)) . . .)) = β.

Утверждение 3. Пусть α — правильное сверхслово в алфавите E3.

Пусть для некоторого n > 1 f1(f1(. . . f1(f1(α)) . . .)) = β. Тогда если

β также правильное сверхслово в алфавите E3, то сверхслова α и

β совпадают.

О.-д. функция f2(x) такова, что имеет место следующее.
Пусть α ∈ E∞

3 , f2(α) = β. Тогда, если α(1) 6= 2, то β(1) = 1 и для
любого t > 2 β(t) = α(t), если α(1) = 2, то для любого t > 1 β(t) = 2.
Диаграмма переходов о.-д. функции f2(x) изображена на рис. 3.

Рис. 3.

Пусть GB — автоматная полугруппа, порожденная элементами
fB(x), f(x), f1(x) и f2(x).

Нетрудно видеть, что имеет место утверждение, аналогичное
утверждению 2 для автоматной полугруппы G̃B .

Утверждение 4. Автоматная полугруппа GB для любого τ > 1
абсолютно генерирует слово ατ

0 тогда и только тогда, когда по-

следовательность T (B) в однородной системе продукций Поста T
бесконечна.

Заметим, что в данном случае слово ατ
0 принадлежит множе-

ству Eτ
3 .

Доказательство теоремы 1. Рассмотрим полугруппу GB . Пусть
последовательность T (B) в однородной системе продукций Поста T
бесконечна. Пусть τ — произвольное число, большее или равное еди-
нице. Пусть α — произвольное слово из Eτ

2 . Из утверждения 4 сле-
дует, что в GB существует о.-д. функция g1(x) такая, что g1(α)=ατ

0 .
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В силу свойства о.-д. функции f1(x), для любых β(2), . . . , β(r)
из E2 в GB существует о.-д. функция g2(x) такая, что g2(α

τ
0) =

0β(2) . . . β(r). Пусть β = 0β(2) . . . β(r). Тогда f2(β) = 1β(2) . . . β(r).
Отсюда следует, что система образующих полугруппы GB — множе-
ство {fB(x), f(x), f1(x), f2(x)} — для любого τ > 1 не сохраняет ни-
какого собственного подмножества множества Eτ

2 . Это означает, что
полугруппа GB для любого τ > 1, действуя на слова из множества
Eτ

2 , не сохраняет никакого его собственного подмножества.

Пусть последовательность T (B) в однородной системе продукций
Поста T конечна и имеет длину n. Пусть τ > ω(n+1)k. Пусть α ∈ E τ

2 ,
причем α(1) = 1. Пусть g(x) — произвольный элемент полугруппы
GB и g(α) = β. Исходя из свойств о.-д. функций fB(x), f(x), f1(x)
и f2(x) нетрудно видеть, что, если для любого t такого, что t > 2,
t 6 τ , β(t) 6= 2, то слова α и β совпадают. Поэтому в данном случае
полугруппа GB , действуя на слова из множества Eτ

2 , сохраняет все
одноэлементные подмножества множества Eτ

2 , состоящие из слов α
таких, что α(1) = 1.

Таким образом, полугруппа GB , действуя на слова из множества
Eτ

2 , для любого τ > 1 не сохраняет никакого собственного подмно-
жества множества Eτ

2 лишь тогда, когда последовательность T (B) в
однородной системе продукций Поста T бесконечна.

Отсюда следует справедливость утверждения теоремы 1.

Автор выражает глубокую благодарность профессору В.А. Буе-
вичу за большую помощь в работе, а профессору С.В. Алешину за
внимание к ней.
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