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В предлагаемой работе по неопределенной нечеткой матема-
тике рассмотрены математические методы и средства, предна-
значенные как для построения математических моделей слож-
ных объектов1, средств их наблюдения, измерения и регистра-
ции, так и для выражения субъективных суждений о достовер-
ности этих моделей (и основанных на них выводов), их адек-
ватности реальному порядку вещей и, в частности, — для пред-
ставления возможной эволюции модальностей этих суждений,
обусловленной результатами наблюдений, измерений и другой
поступающей в ходе исследований информации.

Такие модели, называемые неопределенными нечеткими
(НН), как правило, основаны на сложной, неточной, противо-
речивой и недостоверной информации. В рассматриваемых НН
моделях нечеткость, неточность формулировок, свойственных
моделям сложных объектов и средств их исследования, охарак-
теризована в терминах значений мер возможности и (или) необ-
ходимости, причем в порядковой шкале, в которой содержа-
тельно истолкованы могут быть лишь отношения «<», «>» или
«=» [1]. Соответственно достоверность формулировок, которая
не может быть абсолютной в силу принципиальной неполноты
знания свойств моделируемых объектов и средств их исследо-
вания, охарактеризована в терминах значений мер правдопо-
добия и (или) доверия, также в порядковой шкале; значения
этих мер характеризуют субъективные высказывания по пово-
ду адекватности тех или иных аспектов модели, обусловленные
их неясностью и неопределенностью.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант №02-01-00424.
1физических, технических, социальных, биологических и др.
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В первой части рассмотрены понятия нечеткого, неопреде-
ленного и неопределенного нечеткого (НН) элементов и мно-
жеств, НН функций, НН событий и т.д. Определены конструк-
ции меры правдоподобия возможности и интеграла. Даны вы-
ражения для правдоподобия возможности простейших собы-
тий. В следующей части рассмотрена теория меры правдоподо-
бия возможности и интеграла, в третьей, завершающей, даны
методы оптимального оценивания и принятия решений.

Часть I. Неопределенные, нечеткие и неопре-
деленные нечеткие элементы и множества

Предисловие

При «стандартном» построении математической модели исследо-
ватель не имеет средств для формального выражения своего мне-
ния по поводу адекватности модели изучаемого объекта, средств его
изучения и основанных на модели выводов. Его суждение по поводу
адекватности может быть сформулировано лишь тогда, когда наблю-
дения противоречат основанным на модели предсказаниям, и модель
должна быть отвергнута как неадекватная. В противном случае его
суждение не определено, ибо, с одной стороны, возможно, что какие-
либо другие наблюдения будут противоречить предсказаниям моде-
ли, а, с другой стороны, результаты наблюдений могут лучше согла-
совываться с какой-либо другой моделью.

В первой части работы рассмотрены основные понятия, использу-
емые при построении НН модели — понятия нечеткого, неопределен-
ного, неопределенного нечеткого (НН) элементов, НН множества, НН
функции, НН события и т.д. Определены конструкции меры правдо-
подобия возможности и интеграла. Даны выражения для правдопо-
добия возможности некоторых событий, например, — для правдопо-
добия возможности покрытия НН элемента НН множеством.

Во второй и третьей частях рассмотрены соответственно:

• мера правдоподобия возможности, интеграл и их свойства;

• методы оптимального оценивания.
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§ 1. Нечеткие элементы

Как известно1, любое пространство с возможностью можно пред-
ставить как совокупность (Y,P(Y ), PY ) трех объектов: множества
Y , элементы (точки) которого называются элементарными события-
ми, σ-алгебры P(Y ) всех подмножеств Y , называемых событиями, и
функции PY (·), определенной на P(Y ), принимающей значения в [0, 1]
и называемой мерой возможности, или короче — возможностью; ее
значение PY (A) называется возможностью события A ∈ P(Y ). Функ-
ция PY (·) : P(Y )→ [0, 1] характеризуется следующими свойствами:

• PY (A ∪B) = max(PY (A), PY (B)), A,B ∈ P(Y ), (аддитивность);

• PY (
∞⋃
i=1

Ai) = sup
i

PY (Ai), Ai ∈ P(Y ), i = 1, 2, . . . , (счетная адди-

тивность2);
• A ⊂ B ⇒ PY (A) � PY (B) (монотонность);
• PY (∅) = 0, PY (Y ) = 1 (нормировка);

• PY (
∞⋃
n=1

⋂
i�n

Ai) � sup
n
inf
i�n

PY (Ai) (полунепрерывность снизу).

Возможность PY (·) определяется ее значениями

f(y)�=PY ({y}), y ∈ Y, (1.1)

на одноточечных подмножествах {y} ⊂ Y, а именно,

PY (A) = sup
y∈A

f(y), A ∈ P(Y ). (1.2)

Функция f(·) : Y → [0, 1] называется распределением возможно-
сти PY (·).

Для наших целей сказанное удобно переформулировать в терми-
нах понятия нечеткого элемента (обозначим его η), определенного
на (Y,P(Y ), PY ) и принимающего значения в Y. Возможность PY (A)
события A ∈ P(Y ) определим как возможность включения η в A,

P η(η ∈ A) ≡ P η(A)�=PY (A), A ∈ P(Y ), (1.3)
1См., например, [1].
2В [1] операция сложения «+» определена как «max», умножения — как «min».
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а значение f(y) в (1.1) — как возможность равенства η = y, определив

fη(y)�=P η(η ∈ {y}), y ∈ Y. (1.4)

Нечеткий элемент η назовем каноническим для (Y,P(Y ), P η), а
пространство (Y,P(Y ), P η) — моделью η, функцию fη(·) : Y → [0, 1]
назовем распределением возможности P η(·) (определяющим послед-
нюю согласно равенству P η(A) = sup

y∈A
fη(y), A ∈ P(Y )), или — распре-

делением возможностей значений η, короче — распределением нечет-
кого элемента η.

Если X — произвольное множество, то любая функция q(·) : Y →
X определит нечеткий элемент ξ = q(η), принимающий значения в
(X,P(X), PX ), где для любого3 A ∈ P(X) PX(A) ≡ P ξ(A)�=P ξ(ξ ∈
∈ A) = P η(η ∈ q−1(A)); P ξ(X) = 1. Возможность P ξ(·) определена
распределением f ξ(x)�=P ξ({ξ = x}) = P η(η ∈ q−1({x})), x ∈ X, а
именно, P ξ(A) = sup

x∈A
f ξ(x), A ∈ P(X).

Функция f ξ(·) : X → [0, 1] является распределением возможно-
сти P ξ(·) и распределением нечеткого элемента ξ, канонического для
(X,P(X), P ξ).
Замечание 1.1. В сказанном выше существенно использован тот
факт, что в случае любого пространства с возможностью (Y,B, PY ),
где B — σ-алгебра подмножеств Y , возможность PY (·) : B → [0, 1] мо-
жет быть продолжена на класс P(Y ) всех подмножеств Y [1]. Пусть,
например, B – минимальная σ-алгебра подмножеств Y, содержащая

все множества Y1, Y2, . . . , образующие разбиение Y =
∞⋃
i=1

Yi, Yi∩Yj =
∅, i 
= j, i, j = 1, 2, . . . , причем среди множеств Y1, Y2, . . . нет одното-
чечных. Тогда возможность PY (·) в (Y,B, PY ) не может быть задана
распределением (1.1), поскольку значения PY ({y}), y ∈ Y не опреде-
лены. В этом случае канонический нечеткий элемент будет охарак-
теризован не распределением, а возможностями включений P η(η ∈
∈ A), A ∈ B, так как среди всех множеств A ∈ B нет одноточечных.

В то же время, если X = {x1, x2, . . .} и функция q(·) : Y → X
такова, что q(y) = xi, y ∈ Yi, i = 1, 2, . . . , то нечеткий элемент ξ =

3q−1(A)
�
={y ∈ Y, q(y) ∈ A}, q−1(X) = Y.
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q(η), канонический для (X,P(X), P ξ), и возможность P ξ(·) : P(X)→
[0, 1] имеют распределение f ξ(xi) = P ξ(ξ ∈ {xi}) = P η(η ∈ Yi), i =
1, 2, . . .

Поскольку для любого события A ∈ P(X) возможности P ξ(A) и
P ξ(X\A) априори связаны лишь условием нормировки 1 = P ξ(X) =
max(P ξ(A), P ξ(X\A)), в теории возможностей любое событие A ∈
∈ P(X) охарактеризовано значениями двух мер — возможности
P ξ(A) и дуальной возможности P ξ необходимости N ξ,

N ξ(A)�=θ(P ξ(X\A)), A ∈ P(X).

Здесь и далее θ(·) : [0, 1] → [0, 1] — произвольная непрерывная,
строго монотонно убывающая функция, удовлетворяющая условиям
θ(0) = 1, θ(1) = 0, θ(θ(a)) = a, a ∈ [0, 1]. Мера N ξ(·) : P(X) → [0, 1]
обладает следующими свойствами:

• N ξ(A
⋂
B) = min(N ξ(A), N ξ(B)), A,B ∈ P(X);

• N ξ(
∞⋂
i=1

Ai) = inf
i
N ξ(Ai), Ai ∈ P(X), i = 1, 2, . . .;

• A ⊂ B ⇒ N ξ(A) � N ξ(B);
• N ξ(∅) = 0, N ξ(X) = 1;

• N ξ(
∞⋂
n=1

⋃
i�n

Ai) � inf
n
sup
i�n

N ξ(Ai), Ai ∈ P(X), i = 1, 2, . . .

Для любого A ∈ P(X)

P ξ(A) < 1⇒ N ξ(A) = 0 и N ξ(A) > 0⇒ P ξ(A) = 1 [1].

1.1. Множества P -меры ноль и N-меры единица

Пусть (Y, P(Y ), P η) — пространство с возможностью, η — кано-
нический нечеткий элемент, fη(·) : Y → [0, 1] — его распределение,
определяющее возможность P η(A) = sup

y∈A
fη(y), A ∈ P(Y ), значение

fη(y) — возможность равенства η = y ∈ Y . Рассмотрим разбиение
Y = Y(0)∪Y(1), где Y(0) = {y ∈ Y, fη(y) = 0}, Y(1) = {y ∈ Y, fη(y) > 0},
Y(0) ∩ Y(1) = ∅.

Отметим, что
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• Y(1) — минимальное по включению множество в Y , для которо-
го

Nη(Y(1)) = θ(P η(Y \Y(1))) = 1. (1.5)

Действительно, для любого4 A = Y(1)\{y}, y ∈ Y(1), Nη(A) =
θ(P η(Y(0) ∪ {y}) = θ ◦ fη(y) < 1, ибо fη(y) > 0; любое множество,
содержащее Y(1), назовем множеством Nη-меры единица;

• Y(0) — максимальное по включению множество в Y , для кото-
рого

P η(Y(0)) = 0, (1.6)

поскольку для любого A = Y(0) ∪ {y}, y ∈ Y(1), P η(A) =
max(P η(Y(0)), P η({y})) = fη(y) > 0; любое множество, содержащее-
ся в Y(0), назовем множеством P η-меры ноль.

Заметим, что P (Y(1)) = N(Y(1)) = 1 и N(Y(0)) = P (Y(0)) = 0.
Эти свойства множеств Y(0) и Y(1) можно принять в качестве их

определения в общем случае, в частности и тогда, когда возможность
P (·) : B → [0, 1], определенная на σ-алгебре B 
= P(Y ) подмножеств
Y , не имеет распределения fη(·) : Y → [0, 1].

Лемма 1.1. Пусть Y(1) — минимальное по включению множество
в Y , для которого N(Y(1)) = 1, а Y(0) — максимальное по включению
множество в Y , для которого P (Y(0)) = 0, тогда Y = Y(0)∪Y(1), Y(0)∩
Y(1) = ∅.

Доказательство. Так как 1 = N(Y(1)) = θ(P (Y \Y(1))), то
P (Y \Y(1)) = 0, то есть Y \Y(1) ⊂ Y(0), или иначе Y(1) ⊃ Y \Y(0). С
другой стороны N(Y \Y(0)) = θ(P (Y(0))) = 1, то есть Y \Y(0) ⊃ Y(1).
Следовательно, Y \Y(0) = Y(1).

Следующая лемма характеризует свойства разбиения Y = Y(0) ∪
Y(1).

Лемма 1.2. Пусть A ∈ P(Y ), A0 ⊂ Y(0), A1 ⊃ Y(1), тогда P η(A ∪
A0) = P η(A), P η(A ∩A0) = 0, Nη(A ∪A0) = Nη(A), Nη(A ∩A0) = 0,
P η(A ∩A1) = P η(A), Nη(A ∩A1) = Nη(A).

4ϑ ◦ fη(y)
�
=θ(fη(y)), η ∈ Y .
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Доказательство. Действительно, P η(A∪A0)=max(P η(A), P η(A0))=
P η(A), P η(A ∩ A0) � P η(A0) = 0; Nη(A) � Nη(A ∪ A0) =
θ(P η((Y \A) ∩ (Y \A0))) � θ(P η((Y \A) ∩ Y(1))) = Nη(A), ибо Y \A0 ⊃
Y(1), Nη(A ∩ A0) = min(Nη(A), Nη(A0)) = Nη(A0) = 0 и нако-
нец, P η(A ∩ A1) = θ(Nη((Y \A) ∪ (Y \A1))) = θ(Nη(Y \A)) = P η(A),
Nη(A ∩ A1) = θ(P η((Y \A) ∪ (Y \A1))) = θ(P η(Y \A)) = Nη(A), ибо
Y \A1 ⊂ Y(0).

1.2. Функции нечетких элементов. Равенство, эквива-
лентность

Если q(·) : Y → X — заданная функция и нечеткий элемент ξ =
q(η) — функция нечеткого элемента η, то

f ξ(x) = P η(η ∈ q−1(x)) = sup{fη(y) | y ∈ Y(1), q(y) = x}, x ∈ X,
(1.7)

— распределение5 ξ, где

q−1(x)�={y ∈ Y, q(y) = x}, x ∈ X (1.8)

Если
⋃
x∈X

q−1(x) ⊃ Y(1), то sup
x∈X

f ξ(x) = 1.

Определение 1.1. Пусть qi(·) : Y → X, i = 1, 2. Нечеткие элементы
ξi = qi(η), i = 1, 2, назовем

• равными (с необходимостью единица), ξ1 = ξ2 (mod Nη), если
{y ∈ Y , q1(y) = q2(y)} ⊃ Y(1);

• эквивалентными, ξ1 � ξ2, если f ξ1(x) = f ξ2(x), x ∈ X, где
f ξi(x) = sup{fη(y) | y ∈ Y, qi(y) = x}, x ∈ X, — распределение
ξi, i = 1, 2.

Если x1 — некоторый фиксированный элемент X и ξ1
�=q1(η) =

x1 (mod Nη), то есть {y ∈ Y, q1(y) = x1} ⊃ Y(1), то нечеткий элемент
ξ1 назовем четким, равным x1 (mod Nη).

5Для любого A ∈ P(Y ) sup{fη(y), y ∈ A} = sup{fη(y) | y ∈ A∩Y(1)}, см. лемму
1.2
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Лемма 1.3. Пусть ξi = qi(η), i = 1, 2. Тогда

• если ξ1 = ξ2 (mod Nη), то ξ1 � ξ2;
• если ξ1 � ξ2, то для любого A ∈ P(X) P η(ξ1 ∈ A) = P η(ξ2 ∈ A);
• если ξ1 = x1 (mod Nη), то ξ1 � x1 и наоборот, если ξ1 � x1, то
ξ1 = x1 (mod Nη).

Доказательство. Если ξ1 = ξ2 (mod Nη), то f ξ1(x) = sup{fη(y)|y ∈
∈ Y, q1(y) = x} = sup{fη(y) | y ∈ Y(1), q1(y) = x} = sup{fη(y) | y ∈
∈ Y(1), q2(y) = x} = f ξ2(x), x ∈ X.

Если ξ1 � ξ2, то P η(ξ1 ∈ A) = sup{fη(y) | y ∈ Y(1), q1(y) ∈
∈ A} = sup{sup{fη(y)|y ∈ Y(1), q1(y) = x}|x ∈ A} = sup{f ξ1(x)|x ∈
∈ A} = sup{f ξ2(x)|x ∈ A} = P η(ξ2 ∈ A).

Наконец, если ξ1 = x1(mod Nη), то согласно первому утвержде-
нию леммы ξ1 � x1(mod Nη), причем распределение ξ1

f ξ1(x) = P η(ξ1 = x) =

= sup{fη(y)|y ∈ Y(1), q1(y) = x} =
{
1, если x = x1,

0, если x 
= x1,
x ∈ X.

С другой стороны, если это условие выполнено, то P η(ξ1 = x1) = 1
и P η(ξ1 
= x1) = 0, то есть {y ∈ Y, q1(y) 
= x1} ⊂ Y(0), поэтому {y ∈
∈ Y, q1(y) = x1} ⊃ Y(1), то есть ξ1 = x1(modNη).

На рис. 1 приведен пример, показывающий, что из эквивалентно-
сти ξ1 � ξ2 равенство ξ1 = ξ2 (mod Nη), вообще говоря, не следует.

1.3. Независимость нечетких элементов. Условное рас-
пределение. Переходная возможность

Пусть qi(·) : Y → Xi, i = 1, . . . , n, — заданные функции.
Определение 1.2. Нечеткие элементы ξi = qi(η), i = 1, . . . , n, со
значениями соответственно в Xi, i = 1, . . . , n, назовем взаимно неза-
висимыми, или — независимыми в совокупности, если для любых
xi ∈ Xi, i = 1, . . . , n, возможность системы равенств ξi = xi, i =
1, . . . , n,

f ξ1,...,ξn(x1, . . . , xn) = min
1�i�n

f ξi(xi), (1.9)
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q1(·)

q−1
2 (x)q−1

1 (x)

q2(·)
fη(·)

f ξ1(x) = f ξ2(x)

Y

X

1

x

0

Рис. 1. В силу симметрии функций fη(·), q1(·) и q2(·), показанной на
рисунке, f ξ1(x) = f ξ2(x), x ∈ X, в то время как q1(y) 
= q1(y), y ∈ Y .

где

f ξi(xi) = sup{f ξ1,...,ξn(x1, . . . , xn)|x1 ∈ X1, . . . , xi−1 ∈ Xi−1,

xi+1 ∈ Xi+1, . . . xn ∈ Xn}, xi ∈ Xi, (1.10)

— маргинальное распределение ξi, i = 1, . . . , n.
В общем случае, когда η — канонический нечеткий элемент для

(Y,B, PY ), нечеткие элементы ξ1 = q1(η), . . . , ξn = qn(η) принима-
ют значения соответственно в (X1,A1), . . . , (Xn,An), где q1(·) : Y →
X1, . . . , qn(·) : Y → Xn суть B,A1, . . . ,B,An -измеримые функции6,
тогда взаимная независимость ξ1, . . . , ξn определяется следующим об-
разом:
Определение 1.3. Нечеткие элементы ξ1, . . . , ξn, определен-
ные на (Y,B, PY ) и принимающие значения соответственно в
(X1,A1), . . . , (Xn,An), называются взаимно независимыми, если для
любых множеств Aj ∈ Aj, j = 1, . . . , n,

6Функция qj(·) : Y → Xj B,Aj-измерима, то есть ∀Aj ∈ Aj q−1
j (Aj) ∈ B,

j = 1, . . . , n.
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PY (ξ1 ∈ A1, . . . , ξn ∈ An) = min(PY (ξ1 ∈ A1), . . . , PY (ξn ∈ An)).
(1.11)

Если B = P(Y ), Aj = P(Xj), j = 1, . . . , n, то определения
1.2 и 1.3 эквивалентны. Действительно, в таком случае возможно-
сти в левой и правой частях равенства (1.11) могут быть заданы
распределениями, и если равенство (1.9) выполнено, то PY (ξ1 ∈
∈ A1, . . . , ξn ∈ An) = sup min

1�i�n
{f ξi(xi)|x1 ∈ A1, . . . , xn ∈ An} =

min
1�i�n

sup
xi∈Ai

f ξi(xi) = min
1�i�n

PY (ξi ∈ Ai), то есть выполнено условие

(1.11). Наоборот, если для любых Aj ∈ P(Xj) выполнено условие
(1.11), то для произвольных xi ∈ Xi, i = 1, . . . , n, выбрав в (1.11)
Ai = {xi}, i = 1, . . . , n, получим (1.9).

Лемма 1.4. Пусть zi(·) : Xi → Zi, i = 1, . . . , n, — произ-
вольные функции, и нечеткие элементы ξi, i = 1, . . . , n, взаим-
но независимы. Тогда взаимно независимы и нечеткие элементы
ζi = zi(ξi), i = 1, . . . , n, причем для любых zi ∈ Zi, i = 1, . . . , n,
f ζ1,...,ζn(z1, . . . , zn) = sup{ min

1�i�n
f ξi(xi) | xi ∈ Xi, zi(xi) = zi, i =

1, . . . , n} = min
1�i�n

sup{f ξi(xi) | xi ∈ Xi, zi(xi) = zi} = min
1�i�n

f ζi(zi),

где f ζi(zi) = sup{f ξi(xi) | xi ∈ Xi, zi(xi) = zi}, zi ∈ Zi, i = 1, . . . , n.
В частности, если Y = Y1 × . . . × Yn, y = (y1, . . . , yn), η =

(η1, . . . , ηn) и

fη(y) = min
1�i�n

fηi (yi), yi ∈ Yi, i = 1, . . . , n, (1.12)

то при любых функциях qi(·) : Yi → Xi, i = 1, . . . , n, нечеткие эле-
менты ξi = qi(ηi), i = 1, . . . , n, взаимно независимы, причем для
любых xi ∈ Xi, i = 1, . . . , n,

f ξ1,...,ξn(x1, . . . , xn) = min
1�i�n

f ξi(xi), (1.13)

где

f ξi(xi) = sup{fηi(yi) | yi ∈ Yi, qi(yi) = xi}, xi ∈ Xi, i = 1, . . . , n.
(1.14)
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В дальнейшем, как правило, используется модель независимости
(1.12), (1.13), (1.14), верная при любых функциях qi(·) : Yi → Xi, i =
1, . . . , n.
Определение 1.4. Вариантом условного распределения нечетких
элементов ξ1, . . . , ξk при условии ξk+1 = xk+1, . . . , ξn = xn называется
любое решение f ξ1,...,ξk|ξk+1,...,ξn(x1, . . . , xk| xk+1, . . . , xn) уравнения

min(f ξ1,...,ξk|ξk+1,...,ξn(x1,. . ., xk|xk+1,. . ., xn), f ξk+1,...,ξn(xk+1,. . ., xn))=

= f ξ1,...,ξn(x1, . . . , xn), x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn, (1.15)

где

f ξk+1,...,ξn(xk+1, . . . , xn) = sup
xi∈Xi,
i=1,...,k

f ξ1,...,ξn(x1, . . . , xn) (1.16)

— маргинальное распределение ξk+1, . . . , ξn, [1].
Для упрощения формулировок обозначим (ξ1, . . . , ξk) ∼ ζ1,

(ξk+1, . . . , ξn) ∼ ζ2, X1 × . . . × Xk) ∼ Z1, Xk+1 × . . . × Xn ∼ Z2,
(x1, . . . , xk) ∼ z1, (xk+1, . . . , xn) ∼ z2 и рассмотрим уравнение (1.15)
при условии (1.16), переписав их в виде

min(f ζ1|ζ2(z1|z2), f ζ2(z2)) = f ζ1,ζ2(z1, z2), z1 ∈ Z1, z2 ∈ Z2, (1.17)

где
f ζ2(z2) = sup

z1∈Z1

f ζ1,ζ2(z1, z2). (1.18)

Поскольку в (1.17), (1.18) f ζ2(z2) � f ζ1,ζ2(z1, z2), z1 ∈ Z1, z2 ∈ Z2,
уравнение (1.17) всегда имеет решение. Любой вариант условного рас-
пределения ζ1 при условии ζ2 = z2 можно определить равенством

f ζ1|ζ2(z1|z2) =

{
f ζ1,ζ2(z1, z2), если f ζ1,ζ2(z1, z2) < f ζ2(z2),
q(f ζ2(z2)), если f ζ1,ζ2(z1, z2) = f ζ2(z2),

z1 ∈ Z1, z2 ∈ Z2, (1.19)

где q(·) : [0, 1] → [0, 1] — произвольная функция, удовлетворяющая
условию q(a) � a, a ∈ [0, 1].
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Заметим, что при некоторых z2 ∈ Z2 среди вариантов условного
распределения f ζ1|ζ2(·|z2) может и не быть распределения возможно-
сти. Действительно, если в (1.18) при z̄2 ∈ Z2 точная верхняя грань
не достигается, то f ζ1,ζ2(z1, z̄2) < f ζ2(z̄2), z1 ∈ Z1, и, следовательно,
в (1.17) (см. (1.19))

min(f ζ1|ζ2(z1|z̄2), f ζ2(z̄2)) = f ζ1|ζ2(z1|z̄2) = f ζ1,ζ2(z1, z̄2). (1.20)

Если при этом f ζ2(z̄2) < 1, то согласно (1.18), (1.20) sup
z1∈Z1

f ζ1|ζ2(z1|z̄2)=

f ζ2(z̄2) < 1.
Нетрудно заметить, что вариант f ζ1|ζ2(z1|z̄2), z1 ∈ Z1, условно-

го распределения будет распределением, если и только если либо
f ζ2(z̄2) = 1, либо f ζ2(z̄2) = max

z1∈Z1

f ζ1,ζ2(z1, z̄2) (см. ниже лемму 1.5).

Для определения условного распределения f ζ1|ζ2(·|z2) при каждом
z2 ∈ Z2 необходимо знать совместное распределение f ζ1,ζ2(z1, z2), z1 ∈
∈ Z1, z2 ∈ Z2, нечетких элементов ζ1, ζ2. Формулами (1.17), (1.18)
можно воспользоваться для определения f ζ1,ζ2(·, ·), если ввести поня-
тие переходной возможности и ее распределения7.
Определение 1.5. Отображение P (·|·) : P(Z1)× Z2 → [0, 1] называ-
ется переходной возможностью на (Z1,P(Z1)), (Z2,P(Z2)), если при
каждом z2 ∈ Z2 P (·|z2) есть возможность8 на (Z1,P(Z1)); функция
f(·|·) : Z1 × Z2 → [0, 1] называется распределением переходной воз-
можности P (·|·) : P(Z1)×Z2 → [0, 1], если при каждом z2 ∈ Z2 f(·|z2) :
Z1 → [0, 1] — распределение возможности P (·|z2) : P(Z1) → [0, 1], то
есть если для любого A ∈ P(Z1) P (A|z2) = sup

z1∈A
f(z1|z2), и, в частно-

сти, sup
z1∈Z1

f(z1|z2) = 1, z2 ∈ Z2.

Непосредственным следствием определения 1.5 является тот
факт, что для (произвольной) возможности PZ2(·) : P(Z2) → [0, 1]
на (Z2,P(Z2)), заданной любым распределением f(·) : Z2 → [0, 1],

f(z1, z2) = min(f(z1|z2), f(z2)), z1 ∈ Z1, z2 ∈ Z2, (1.21)

7Распределение переходной возможности обозначим так же, как обозначено
условное распределение.

8то есть аддитивная, счетно-аддитивная и нормированная мера на (Z1,P(Z1)).
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— распределение возможности PZ1×Z2(·) : P(Z1 ×Z2)→ [0, 1] на (Z1×
Z2, P(Z1 × Z2)), определенной формулой

PZ1×Z2(C) = sup
(z1,z2)∈C

f(z1, z2), C ∈ P(Z1 × Z2), (1.22)

и при этом в (1.21)

f(z2) = sup
z1∈Z1

f(z1, z2), z2 ∈ Z2. (1.23)

Действительно, аддитивность и счетная аддитивность PZ1×Z2(·)
(см. (1.22)) очевидны и
PZ1×Z2 (Z1 × Z2) = sup

z2∈Z2

sup
z1∈Z1

min(f(z1|z2), f(z2)) = sup
z2∈Z2

f(z2) = 1,

ибо sup
z1∈Z1

min(f(z1|z2), f(z2)) = min( sup
z1∈Z1

f(z1|z2), f(z2)) = f(z2), z2 ∈
∈ Z2.

В следующей лемме охарактеризован класс распределений f(·, ·),
определенных формулой (1.21), в которой f(·|·) : Z1 × Z2 → [0, 1] —
распределение переходной возможности и f(·) : Z2 → [0, 1] — распре-
деление возможности.

Лемма 1.5. Пусть Z2 = Z(0)

⋃
Z(0,1)

⋃
Z(1), где Z(0) = {z2 ∈ Z2,

f(z2) = 0}, Z(0,1) = {z2 ∈ Z2, 0 < f(z2) < 1}, Z(1) = {z2 ∈ Z2, f(z2) =
1} — попарно непересекающиеся подмножества Z2. Тогда для любого
z2 ∈ Z(0)

⋃
Z(1) существует функция f(·|z2) : Z1 → [0, 1], удовлетво-

ряющая уравнению (1.21), причем такая, что

sup
z1∈Z1

f(z1|z2) = 1. (1.24)

Если Z(0,1) 
= ∅, то для существования функции f(·|z2) : Z1 → [0, 1],
удовлетворяющей уравнению (1.21) и условию (1.24) при любом z2 ∈
∈ Z(0,1), необходимо и достаточно, чтобы при любом z2 ∈ Z(0,1)

Z1(z2) = {z1 ∈ Z1, f(z1, z2) = f(z2)
�= sup

z̄1∈Z1

f(z̄1, z2)} 
= ∅. (1.25)

Иначе говоря, для того, чтобы существовала функция f(·|z2) : Z1 →
[0, 1], удовлетворяющая уравнению (1.21) и условию (1.24) при любом
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z2 ∈ Z2, необходимо и достаточно, чтобы либо Z(0,1) = ∅, либо при
любом z2 ∈ Z(0,1) 
= ∅

f(z2) = max
z1∈Z1(z2)

f(z1, z2).

Доказательство. Если z2 ∈ Z(0), то f(z2) = 0 и согласно (1.21)
f(z1, z2) = 0, z1 ∈ Z1. Следовательно, для z2 ∈ Z(0) функция
f(·| z2) : Z1 → [0, 1], удовлетворяющая условиям (1.21) и (1.24), су-
ществует. Если z2 ∈ Z(1), то f(z2) = 1, и, поскольку в таком слу-
чае согласно (1.21) f(z1, z2) = f(z1|z2), z1 ∈ Z1, то sup

z1∈Z1

f(z1|z2) =

sup
z1∈Z1

f(z1, z2) = f(z2) = 1. Следовательно, и при z2 ∈ Z(1) существу-

ет функция f(·| z2) : Z1 → [0, 1], удовлетворяющая (1.21) и (1.24).
Поэтому, если Z(0,1) = ∅, то такая функция существует при любом
z2 ∈ Z2.

Если Z(0,1) 
= ∅, z2 ∈ Z(0,1) и Z1(z2) = ∅, то для любого z1 ∈ Z1

f(z1, z2) < f(z2) и согласно равенству (1.21) f(z1|z2) = f(z1, z2), z1 ∈
∈ Z1. Поэтому в этом случае sup

z1∈Z1

f(z1|z2) = sup
z1∈Z1

f(z1, z2) = f(z2) < 1.

Если же при любом z2 ∈ Z(0,1) Z1(z2) 
= ∅, то для любого z2 ∈ Z(0,1)

и любого z1 ∈ Z1(z2) в (1.21) можно выбрать f(z1|z2) > f(z2) =
f(z1, z2), причем, очевидно, так, чтобы maxz1∈Z1(z2) f(z1|z2) = 1.
Замечание 1.2. Пусть f(·|·) : Z1 × Z2 → [0, 1] — некоторое рас-
пределение переходной возможности, f(·) : Z2 → [0, 1] — некоторое
распределение возможности, и f(·, ·) — отвечающая им левая часть
равенства (1.21). Тогда, считая , что в (1.21) f ζ1,ζ2(z1, z2)

�=f(z1, z2) и
соответственно в силу (1.23) f ζ2(z2)

�=f(z2), z1 ∈ Z1, z2 ∈ Z2, и рас-
сматривая (1.21) как уравнение относительно f ζ1|ζ2(z1|z2)

�=f(z1|z2),
z1 ∈ Z1, z2 ∈ Z2, найдем, что в таком случае существует вари-
ант условного распределения f ζ1|ζ2(·|z2), являющийся распределени-
ем возможности при каждом z2 ∈ Z2. Таким вариантом является,
в частности, переходная возможность, рассматриваемая как функ-
ция f(·|z2) : Z1 → [0, 1] при каждом фиксированном z2 ∈ Z2. Далее,
говоря об условном распределении, будем иметь в виду такую его
конструкцию.
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§ 2. Нечеткие функции. Равенство, эквивалентность,
независимость

Пусть qi(·, ·) : Y × T → X и ξ(t) = q(η, t), t ∈ T , — нечеткая
функция, ее значением при каждом t ∈ T является нечеткий элемент
ξ(t).

Что касается распределения нечеткой функции ξ(·), то9

f ξ(·)(x(·)) = P η(∀t ∈ T ξ(t) = x(t)) =

= sup{fη(y)|y ∈
⋂
t∈T

{y ∈ Y, q(y, t) = x(t)}}, x(·) : T → X, (2.1)

— возможность равенства ξ(·) = x(·). Распределение возможностей
значения ξ(t) при любом фиксированном t ∈ T дается равенством
f ξ(t)(x) = P η(ξ(t) = x) = sup{fη(y)|y ∈ Y, q(y, t) = x}, x ∈ X.
Определение 2.1. Нечеткие функции ξ1(·) и ξ2(·) назовем

• равными (с необходимостью единица), ξ1(·) = ξ2(·) (mod Nη),
если ∀t ∈ T {y ∈ Y, q1(y, t) = q2(y, t)} ⊃ Y(1), или, что то же
самое, ⋂

t∈T
{y ∈ Y, q1(y, t) = q2(y, t)} ⊃ Y(1). (2.2)

• эквивалентными, ξ1(·) � ξ2(·), если ∀x(·) : T → X

f ξ1(·)(x(·)) = f ξ2(·)(x(·)). (2.3)

Теорема 2.1. 1. Равенство ξ1(·) = ξ2(·) (mod Nη) эквивалентно
каждому из следующих условий

P η(∃t ∈ T q1(η, t) 
= q2(η, t)) = 0 (2.4)

или
Nη(∀t ∈ T q1(η, t) = q2(η, t)) = 1. (2.5)

9x(·) : T → X — «обычная», «четкая» функция.



162 Ю.П. Пытьев

2. Если ξ1(·) = ξ2(·) (mod Nη), то ξ1(·) � ξ2(·), если же ξ1(·) =
x1(·)(mod Nη), то эквивалентность ξ1(·) � x1(·) означает то
же самое. Иначе говоря, ξ1(·) = ξ2(·)(mod Nη) ⇒ ξ1(·) � ξ2(·),
ξ1(·) = x1(·)(mod Nη) ⇔ ξ1(·) � x1(·).

Доказательство. 1. Действительно, условие (2.4) означает, что
sup{fη(y)| y ∈

⋃
t∈T

{y ∈ Y , q1(y, t) 
= q2(y, t)}} = 0, что эквивалент-

но
⋃
t∈T

{y ∈ Y, q1(y, t) 
= q2(y, t)} ⊂ Y(0), а это включение эквивалентно

включению (2.2).
С другой стороны равенство (2.4) эквивалентно (2.5), ибо Nη(∀t ∈

∈ T q1(η, t) = q2(η, t)) = θ(P η(∃t ∈ T q1(η, t) 
= q2(η, t))) = 1.
2. Пусть выполнено условие (2.2), означающее, что ξ1(·) =

ξ2(·) (mod Nη). Тогда для любой функции x(·) : T → X f ξ1(·)(x(·)) =
sup{fη(y)|y ∈

⋂
t∈T

{y ∈ Y(1), q1(y, t) = x(t)}} = sup{fη(y)|y ∈
⋂
t∈T

{y ∈

∈ Y(1), q2(y, t) = x(t)}} = f ξ2(·)(x(·)), ибо ∀t ∈ T и ∀y ∈ Y(1)

q1(y, t) = q2(y, t).
Пусть теперь ξ1(·) = x1(·) (mod Nη). Тогда

f ξ1(·)(x(·)) = sup{fη(y)| y ∈ Y(1), ∀t ∈ T q1(y, t) = x(t)} =

=

{
1, если ∀t ∈ T x(t) = x1(t),
0, если ∃t ∈ T x(t) 
= x1(t).

(2.6)

Наоборот, если имеет место равенство (2.6), то есть если ξ1(·) �
x1(·), то {y ∈ Y, ∃t ∈ T, q1(y, t) 
= x1(t)} ⊂ Y(0), или, что то же самое,
{y ∈ Y, ∀t ∈ T, q1(y, t) = x1(t)} ⊃ Y(1), то есть ξ1(·) = x1(·) (mod Nη).
Определение 2.2. Нечеткую функцию ξ(·) назовем нечеткой функ-
цией с независимыми значениями, если для любой функции x(·) :
T → X

f ξ(·)(x(·)) = inf
t∈T

f ξ(t)(x(t)), (2.7)

где f ξ(t)(x(t)) = P η(ξ(t) = x(t)) = sup{fη(y)|y ∈ Y, q(y, t) = x(t)} —
возможность равенства ξ(t) = x(t), t ∈ T.
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Согласно определениям 2.1, 2.2, если ξ1(·) — нечеткая функция
с независимыми значениями и ξ2(·) � ξ1(·), то и ξ2(·) — нечеткая
функция с независимыми значениями.

Теорема 2.2. Пусть ξ(·) : T → X — нечеткая функция с незави-
симыми значениями, f ξ(·)(x(·)), x(·) : T → X, — ее распределение и
Q· : T → P(X) — многозначное отображение, ставящее в соответ-
ствие каждому t ∈ T множество Qt ∈ P(X).

Тогда

P η(ξ(·) ∈ Q·) = P (∀t ∈ T ξ(t) ∈ Qt) = inf
t∈T

sup
x∈Qt

f ξ(t)(x). (2.8)

Доказательство. Для любого ε > 0 множество Dt,ε = {x ∈
∈ Qt, f

ξ(t)(x) � sup
x∈Qt

f ξ(t)(x) − ε} 
= 
= ∅, t ∈ T , поэтому для любого

xt,ε ∈ Dt,ε inf
t∈T

sup
x∈Qt

f ξ(t)(x) � sup{inf
t∈T

f ξ(t)(x(t))|x(·) : T → X, ∀t ∈
∈ T x(t) ∈ Qt} � inf

t∈T
f ξ(t)(xt,ε) � inf

t∈T
sup
x∈Qt

f ξ(t)(x) − ε. Равенство (2.8)

следует отсюда в силу произвольности ε > 0.
Рассмотрим некоторые следствия теоремы 2.2.

Следствие 2.1. Пусть ξ(·) : T → X — нечеткая функция с неза-
висимыми значениями и z(·) : X → Z — произвольная функ-
ция. Тогда ζ(t) = z(ξ(t)), t ∈ T , — нечеткая функция с незави-
симыми значениями, причем для любой функции z(·) : T → Z,
f ζ(·)(z(·)) = inf

t∈T
f ζ(t)(z(t)), где10 f ζ(t)(z) = sup

x∈z−1(z)

f ξ(t)(x), z ∈ Z.

Действительно, P (ζ(·) = z(·)) = P (ξ(·) ∈ z−1(z(·))) = sup
x∈Qt

f ξ(t)(x),

где Qt = z−1(z(t))�={x ∈ X, z(x) = z(t)}, t ∈ T , и согласно (2.8)
P (ζ(·) = z(·)) = P (ξ(·) ∈ Q·) = inf

t∈T
sup
x∈Qt

f ξ(t)(x) = inf
t∈T

f ζ(t)(z(t)), z(·) :
T → Z.

Следствие 2.2. Пусть Qt = X при t ∈ T\{t1, . . . , tn, . . .}, Qti =
{xi}, i = 1, 2, . . . , — одноточечные множества в X и ξ(·) : T → X

10По определению sup
x∈∅

fξ(t)(x) = 0, t ∈ T .
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— нечеткая функция c независимыми значениями, распределенная
согласно (2.7). Тогда согласно (2.8)

P η(ξ(·) ∈ Q·) = P η(ξ(ti) = xi, i = 1, 2, . . .) =

= inf
i=1,2,...

f ξ(ti)(xi), xi ∈ X, i = 1, 2, . . . (2.9)

Иными словами, сужение ξ(·) : T → X на {t1, t2, . . .} есть нечеткая
функция с независимыми значениями, распределенная согласно (2.9).

Следствие 2.3. Пусть нечеткий элемент ξ = γ(η) — нечеткая
функция γ(·) : Y → X нечеткого аргумента η, причем нечеткие
элементы η и γ(y) независимы при любом y ∈ Y . Тогда распределе-
ние ξ дается равенством

f ξ(x) = P (∃y ∈ Y, η = y, γ(y) = x) =

= sup
y∈Y

sup{min(fη(y), fγ(y)(g(y)))| g(·) : Y → X, g(y) = x}, x ∈ X.

(2.10)

§ 3. Нечеткие множества

Пусть A· : Y → P(X) — многозначное отображение, ставящее
в соответствие каждой точке y ∈ Y множество Ay ∈ P(X), A· :
X → P(Y ) — многозначное отображение, обратное к A·, ставящее в
соответствие каждой точке x ∈ X множество

Ax
�={y ∈ Y, x ∈ Ay},

и
ΓA

�={(y, x) ∈ Y ×X, x ∈ Ay},
множество в Y × X, называемое графиком отображения A·, см.
рис. 2.

Согласно данным определениям для любых x ∈ X и y ∈ Y вклю-
чения x ∈ Ay, y ∈ Ax и (y, x) ∈ ΓA эквивалентны.
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ΓA

Ax

Ayx

y

Y

X

Рис. 2. Отображение A· : Y → P(X), его график ΓA ⊂ Y × X и
обратное к A· отображение A· : X → P(Y ).

Пусть ∗ – произвольная бинарная операция над множествами —
объединение

⋃
, пересечение

⋂
, или разность \ множеств. Одноимен-

ная операция ∗ над многозначными отображениями A· и B· опреде-
ляется равенством

(A ∗B)y �=Ay ∗By, y ∈ Y,

и, как следствие,

(A ∗B)x �=Ax ∗Bx, x ∈ X, ΓA∗B = ΓA ∗ ΓB.
Определение 3.1. Нечетким множеством, определенным на
(Y, P(Y ), P η) и принимающим значения в P(X), назовем образ Aη

нечеткого элемента η при отображении A· : Y → P(X), график ΓA
отображения A· назовем графиком нечеткого множества Aη. Инди-
каторной функцией (одноточечного покрытия) Aη назовем функцию
fA

η
(x) = P η(x ∈ Aη) ≡ P η(η ∈ Ax), x ∈ X, где Ax = {y ∈ Y, x ∈

∈ Ay}, x ∈ X, — многозначное отображение из X в P(Y ), обратное
A· : Y → P(X). Значение fA

η
(x) — возможность покрытия x ∈ X

нечетким множеством Aη. Если
⋃
x∈X

Ax ⊃ Y(1), то sup
x∈X

fA
η
(x) = 1.
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Y1

Y2

Y3

X1

X2

X3

Y

X1
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ΓA
Ax

Рис. 3. График нечеткого множества, индикаторная функция которо-
го не определена для любого x ∈ X1

⋃
X2
⋃
X3, множества Y1, Y2, Y3

образуют разбиение Y = Y1 ∪ Y2 ∪ Y3 = [0, 1], X ∈ [0, 1].

Замечание 3.1. Для существования индикаторной функции нечет-
кого множества Aη, определенной на всем X, существенен тот факт,
что нечеткий элемент η определен на пространстве (Y,P(Y ), P η), в
котором измеримы все подмножества Y . Действительно, если η опре-
делен на (Y,B, P η), где B — σ алгебра, описанная в замечании 1.1,
то может так случиться,что индикаторная функция fA

η
(·) не будет

определена на любом x ∈ X. Такой случай представлен на Рис. 3,
где Y = Y1

⋃
Y2
⋃
Y3 = [0, 1], алгебра B состоит из восьми множеств:

∅, Y, Y1, Y2, Y3, Y1
⋃
Y2, Y2

⋃
Y3, Y3

⋃
Y1, и, поскольку возмож-

ность P η определена только на этих восьми множествах, то для лю-
бого x ∈ X1

⋃
X2
⋃
X3 ⊂ X = [0, 1], где Xi = AYi — образ Yi при

отображении A· : Y → P(X), i = 1, 2, 3, Ax /∈ B, и, следовательно,
возможность fA

η
(x) = P η(η ∈ Ax) не определена.

Между тем, B — измеримы11 Yi = {y ∈ Y, Ay ⊂ Xi}, Yi
⋃
Yj =

{y ∈ Y, Ay ⊂ Xi
⋃
Xj}, i, j = 1, 2, 3.

11Если учесть, что Ay = ∅ ⊂ X1, y ∈ [0, y1), и Ay = ∅ ⊂ X3, y ∈ (y3, 1].
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3.1. Включение, равенство, эквивалентность нечетких
множеств

Определение 3.2. Нечеткое множество Aη
1

• содержится в нечетком множестве Aη
2 , Aη

1 ⊂ Aη
2 (mod Nη),

если {y ∈ Y, Ay
1 ⊂ Ay

2} ⊃ Y(1);
• равно нечеткому множеству Aη

2, Aη
1 = Aη

2 (mod Nη), если {y ∈
∈ Y, Ay

1 = Ay
2} ⊃ Y(1), или, что то же самое, если Aη

1 ⊂ Aη
2 и

Aη
1 ⊃ Aη

2 (mod Nη);
• эквивалентно нечеткому множеству Aη

2 (в смысле возможностей
одноточечного покрытия), Aη

1 � Aη
2, если fA

η
1(x) = fA

η
2(x), x ∈

∈ X;
• наконец, будем писать Aη

1⊂̃Aη
2 (включение с точностью до экви-

валентности), если
fA

η
1(x) � fA

η
2(x), x ∈ X. При этом Aη

1⊂̃Aη
2 и Aη

1⊃̃Aη
2 ⇔ Aη

1 � Aη
2.

Ясно, что Aη
1 = Aη

2(mod Nη) ⇒ Aη
1 � Aη

2, A
η
1 ⊂ Aη

2(mod Nη) ⇒
Aη

1⊂̃Aη
2 .

Обратные импликации в общем случае, разумеется, не верны.
Пусть Aη = A(mod Nη), то есть пусть {y ∈ Y, Ay = A} ⊃ Y(1),

где A ∈ P(X). Нечеткое множество Aη , равное A (mod Nη), назовем
четким, равным A. Его индикаторная функция

fA
η
(x) = sup{fAη

(y)|y ∈ Y(1), x ∈ A} =
{
1, если x ∈ A,

0, если x ∈ X\A, x ∈ X,

(3.1)
равна индикаторной функции χA(·) множества A

χA(x) =

{
1, если x ∈ A,

0, если x ∈ X\A, x ∈ X.

Иначе говоря, Aη � A. Однако в отличие от нечеткого элемента, для
которого ξ � x0 ⇔ ξ = x0 (mod Nη), x0 ∈ X, в случае нечеткого мно-
жества эквивалентность Aη � A, вообще говоря, не влечет равенство
Aη = A (mod Nη). Действительно, в силу (3.1), если Aη � A, то

P η(x ∈ Aη) =

{
1, если x ∈ A,

0, если x ∈ X\A.
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Γ
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a b c d

Y

X

1
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Рис. 4. Если Y = [0, 1], fη(y) = y, y ∈ [0, 1], Γ ⊂ Y ×X — график мно-
гозначного отображения A· : Y → P(X), то множество A = [a, b] ⊃
Aη (mod Nη), ибо для любого y ∈ (0, 1] = Y(1) A

y = [c, d] ⊂ [a, b] = A,

P η(x ∈ Aη) =
{
1, если x ∈ A,

0, если x ∈ X \ A, x ∈ X, то есть Aη � A, в то

время как P η(Aη 
= A) = sup{y ∈ Y, Ay 
= A} = 1, и множество
{y ∈ Y, A ⊂ Ay} = {1} не содержит Y(1) = (0, 1], то есть включение
A ⊂ Aη(mod Nη) не имеет места.

Отсюда следует, что {y ∈ Y, (X\A) ∩ Ay 
= ∅} ⊂ Y(0), или, что то
же самое, {y ∈ Y, Ay ⊂ A} ⊃ Y(1). Следовательно, Aη � A ⇒ Aη ⊂
A (mod Nη).

На рис. 4 приведен пример нечеткого множества Aη � A, для
которого включение Aη ⊃ A(modNη), а следовательно и равенство
Aη = A (mod Nη) не имеют места.
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3.2. Независимость нечетких множеств, нечетких мно-
жеств и нечетких элементов

Пусть A·
i : Y → P(Xi), i = 1, . . . , n, — многозначные отображения,

qj(·) : Y → X
′
j , j = 1, . . . ,m, — функции.

Определение 3.3. Нечеткие множества Aη
i , i = 1, . . . , n, и нечеткие

элементы ξj = qj(η), j = 1, . . . ,m, назовем

• взаимно независимыми, если для любых множеств Ai ∈ P(Xi),
i = 1, . . . , n, и A

′
j ∈ P(X

′
j), j = 1, . . . ,m,

P η(Aη
1∩A1 = ∅, Aη

1 
= ∅;Aη
2∩A2 
= ∅; . . . ;Aη

n∩An = ∅, Aη
n 
= ∅,

ξ1 ∈ A
′
1, . . . , ξm ∈ A

′
m) = min(P

η(Aη
1 ∩A1 = ∅, Aη

1 
= ∅),
P η(Aη

2 ∩A2 
= ∅), . . . , P η(Aη
n ∩An = ∅, Aη

n 
= ∅)),

P r(ξ1 ∈ A
′
1), . . . , P

η(ξ ∈ A
′
m)) (3.2)

при любых комбинациях «= ∅», «
= ∅»12;
• взаимно независимы в смысле одноточечного покрытия, если

для любых xi ∈ Xi, i = 1, 2, . . . , n, и x
′
j ∈ X

′
j , j = 1, . . . ,m,

P η(x1 ∈ Aη
1, x2 /∈ Aη

2, . . . , xn ∈ Aη
n; ξ1 = x

′
1, . . . , ξm = x

′
m) =

min(fA
η
1(x1), fX2\Aη

2 (x
′
2), . . . , f

Aη
n(xn), f ξ1(x

′
1), . . . , f

ξm(x
′
m))
(3.3)

для любых комбинаций «∈» и «/∈».
Ясно, что взаимно независимые нечеткие множества и нечеткие

элементы взаимно независимы и в смысле одноточечного покрытия.

Теорема 3.1. Пусть q(·) : Y → X, A· : Y → P(X) и ξ = q(η).
Тогда P η(ξ ∈ Aη) = sup{fη(y)| y ∈ Y(1), q(y) ∈ Ay}, а если нечеткий
элемент ξ = q(η) и нечеткое множество Aη независимы в смысле
одноточечного покрытия, то

12Заметим, что {y ∈ Y, Ay ∩ B = ∅, Ay �= ∅} = Y \
[

x∈B

Ax, {y ∈ Y, Ay ∩ B �=

∅} =
[

x∈B

Ax где Ax = {y ∈ Y, x ∈ Ay}, x ∈ X.
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P η(ξ ∈ Aη) = sup
x∈X

min(f ξ(x), fA
η
(x)). (3.4)

Доказательство. Действительно, событие {ξ ∈ Aη} =
⋃
x∈X

{ξ =

x, x ∈ Aη}, так как {y ∈ Y, q(y) ∈ Ay} =
⋃
x∈X

{y ∈ Y, q(y) = x, x ∈

∈ Ay}. Отсюда следует равенство (3.4).
Если Y = Y1 × . . . × Yn, y = (y1, . . . , yn), η = (η1, . . . , ηn),

причем нечеткие элементы η1, . . . , ηn взаимно независимы, то есть
fη(y) = min

1�i�n
fηi(yi), y ∈ Y , то нечеткие множества Aη1

1 , . . . , Aηn
n вза-

имно независимы, в частности, и в смысле одноточечного покрытия,
при любых многозначных отображениях A·

i : Yi → P(Xi), i = 1, . . . , n,
а нечеткие элементы ξ1 = q1(η1), . . . , ξn = qn(ηn) взаимно независимы
при любых функциях q(·) : Yi → Xi, i = 1, . . . , n.

Более того, если η = (η1, η2) и независимы нечеткие элементы η1

и η2, то для любой функции q(·) : Y1 → X1 и любого многознач-
ного отображения A· : Y2 → P(X2) нечеткий элемент ξ = q(η1) и
нечеткое множество Aη2 независимы, так как для любого x ∈ X1

и A ∈ P(X2) P η(ξ = x, Aη2 ∩ A = ∅, Aη2 
= ∅) = min(P η(ξ =
x), P η(Aη2 ∩A = ∅, Aη2 
= ∅)); P η(ξ = x, Aη2 ∩A 
= ∅) = min(P η(ξ =
x), P η(Aη2 ∩ A 
= ∅)). В частности, если X1 = X2 = X, то ∀x ∈
∈ X P η(ξ = x, x ∈ Aη2) = min(f ξ(x), fA

η2 (x)) и соответственно13 ,
P η(ξ ∈ Aη2) = P η(∃x ∈ X ξ = x, x ∈ Aη2)) = sup

x∈X
min(f ξ(x), fA

η2 (x)).

Пусть A·
t : Y → P(X), t ∈ T , — семейство многозначных отобра-

жений.
Определение 3.4. Семейство нечетких множеств Aη

t , t ∈ T , назо-
вем нечетким многозначным отображением, ставящим в соответствие
каждому t ∈ T нечеткое множество Aη

t , принимающее значения в
P(X).

Если для любой функции x(·) : T → X P η(Aη
· � x(·))�=P η(∀t ∈

∈ T Aη
t � x(t)) = inf

t∈T
P η(Aη

t � x(t)), то нечеткое многозначное отобра-

13Разумеется, в общем случае P η(ξ ∈ Aη) = sup
x∈X

P η(ξ = x, x ∈ Aη).
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жение Aη
· назовем нечетким многозначным отображением с незави-

симыми (в смысле одноточечного покрытия) значениями.

3.3. Шкала значений возможности. Принцип относитель-
ности

В теории возможностей [1] одним из фундаментальных понятий
является понятие шкалы L = ([0, 1],�,+, •) значений возможности,
определенной как интервал [0, 1] с естественной упорядоченностью,
заданной неравенством �, и с двумя коммутативными, ассоциативны-
ми и взаимно дистрибутивными бинарными операциями: сложением
+ : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1], определенным равенством a+ b

�=max(a, b),
a, b ∈ [0, 1], и умножением • : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1], определенным
равенством a • b�=min(a, b), a, b ∈ [0, 1]. Обе операции изотонны14 по
каждому аргументу: для любых a, b, c ∈ [0, 1], a � b ⇒ a+ c � b+ c,
a • c � b • c; 0 и 1 являются нейтральными элементами L : a+ 0 =
a, a • 0 = 0, a • 1 = a, a+ 1 = 1.

Свойство шкалы L, определяющее содержательное толкование
вазможности [1], обусловлено наличием у L обширной группы Γ ав-
томорфизмов. Элементами Γ являются все непрерывные строго изо-
тонные15 функции γ(·) : [0, 1] → [0, 1], оставляющие неподвижны-
ми нейтральные элементы: γ(0) = 0, γ(1) = 1; групповая опера-
ция γ′ ◦ γ(·) определена как композиция16: γ′ ◦ γ(a)�=γ′(γ(a)), a ∈
∈ [0, 1], γ′(·), γ(·) ∈ Γ. Каждая функция γ(·) ∈ Γ определяет отобра-
жение17 γ : L → L, которое является автоморфизмом (по определе-
нию18), поскольку для любой функции γ(·) ∈ Γ

1. γ(0) = 0, γ(1) = 1, a � b ⇔ γ(a) � γ(b), a, b ∈ [0, 1];
14то есть сохраняют упорядоченность
15a � b ⇔ γ(a) � γ(b), a, b ∈ [0, 1], γ(·) ∈ Γ.
16Нетрудно видеть, что функции γ(·) ∈ Γ имеют обратные γ−1(·) ∈ Γ, откуда

следует, что Γ — группа.
17Далее Γ обозначает как множество функций γ(·) : [0, 1] → [0, 1], так и множе-

ство соответствующих отображений γ : L → L.
18L — полная дистрибутивная решетка, Γ — группа решеточных автоморфиз-

мов [7], что следует из соотношений 1., 2., 3; бинарные операции + как max
и • как min — единственные в классе непрерывных симметричных функций
[0, 1] × [0, 1] → [0, 1], удовлетворяющих условиям 2., 3., см [1].
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2. γ(a+ b) = γ(a)+ γ(b), γ(a • b) = γ(a) • γ(b), a, b ∈ [0, 1];
3. γ(+

λ∈Λ
fλ) = +

λ∈Λ
γ(fλ), γ( •

λ∈Λ
fλ) = •

λ∈Λ
γ(fλ), fλ ∈ [0, 1], λ ∈ [0, 1],

где +
λ∈Λ

fλ
�=sup

λ∈Λ
fλ, •

λ∈Λ
fλ

�= inf
λ∈Λ

fλ.

Эти соотношения между преобразованиями γ(·) : [0, 1] → [0, 1],
γ(·) ∈ Γ, с одной стороны, и упорядоченностью, сложением и умно-
жением, с другой, характеризуют Γ как группу автоморфизмов γ :
L → L.

Соотношения 1., 2., 3. можно рассматривать как свойства пре-
образования шкалы L в изоморфную, эквивалентную ей шкалу γL,
γ ∈ Γ, согласно которым
1) шкала γL имеет те же нейтральные элементы и ту же упорядочен-
ность, что и шкала L;
2) операции «+» и «•» инвариантны относительно преобразования
L → γL, поскольку, вообще говоря, γ(a+b) = γ(a)+(γ) γ(b), γ(a ·b) =
γ(a) •(γ) γ(b), но в данном случае согласно 2. +(γ) =+, •(γ) = •.
3) это же относится и к операциям +

λ∈Λ
и •

λ∈Λ
.

На этих свойстах преобразований L → γL, γ ∈ Γ, в теории
возможностей основан принцип относительности, согласно которо-
му каждый исследователь при построении и изучении теоретико-
возможностной модели использует свою шкалу L, совпадающую со
шкалой любого другого исследователя с точностью до преобразова-
ния L → γL, γ ∈ Γ, и, следовательно, — эквивалентную шкале лю-
бого другого исследователя. Поскольку Γ является группой, шкалы
всех исследователей взаимно эквивалентны. Поэтому любые опреде-
ления, доводы, утверждения, задачи, данные и т.п., формулировки
которых в некоторых шкалах L1 и L2 различны, считаются эквива-
лентными, если существует шкала19 L = γ1L1 = γ2L2, в которой их
формулировки совпадают, если же формулировки совпадают во всех
шкалах, то соответствующие определения, доводы, и т.д. могут быть
содержательно истолкованы, ибо их смысл не зависит от шкалы, и,
следовательно, одинаков для всех исследователей.

19то есть если существуют такие преобразования γ1, γ2 ∈ Γ, при которых γ1L1 =
γ2L2.
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Например, равенства P1(A1) = a1 в L1 и P2(A2) = a2 в L2 эквива-
лентны, если a1 ∈ (0, 1) и a2 ∈ (0, 1), ибо в этом случае существуют
γ1, γ2 ∈ Γ, при которых γ1(a1) = γ2(a2) = a ∈ (0, 1); эти равенства
эквивалентны равенству P (A) = a в шкале L, где a — любое значе-
ние из (0, 1). Вместе с тем, если P1(A1) = 1, а P2(A2) = 0, то эти
равенства не эквивалентны, ибо равенства нулю и единице остаются
таковыми в любой шкале и, следовательно, каждое из них имеет один
и тот же смысл для любого исследователя. Точно также неравенства
P (A) 
= P (B) или P (A) > P (B) в шкале L сохраняют свой смысл в
любой шкале γL, γ ∈ Γ.

Однако для того, чтобы установить эквивалентность или инвари-
антность более сложных утверждений сказанного недостаточно. Сле-
дует использовать еще и законы преобразований других конструкций,
а именно, при преобразовании L → γL

• значения a ∈ [0, 1] преобразуются по правилу a → γ(a);

• функции f(·) ∈ L(X) из класса всех функций f(·) : X → L
преобразуются по правилу f(·)→ γ ◦ f(·), где γ ◦ f(x)�=γ(f(x)),
x ∈ X;

• функции (интегралы) p(·) из класса L(L(X)) всез функ-
ций p(·) : L(X) → L, линейных: p((a • f)+(b • g)(·)) =
a • p(f(·))+ b • p(g(·)), a, b ∈ [0, 1], f(·), g(·) ∈ L(X), и счетно-

аддитивных: p

( ∞
+
j=1

fj(·)
)
=

∞
+
j=1

p(fj(·)), fj(·) ∈ L(X), j =

1, 2, . . ., преобразуются по правилу p(f(·)) → γ ∗ p(f(·)), где
γ ∗ p(f(·))�=γ(p(γ−1 ◦ f(·))), f(·) ∈ L(X), см. [1].

Воспользовавшись этим, нетрудно убедиться, что все данные
в §§ 1–3, формулировки определений, лемм, теорем и замечений зву-
чат одинаково в любой шкале γL, γ ∈ Γ, и, следовательно, имеют
один и тот же смысл для любого исследователя.

§ 4. Неопределенный элемент

Неопределенный элемент охарактеризуем в терминах высказыва-
ний относительно его свойств, истинность и ложность которых не аб-
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солютны20 и определены в ранговой шкале значениями мер правдопо-
добия и доверия, формально идентичныx мерам возможности и необ-
ходимости, определящими нечеткий элемент. В отличие от нечеткого
элемента, моделирующего все то, что относится к содержательной ин-
терпретации свойств моделируемого объекта (или явления), неопреде-
ленный элемент моделирует неполноту знания этих свойств, фор-
мально представляя априорные сомнения по поводу их адекватно-
сти.

Обозначим ũ неопределенный элемент21, U — множество его зна-
чений, geu(·) : U → [0, 1] — распределение правдоподобий его значе-
ний, значение geu(u) распределения geu(·) определяет правдоподобие
истинности утверждения, согласно которому ũ = u ∈ U, или короче
— правдоподобие равенства ũ = u. Это утверждение (высказывание)
назовем элементарным, его правдоподобие Pl(ũ = u)�=geu(u), u ∈ U.
Далее функция geu(·) называется распределением ũ. Правдоподобие
истинности утверждения, согласно которому ũ ∈ A ⊂ U, выража-
ется через правдоподобия истинности элементарных высказываний
ũ = u ∈ A, u ∈ U, каждое из которых влечет включение ũ в A,

Pl(ũ ∈ A) ≡ Pleu(A)�= sup
u∈A

geu(u), A ∈ P(U). (4.1)

Вследствие определения (4.1),

Pleu(A ∪B) = max(Pleu(A), Pleu(B)),

Pleu(A ∩B) � min(Pleu(A), Pleu(B)), A, B ∈ P(U),

и для любой последовательности множеств A1, A2, . . .

Pleu
(∞⋃

i=1

Ai

)
= sup

i
Pleu(Ai),

20Иногда, при некоторых обстоятельствах, как правило, и т.д.; свойства имеют
место, иногда отчасти, иногда — нет, и т.п.

21Нечеткие элементы будем обозначать строчными греческими буквами,
неопределенные — строчными латинскими с волной, значения тех и других — про-
сто строчными латинскими; неопределенные нечеткие (НН) элементы — строч-
ными греческими с волной.
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Pleu
( ∞⋂

i=1

Ai

)
� inf

i
Pleu(Ai).

Поскольку U — множество значений ũ, то истинность ũ ∈ U — аб-
солютна: Pl(ũ ∈ U) = sup

u∈U
geu(u) = 1. Поэтому ∀A ∈ P(U) Pleu(U) =

max(Pleu(A),Pleu(U\A)) = 1.
Далее высказывания, правдоподобие которых равно единице, бу-

дем называть вполне правдоподобными, высказывания, правдоподо-
бие которых меньше единицы, но больше нуля — сомнительными,
равно нулю — неправдоподобными22.

Меру доверия Beleu(·) истинности утверждения, согласно которому
ũ ∈ A, определим равенством

Beleu(A) ≡ Bel(ũ ∈ A) = ϑ(Pleu(U\A)), A ∈ P(A), (4.2)

где функция ϑ(·) : [0, 1] → [0, 1] непрерывна, строго монотонно уба-
вает, ϑ(0) = 1, ϑ(1) = 0, причем ϑ(ϑ(a)) = a, a ∈ [0, 1].

Между правдоподобием и доверием имеют место следующие свя-
зи: ∀A ∈ P(U)

max(Pleu(A),Pleu(U\A)) = 1 ⇔ min(Beleu(A),Beleu(U\A)) = 0,
Pleu(A) < 1 ⇒ Pleu(U\A) = 1 ⇔ Beleu(A) = 0,

Beleu(A) > 0 ⇔ Pleu(U\A) < 1 ⇒ Pleu(A) = 1

и как следствие Beleu(A) � Pleu(A).
Тройку (U,P(U),Pl) назовем измеримым пространством с мерой

правдоподобия, или короче — с правдоподобием, в котором мера Pleu

определена равенством (4.1), неопределенный элемент ũ назовем ка-
ноническим для (U,P(A),Pleu).

4.1. Множества Pleu-меры ноль и Beleu-меры единица

Рассмотрим разбиение U = U(0)

⋃
U(1), в котором U(0) = {u ∈

∈ U, geu(u) = 0}, U(1) = {u ∈ U, geu(u) > 0}, U(0)

⋂
U(1) = ∅.

22Такая градация истинности высказываний не зависит от выбора шкалы зна-
чений правдоподобия.
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Всякое множество, содержащееся в U(0), назовем множеством Pleu-
меры ноль, всякое множество, содержащее U(1), — множеством Beleu-
меры единица. Следующая лемма характеризует свойства разбиения
U = U(0)

⋃
U(1).

Лемма 4.1. 1. U(0) —максимальное по включению множество в
U, для которого правдоподобие23 Pleu(U(0)) = 0. U(1) — мини-
мальное по включению множество в U, для которого доверие24

Beleu(U(1)) = ϑ(Pleu(U\U(1))) = 1.
2. Пусть A ∈ P(U) — произвольное высказывание, A0 ⊂ U(0) и

A1 ⊃ U(1), тогда

Pleu(A
⋂

A1) = Pleu(A
⋃

A0) = Pleu(A), Pleu(A
⋂

A0) = 0,

Beleu(A
⋂

A1) = Beleu(A
⋃

A0) = Beleu(A), Beleu(A
⋂

A0) = 0.

Доказательство. См. лемму 1.2.

4.2. Функция неопределенного элемента. Независимость,
равенство, эквивалентность

Пусть ũ неопределенный элемент со значениями в U, s(·) : U→ V
— заданная функция и ṽ = s(ũ). Если geu(u), u ∈ U, — распределение
ũ, то

gev(v) = Plev(ṽ = v) = Pleu(ũ ∈ s−1(v)) = sup
u∈s−1(v)

geu(u), v ∈ V, (4.3)

— распределение неопределенного элемента ṽ = s(ũ); в (4.3) s−1(v) =
{u ∈ U, s(u) = v}.

Пусть ũ = (ũ1, . . . , ũn) — непределенный вектор, U = U1× . . .×Un

— множество его значений25, geu(u) = geu1,...,eun(u1, . . . , un) — правдо-
подобие системы равенств ũi = ui, i = 1, . . . , n, u = (u1, . . . , un) ∈
∈ U = U1 × . . .×Un.

23следовательно, и доверие Beleu(U(0)) = 0.
24следовательно, и правдоподобие Pleu(U(1)) = 1.
25Далее, как правило, U1 = . . . = Un.
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Определение 4.1.Неопределенные элементы ũ1, . . . , ũn назовем вза-
имно независимыми, если

geu1,...,eun(u1, . . . , un) = min
1�i�n

geui(ui), ui ∈ Ui, i = 1, . . . , n, (4.4)

где
geui(ui) = sup

uk∈Uk,
k=1,...,n,

k 
=i

geu1,...,eun(u1, . . . , un), ui ∈ Ui, (4.5)

— маргинальное распределение ũi, i = 1, . . . , n.

Лемма 4.2. Если ũ1, . . . , ũn — взаимно независимые неопределен-
ные элементы, принимающие значения в U1, . . . ,Un соответствен-
но, ṽ1 = s1(ũ1), . . . , ṽn = sn(ũn), где s1(·), . . . , sn(·) — произвольные
функции, определенные соответсвенно на U1, . . . , Un, то

• неопределенные элементы ṽ1, . . . , ṽn взаимно независимы,
причем

Plev1, ..., evn(ṽ1 = v1, . . . , ṽn = vn) =

= Pleu1,...,eun(ũ1 ∈ s−1
1 (v1), . . . , ũn ∈ s−1

n (vn)) =

= sup
{
min

1�i�n
(geui(ui)

∣∣ ui ∈ s−1
i (vi), i = 1, . . . , n

}
=

= min
1�i�n

(gevi(vi)), где gevi(vi) = sup
ui∈s−1

i (vi)

geui(ui), i = 1, . . . , n;

• для любых высказываний Ai ⊂ Ui, i = 1, . . . , n,

Pleu(ũi ∈ Ai, i = 1, . . . , n) = min
1�i�n

Pleu(ũi ∈ Ai).

Доказательство. См. лемму 1.4.
Условное распределение правдоподобия, понятие переходного

правдоподобия и его распределения определяются как аналогичные
конструкции для возможности (см. определения 1.3, 1.4) и обладают
такими же свойствами.
Определение 4.2. Пусть si(·) : U → V, i = 1, 2. Неопределенные
элементы ṽi = si(ũ), i = 1, 2, назовем
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• равными с доверием единица, ṽ1 = ṽ2 (modBeleu), если {u ∈
∈ U, s1(u) = s2(u)} ⊃ U(1);

• эквивалентными, ṽ1 � ṽ2, если gev1(v) = gev2(v), v ∈ V, где
gevi(v) = sup{geu(u) ∣∣ u ∈ U, si(u) = v}, v ∈ V, i = 1, 2.

Если функция s(·) : U → V такова, что при u ∈ U(1) s(u) = v0,
то ṽ = s(ũ) = v0 (modBeleu). Такой неопределенный элемент, рав-
ный v0 (modBeleu) назовем определенным. Его распределение geu(v) =

sup{geu(u)∣∣ u ∈ U, s(u) = v} =
{
1, если v = v0,

0, если v 
= v0, v ∈ V.
Лемма 4.3. Пусть ṽi = si(ũi), i = 1, 2. Тогда

• если ṽ1 = ṽ2 (mod Beleu), то ṽ1 � ṽ2;
• если ṽ1 � ṽ2, то для любого A ∈ P(V) Pleu(ṽ1 ∈ A) = Pleu(ṽ2 ∈

∈ A);
• если ṽ1 = v1 (mod Beleu), то ṽ1 � v1, и наоборот, если ṽ1 � v1,

то ṽ1 = v1 (mod Beleu).

Доказательство. См. лемму 1.3.
Заметим, что из эквивалентности ṽ1 � ṽ2 равенство ṽ1 =

ṽ2 (mod(Beleu)) в общем случае не следует.

4.3. Неопределенная функция

Пусть ũ(t), t ∈ T , — семейство неопределенных элементов, или
неопределенно-значная функция, короче — неопределенная функ-
ция, заданная на T , ее значения — неопределенные элементы, при-
нимающие значения в U. Распределение значений неопределенной
функции ũ(·) в точке t ∈ T есть geu(t)(·), значение geu(t)(u) — прав-
доподобие истинности равенства ũ(t) = u ∈ U. Соответствен-
но geu(t1),...,eu(tn)(u1, . . . , un) — правдоподобие истинности системы ра-
венств ũ(ti) = ui, i = 1, . . . , n. Если для любых ui ∈ U, i = 1, . . . , n,

geu(t1),...,eu(tn)(u1, . . . , un) = min
1�i�n

geu(ti)(ui), (4.6)

то значения ũ(t1), . . . , ũ(tn) неопределеной функции ũ(·) взаимно
независимы.
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Определение 4.3. Назовем ũ(·) неопределенной функцией с незави-
симыми значениями, если для любой функции u(·) : T → U правдо-
подобие истинности равенства ũ(·) = u(·)26 есть

Pl(ũ(·) = u(·)) = geu(·)(u(·)) = inf
t∈T

geu(t)(u(t)). (4.7)

Далее нам понадобится следующий факт, см. § 2.

Теорема 4.1. Пусть A· : T → P(U) — многозначное отображение,
ставящее в соответствие каждой точке t ∈ T множество At ∈
∈ P(U), и ũ(·) — неопределенная функция с независимыми значени-
ями. Тогда:

Pl(ũ(·) ∈ A·) = sup
{
inf
t∈T

geu(t)(u(t)) | u(·) : T → P(U), u(·) ∈ A·
}
=

= inf
t∈T

sup
u∈At

geu(t)(u), (4.8)

где включение u(·) ∈ A· означает, что ∀t ∈ T u(t) ∈ At.

Доказательство. См. теорему 2.2.
В качестве следствий теоремы 4.1 отметим следующие результа-

ты.

Следствие 4.1. Пусть ũ(·) : T → U — неопределенная функция с
независимыми значениями, и s(·) : U→ V — произвольная функция,
тогда ṽ(·) = s(ũ(·)) : T → V — неопределенная функция с независи-
мыми значениями, причем

Pl(ṽ(·) = v(·)) = inf
t∈T

gev(t)(v(t)), (4.9)

где27

gev(t)(v) = sup
u∈s−1(v)

geu(t)(u), v ∈ V. (4.10)

26Равенство eu(·) = u(·) означает, что ∀t ∈ T, eu(t) = u(t).
27По определению, sup

u∈∅

geu(t)(u) = 0
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Следствие 4.2. Пусть At = U, t ∈ T \ {t1, . . . , tn}, Ati = {ui}, i =
1, . . . , n, — одноточечные подмножества U, и ũ(·) — неопределенная
функция с независимыми значениями в U. Тогда:

Pl(ũ(·) ∈ A·) = Pl(ũ(ti) = ui, i = 1, . . . , n) = min
1�i�n

geu(ti)(ui).

Следствие 4.3. Пусть28 ṽ = s̃(ũ), известны распределения
geu(u), u ∈ U, и ges(u)(v), u ∈ U, v ∈ V, и при любом u ∈ U неопреде-
ленные элементы ũ и s̃(u) независимы, тогда

gev(v) = sup
s(·): U→V

sup
u∈s−1(v)

min(geu(u), ges(u)(v)) =

= sup
u∈U

sup
{
min

(
geu(u), ges(u)(s(u))

) | s(·) : U→V, s(u) = v
}
, v ∈ V,

где согласно условию независимости

min
(
geu(u), ges(u)(v)

)
= Pl(ũ = u, s̃(u) = v).

Пусть, например, si(·) : U → V, i = 1, 2, s1(u) � s2(u), u ∈
∈ U, — заданные функции, S12 — класс всех функций s(·) : U → V,
удовлетворяющих условию s1(u) � s(u) � s2(u), u ∈ U, и S — класс
всех функций s(·) : U→ V. Пусть

Pl(s̃(·) = s(·)) = ges(·)(s(·)) =
{
1, если s(·) ∈ S12

0, если s(·) ∈ S \ S12.

В частности,

∀u ∈ U, ges(u)(v) =

{
1, если s1(u) � v � s2(u),
0, если иначе.

В таком случае, если ũ и s̃(u) при любом u ∈ U независимы, то
распределение ṽ = s̃(ũ) имеет вид (см. рис. 5):

gev(v) = sup
{
geu(u) | s(·) ∈ S12, u ∈ U, s(u) = v}, v ∈ V. (4.11)

28es(eu) — неопределенная функция es(·) : U → V неопределенного элемента eu.
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Рис. 5. Жирной линией выделена функция s0(·), на которой достига-
ется sup в (4.11), равный gev(v) = sup

u∈s−1
0 (v)

geu(u)

Замечание 4.1. Далее в ряде случаев будем использовать следую-
щее представление неопределенной функции ũ(·). Пусть ũ — кано-
нический неопределенный элемент для (U,P(U),Pleu), geu(u), u ∈ U,
— его распределение и v(·, ·) : T × U → V — произвольная функция
со значениями в V. Тогда ṽ(t) = v(t, ũ), t ∈ T, — неопределенная
функция, образ ũ в {v(·) : T → V }. При этом:

gev(·)(v(·)) = sup
{
geu(u) | u ∈ U, ∀t ∈ T : v(t, u) = v(t)

}
(4.12)

и

gev(t)(v) = sup
{
geu(u) | u ∈ U, v(t, u) = v

}
=

= sup
{
gev(·)(v(·)) | v(·), v(t) = v

}
, v ∈ V. (4.13)

В таком виде можно задать любую неопределенную функцию, вы-
брав должным образом (U,P(U),Pleu) и v(·, ·) : T × U → V. Если, в
частности, U— функциональное пространство, его элементы — функ-
ции u = u(·) : T → V, то ṽ(t) = v(t, ũ(·)) = ũ(t), t ∈ T .
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§ 5. Неопределенное множество

Рассмотрим понятие неопределенного множества. Пусть
(U,P(U),Pleu) — пространство с правдоподобием, ũ — канонический
неопределенный элемент и A· : U → P(X) — многозначное отобра-
жение, ставящее в соответсвие каждой точке u ∈ U множество Au ∈
∈ P(X).
Определение 5.1. Неопределенным множеством, заданным на
(U,P(U),Pleu) и принимающим значения в P(X), назовем образ29

Ã = Aeu неопределенного элемента ũ, а функцию

g
eA(x)=Pleu(x ∈ Aeu)=sup

{
geu(u) | u ∈ U, x ∈ Au

} ≡ Pl(x ∈ Ã), x ∈ X,

назовем индикаторной функцией (и.ф.) Ã, ее значение g
eA(x) — прав-

доподобие покрытия x ∈ X неопределенным множеством Ã.
Определение 5.2. Неопределенные множества Ãi

�=Aeui , i = 1, 2, на-
зовем

• равными с доверием единица, Ã1 = Ã2 (modBeleu), если Au
1 =

Au
2 , u ∈ U(1),

• эквивалентными (в смысле одноточечного покрытия), Ã1 � Ã2,
если g

eA1(x) = g
eA2(x), x ∈ X.

Нетрудно убедиться, что если Ã1 = Ã2 (modBeleu), то Ã1 � Ã2, и
при этом для любого x ∈ X Pleu(x ∈ Ã1) = Pleu(x ∈ Ã2).

Если отображение A· : U→ P(X) таково, что Au = A ∈ P(X), u ∈
∈ U(1), то есть если Ã = A (modBeleu), то неопределенное множество
Ã назовем определенным (обычным) множеством A. В этом случае

его индикаторная функция Pleu(x ∈ Ã) =

{
1, если x ∈ A,

0, если x ∈ X\A, x ∈
∈ X, совпадает с индикаторной функцией A. Любое неопределенное
множество Ã, эквивалентное обычному множеству A, будем называть
определенным, эквивалентным A.

29Далее неопределенные множества обозначаются eA, eB. Зависимость от неопре-
ленного элемента eu опускается.
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Пусть ũi, i = 1, . . . , n, — взаимно независимые неопределенные
элементы со значениями в Ui, i = 1, . . . , n, равенство (4.4) определя-
ет их распределение, A·

i : Ui → P(Xi), i = 1, 2, . . . , n, —многозначные
отображения, Aeui

i
�=Ãi, i = 1, 2, . . . , n, — соответствующие неопреде-

ленные множества, назовем их взаимно независимыми. Для них, как
нетрудно проверить,

Pleu1,...,eun(x1 ∈ Ã1, . . . , xn ∈ Ãn) = min
1�i�n

Pleui(xi ∈ Ãi),

xi ∈ Xi, i = 1, . . . , n.

Наоборот, если это равенство выполняется для любых xi ∈ Xi, i =
1, . . . , n, то неопределенные множества Ã1, . . . , Ãn назовем взаимно
независимыми в смысле одноточечного покрытия.

Неопределенные множества Beui
i

�=B̃i, i = 1, 2, . . . , n, назовем в
совокупности эквивалентными ( в смысле одноточечного покры-
тия) соответственно Ãi, i = 1, 2, . . . , n, если для любых xi ∈
∈ Xi, i = 1, . . . , n,

Pleu1,...,eun(x1 ∈ Ã1, . . . , xn ∈ Ãn) = Pleu1,...,eun(x1 ∈ B̃1, . . . , xn ∈ B̃n).

Если при этом Ã1, . . . , Ãn взаимно независимы в смысле одноточеч-
ного покрытия, то и любые им эквивалентные B̃1, . . . , B̃n взаимно
независимы в смысле одноточечного покрытия.

Неопределенное множество Ã с доверием единица содержится в
неопределенном множестве B̃, Ã ⊂ B̃ (modBeleu), если Au ⊂ Bu, u ∈
∈ U(1). Если Ã ⊂ B̃ (modBeleu), то, как нетрудно показать, для любого
x ∈ X g

eA(x) � g
eB(x). Наоборот, если это неравенство выполнено для

всех x ∈ X, будем писать Ã
∼⊂ B̃. Нетрудно проверить, что если

Ã ⊂ B̃ (modBeleu) и B̃ ⊂ C̃ (modBeleu), то Ã ⊂ C̃ (modBeleu), а если
Ã

∼⊂ B̃ и B̃
∼⊂ C̃, то и Ã

∼⊂ C̃.
Заметим, наконец, что Ã = B̃ (modBeleu), если Ã ⊂ B̃ и Ã ⊃

B̃ (modBeleu), и Ã � B̃, если Ã
∼⊂ B̃ и B̃

∼⊂ Ã.
Семейство Ãt, t ∈ T , неопределенных множеств назовем много-

значным отображением T → P(X) с неопределенными значениями.
Если для любой функции x· : T → X

Pl(Ã· � x·) = inf
t∈T

Pl(Ãt = xt),
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то Ã· называется многозначным отображением T → P(X) с незави-
симыми в смысле одноточечного покрытия неопределенными значе-
ниями.

Для независимых неопределенных элементов ṽ и ũ,

Pl(ṽ = v, v ∈ Aeu) = sup
{
min(gev(v), geu(u))

∣∣ u ∈ U, v ∈ Au
}
=

= min(gev(v), g
eA(v)), v ∈ V, (5.1)

— правдоподобие истинности высказывания, согласно которому ṽ = v
и v ∈ Aeu. Согласно выражению (5.1), неопределенный элемент ṽ и
неопределенное множество Ã (в смысле одноточечного покрытия)
определены как независимые30. Соответственно, правдоподобие ис-
тинности утверждения, согласно которому ṽ ∈ Ã в этом случае опре-
деляется равенством

Pl(ṽ ∈ Ã) = sup
v∈V

min(gev(v), g eA(v)). (5.2)

§ 6. Неопределенный нечеткий элемент

Введем понятие непределенного нечеткого (НН) элемента, рас-
сматривая его как нечеткий элемент с неопределенным распределе-
нием возможностей его значений. Пусть (Y,P(Y ), P η)— пространство
с возможностью, η — канонический нечеткий элемент, определяющий
возможность P η,

P η(η ∈ A) = sup
y∈A

fη(y), A ∈ P(Y ),

где fη(·) : Y → [0, 1] — распределение η, значение fη(y) которого
есть возможность равенства η = y ∈ Y , см. § 1.

Любая функция q(·) : Y → X определяет нечеткий элемент ξ =
q(η) со значениями в X, распределение f ξ(·) : X → [0, 1] которого
определено равенством

f ξ(x) = sup
{
fη(y)

∣∣ y ∈ Y, q(y) = x
}
, x ∈ X.

30Если ev и eu независимы, то ev и eA = Aeu независимы как функции независимых
неопределенных элементов
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Пространство с возможностью (X,P(X), P ξ), в котором P ξ(ξ ∈
∈ Q) = sup

x∈Q
f ξ(x), Q ∈ P(X), является образом (Y,P(Y ), P η) при

отображении q(·) : Y → X, нечеткий элемент ξ, канонический для
(X,P(X), P ξ), определяет возможность P ξ.

Представим себе, что фунция q(·) : Y → X — значение неопре-
деленной функции q̃(·), моделирующей неполноту знания модели
(X,P(X), P ξ) нечеткого элемента ξ. Функция q̃(·) определяет НН эле-
мент ξ̃ = q̃(η). Представим неопределенную функцию q̃(·) в виде
q̃(y) = q(y, ũ), y ∈ Y , где ũ — канонический неопределенный элемент
для (U,P(U),Pleu), geu(u), u ∈ U, — его распределение.
Определение 6.1. НН элементом, принимающим значения в X, на-
зовем образ ξ̃ = q(η, ũ) (упорядоченной) пары η, ũ — нечеткого η и
неопределенного ũ элементов при отображении q(·, ·) : Y ×U→ X.

Пространства (Y,P(Y ), P η) и (U,P(U),Pleu) назовем базовыми для
ξ̃.

В частности, для каждого фиксированного ũ = u ∈ U, ξu =
ξ̃
∣∣
eu=u

= q(η, u) — нечеткий элемент. Его распределение параметриче-
ски зависит от u ∈ U:

P (ξu = x) = f ξu(x) = sup
{
fη(y)

∣∣ y ∈ Y, q(y, u) = x
}
, x ∈ X. (6.1)

Семейство ξu, u ∈ U, нечетких элементов есть нечеткая функция ξ· :
U → X, соответственно возможность P (ξeu = x) ≡ P (ξ̃ = x) = f

eξ(x)
равенства ξ̃ = x есть неопределенное число из [0, 1], а распределение
возможностей f

eξ(x), x ∈ X, — неопределенная функция.
Аналогично, для каждого фиксированного η = y ∈ Y, x̃y =

ξ̃
∣∣
η=y

= q(y, ũ) — неопределенный элемент, его распределение пара-
метрически зависит от y ∈ Y :

Pl(x̃y = x) = gexy(x) = sup
{
geu(u)

∣∣ u ∈ U, q(y, u) = x
}
, x ∈ X. (6.2)

Семейство неопределенных элементов x̃y, y ∈ Y , — неопределенная
функция x̃· : Y → X, соответственно правдоподобие Pl(x̃η = x) ≡
Pl(ξ̃ = x) = g

eξ(x) равенства ξ̃ = x есть нечеткое число из [0, 1], а
распределение правдоподобий g

eξ(x), x ∈ X, — нечеткая функция.
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Так как распределение возможностей f ξu(·) — значение неопреде-
ленной функции f ξeu(·) ≡ f

eξ(·), то

gf
eξ(·)(f(·)) = Pl(f eξ(·) = f(·)) = sup{geu(u) ∣∣ u ∈ U, f ξu(·) = f(·)} =
= sup

{
geu(u)

∣∣∣ ∀x ∈ X sup
{
fη(y)

∣∣ y ∈ Y, q(y, u) = x
}
= f(x)

}
,

f(·) : X → [0, 1], (6.3)

— распределение неопределенной функции f
eξ(·). В частности,

gf
eξ(x)(p) = Pl(f eξ(x) = p) = Pl(P (ξ̃ = x) = p) =

= sup
{
geu(u)

∣∣ u ∈ U, f ξu(x) = p
}�=τ eξx(p), p ∈ [0, 1], (6.4)

— правдоподобие истинности высказывания, согласно которому p —
возможность равенства31 ξ̃ = x ∈ X.

Это высказывание относительно НН элемента ξ̃, а именно: «воз-
можность равенства ξ̃ = x равна p», назовем элементарным; τ

eξ
x(p) —

правдоподобие его истинности. Далее мы будем обращать внимание
на высказывания относительно ξ̃, правдоподобия (истинности) кото-
рых могут быть выражены в терминах правдоподобий (истинности)
элементарных высказываний. Например, правдоподобия высказыва-
ний, согласно которым возможность равенства ξ̃ = x не меньше или
соответственно не больше p, выражаются через правдоподобия эле-
ментарных высказываний следующим образом:

31Заметим, что если в качестве базовых выбрать вероятностное пространство
(Y,B, Prη), где B — σ-алгебра подмножеств Y , и пространство с правдоподобием
(U,P(U), Pleu), то аналогично (6.1)

Prη(ξu ∈ A) =

Z
y:q(y,u)∈A

Prη(dy), A ∈ B, u ∈ U,

и
Pleu(Prη(ξu ∈ A) = pr) = sup{geu(u)| u ∈ U,

Z
y:q(y,u)∈A

Prη(dy) = pr}

— правдоподобие истинности утверждения, согласно которому вероятность вклю-
чения eξ ∈ A равна pr ∈ [0, 1].
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τ
eξ∗
x (p) = Pl(P (ξ̃ = x) � p) = sup

{
geu(u)

∣∣ u ∈ U, f ξu(x) � p
}
=

= sup
a�p

τ
eξ
x(a), (6.5)

τ
eξ
x∗(p) = Pl(P (ξ̃ = x) � p) = sup

{
geu(u)

∣∣ u ∈ U, f ξu(x) � p
}
=

= sup
a�p

τ
eξ
x(a), x ∈ X. (6.6)

Функцию τ
eξ· (·) : X×[0, 1]→ [0, 1], τ

eξ
x(p)

�=Pl(P (ξ̃ = x) = p), x ∈ X, p ∈
∈ [0, 1], назовем распределением правдоподобия возможностей зна-
чений НН элемента ξ̃, или короче — распределением ξ̃.

6.1. Равенство НН элементов. Эквивалентность

Определение 6.2. НН элементы ξ̃1 = q1(η, ũ) и ξ̃2 = q2(η, ũ) назовем

• равными mod (Nη, Beleu), ξ̃1 = ξ̃2 (mod (Nη, Beleu)), если{
(y, u) ∈ Y ×U, q1(y, u) = q2(y, u)

} ⊃ Y(1) ×U(1); (6.7)

• эквивалентными, ξ̃1 � ξ̃2, если

τ
eξ1
x (p) = τ

eξ2
x (p), x ∈ X, p ∈ [0, 1]; (6.8)

• эквивалентными (в широком смысле), если τ
eξ1∗
x (p) = τ

eξ2∗
x (p),

τ
eξ1
x∗(p) = τ

eξ2
x∗(p), x ∈ X, p ∈ [0, 1]; эквивалентность в широком

смысле далее обозначается как ξ̃1 ≈ ξ̃2, очевидно, что ξ̃1 � ξ̃2 ⇒
ξ̃1 ≈ ξ̃2.

Если ξ̃1 = ξ̃2 (mod (Nη , Beleu)), то, очевидно, ξ̃1 � ξ̃2 и ξ̃1 ≈ ξ̃2.

Лемма 6.1. Следующие условия эквивалентны условию (6.7)

1. ∀u ∈ U(1) {y ∈ Y q1(y, u) = q2(y, u)} ⊃ Y(1);
2. ∀u ∈ Y(1) {u ∈ U q1(y, u) = q2(y, u)} ⊃ U(1);
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3.
⋂

u∈U(1)

{y ∈ Y, {q1(y, u) = q2(y, u)} ⊃ Y(1);

4.
⋂

y∈Y(1)

{u ∈ U, {q1(y, u) = q2(y, u)} ⊃ U(1);

5. P η(∃ u ∈ U(1) q1(η, u) 
= q2(η, u)) = 0;

6. Pleη(∃ y ∈ Y(1) q1(y, ũ) 
= q2(y, ũ)) = 0;

7. Nη(∀u ∈ U(1) q1(η, u) = q2(η, u)) = 1;

8. Beleu(∀y ∈ Y(1) q1(y, ũ) = q2(y, ũ)) = 1;

Доказательство. Условие 1. означает, что для любой пары (y, u) ∈
∈ Y(1) × U(1) q1(y, u) = q2(y, u)), условия 1.–4. означают то же самое.
Условие 5. означает, что ∃u ∈ U(1) {y ∈ Y, q1(y, u) = q2(y, u)} ⊂
Y(0). Это условие эквивалентно условию 1. Условие 7. эквивалент-
но условию 5., ибо Nη(∀u ∈ U(1) q1(η, u) = q2(η, u)) = ϑ(P η(∃u ∈
∈ U(1) q1(η, u) 
= q2(η, u))). Условия 6. и 8. эквивалентны условию
2.

Пусть ξ̃1 = ξ̃2 (mod (Nη, Beleu)). Тогда ξ̃1 � ξ̃2 и, следовательно,
ξ̃1 ≈ ξ̃2, поскольку τ

eξ1
x (p) = sup

{
geu(u)

∣∣ u ∈ U(1), sup{fη(y)| y ∈
∈ Y(1), q1(y, u) = x} = p

}
= sup

{
geu(u)

∣∣ u ∈ U(1), sup{fη(y)| y ∈
∈ Y(1), q2(y, u) = x} = p

}
= τ

eξ2
x (p), p ∈ [0, 1], x ∈ X, ибо для любых

(y, u) ∈ Y(1) ×U(1) q1(y, u) = q2(y, u).

6.2. Примеры НН элементов, свойства

Пусть ξ̃ — НН элемент и существует такой нечеткий элемент ξ =
q(η), что ξ̃ = ξ (mod (Nη, Beleu)). Согласно равенству (6.4) и лемме 6.1
его распределение

τ
eξ
x(p) = sup

{
geu(u)

∣∣ u ∈ U(1), sup{fη(y)|y ∈ Y(1), q(y) = x} = p
}
=

= sup
{
geu(u)

∣∣ u ∈ U(1), f
ξ(x) = p

}
=

=

{
1, если f ξ(x) = p,
0, если f ξ(x) 
= p,

x ∈ X, p ∈ [0, 1]. (6.9)
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Всякий НН элемент ξ̃, эквивалентный нечеткому элементу ξ, то
есть распределенный согласно (6.9), назовем определенным нечет-
ким (ОН), эквивалентным нечеткому элементу ξ. В частности, ес-
ли ξ = x0 (mod Nη), то есть ξ — четкий элемент, равный x0 (mod Nη),
то эквивалентный ему НН элемент ξ̃ назовем определенным четким
(ОЧ), его распределение

τ
eξ
x(p) =

{
1, если δx(x0) = p,

0, если δx(x0) 
= p,
x ∈ X, p ∈ [0, 1], (6.10)

где

δ·(y) : X → {0, 1}, δx(y) =
{
1, если x = y,

0, если x 
= y,
x ∈ X, y ∈ X.

Если существует неопределенный элемент x̃ = q(ũ), такой, что
ξ̃ = x̃ (mod (Nη, Beleu)), то ∀u ∈ U(1), ∀y ∈ Y(1) q(y, u) = q(u), и
согласно равенству (6.4) и лемме 6.1 его распределение

τ
eξ
x(p) = sup

{
geu(u)

∣∣ u ∈ U(1), sup{fη(y)|y ∈ Y(1), q(u) = x} = p
}
=

=


sup
{
geu(u)

∣∣ u ∈ U(1), q(u) = x
}
, если p = 1,

sup
{
geu(u)

∣∣ u ∈ U(1), q(u) 
= x
}
, если p = 0,

0, если 0 < p < 1,
=

=


Pl(x̃ = x), если p = 1,
Pl(x̃ 
= x), если p = 0,
0, если 0 < p < 1,

(6.11)

x ∈ X, p ∈ [0, 1]. Всякий НН элемент ξ̃, эвивалентный неопределен-
ному элементу x̃, то есть распределенный согласно (6.11), назовем
неопределенным четким (НЧ), эквивалентным неопределенному эле-
менту x̃.

Если, в частности, x̃ = x0 (modBeleu), то есть если q(u) = x0, u ∈
∈ U(1), то речь идет об определенном четком (ОЧ) элементе и соглас-
но (6.11)

τ
eξ
x(p) =

{
1, если δx(x0) = p,

0, если δx(x0) 
= p,
x ∈ X, p ∈ [0, 1],
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что совпадает с (6.10).
Рассмотрим случай, когда f

eξ(·) — неопределенная фукция с неза-
висимыми значениями, то есть когда

gf
eξ(·)(f(·)) = inf

x∈X
gf

eξ(x)(f(x)), f(·) : X → [0, 1]. (6.12)

Теорема 6.1. Пусть распределение f
eξ(·) — неопределенная фукция

с независимыми значениями. Тогда:

1. для любого множества A ∈ P(X),

Pl(P (ξ̃ ∈ A) � p) = inf
x∈A

τ
eξ
x∗(p),

Pl(P (ξ̃ ∈ A) � p) = sup
x∈A

τ
eξ∗
x (p), p ∈ [0, 1], x ∈ X; (6.13)

2. для любой функции s(·) : X → Z

τ
eζ
z∗(p) = inf

x∈s−1(z)
τ
eξ
x∗(p), τ

eζ∗
z (p) = sup

x∈s−1(z)

τ
eξ∗
x (p), p ∈ [0, 1], z ∈ Z,

(6.14)
где ζ̃ = s(ξ̃).

Доказательство.

1. Действительно,

Pl(sup
x∈A

f
eξ(x) � p) =

= sup
{
inf
x∈X

gf
eξ(x)(f(x))

∣∣ f(·) : X → [0, 1], sup
x̄∈A

f(x̄) � p
}
=

= sup
{
inf
x∈X

gf
eξ(x)(f(x))

∣∣ f(·) : X → [0, 1], 0 � f(x̄) � p,

x̄ ∈ A, 0 � f(¯̄x) � 1, ¯̄x ∈ X \ A} =
= sup

{
inf
x∈X

gf
eξ(x)(f(x))

∣∣ f(·) ∈ ∆·
}
, (6.15)

где ∆· : X → P([0, 1]) — многозначное отображение

∆x =

{
[0, p], если x ∈ A,

[0, 1], если x ∈ X \ A.
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Согласно теореме 4.1

sup
{
inf
x∈X

gf
eξ(x)(f(x))

∣∣ f(·) ∈ ∆·
}
=

= min
(
inf
x∈A

sup
0�f�p

gf
eξ(x)(f) , inf

x∈X\A
sup

0�f�1
gf

eξ(x)(f)
)
=

= inf
x∈A

sup
0�f�p

gf
eξ(x)(f) = inf

x∈A
τ
eξ
x∗(p), p ∈ [0, 1]. (6.16)

Аналогично, согласно теореме 4.1:

Pl(sup
x∈A

f
eξ(x) � p) =

= sup
{
inf
x∈X

gf
eξ(x)(f(x))

∣∣ f(·) : X → [0, 1], sup
x̄∈A

f(x̄) � p
}
=

= sup
{
inf
x∈X

gf
eξ(x)(f(x))

∣∣ f(·) ∈ ⋃
x∈A

⋂
x̄∈X
x̄
=x

{f(·) : X → [0, 1],

f(x) ∈ [p, 1], f(x̄) ∈ [0, 1]}} =
= sup

x̄∈A
sup
{
inf
x∈X

gf
eξ(x)(f(x))

∣∣ f(·) : X → [0, 1],

f(x̄) ∈ [p, 1], f(¯̄x) ∈ [0, 1], ¯̄x 
= x̄, ¯̄x ∈ X
}
=

= sup
x̄∈A

sup
f(·)∈∆

(x̄)·
inf
x∈X

gf
eξ(x)(f(x)) = sup

x̄∈A
inf
x∈X

sup
f∈∆

(x̄)
x

gf
eξ(x)(f) =

= sup
x̄∈A

sup
p�f�1

gf
eξ(x̄)(f) = sup

x̄∈A
τ
eξ∗
x̄ (p), p ∈ [0, 1]. (6.17)

Здесь ∆(x̄)· : X ∈ P([0, 1]) — многозначное отображение:

∆(x̄)
x =

{
[p, 1], x = x̄,

[0, 1], x 
= x̄,
x ∈ X.

2. Действительно, согласно (6.15) и (6.16)

τ
eζ
z∗(p) = Pl

(
P (ζ̃ = z) � p

)
=

= Pl
(
P (ξ̃ ∈ s−1(z)) � p

)
= inf

x∈s−1(z)
τ
eξ
x∗(p)
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Второе равенство (6.14) следует из формулы (6.17).

Заметим, что высказывания P (ξ̃ ∈ A) � p и P (ξ̃ ∈ A) � p в
теореме 6.1 охарактеризованы в терминах элементарных высказваний
относительно ξ̃.

6.3. Независимость НН элементов. Условное распределе-
ние правдоподобий возможностей

Рассмотрим пару НН элементов ξ̃i = qi(ηi, ũi), i = 1, 2. Пусть как
нечеткие элементы η1 и η2, так и неопределенные элементы ũ1 и ũ2,
независимы, то есть пусть

fη1, η2(y1, y2) = min(fη1(y1), fη2(y2)), y1 ∈ Y1, y2 ∈ Y2,

geu1, eu2(u1, u2) = min(geu1(u1), geu2(u2)), u1 ∈ U1, u2 ∈ U2.
(6.18)

Определение 6.3. Если выполнены условия (6.18), то НН элементы
ξ̃1 = q1(η1, ũ1) и ξ̃2 = q2(η2, ũ2) назовем независимыми (при любых
функциях q1(·, ·) : Y1 ×U1 → X1 и q2(·, ·) : Y2 ×U2 → X2).

Теорема 6.2. Пусть ξ̃1 и ξ̃2 независимые НН элементы. Тогда

Pl(P (ξ̃1 = x1 и ξ̃2 = x2) = p) = (τ eξ1x1
∧ τ

eξ2
x2
)(p),

Pl(P (ξ̃1 = x1 или ξ̃2 = x2) = p) = (τ eξ1x1
∨ τ

eξ2
x2
)(p),

где

(τ eξ1x1
∧ τ

eξ2
x2
)(p) = sup{min(τ eξ1x1

(a1), τ
eξ2
x2
(a2))|a1, a2 ∈ [0, 1],min(a1, a2)=p},

(τ eξ1x1
∨τ eξ2x2

)(p) = sup{min(τ eξ1x1
(a1), τ

eξ2
x2
(a2))|a1, a2 ∈ [0, 1],max(a1, a2)=p},

τ
eξi
xi
(p) = Pl(P (ξ̃i = xi) = p), i = 1, 2; x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, p ∈ [0, 1].

Доказательство. Если НН элементы ξ̃1 и ξ̃2 независимы и ξi,ui =
ξ̃i|eui=ui

= qi(ηi, ui), i = 1, 2, то возможность системы равенств ξ1, u1 =
x1, ξ2, u2 = x2
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P (ξ1,u1 = x1, ξ2,u2 = x2) = f ξ1,u1 , ξ2,u2 (x1, x2) =
= sup{min(fη1(y1), fη2(y2))| y1 ∈ Y1, y2 ∈ Y2,

q1(y1, u1) = x1, q2(y2, u2) = x2} =
= min

i=1, 2
sup{fηi(yi)| yi ∈ Yi, qi(yi, ui) = xi} =

= min(f ξ1,u1 (x1), f ξ2,u2 (x2)), x1 ∈ X1, x2 ∈ X2. (6.19)

Следовательно, правдоподобие истинности высказывания, согласно
которому возможность системы равенств ξ̃1 = x1, ξ̃2 = x2 равна p,

Pl(P (ξ̃1 = x1, ξ̃2 = x2) = p)�=τ eξ1, eξ2x1,x2
(p) =

= sup{min(geu1(u1), geu2(u2))| u1 ∈ U1, u2 ∈ U2,

min(f ξ1,u1 (x1), f ξ2,u2 (x2)) = p} =
= max(sup{min(geu1(u1), geu2(u2))| u1 ∈ U1, u2 ∈ U2,

f ξ1,u1 (x1) = p, f ξ2,u2 (x2) � p},
sup{min(geu1(u1), geu2(u2))| u1 ∈ U1, u2 ∈ U2,

f ξ1,u1 (x1) � p, f ξ2,u2 (x2) = p}) =
= max(min(τ eξ1x1

(p), τ eξ2∗x2
(p)), min(τ eξ1∗x1

(p), τ eξ2x2
(p)) =

= sup{min(τ eξ1x1
(a), τ eξ2x2

(b))| a, b ∈ [0, 1], min(a, b) = p} = (τ eξ1x1
∧ τ

eξ2
x2
)(p),

x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, p ∈ [0, 1], (6.20)

где согласно (6.4), (6.5)

τ
eξi
xi
(p) = Pl(P (ξ̃i = xi) = p) = sup{geui(ui)| ui ∈ Ui, f

ξi,ui (xi) = p},
τ
eξi∗
xi
(p) = Pl(P (ξ̃i = xi) � p) = sup{geui(ui)| ui ∈ Ui, f

ξi,ui (xi) � p},
xi ∈ Xi, i = 1, 2, p ∈ [0, 1]. (6.21)

С другой cтороны, для любых, не обязятельно независимых, НН
элементов ξ̃1 и ξ̃2 возможность по крайней мере одного равенства
ξ̃1,u1 = x1 или (и) ξ̃2,u2 = x2
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P (ξ̃1,u1 = x1 или (и) ξ̃2,u2 = x2) =

= max(P (ξ̃1,u1 = x1), P (ξ̃2,u2 = x2)) =

= max(f ξ1,u1 (x1), f ξ2,u2 (x2)),
xi ∈ Xi, ui ∈ Ui, i = 1, 2, (6.22)

но при получении следующей формулы для правдоподобия утвер-
ждения, согласно которому p — возможность по крайней мере одного
равенства ξ̃1 = x1 или (и) ξ̃2 = x2, следует использовать второе ра-
венство (6.18):

Pl(P (ξ̃1 = x1 или (и) ξ̃2 = x2) = p) =

= sup{min(geu1(u1), geu2(u2))| u1 ∈ U1, u2 ∈ U2,

max(f ξ1,u1 (x1), f ξ2,u2 (x2)) = p} =
= max(min(τ eξ1x1

(p), τ eξ2x2∗(p)), min(τ
eξ1
x1∗(p), τ

eξ2
x2
(p)) =

= (τ eξ1x1
∨ τ

eξ2
x2
)(p), p ∈ [0, 1], xi ∈ Xi, i = 1, 2, (6.23)

где согласно (6.6) τ
eξi
xi∗(p) = Pl(P (ξ̃i = xi) � p) = sup{geui(ui)| ui ∈

∈ Ui, f
ξi, ui(xi) � p}, p ∈ [0, 1], xi ∈ Xi, i = 1, 2.

Итак, в рассматриваемом случае независимых НН элементов ξ̃1 и
ξ̃2 правдоподобия истинности высказываний P (ξ̃1 = x1 и ξ̃2 = x2) =
p и P (ξ̃1 = x1 или ξ̃2 = x2) = p выражены через правдоподобия
истинности элементарных высказываний относительно НН элементов
ξ̃1 и ξ̃2.

Пусть ξ̃1, . . . , ξ̃n — НН элементы, принимающие значения в
X1, . . . ,Xn, τ

eξ1,...,eξn
x1,...,xn(p), x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn, p ∈ [0, 1], — распределе-

ние правдоподобий возможностей их значений, τ
eξ1,...,eξn
x1,...,xn(p)

�=Pl(P (ξ̃1 =
x1, . . . , ξ̃n = xn) = p) — правдоподобие возможности p системы ра-
венств ξ̃1 = x1, . . . , ξ̃n = xn.
Определение 6.4. НН элементы ξ̃1, . . . , ξ̃n назовем
— взаимно независимыми (с точностью до эквивалентности), если
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τ
eξ1,...,eξn
x1,...,xn

(p) =
( ∧

1�i�n

τ
eξi
xi

)
(p)�=

�=sup
{
min

1�i�n
τ
eξi
xi
(ai)
∣∣ (a1, . . . , an) ∈ [0, 1]n, min

1�i�n
ai = p

}
,

x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn, p ∈ [0, 1]; (6.24)

— взаимно независимыми (в широком смысле), если

τ
eξ1,...,eξn∗
x1,...,xn

(p) = min
1�i�n

τ
eξi∗
xi
(p),

τ
eξ1,...,eξn
x1,...,xn∗(p) = max

1�i�n
τ
eξi
xi∗(p), x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn, p ∈ [0, 1]. (6.25)

Здесь

τ
eξi
xi
(p) =

( ∨
xs∈Xs,
s=1,...,n,

s 
=i

τ
eξ1,...,eξn
x1,...,xn

)
(p), xi ∈ Xi, p ∈ [0, 1], (6.26)

— маргинальное распределение ξ̃i, i = 1, . . . , n.
Понятно, что взаимно независимые НН элементы взаимно незави-

симы с точностью до эквивалентности, а взаимно независимые с точ-
ностью до эквивалентности взаимно независимы в широком смысле.
Определение 6.5. Вариантом условного (с точностью до экви-
валентности) распределения правдоподобия возможностей значений
НН элементов ξ1, . . . , ξ̃k, k < n, при условии ξ̃k+1 = xk+1, . . . , ξ̃n = xn

назовем любое решение τ
eξ1,...,eξk| eξk+1,...,eξn

x1,...,xk| xk+1,...,xn
(p) уравнения

τ
eξ1,...,eξn
x1,...,xn

(p) =
(
τ
eξ1,...,eξk| eξk+1,...,eξn

x1,...,xk| xk+1,...,xn

∧
τ
eξk+1,...,eξn
xk+1,...,xn

)
(p),

x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn, p ∈ [0, 1]. (6.27)

Вариантом условного (в широком смысле) распределения правдопо-
добия возможностей значений НН элементов ξ1, . . . , ξ̃k при условии
ξ̃k+1 = xk+1, . . . , ξ̃n = xn назовем любое решение

τ
eξ1,...,eξk| eξk+1,...,eξn∗
x1,...,xk| xk+1,...,xn

(p), τ
eξ1,...,eξk| eξk+1,...,eξn

x1,...,xk| xk+1,...,xn∗(p) уравнений
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τ
eξ1,...,eξn∗
x1,...,xn

(p) = min
(
τ
eξ1,...,eξk| eξk+1,...,eξn∗
x1,...,xk| xk+1,...,xn

(p), τ
eξk+1,...,eξn∗
xk+1,...,xn (p)

)
, (6.28)

τ
eξ1,...,eξn
x1,...,xn∗(p) = max

(
τ
eξ1,...,eξk| eξk+1,...,eξn

x1,...,xk| xk+1,...,xn∗(p), τ
eξk+1,...,eξn
xk+1,...,xn∗(p)

)
, (6.29)

x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn, p ∈ [0, 1],

где

τ
eξk+1,...,eξn
xk+1,...,xn(p) =

( ∨
x1∈X1,...,
xk∈Xk

τ
eξ1,...,eξn
x1,...,xn

)
(p),

xk+1 ∈ Xk+1, . . . , xn ∈ Xn, p ∈ [0, 1], (6.30)

— маргинальное распределение ξ̃k+1, . . . , ξ̃n;

τ
eξ1,...,eξk| eξk+1,...,eξn

x1,...,xk| xk+1,...,xn
(p) =

= Pl(P (ξ̃1 = x1, . . . , ξ̃k = xk| ξ̃k+1 = xk+1, . . . , ξ̃n = xn) = p), (6.31)

x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn, p ∈ [0, 1].
Рассмотрим связь понятий независимости нечетких элементов

ξ1, ξ2 и им эквивалентных НН элементов ξ̃1, ξ̃2.

Пусть ξ̃1 и ξ̃2 — ОН элементы, эквивалентные нечетким элементам
ξ1 и соответственно ξ2, то есть пусть

τ
eξi
xi
(p) =

{
1, если pi = f ξi(xi),
0, если pi 
= f ξi(xi), xi ∈ Xi, pi ∈ [0, 1], i = 1, 2.

(6.32)

Если НН элементы ξ̃1 и ξ̃2 независимы (с точностью до эквивалент-
ности), то есть если

τ
eξ1,eξ2
x1,x2

(p) =

= sup{min(τ eξ1x1
(a1), τ

eξ2
x2
(a2))| (a1, a2) ∈ [0, 1]2, min(a1, a2) = p} =

= (τ eξ1x1
∧ τ

eξ2
x2
)(p), x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, p ∈ [0, 1], (6.33)
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и эквивалентны нечетким элементам ξ1 и ξ2, то

τ
eξ1,eξ2
x1,x2

(p) =

{
1, если p = min(f ξ1(x1), f ξ2(x2)) = f ξ1,ξ2(x1, x2)),
0, если p 
= min(f ξ1(x1), f ξ2(x2)) = f ξ1,ξ2(x1, x2)),

(6.34)
то есть пара НН элементов ξ̃1, ξ̃2 эквивалентна паре ξ1, ξ2 незави-
симых нечетких элементов.

Что касается условий независимости в широком смысле (6.25), то,
поскольку согласно предположению (6.32)

τ
eξi∗
xi
(p) =

{
1, если p � f ξi(xi),
0, если p > f ξi(xi),

τ
eξi
xi∗(p) =

{
1, если p � f ξi(xi),
0, если p < f ξi(xi),

xi ∈ Xi, i = 1, 2, p ∈ [0, 1],

то правые части (6.25) в этом случае суть соответственно

min
({1, если p � f ξ1(x1),
0, если p > f ξ1(x1);

,

{
1, если p � f ξ2(x2),
0, если p > f ξ2(x2);

)
=

=

{
1, если p � min(f ξ1(x1), f ξ2(x2),
0, если p > min(f ξ1(x1), f ξ2(x2);

max
({1, если p � f ξ1(x1),
0, если p < f ξ1(x1);

,

{
1, если p � f ξ2(x2),
0, если p < f ξ2(x2);

)
=

=

{
1, если p � min(f ξ1(x1), f ξ2(x2),
0, если p < min(f ξ1(x1), f ξ2(x2);

что совпадает соответственно с τ
eξ1,eξ2∗
ex1,ex2∗(p) и τ

eξ1,eξ2
ex1,ex2∗(p) для

τ
eξ1,eξ2
x1,x2

(p) =

{
1, если p = min(f ξ1(x1), f ξ2(x2)),
0, если p 
= min(f ξ1(x1), f ξ2(x2)),

x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, p ∈ [0, 1].
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Рассмотрим теперь связь условного распределения нечеткого эле-
мента ξ1 при условии ξ2 с условным распределением НН элемента ξ̃1
при условии ξ̃2. Для этого предположим, что кроме условий (6.32)

τ
eξ1,eξ2
x1,x2

(p) =

{
1, если p = f ξ1,ξ2(x1, x2),
0, если p 
= f ξ1,ξ2(x1, x2),

x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, p ∈ [0, 1],
(6.35)

то есть пусть пара ξ̃1, ξ̃2 НН элементов эквивалентна паре ξ1, ξ2 нечет-
ких элементов. Тогда уравнение (6.27), определяющее условное рас-

пределение τ
eξ1|eξ2
x1|x2

(p), будет иметь следующий вид

{
1, если p = f ξ1,ξ2(x1, x2),
0, если p 
= f ξ1,ξ2(x1, x2),

=

= sup

{
min

(
τ
eξ1|eξ2
x1|x2

(a1),

{
1, если a2 = f ξ2(x2),
0, если a2 
= f ξ2(x2),

)∣∣∣∣∣min(a1, a2)=p

}
=

=


sup{τ eξ1|eξ2x1|x2

(a)| a � p}, если p = f ξ2(x2),

τ
eξ1|eξ2
x1|x2

(p), если p > f ξ2(x2),

0, если p < f ξ2(x2),

x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, p ∈ [0, 1].

Это уравнение в классе условных распределений

τ
eξ1|eξ2
x1|x2

(p) =

{
1, если p = f ξ1|ξ2(x1|x2),
0, если p 
= f ξ1|ξ2(x1|x2),

x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, p ∈ [0, 1],

имеет решение, в котором

f ξ1|ξ2(x1|x2) =

{
f ξ1,ξ2(x1, x2), если f ξ1,ξ2(x1, x2) < f ξ2(x2),
� f ξ1,ξ2(x1, x2), если f ξ1,ξ2(x1, x2) = f ξ2(x2),

x1 ∈ X1, x2 ∈ X2,

— вариант условного распределения нечеткого элемента ξ1 при усло-
вии ξ2 = x2.
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Аналогично каждая из функций τ
eξ1|eξ2∗
x1|x2

(p) и τ
eξ1|eξ2
x1|x2∗(p), отвечающих

варианту условного распределения

τ
eξ1|eξ2
x1|x2

(p) =

{
1, если p = f ξ1|ξ2(x1|x2),
0, если p 
= f ξ1|ξ2(x1|x2),

x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, p ∈ [0, 1],

где f ξ1|ξ2(x1|x2) =

{
f ξ1,ξ2(x1, x2), если f ξ1,ξ2(x1, x2) < f ξ2(x2),
� f ξ1,ξ2(x1, x2), если f ξ1,ξ2(x1, x2) = f ξ2(x2),

,

x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, удовлетворяет соответствующим уравнениям
в (6.28), 6.29 если

τ
eξ1,eξ2
x1,x2

(p) =

{
1, если p = f ξ1,ξ2(x1, x2),
0, если p 
= f ξ1,ξ2(x1, x2),

и выполнены равенства (6.32).

6.4. Неопределенные нечеткие (НН) функции

Пусть q·(·, ·) : T×Y ×U→ X, ξ̃t = qt(ηt, ũt), t ∈ T , — семейство НН
элементов или, иначе, — неопределенная нечеткая (НН) функция, ηt,
t ∈ T , — нечеткая, ũt, t ∈ T , — неопределенная функции, причем обе
— с независимыми значениями, то есть

fη·(y·) = inf
t∈T

fηt(yt), y· : T → Y,

geu·(u·) = inf
t∈T

geut(ut), u· : T → U.
(6.36)

Здесь fη·(y·) — возможность равенства η· = y·, geu·(u·) — правдоподо-
бие высказывания, согласно которому ũ· = u·.
Определение 6.6. При условии (6.36) семейство НН элементов ξ̃t,
t ∈ T , назовем НН функцией с независимыми значениями.

Если ξt,ut = ξ̃t

∣∣∣
eut=ut

= qt(ηt, ut), t ∈ T , то при фиксированной

функции q·(·, ·) : T × Y ×U→ X

f ξt,ut (xt) = sup{inf
t∈T

fηt(yt)| y· : T → Y, qt(yt, ut) = xt} =
= sup{fηt(y)| y ∈ Y, qt(y, ut) = xt}, ut ∈ U, xt ∈ X, t ∈ T (6.37)
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(см. теорему 4.2, равенство (4.8)), и вообще

f ξ·,u· (x·) = sup{inf
t∈T

fηt(yt)| y· : T → Y, ∀t ∈ T : qt(yt, ut) = xt} =

= inf
t∈T

sup
y∈Y

qt(y,ut)=xt

fηt(y) = inf
t∈T

f ξt,ut(xt) (6.38)

— возможность равенства ξ·,u· = x· для любой пары функций u· :
T → U, x· : T → X.

Теорема 6.3. Пусть ξ̃· — НН функция с независимыми значения-
ми,

τ
eξ·
x·(p) = sup{inft∈T

geut(ut)| u· : T → U, inf
t∈T

f
ξt,u

t (xt) = p},

τ
eξt
xt
(p) = sup{geut(u)| u ∈ U, f ξt,u(xt) = p}

(6.39)

— правдоподобия утверждений, согласно которым p ∈ [0, 1] — воз-
можность равенств ξ̃· = x· (функций) и соответственно ξ̃t = xt,
t ∈ T , (значений). Тогда для любой функции x· : T → X

τ
eξ·∗
x· (p) = sup

a�p
τ
eξ·
x·(a) = inft∈T

τ
eξt∗
xt
(p),

τ
eξ·
x·∗(p) = sup

a�p
τ
eξ·
x·(a) = sup

t∈T
τ
eξt
xt∗(p),

p ∈ [0, 1], (6.40)

где
τ
eξt∗
xt
(p) = sup

a�p
τ
eξt∗
xt
(a), τ

eξt
xt∗(p) = sup

a�p
τ
eξt
xt∗(a). (6.41)

Доказательство. В силу теоремы 4.1

Pl(P (ξ̃· = x·) � p) = sup{inf
t∈T

geut(ut)| u· : T → U, inf
t∈T

f
ξt,u

t (xt) � p} =

= sup{inf
t∈T

geut(ut)| u· : T → U, ∀t ∈ T f
ξt,u

t (xt) � p} =

= inf
t∈T

sup{geut(ut)| u· : T → U, f ξt,ut (xt) � p} = inf
t∈T

τ
eξt∗
xt
(p),



Неопределенные нечеткие модели и их применения 201

Pl(P (ξ̃· = x·) � p) = sup{inf
t∈T

geut(ut)| u· : T → U, inf
t∈T

f
ξt,u

t (xt) � p} =

= sup{inf
t∈T

geut(ut)| u· ∈
⋃
t∈T

⋂
t∈T
t �=t

{u· : T → U,

0 � f ξt,ut (xt) � p, 0 � f
ξt,u

t (xt) � 1}} =
= sup

t∈T
sup{inf

t∈T
geut(u

t
)| u· : T → U, ∀t, t 
= t,

0 � f ξt,ut (xt) � p, 0 � f
ξt,u

t (xt) � 1} =
=sup

t∈T
sup{geut(ut)| ut ∈ U, 0 � f ξt,ut (xt) � p}=sup

t∈T
τ
eξt
xt∗(p), p ∈ [0, 1].

Замечание 6.1. Выражения для τ
eξ·
x·(p) и τ

eξt
xt(p) можно преобразо-

вать к виду, позволяющему непосредственно использовать результа-
ты, приведенные в лемме 9 и теореме 3 в части 2, а именно, если
a· : T → [0, 1], то

τ
eξ·
x·(p) = sup{sup{inft∈T

geut(ut)| u· : T → U, ∀t ∈ T f
ξt,u

t (xt) = at}|
a· : T → [0, 1], inf

t∈T
a
t
= p} =

= sup{inf
t∈T

τ
eξt
xt
(at)| a· : T → [0, 1], inf

t∈T
at = p}, p ∈ [0, 1], x· : T → X,

(6.42)

где согласно лемме 1

sup{inf
t∈T

geut(ut)| u· : T → U, ∀t ∈ T f
ξt,u

t (xt) = at} =

= inf
t∈T

sup{geut(u)| u ∈ U, f ξt,u(xt) = at} = inf
t∈T

τ
eξt
xt
(at).

Итак,

τ
eξ·
x·(p) = sup{inft∈T

τ
eξt
xt
(at)| a· : T → U, inf

t∈T
at = p} =

=

(∧
t∈T

τ
eξt
xt

)
(p), x· : T → X, p ∈ [0, 1]. (6.43)
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Далее любая НН функция ξ̃t, t ∈ T , для которой выполнено усло-
вие (6.43), эквивалентная НН функции с независимыми значениями,
называется НН функцией с независимыми с точностью до эквива-
лентности значениями.

§ 7. Непределенное нечеткое (НН) множество. Прав-
доподобие возможности покрытия НН элемента НН
множеством

Пусть как при определении НН элемента (Y, P(Y ), P η) и
(U, P(U), Pleu) — базовые пространства, fη(·) : Y → [0, 1] и geu(·) :
U → [0, 1] — распределения мер возможности P η и правдоподобия
Pleu и Q(·, ·) : Y × U → P(X) — многозначное отображение Y × U в
множество P(X) всех подмножеств X.
Определение 7.1. Неопределенным нечетким (НН) множеством на-
зовем образ Ã = Q(η, ũ) нечеткого η и неопределенного ũ элементов,
канонических соответственно для (Y, P(Y ), P η) и (U, P(U), Pleu), при
отображении Q(·, ·) : Y ×U→ P(X).

При фиксированном ũ = u Au = Q(η, u) = Q(η, ũ)|eu=u — нечеткое
множество, значение u ∈ U определяет его модель; при фиксирован-
ном η = y Ãy = Q(y, ũ) = Q(η, ũ)|η=y — неопределенное множество,
значение y ∈ Y определяет его модель.

Пусть x ∈ X и ũ = u ∈ U. Тогда индикаторная функция Au P
η(x ∈

∈ Q(η, u)) = sup{fη(y)| y ∈ Y, x ∈ Q(y, u)} = fAu(x) — возможность
покрытия x ∈ X нечетким множеством Au, и

Pleu(P (x ∈ Q(η, ũ)) = p) = sup{geu(u)| u ∈ U, fAu(x) = p} = τ
eA
x (p),

p ∈ [0, 1], x ∈ X. (7.1)

Функцию τ
eA· (·) : X × [0, 1] → [0, 1] назовем индикаторной функци-

ей (одноточечного покрытия) НН множества Ã, ее значение τ
eA
x (p)

есть правдоподобие истинности высказывания, согласно которому
возможность покрытия x ∈ X НН множеством Ã равна p ∈ [0, 1].

НН множество можно представить как многозначный образ НН
элемента. Пусть ξ̃ — НН элемент со значениями в X, τ

eξ
x(p) — распре-

деление правдоподобия возможностей p ∈ [0, 1] его значений x ∈ X,
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A· : X → P(Z)— многозначное отображение, ставящее в соответствие
каждой точке x ∈ X множество Ax ∈ P(Z), A· : Z → P(X) — много-
значное отображение, обратное A·, то есть Az = {x ∈ X, z ∈ Ax}, z ∈
∈ Z, Ax = {z ∈ Z, x ∈ Az}, x ∈ X. Тогда A

eξ — НН множество со
значениями в P(Z), образ НН элемента ξ̃. Его индикаторная функ-

ция τA
ξ

z (p) = Pl(P (z ∈ A
eξ) = p) = Pl(P (ξ̃ ∈ Az) = p) =

( ∨
x∈Az

τ
eξ
x

)
(p),

z ∈ Z, p ∈ [0, 1].
Соответственно τA

ξ∗
z (p) = sup

x∈Az

τ
eξ∗
x (p), τA

ξ

z∗ (p) = inf
x∈Ay

τ
eξ
x∗(p), z ∈

∈ Z, p ∈ [0, 1].

7.1. Включение, равенство, эквивалентность НН мно-
жеств

Определение 7.2. НН множество Ã1 = Q1(η, ũ) содержит-
ся (mod (Nη , Beleu)) в НН множестве Ã2 = Q2(η, ũ), Ã1 ⊂
Ã2 (mod (Nη, Beleu)), если

{(y, u) ∈ Y ×U, Q1(y, u) ⊂ Q2(y, u)} ⊃ Y(1) ×U(1);

НН множества Ã1 и Ã2 (mod (Nη, Beleu)) равны, Ã1 =
Ã2, (mod (Nη, Beleu)), если Ã1 ⊂ Ã2, (mod (Nη , Beleu)) и Ã1 ⊃
Ã2, (mod (Nη , Beleu)), то есть если

{(y, u) ∈ Y ×U, Q1(y, u) = Q2(y, u)} ⊃ Y(1) ×U(1);

НН множества Ã1 и Ã2 эквивалентны (в смысле одноточечного по-
крытия), Ã1 � Ã2, если τ

eA1
x (p) = τ

eA2
x (p), x ∈ X, p ∈ [0, 1]. Обозна-

чение Ã1
∼⊂ Ã2 включения Ã1 в Ã2 в широком смысле будет озна-

чать, что τ
eA1∗
x (p) � τ

eA2∗
x (p), τ

eA1
x∗ (p) � τ

eA2
x∗ (p), x ∈ X, p ∈ [0, 1].

Оба эти неравенства будем обозначать как τ
eA1· (·) � τ

eA2· (·). Соответ-
ственно равенство Ã1 и Ã2 в широком смысле Ã1 ≈ Ã2 означает, что
τ
eA1∗
x (p) = τ

eA2∗
x (p), τ

eA1
x∗ (p) = τ

eA2
x∗ (p), x ∈ X, p ∈ [0, 1].

Очевидно, Ã1 = Ã2, mod (Nη, Beleu) ⇒ τ
eA1
x (p) = τ

eA2
x (p), x ∈

∈ X, p ∈ [0, 1], ⇔ Ã1 � Ã2 ⇒ τ
eA1∗
x (p) = τ

eA2∗
x (p), τ eA1

x∗ (p) = τ
eA2
x∗ (p), x ∈

∈ X, p ∈ [0, 1], ⇔ Ã1 ≈ Ã2.
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Покажем, что Ã1 ⊂ Ã2 (mod (Nη , Beleu)) ⇒ Ã1
∼⊂ Ã2. Действи-

тельно, если {(y, u) ∈ Y × U, Q1(y, u) ⊂ Q2(y, u)} ⊃ Y(1) × U(1), то
∀x ∈ X и ∀(y, u) ∈ Y(1) × U(1) x ∈ Q1(y, u) ⇒ x ∈ Q2(y, u), следова-
тельно ∀u ∈ U(1) {y ∈ Y(1), x ∈ Q1(y, u)} ⊂ {y ∈ Y(1), x ∈ Q2(y, u)} и
поэтому ∀u ∈ U(1) P (x ∈ Q

(η,u)
1 ) � P (x ∈ Q

(η,u)
2 ). Отсюда следует, что

τ
eA2
x∗ (p) = Pl(P (x ∈ Ã2) � p) � Pl(P (x ∈ Ã1) � p) = τ

eA1
x∗ (p),

τ
eA1∗
x (p) = Pl(P (x ∈ Ã1) � p) � Pl(P (x ∈ Ã2) � p) = τ

eA2∗
x (p),

x ∈ X, p ∈ [0, 1].
Пусть Q· : Y → P(X), A = Qη — нечеткое множество. НН множе-

ство Ã, равное A (mod (Nη, Beleu)), Ã = A (mod (Nη , Beleu)), то есть
такое, что

{(y, u) ∈ Y ×U, Q(y, u) = Qy} ⊃ Y(1) ×U(1),

назовем определенныи нечетким, равным A. Если fA(·) : X → [0, 1]—
индикаторная функция A, то есть fA(X) = P η(x ∈ Qη), x ∈ X, то

τ
eA
x (p) = Pl(P

η(x ∈ Ã) = p) =

= sup
{
geu(ũ)

∣∣ u ∈ U(1), sup{fη(y)| y ∈ Y, x ∈ Q(y, u)} = p
}
=

= sup
{
geu(ũ)| u ∈ U(1), f

A(x) = p
}
=

=

{
1, если p = fA(x),
0, если p 
= fA(x),

p ∈ [0, 1], x ∈ X. (7.2)

Любое НН множество Ã, для которого выполнено равенство (7.2), эк-
вивалентно (в том числе и в широком смысле) определенному нечет-
кому, равному A, Ã � A, Ã ≈ A.

Заметим, что если Ã � A (mod (Nη , Beleu)), то X\Q(η, ũ) ≡
X\Ã = X\A ≡ X\Qη (mod (Nη, Beleu)). Следовательно,

τX\ eA
x (p) =

{
1, если p = fX\A(x),
0, если p 
= fX\A(x),

p ∈ [0, 1], x ∈ X,

где далее, если не оговорено противное,
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fX\A(x) =

{
1, если fA(x) < 1,
0, если fA(x) = 1,

x ∈ X,

(fX\A(·) — минимальное решение уравнения
max(fA(x), fX\A(x)) = 1, x ∈ X.
∀x ∈ X, fX\A(x)=min{f̄X\A(x)|f̄X\A(x),max(fA(x), f̄X\A(x))=1}).

7.2. Независимость НН элемента и НН множества, НН
множеств. Правдоподобие возможности включения
НН элемента в НН множество

Пусть (Y1 ×Y2, P(Y1 ×Y2), P η1, η2) и (U1 ×U2, P(U1 ×U2), Pleu1, eu2)
— пространства c возможностью и с правдоподобием,

fη1,η2(y1, y2) = min(fη1(y1), fη2(y2)), (y1, y2) ∈ Y1 × Y2,

geu1, eu2(u1, u2) = min(geu1(u1), geu2(u2)), (u1, u2) ∈ U1 ×U2

(7.3)

— распределения P η1, η2 и Pleu1, eu2 соответственно, и

q(·, ·) : Y1 ×U1 → X, Q(·, ·) : Y2 ×U2 → P(X).

Определение 7.3. Пусть выполнены условия (7.3), тогда назовем
независимыми

• любой НН элемент ξ̃ = q(η1, ũ1) и любое НН множество Ã =
Q(η2, ũ2), и

• любые НН множества Ãi = Qi(ηi, ũi), i = 1, 2.

Если в качестве базовых выбрать пространства

(
n∏

i=1
Yi, P(

n∏
i=1

Yi), P η1,...,ηn) и (
n∏

i=1
Ui, P(

n∏
i=1
Ui), Pleu1,...,eun), то условие

fη1,...,ηn(y1, . . . , yn) = min
1�i�n

fηi(yi), yi ∈ Yi, i = 1, . . . , n,

geu1,...,eun(u1, . . . , un) = min
1�i�n

geui(ui), ui ∈ Ui, i = 1, . . . , n,

определит взаимную независимость НН элементов ξ̃ki
= qki

(ηki
, ũki

),
i ∈ I1, и НН множеств Ãki

= Q(ηki
, ũki

), i ∈ I2, I1 ∪ I2 = {1, . . . , n},
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I1 ∩ I2 = ∅, где qki
(·, ·) : Yki

×Uki
→ Xki

, i ∈ I1, Qki
(·, ·) : Yki

×Uki
→

P(Xki
), i ∈ I2.

Пусть ξu1 = ξ̃
∣∣∣
eu1=u1

— нечеткий элемент, Au2 = Ã
∣∣∣
eu2=u2

— нечет-

кое множество, u1 ∈ U1, u2 ∈ U2, и выполнены условия (7.3). Воз-
можность равенства ξu1 = x и включения x ∈ Au1

P (ξu1 = x и x ∈ Au2) =
= sup{min(fη1(y1), fη2(y2))| y1 ∈ Y1, y2 ∈ Y2, q(y1, u1)=x,

Q(y2, u2) � x} = min(sup{fη1(y1)|y1 ∈ Y1, q(y1, u1) = x},
sup{fη2(y2)|y2 ∈ Y2, Q(y2, u2) � x}) = min(f ξu1 (x), fAu2 (x)). (7.4)

Поэтому

P (ξu1 ∈ Au2) = P (∃x ∈ X ξu1 = x и x ∈ Au2) =

= sup
x∈X

min(f ξu1 (x), fAu2 (x)). (7.5)

Для правдоподобия высказывания, согласно которому возможность
(7.4) равна px ∈ [0, 1], x ∈ X, найдем

Pl(P (ξeu1
= x, x ∈ Aeu1

) = px) = sup{min(geu1(u1), geu2(u2))|
u1 ∈ U1, u2 ∈ U2, min(f ξu1 (x), fAu2 (x)) = px} =
= sup{sup{min(geu1(u1), geu2(u2))|u1 ∈ U1, u2 ∈ U2,

f ξu1 (x) = a1, f
ξu2 (x) = a2}| a1, a2 ∈ [0, 1], min(a1, a2) = px} =

= sup{min(τ eξx(a1), τ
eA
x (a2))| a1, a2 ∈ [0, 1], min(a1, a2) = px}�=

�=(τ eξx ∧ τ
eA
x )(px), x ∈ X. (7.6)

Теорема 7.1. Пусть неопределенная функция px(ũ1, ũ2) = P (ξeu1
=

x, x ∈ Aeu2
) ≡ P (ξeu1

= x и x ∈ Aeu2
), x ∈ X, имеет независимые

значения, так что согласно (7.6) для любой функции p· : X → [0, 1]

Pl(∀x ∈ X px(ũ1, ũ2) = px) ≡ Pl(p·(ũ1, ũ2) = p·) = inf
x∈X

(τ eξx ∧ τ
eA
x )(px)

(7.7)
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— правдоподобие равенства p·(ũ1, ũ2) = p·, эквивалентного системе
равенств ∀x ∈ X P (ξeu1

= x, x ∈ Aeu2
) = px. Тогда правдоподобие

возможности p ∈ [0, 1] НН события ξ̃ ∈ Ã

Pl(P (ξ̃ ∈ Ã) = p) =

= sup{ inf
x∈X

(τ eξx ∧ τ
eA
x )(px)| p· : X → [0, 1], sup

x∈X
px = p} =

=

(∨
x∈X

(τ eξx ∧ τ
eA
x )

)
(p), (7.8)

где(
τ
eξ
x ∧ τ

eA
x

)
(q) = sup{min(τ eξx(a), τ

eA
x (b))| a, b ∈ [0, 1],

min(a, b) = q}�=τx(q), x ∈ X, q ∈ [0, 1], (7.9)

и как следствие равенства (7.8)

Pl(P (ξ̃ ∈ Ã) � p) = inf
x∈X

max(τ eξx∗(p), τ
eA
x∗(p)),

Pl(P (ξ̃ ∈ Ã) � p) = sup
x∈X

min(τ eξ∗x (p), τ
eA∗
x (p)),

p ∈ [0, 1]. (7.10)

Доказательство. Действительно, при предположении (7.7) согласно
(7.5), (7.6)

Pl(P (ξ̃ ∈ Ã) = p) = Pl(P (ξeu1
∈ Aeu2

) = p) =

= sup{min(geu1(u1), geu2(u2))| u1 ∈ U1, u2 ∈ U2, P (ξu1 ∈ Au2) =

= sup
x∈X

min(f ξu1 (x), fAu2 (x)) = p} = sup{sup{min(geu1(u1), geu2(u2))}|

u1 ∈ U1, u2 ∈ U2, p·(u1, u2) = p·| p· : X → [0, 1], sup
x∈X

px = p} =

= sup{ inf
x∈X

(τ eξx ∧ τ
eA
x )(px)| p· : X → [0, 1], sup

x∈X
px = p} =

=

(∨
x∈X

(τ eξx ∧ τ
eA
x )

)
(p), p ∈ [0, 1].

Равенства (7.10) нетрудно получить из равенства (7.8).
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§ 8. Мера правдоподобия возможности и интеграл.
Переходное правдоподобие возможности

Следуя схеме построения меры и интеграла, принятой в [1], опре-
делим интеграл и меру правдоподобия возможности, основываясь на
формуле (7.8) .
Определение 8.1. Интегралом pl назовем функцию, определенную
на классе T(X) всех функций t·(·) : X × [0, 1] → [0, 1], со значениями
в T, pl(·)(·) : T(X)→ [0, 1], согласно формуле

pl(t·(·))(p) =
(∨

x∈X
(tx ∧ πx)

)
(p), t·(·) ∈ T(X), p ∈ [0, 1], (8.1)

в которой t·(·) — произвольная, π·(·) —фиксированная функция из
T(X), первая является аргументом pl, вторая — определяет pl.

Мерой правдоподобия возможности, или короче — правдоподоби-
ем возможности, назовем функцию Pl(·)(·) : P(X)→ T, определенную
формулой (см. (7.8))

Pl(A)(p) =

(∨
x∈A

πx

)
(p), A ∈ P(X), p ∈ [0, 1], (8.2)

которая получена из (8.1) при tx(p) =

{
1, если p = χA(x),
0, если p 
= χA(x),

x ∈ X,

p ∈ [0, 1], где χA(x) =

{
1, если x ∈ A,

0, если x ∈ X\A, x ∈ X, — индикаторная

функция множества A ∈ P(X).
Функцию π·(·) : X → T назовем распределением правдоподобия

возможности (8.2).
Замечание 8.1. Если в (8.1) tx(p) = τ

eA
x (p), x ∈ X, p ∈ [0, 1], —

индикаторная функция (одноточечного покрытия) НН множества Ã,
πx(p) = τ

eξ
x(p), x ∈ X, p ∈ [0, 1], — распределение НН элемента ξ̃, то

согласно теореме 7.1 в (8.1)

pl(τ eA· (·)) =
(∨

x∈X
(τ eAx ∧ τ

eξ
x)

)
(p), p ∈ [0, 1], (8.3)
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и интеграл (8.3) «определен» НН элементом ξ̃.
Если A ∈ P(X) — «обычное», определенное четкое множество,

χA(·) : X → {0, 1} — его индикаторная функция, то согласно (8.3)
в (8.2)

Pl(A)(p) =

(∨
x∈A

τ
eξ
x

)
(p) = Pl(P (ξ̃ = x) = p), p ∈ [0, 1]. (8.4)

Поэтому распределение τ
eξ· (·) : X × [0, 1]→ [0, 1] НН элемента ξ̃, рас-

сматриваемое как функция τ
eξ
· (·) : X → T, является распределением

правдоподобия возможности (8.4).
Свойства меры правдоподобия возможности и интеграла и их при-

менения рассматриваются во второй части.
В заключение остановимся на понятии переходного правдоподо-

бия возможности, аналогичном понятию переходной возможности,
рассмотренному в § 1.3.
Определение 8.2. Отображение Pl(·|·)(·) : P(X1) × X2 → T

назовем переходным правдоподобием возможности на (X1,P(X1)),
(X2,P(X2)), если при каждом x2 ∈ X2 Pl(·|x2)(·) : P(X1) → T

есть правдоподобие возможности на (X1,P(X1)); функцию π·|·(·) :
X1 × X2 → T назовем распределением переходного правдоподобия
возможности Pl(·|·)(·) : P(X1) × X2 → T, если при каждом x2 ∈ X2

π·|x2
(·) : X1 → T есть распределение правдоподобия возможности

Pl(·|x2)(·) : P(X1)→ T, то есть если для любых A1 ∈ P(X1), x2 ∈ X2

Pl(A1|x2)(p) =

 ∨
x1∈A1

πx1|x2

 (p), p ∈ [0, 1]. (8.5)

Пусть Pl(·)(·) : P(X2) → T — произвольное правдоподобие воз-
можности на (X2,P(X2)) и π·(·) : X2 → T — его распределение, то
есть для любого A2 ∈ P(X2)

Pl(A2)(p) =

 ∨
x2∈A2

πx2

 (p), p ∈ [0, 1].
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Тогда
πx1,x2(·) = (πx1|x2

∧ πx2)(·), (x1, x2) ∈ X1 ×X2, (8.6)

— распределение правдоподобия возможности на (X1 × X2,P(X1 ×
X2)), то есть для любого C ∈ P(X1 ×X2)

Pl(C)(p) =

 ∨
(x1,x2)∈C

(πx1|x2
∧ πx2)

 (p), p ∈ [0, 1]. (8.7)

Если считать, что в (8.6) πx2(p) = τ
eξ2
x2(p), x2 ∈ X2, p ∈ [0, 1], —

распределение НН элемента ξ̃2, πx1,x2(p) = τ
eξ1,eξ2
x1,x2(p), (x2, x2) ∈ X1 ×

X2, p ∈ [0, 1] — совместное распределение НН элементов ξ̃1, ξ̃2, то
согласно (6.27) в (8.6)

πx1,x2(p) = τ
eξ1|eξ2
x1|x2

(p), x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, p ∈ [0, 1], (8.8)

вариант условного распределения ξ̃1, при условии ξ̃2 = x2, причем та-
кой, что при любом x2 ∈ X2 τ

eξ1|eξ2
x1|x2

(·), x1 ∈ X1, — распределение прав-
доподобия возможности, что, вообще говоря, не свойственно условно-
му распределению правдоподобия возможностей в (6.27). Функцию

τ
eξ1|eξ2
x1|x2

(p), x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, p ∈ [0, 1], в (8.8) назовем переходным

распределением НН элемента ξ̃1 при ξ̃2 = x2.

Часть II. Мера правдоподобия возможности
и интеграл

Предисловие

В первой части определены и исследованы конструкции неопреде-
ленного нечеткого (НН) элемента и неопределенного нечеткого (НН)
множества. НН элемент ξ̃ со значениями в X охарактеризован рас-
пределением τ

eξ
· (·) : X × [0, 1] → [0, 1] правдоподобия возможностей

его значений. НН множество со значениями в классе P(X) всех под-
множеств X определено как образ Aη̃ НН элемента η, принимающего
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значения в Y , где A· : Y → P(X) — многозначное отображение, и
охарактеризовано индикаторной функцией τA

η̃

· (·) : X × [0, 1]→ [0, 1]
одноточечного покрытия.

Значение τ
eξ
x(p) определяет правдоподобие истинности высказы-

вания, согласно которому p — возможность равенства (события)
ξ̃ = x, p ∈ [0, 1], x ∈ X; значение τA

η̃

x (p) определяет правдоподо-
бие истинности высказывания, согласно которому p — возможность
включения (события) x ∈ Aη̃, p ∈ [0, 1], x ∈ X.

Во второй части определены и исследованы

• класс распределений правдоподобия возможностей и наиболее
важные его подклассы;

• шкала значений правдоподобия возможностей и группа ее ав-
томорфизмов;

• мера правдоподобия возможности и интеграл, позволяющие
определить правдоподобия возможностей широкого класса со-
бытий, допускающих описание в терминах элементарных собы-
тий ξ̃ = x и x ∈ Aη̃, x ∈ X.

§ 1. Шкала значений правдоподобия возможностей

Шкала значений правдоподобия возможностей определяется че-
тырьмя элементами: множеством T распределений правдоподобия
возможностей, бинарным отношением � упорядоченности на T и дву-
мя бинарными операциями — сложением ∨ : T × T → T и умноже-
нием ∧ : T × T → T. В этом параграфе эти элементы определены и
исследованы.

1.1. Класс T, операции ∨, ∧, + и •
Введем класс функций T = {τ(·) : [0, 1] −→ [0, 1]}, определенных

на [0, 1], принимающих значения в [0, 1], удовлетворяющих условию
нормировки sup

0�p�1
τ(p) = 1 и содержащий1:

1Далее обозначения ..........
.............

..................................................................................................................
..........
.....I , ..........

.............
..................................................................................................................
..........
.....II , . . . выделяют условия, которым должны удовле-

творять функции, принадлежащие классу T.
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..........
..........
.......................................................................................... ..... ..... ..... ..... ..........
..........
..........I вместе с каждой функцией τ(·) функции

τ∗(p) = sup
a�p

τ(a), τ∗(p) = sup
a�p

τ(a); (1.1)

..........
..........
.......................................................................................... ..... ..... ..... ..... ..........
..........
..........II вместе с каждой парой функций τ1(·) и τ2(·) их сумму (τ1 ∨

τ2)(·) и произведение (τ1 ∧ τ2)(·), определенные равенствами

(τ1 ∨ τ2)(p)
�=sup{min(τ1(a), τ2(b)) | a, b ∈ [0, 1], max(a, b) = p},

(τ1 ∧ τ2)(p)
�=sup{min(τ1(a), τ2(b)) | a, b ∈ [0, 1], min(a, b) = p},

p ∈ [0, 1].
(1.2)

Как правило, далее значение τ(p) интерпретируется как значе-
ние правдоподобия истинности высказывания, согласно которому p ∈
∈ [0, 1] есть значение возможности некоторого элементарного собы-
тия, короче, τ(p) — правдоподобие возможности p ∈ [0, 1], (см. ч. 1).

Рассмотрим примеры функций τ(·) ∈ T, (см. ч. 1). Например, НН
элемент ξ̃, принимающий значения в множестве X, характеризуется
распределением τ

eξ
· (·) : X × [0, 1] → [0, 1] правдоподобия возможно-

стей его значений, значение τ
eξ
x(p)

�=Pl(P (ξ̃ = x) = p) которого есть
правдоподобие возможности p ∈ [0, 1] равенства (элементарного со-
бытия) ξ̃ = x ∈ X; функция τ

eξ
· (·) называется распределением НН

элемента ξ̃.
Пусть A· : Y → P(X) — многозначное отображение множества Y

в множество P(X) всех подмножеств X и η̃ — НН элемент со значе-
ниями в Y . Образ Aeη ∈ P(X) НН элемента η̃ называется неопреде-
ленным нечетким (НН) множеством, принимающим значения в P(X)
(НН подмножеством X) (см. ч. 1). Если Ax

�={y ∈ Y, x ∈ Ay}, x ∈ X,
то включения y ∈ Ax и x ∈ Ay, x ∈ X , y ∈ Y , эквивалентны, ра́вно
как и события x ∈ Aeη и η̃ ∈ Ax. Поэтому τA

eη

x (p)�=Pl(P(η̃ ∈ Ax) = p)
— правдоподобие возможности p ∈ [0, 1] включения η̃ ∈ Ax, x ∈ X,
равное правдоподобию Pl(P (x ∈ Aeη) = p) возможности p ∈ [0, 1] эле-
ментарного события x ∈ Aeη, состоящего в том, что НН множество
Aeη покрывает элемент x ∈ X. Функция τA

eη

· (·) : X × [0, 1] → [0, 1]
называется индикаторной функцией (и.ф.) одноточечного покрытия
НН множества Aeη.
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Для каждого x∈X как τ
eξ
x(·), так и τA

eη

x (·) являются элементами T.
Обратимся к интерпретации формул (1.1) и (1.2) в терминах по-

нятий НН элементов и НН множеств2 (см. ч. 1). В равенствах (1.1)
τ
eξ∗
x (p)

�=Pl(P (ξ̃ = x) � p) = sup
a�p

τ
eξ
x(a), τ

eξ
x∗(p)

�=Pl(P (ξ̃ = x) � p) =

sup
a�p

τ
eξ
x(a) суть правдоподобия истинности высказываний, согласно ко-

торым возможность равенства ξ̃ = x ∈ X не меньше и соответственно
не больше p ∈ [0, 1].

В равенствах (1.2) qx, y(a, b)
�=min(τ

eξ
x(a), τ

eη
y (b)) — правдоподобие

того, что возможности событий ξ̃ = x ∈ X И η̃ = y ∈ Y суть a ∈ [0, 1]
И b ∈ [0, 1] соответственно, а (τ eξx∨τ eηy )(p)

�= sup{min(τ eξx(a), τ eηy (b))|a, b ∈
∈ [0, 1], max(a, b) = p} есть правдоподобие того, что возможность по
крайней мере одного из равенств ξ̃ = x ИЛИ η̃ = y равна p ∈ [0, 1].

Аналогично (τ
eξ
x ∧ τA

eη

x )(p)�=sup{min(τ eξx(a), τAeη

x (b))|a, b ∈ [0, 1],
min(a, b) = p} есть правдоподобие того, что p ∈ [0, 1] есть возмож-
ность равенства ξ̃ = x И включения x ∈ Aeη; в частности, (τ

eξ
x ∧τA

eη

x )(p)
— правдоподобие возможности p ∈ [0, 1] события ξ̃ = x ∈ Aeη, x ∈ X.

Основные свойства операций (1.1), (1.2), и, в частности, тот факт,
что операции (1.1) и (1.2) сохраняют нормировку, приведены в следу-
ющей лемме, в которой операции (τ1+ τ2)(·) и (τ1 • τ2)(·) определены
равенствами3

(τ1+ τ2)(p)
�=τ1(p)+ τ2(p)

�=max(τ1(p), τ2(p)) ≡ max(τ1, τ2)(p),

(τ1 • τ2)(p)�=τ1(p) • τ2(p)�=min(τ1(p), τ2(p)) ≡ min(τ1, τ2)(p),
p ∈ [0, 1].

(1.3)

Лемма 1.1. 1. Имеют место равенства

2Интерпретация дана для случая независимых НН элемента eξ и НН множества
Aeη.

3эти операции определяют сложение и умножение в шкале значений меры воз-
можности в [1].
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(τ1 ∧ τ2)(p) = max[min(τ1(p), τ∗2 (p)),min(τ
∗
1 (p), τ2(p))] =

= ((τ1 • τ∗2 )+(τ∗1 • τ2))(p) = min[τ∗1 (p), τ∗2 (p),max(τ1(p), τ2(p))] =
= (τ∗1 • τ∗2 •(τ1+ τ2))(p),

(τ1 ∨ τ2)(p) = max[min(τ1(p), τ2∗(p)),min(τ1∗(p), τ2(p))] =
= ((τ1 • τ2∗)+(τ1∗ • τ2))(p) = min[τ1∗(p), τ2∗(p),max(τ1(p), τ2(p))] =

= (τ1∗ • τ2∗ •(τ1+ τ2))(p), (1.4)

(τ1 ∨ τ2)
∗(p) = max(τ∗1 (p), τ

∗
2 (p))

�=(τ∗1 + τ∗2 )(p),

(τ1 ∨ τ2)∗(p) = min(τ1∗(p), τ2∗(p))
�=(τ1∗ • τ2∗)(p),

(τ1 ∧ τ2)
∗(p) = min(τ∗1 (p), τ

∗
2 (p))

�=(τ∗1 • τ∗2 )(p),
(τ1 ∧ τ2)∗(p) = max(τ1∗(p), τ2∗(p))

�=(τ1∗+ τ2∗)(p),

p ∈ [0, 1]. (1.5)

2. Операции ∨ и ∧ ассоциативны:

τ(p)�=

 n∧
j=1

τj

 (p) =
= sup

{
min

1�i�n
τi(ai)|aj ∈ [0, 1], j = 1 . . . , n, min

1�k�n
ak = p

}
=

= max
1�k�n

min(τ∗1 (p), . . . , τ
∗
k−1, τk(p), τ

∗
k+1(p), . . . , τ

∗
n(p))

�=

�=
n
+
k=1

τk(p) •
 •

1�i�n
i
=k

τ∗i (p)

 , p ∈ [0, 1]; (1.6)

τ∗(p) = min
1�k�n

τ∗k (p), τ∗(p) = max
1�k�n

τk∗(p), p ∈ [0, 1]; (1.7)
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τ(p)�=

 n∨
j=1

τj

 (p) =
= sup

{
min

1�i�n
τi(ai)|aj ∈ [0, 1], j = 1 . . . , n, max

1�k�n
ak = p

}
=

= max
1�k�n

min(τ1∗(p), . . . , τk−1∗, τk(p), τk+1∗(p), . . . , τn∗(p))
�=

�=
n
+
k=1

τk(p)•
 •

1�i�n
i
=k

τi∗(p)

 , p ∈ [0, 1]; (1.8)

τ∗(p) = max
1�k�n

τ∗k (p), τ∗(p) = min
1�k�n

τk∗(p), p ∈ [0, 1]. (1.9)

Доказательство. 1. Равенства (1.4) следуют из соотношений

(τ1 ∨ τ2)(p) = max

[
sup
a=p
b�p

min(τ1(a), τ2(b)), sup
a�p
b=p

min(τ1(a), τ2(b))

]
,

(τ1 ∧ τ2)(p) = max

[
sup
a=p
b�p

min(τ1(a), τ2(b)), sup
a�p
b=p

min(τ1(a), τ2(b))

]
.

Рассмотрим левую часть первого равенства (1.5). Согласно равен-
ствам (1.1), (1.4)

(τ1∨τ2)∗(p) = sup
q�p

sup
[
min(τ1(a), τ2(b))|a, b ∈ [0, 1], max(a, b) = q

]
=

= sup
[
min(τ1(a), τ2(b)) | a, b ∈ [0, 1], max(a, b) � p

]
=

= max

[
sup

0�a�1
p�b�1

min(τ1(a), τ1(b)), sup
p�a�1
0�b�1

min(τ1(a), τ1(b))

]
=

= max
(
sup
a�p

τ1(a), sup
b�p

τ2(b)
)
= max(τ∗1 (p), τ

∗
2 (p))

�=

�=(τ∗1 + τ∗2 )(p), p ∈ [0, 1].
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Для левой части второго равенства (1.5)

(τ1∨τ2)∗(p) = sup
q�p

sup
[
min(τ1(a), τ2(b))|a, b ∈ [0, 1], max(a, b) = q

]
=

= sup
[
min(τ1(a), τ2(b)) | a, b ∈ [0, 1], max(a, b) � p

]
=

= sup
0�a�p
0�b�p

min(τ1(a), τ1(b)) = min(τ1∗(p), τ2∗(p))
�=

�=(τ1∗ • τ2∗)(p), p ∈ [0, 1].

Остальные равенства (1.5) проверяются аналогично:

(τ1 ∧ τ2)∗(p) = sup
p�a�1
p�b�1

min(τ1(a), τ2(b)) = min(τ∗1 (p), τ
∗
2 (p))

�=(τ∗1 • τ∗2 )(p),

(τ1 ∧ τ2)∗(p) = max

[
sup

0�a�1
0�b�p

min(τ1(a), τ2(b)), sup
0�a�p
0�b�1

min(τ1(a), τ2(b))

]
=

= max(τ1∗(p), τ2∗(p))
�=(τ1∗+ τ2∗)(p).

Заметим, что согласно равенствам (1.1) и (1.5)

τ∗(0) = τ∗(1) = 1, (τ1 ∨ τ2)∗(0) = max(τ∗1 (0), τ
∗
2 (0)) = 1,

(τ1 ∧ τ2)∗(1) = max(τ1∗(1), τ2∗(1)) = 1,

то есть операции (1.1) и (1.2) сохраняют нормировку.

2. Предположим, что
(

n∧
i=1

τi

)
(p)=sup

{
min
i�i�n

τi(ai) | min
1�k�n

ak=p

}
;

это равенство и ассоциативность операции ∧ будут доказаны, ес-

ли имеет место соотношение
(

n∧
i=1

τi

)
(p) =

((
n−1∧
i=1

τi

)
∧ τn

)
(p), p ∈

∈ [0, 1], верное, согласно (1.2), для n = 2. Проверим вначале первое
равенство в (1.6):



Неопределенные нечеткие модели и их применения 217

sup
{
min

1�i�n
τi(ai) | min

1�k�n
ak = p

}
=

= max
1�k�n

sup
{
min(τ1(a1), . . . , τn(an)) | a1 � p, . . . , ak−1 � p, ak = p,

ak+1 � p, . . . , an � p
}
= max

1�k�n
min
(
sup
a1�p

τ1(a1), . . . , sup
ak−1�p

τk−1(ak−1),

τk(p), sup
ak+1�p

τk+1(ak+1), . . . , sup
an�p

τn(an)
)
=

= max
1�k�n

min(τ∗1 (p), . . . , τ
∗
k−1(p), τk(p), τ

∗
k+1(p), . . . , τ

∗
n(p))

�=

�=
n
+
k=1

τk(p) •
 •

1�i�n
i
=k

τ∗i (p)

 . (1.10)

Кроме того, согласно предположению(
n∧

i=1
τi

)∗
(p) = sup

q�p
sup
{
min

1�i�n
τi(ai)| min

1�k�n
ak = q

}
= sup

{
min

1�i�n
τi(ai) |

min
1�k�n

ak � p

}
= min

1�i�n
τ∗i (p), p ∈ [0, 1], то есть верно первое равенство

в (1.7). В силу (1.10) и первого равенства в (1.7)(
n∧
i=1

τi

)
(p) =

= max
1�k�n

min(τ∗1 (p), . . . , τ
∗
k−1(p), τk(p), τ

k+1(p), . . . , τ∗n(p)) =

= max
{

max
1�k�n−1

[min(min(τ∗1 (p), . . . , τ
∗
k−1(p), τk(p), τ

k+1(p), . . . ,

τ∗n−1(p)), τ
∗
n(p)),min(min(τ

∗
1 (p), . . . , τ

∗
n−1(p)), τn(p))]

}
=

= max

{
min

(
n−1∧
i=1

τi(p), τ∗n(p)

)
, min

((
n−1∧
i=1

τi

)∗
(p), τn(p)

)}
=

=

((
n−1∧
i=1

τi

)
∧ τn

)
(p), p ∈ [0, 1].

Остальные утверждения могут быть проверены по такой же схеме.
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1.2. Класс T, эквивалентность �, упорядоченность �

Определение 1.1. Функции τ1(·) и τ2(·) назовем эквивалентными,
τ1(·) � τ2(·), если

τ∗1 (·) = τ∗2 (·), τ1∗(·) = τ2∗(·); (1.11)

очевидно, τ1(·) � τ2(·), τ2(·) � τ3(·)⇒ {τ1(·)} � {τ3(·)}.
Если же

τ∗1 (p) � τ∗2 (p), τ1∗(p) � τ2∗(p), p ∈ [0, 1], (1.12)

то будем писать τ1(·) � τ2(·), так что τ1(·) � τ2(·), если и только если
τ1(·) � τ2(·) и τ2(·) � τ1(·). Очевидно, τ1(·) � τ2(·), τ2(·) � τ3(·) ⇒
τ1(·) � τ3(·).

В некоторых случаях то же самое будем записывать как τ1(p) �
τ2(p), p ∈ [0, 1], и соответственно, как τ1(p) � τ2(p), p ∈ [0, 1].
Замечание 1.1. Отношение τ1(·) � τ2(·) можно определить услови-
ями

τ1(p) � τ∗2 (p), τ1∗(p) � τ2(p), p ∈ [0, 1], (1.12∗)

которые эквивалентны условиям (1.12).
Доказательство. Действительно, так как согласно (1.12) τ1(p) �
τ∗1 (p) � τ∗2 (p), τ1∗(p) � τ2∗(p) � τ2(p), p ∈ [0, 1], то неравенства
(1.12*) следуют из неравенств (1.12). С другой стороны, учитывая,
что τ∗2 (·) монотонно невозрастает, а τ1∗(·) монотонно неубывает, ис-
ходя из неравенств (1.12*), найдем

τ∗1 (p) = sup
a�p

τ1(a) � sup
a�p

τ∗2 (a) = sup
a�p

sup
b�a

τ2(b) = sup
b�p

τ2(b) = τ∗2 (p),

τ1∗(p) = sup
a�p

τ1∗(a) � sup
a�p

τ2(a) = τ2∗(p), p ∈ [0, 1].

Отношение � определяет частичную упорядоченность на T, со-
держательную интерпретацию которой поясним в терминах понятия
НН элемента. Пусть ξ̃1, ξ̃2 — НН элементы, принимающие значе-
ния в X, τ

eξ1· (·), τ
eξ2· (·) — их распределения, которые при ξ̃1 = x1,

ξ̃2 = x2 не эквивалентны (τ
eξ1
x1(·) 
� τ

eξ2
x2(·)) и удовлетворяют усло-

вию τ
eξ1
x1(·) � τ

eξ2
x2(·). Если в (1.12*) τ1(·) = τ

eξ1
x1(·), τ2(·) = τ

eξ2
x2(·) и, для
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простоты, точные верхние грани достигаются в (1.1), то неравенства
в (1.12*) означают соответственно, что

∀p ∈ [0, 1] : ∃p′ � p : τ eξ1x1
(p) � τ

eξ2
x2
(p′) и ∃p′′ � p : τ eξ1x1

(p′′) � τ
eξ2
x2
(p),

то есть более правдоподобны
— бо́льшие значения возможности равенства ξ̃2 = x2, и

— ме́ньшие значения возможности равенства ξ̃1 = x1.
Следовательно, соотношение τ

eξ1
x1(·) � τ

eξ2
x2(·) можно интерпретировать

как свидетельство в пользу равенства ξ2 = x2 как более надежного,
более вероятного, чем ξ1 = x1, если «вероятный» понимать как тер-
мин, характеризующий модальность индуктивного умозаключения.
Иначе можно сказать, что правдоподобие истинности высказывания
ξ̃2 = x2 выше, чем правдоподобие истинности высказывания ξ̃1 = x1,
если τ

eξ1
x1(·) � τ

eξ2
x2(·) и τ

eξ1
x1(·) 
� τ

eξ2
x2(·).

Что касается НН множеств Ã1 ≡ Aeη1 и Ã2 ≡ Aeη2 , то отношение
τ
eA1
x1
(·) � τ

eA2
x2
(·), означающее, что τ

eA1∗
x1

(p) � τ
eA2∗
x2

(p), τ eA1
x1∗(p) � τ

eA2
x2∗(p),

p ∈ [0, 1], свидетельствует в пользу высказывания о включении x2 ∈
∈ Ã2 как более надежного, более вероятного, чем высказывание, со-
гласно которому x1 ∈ Ã1, поскольку

• более правдоподобны бо́льшие возможности включения x2 ∈ Ã2,
чем x1 ∈ Ã1,

• более правдоподобны ме́ньшие возможности включения x1 ∈ Ã1,
чем x2 ∈ Ã2.

Отношение � является отношением эквивалентности на T, его
содержательная интерпретация следует из содержательной интерпре-
тации отношения �. Класс функций, эквивалентных τ(·), обозначим
{τ(·)} = {t(·) ∈ T, t(·) � τ(·)}.
Определение 1.2. НН элементы ξ̃1 и ξ̃2 назовем4

• эквивалентными, ξ̃1 � ξ̃2, если τ
eξ1
x (·) = τ

eξ2
x (·), x ∈ X,

• эквивалентными в широком смысле, ξ̃1 ≈ ξ̃2, если τ
eξ1
x (·) � τ

eξ2
x (·),

x ∈ X.
4Определения равенств НН элементов, включения и равенства НН множеств

даны в ч. 1.
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НН множества Ã1 и Ã2 назовем (в смысле одноточечного покрытия)

• эквивалентными, Ã1 � Ã2, если τ
eA1
x (·) = τ

eA2
x (·), x ∈ X,

• эквивалентными в широком смысле, Ã1 ≈ Ã2, если τ
eA1
x (·) �

τ
eA2
x (·), x ∈ X.

• Если τ
eA1
x (·) � τ

eA2
x (·), x ∈ X, то будем говорить, что Ã1 в широ-

ком смысле содержится в Ã2, Ã1⊂̃Ã2.

Рассмотрим подробнее упорядоченность � и эквивалентность �.

Лемма 1.2. Упорядоченность � и эквивалентность � согласованы
с операциями, введенными в пункте ...........

..........
.............................................................................................. ...... ..... ..... ...... ..........
..........
...........II , а именно,

если τ1(·) � τ2(·), то ∀τ(·) ∈ T

1. (τ ∨ τ1)(·) � (τ ∨ τ2)(·), (τ ∧ τ1)(·) � (τ ∧ τ2)(·);
2. τ∗1 (·) � τ∗2 (·), τ1∗(·) � τ2∗(·);
следовательно, если τ1(·) � τ2(·), то ∀τ(·) ∈ T

3. (τ ∨ τ1)(·) � (τ ∨ τ2)(·), (τ ∧ τ1)(·) � (τ ∧ τ2)(·);
4. τ∗1 (·) � τ∗2 (·), τ1∗(·) � τ2∗(·);
наконец, для любых τ(·), τ1(·), τ2(·) ∈ T

5. (τ ∨ (τ1 ∧ τ2))(·) � ((τ ∨ τ1) ∧ (τ ∨ τ2))(·),
6. (τ ∧ (τ1 ∨ τ2))(·) � ((τ ∧ τ1) ∨ (τ ∧ τ2))(·), то есть сложение

∨ и умножение ∧ взаимно дистрибутивны с точностью до эквива-
лентности.

Доказательство. Все соотношения легко проверить, воспользовав-
шись результатами, представленными в лемме 1.1. Например, по-
скольку согласно формулам5 (1.5)

(τ ∨ (τ1 ∧ τ2))
∗(·) = max(τ∗(·),min(τ∗1 (·), τ∗2 (·))) =
= min(max(τ∗(·), τ∗1 (·)),max(τ∗(·), τ∗2 (·))) =
= min((τ ∨ τ1)∗(·), (τ ∨ τ2)∗(·)) = ((τ ∨ τ1) ∧ (τ ∨ τ2))

∗(·),
(τ ∨ (τ1 ∧ τ2))∗(·) = ((τ ∨ τ1) ∧ (τ ∨ τ2))∗(·),

то имеет место эквивалентность п. 5.
5Здесь и далее min(τ1(·), τ2(·)) ≡ min(τ1, τ2)(·), max(τ1(·), τ2(·)) ≡

max(τ1, τ2)(·) и т.п.
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1.3. Классы эквивалентных функций

Рассмотрим подробнее структуру классов эквивалентных функ-
ций. С этой целью определим на классе T̃ всех функций τ(·) : [0, 1]→
[0, 1] оператор T : T̃ → T̃

(Tτ)(p)�=sup {min(τ(p1), τ(p2))|p1, p2 ∈ [0, 1], p1 � p � p2} =
= min(τ∗(p), τ∗(p))

�=(τ∗ • τ∗)(p), p ∈ [0, 1]. (1.13)

Свойства оператора T , позволяющие охарактеризовать классы экви-
валентных функций τ(·) : [0, 1] → [0, 1], частично раскрываются в
следующей лемме.

Лемма 1.3. Для любой функции τ(·) ∈ T̃ функция τ̂(·)�=(Tτ)(·) удо-
влетворяет следующим условиям.

1. Для любых p1, p2 и p таких, что p ∈ [p1, p2] ⊂ [0, 1]

τ̂(p) � min(τ̂(p1), τ̂(p2)). (1.14)

2. Оператор T : T̃ → T̃ является проектором:

(T τ̂)(·) = τ̂(·); (1.15)

T проецирует на множество функций [0, 1]→ [0, 1], удовлетворяю-
щих условию (1.14), причем TT ⊂ T.

3. Для любой функции τ(·) ∈ T̃

τ̂∗(·)�=(Tτ)∗(·) = τ∗(·), τ̂∗(·)�=(Tτ)∗(·) = τ∗(·).
Доказательство. 1. Поскольку τ∗(·) монотонно неубывает и τ∗(·)
монотонно невозрастает на [0, 1], то для 0 � p1 � p � p2 � 1

τ(p1) � τ∗(p1) � τ∗(p) � τ∗(p2),
τ(p2) � τ∗(p2) � τ∗(p) � τ∗(p1).

Поэтому согласно (1.13)

τ̂(p) = min(τ∗(p), τ∗(p)) � min(τ∗(p1), τ∗(p1), τ∗(p2), τ∗(p2)) =
= min(τ̂ (p1), τ̂(p2)).
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2. Поскольку при p1 = p2 = p неравенство (1.14) обращается в
равенство, то

(T τ̂)(p) = sup{min(τ̂(p1), τ̂(p2))|p1, p2 ∈ [0, 1], p1 � p � p2} = τ̂(p),
p ∈ [0, 1].

3. Согласно определению (1.13) τ̂(p) � min(τ(p1), τ(p2)), если
p1 � p � p2, и, следовательно, τ̂(p) � τ(p), p ∈ [0, 1]. Отсюда в
свою очередь следует, что

τ̂∗(p) � τ∗(p), τ̂∗(p) � τ∗(p), p ∈ [0, 1]. (1.16)

С другой стороны,

τ̂∗(p)�=sup
q�p

τ̂(q) = sup
q�p

min(τ∗(q), τ∗(p)) �

� min

(
sup
q�p

τ∗(q), sup
q�p

τ∗(q)

)
= τ∗(p), (1.17)

ибо sup
q�p

τ∗(q) = sup
q�p

sup
r�q

τ(r) = sup
r�1

τ(r) = 1, sup
q�p

τ∗(q) = sup
q�p

sup
r�q

τ(r) =

sup
r�p

τ(r) = τ∗(p). Согласно (1.16) и (1.17) τ̂∗(p) = τ∗(p), p ∈ [0, 1].

Равенство τ̂∗(·) = τ∗(·) проверяется аналогично.
Наконец, что касается включения TT ⊂ T, означающего, что T не

выводит τ(·) ∈ T из T, то оно непосредственно следует из свойств T,
определения (1.13) и равенств в пункте 3.

Покажем, что проектор T определяет классы эквивалентных
функций.

Теорема 1.1. Для любых функций τ1(·), τ2(·) ∈ T:
1. τ1(·) � τ2(·), если и только если (Tτ1)(·) = (Tτ2)(·).
2. τ1(·) � τ2(·), если и только если (Tτ1)(·) � (Tτ2)(·).
3. {τ(·)} = {τ̃ (·) ∈ T, (T τ̃)(·) = (Tτ)(·)} — класс функций, эквива-

лентных τ(·).
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Доказательство. 1. Пусть τ̂i(·) = (Tτi)(·), i = 1, 2, тогда

τ1(·) � τ2(·)⇔
{
τ∗1 (·) = τ∗2 (·)
τ1∗(·) = τ2∗(·)

⇔

⇔ τ̂1(·) = min(τ∗1 , τ1∗)(·) = min(τ∗2 , τ2∗)(·) = τ̂2(·).

2. В соответствии с пунктом 3 леммы 1.3

τ1(·) � τ2(·)⇔
{
τ∗1 (·) � τ∗2 (·)
τ1∗(·) � τ2∗(·)

⇔
{
τ̂∗1 (·) � τ̂∗2 (·)
τ̂1∗(·) � τ̂2∗(·)

⇔ τ̂1(·) � τ̂2(·).

3. Действительно, класс {τ(·)} состоит из функций τ̃(·), удовле-
творяющих условиям

τ̃∗(·) = ̂̃τ∗(·) = τ̂∗(·) = τ∗(·),
τ̃∗(·) = ̂̃τ∗(·) = τ̂∗(·) = τ∗(·).

1.4. Класс T̊ ⊂ T

Преобразование τ(·) → τ̂(·)�=(Tτ)(·) в силу свойства (1.14) функ-
ции τ̂(·) «истребляет» локальные минимумы функции τ(·) во всех
внутренних точках [0, 1]. Это преобразование следует рассматривать
как естественную модификацию функции τ(·) с точки зрения ее со-
держательной интерпретации. В самом деле, какой смысл следует
придавать утверждению, согласно которому для некоторого события
более правдоподобны его возможности как бо́льшие, так и ме́ньшие
некоторого p0?

Руководствуясь этим соображением, введем класс T̊ ⊂ T тех
функций τ(·) ∈ T, которые являются «неподвижными точками» опе-
ратора T

T̊ = {τ(·) ∈ T, (Tτ)(·)�=min(τ∗, τ∗)(·) = τ(·)}.

Для функций τ1(·), τ2(·) ∈ T̊ эквивалентность τ1(·) � τ2(·) являет-
ся равенством τ1(·) = τ2(·) (см. теорему 1.1), более того, для любых
функций τ(·), τ1(·), τ2(·) соотношения 5. и 6. леммы 1.2 оказываются
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равенствами, определяющими взаимную дистрибутивность операций
∨ и ∧ на классе T̊. В следующей теореме суммированы основные свой-
ства класса T̊.

Теорема 1.2. Для любых функций6 τi(·) ∈ T̊, i = 0, 1, . . . , n

1.
n∨

i=1
τi(·) ∈ T̊,

n∧
i=1

τi(·) ∈ T̊.

2. τi(·) � τj(·)⇔ τi(·) = τj(·).
3.
(
τ0 ∨

(
n∧

i=1
τi

))
(·) =

(
n∧
i=1
(τ0 ∨ τi)

)
(·) ∈ T̊,(

τ0 ∧
(

n∨
i=1

τi

))
(·) =

(
n∨

i=1
(τ0 ∧ τi)

)
(·) ∈ T̊.

Доказательство. 1. Так как τk(·) ∈ T̊ ⇔ τk(·) = min(τ∗k , τk∗)(·),
k = 1, 2, . . . , n, то(

n∨
i=1

τi

)
(p) =

= max
1�k�n

min(τ1∗(p), . . . , τk−1∗(p), τk(p), τk+1∗(p), . . . , τn∗(p)) =

= max
1�k�n

min
(
τ∗k (p), min

1�j�n
τj∗(p)

)
=min

(
max

1�k�n
τ∗k (p), min

1�j�n
τj∗(p)

)
=

= min

((
n∨
i=1

τi

)∗
(p),

(
n∨

i=1

τi

)
∗
(p)

)
∈ T̊

и аналогично(
n∧
i=1

τi

)
(p) = min

(
max

1�k�n
τk∗(p), min

1�i�n
τ∗i (p)

)
=

= min

((
n∧

i=1

τi

)∗
(p),

(
n∧

i=1

τi

)
∗
(p)

)
∈ T̊.

6
nW

i=1

τi(·) ≡
�

nW
i=1

τi

�
(·),

nV
i=1

τi(·) ≡
�

nV
i=1

τi

�
(·).
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2. Это свойство непосредственно следует из определения класса
T̊.

3. Эти равенства следуют из эквивалентностей 5 и 6 леммы 1.2 и
свойства 2.

Класс T̊ изоморфен фактор-множеству T/ �, получаемому фак-
торизацией T по отношению эквивалентности �.

Продолжим перечень условий, определящих класс T.
..........
..........
.......................................................................................... ..... ..... ..... ..... ..........
..........
..........III Класс T содержит функции 0(·) и 1(·), играющие роли нуля

и cоответственно единицы относительно введенных операций сло-
жения ∨ и умножения ∧ элементов T:

0(p) =

{
1, p = 0
0, 0 < p � 1

, 1(p) =

{
1, p = 1
0, 0 � p < 1

.

Нетрудно проверить, что 0(·) ∈ T̊, 1(·) ∈ T̊ и для любой функции
τ(·) ∈ T:

(τ •0)(·) = (τ ∧ 0)(·) = 0(·), (τ •1)(·) = (τ ∧ 1)(·) = τ(·),
(τ+ 0)(·) = (τ ∨ 0)(·) = τ(·), (τ +1)(·) = (τ ∨ 1)(·) = 1(·).

(1.18)

1.5. Шкала значений правдоподобия возможностей и ее
группа автоморфизмов

Определение 1.3. Четверку (T, �, ∨, ∧) назовем шкалой значений
правдоподобия возможностей.

Пусть Γi — множество преобразований отрезка [0, 1], заданных
функциями γi(·) : [0, 1] → [0, 1], непрерывными, строго монотонно
возрастающими и удовлетворяющими условиям γi(0) = 0, γi(1) = 1;
Γi — группа относительно правила композиции (γ′iγi)(t)

�=γ′i(γi(t)), t ∈
∈ [0, 1], i = 1, 2. Пусть Γ = Γ1 ×Γ2 — множество пар γ = (γ1(·), γ2(·))
и Γ∗ — группа преобразований функций τ(·) ∈ T, определенных ра-
венством (γ ∗ τ)(p) ≡ γ ∗ τ(p)�=γ1(τ(γ−1

2 (p))), p ∈ [0, 1]. Тот факт, что
Γ∗ — группа, следует из равенства

(γ′γ) ∗ τ(p) = (γ′1γ1)(τ((γ′2γ2)−1(p))), p ∈ [0, 1], (1.19)
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в котором γ = (γ1(·), γ2(·)), γ′ = (γ′1(·), γ′2(·)), и

γ′γ �=((γ′1γ1)(·), (γ′2γ2)(·)). (1.20)

Следующее условие является требованием инвариантности класса
функций T относительно преобразований τ(·)→ (γ ∗ τ)(·), γ∗ ∈ Γ∗.

..........
..........
.......................................................................................... ..... ..... ..... ..... ..........
..........
..........IV Класс T вместе с каждой функцией τ(·) содержит все функ-

ции γ ∗ τ(·), γ∗ ∈ Γ∗, то есть γ ∗ T
�={γ ∗ τ(·), τ(·) ∈ T} = T.

Лемма 1.4. Группа Γ∗ является группой автоморфизмов шкалы
(T, �, ∨, ∧), то есть

1. ∀τ(·) ∈ T ∀γ∗ ∈ Γ∗, γ ∗ τ(·) ∈ T, (γ ∗ τ)∗(·) = γ ∗ τ∗(·),
(γ ∗ τ)∗(·) = γ ∗ τ∗(·);

∀τi(·) ∈ T, i = 1, 2 и ∀γ∗ ∈ Γ∗ :
2. τ1(·) � τ2(·)⇔ (γ ∗ τ1)(·) � (γ ∗ τ2)(·),
3.7 γ ∗ (τ1 ∨ τ2)(·) = (γ ∗ τ1) ∨ (γ ∗ τ2)(·), γ ∗ (τ1 ∧ τ2)(·) = (γ ∗ τ1) ∧

(γ ∗ τ2)(·).
4. ∀γ∗ ∈ Γ∗ γ ∗ 0(·) = 0(·), γ ∗ 1(·) = 1(·).

Доказательство. 1. Первое утверждение в 1. верно в силу условия
..........
..........
.......................................................................................... ..... ..... ..... ..... ..........
..........
..........IV. Проверим, что (γ ∗τ)∗(·) = γ ∗τ∗(·), (γ ∗τ)∗(·) = γ ∗τ∗(·). Действи-

тельно, так как τ∗(p) = sup
a�p

τ(a), то

γ∗τ∗(p)=γ1

(
sup

a�γ−1
2 (p)

τ(a)

)
= sup

a�p
γ1(τ(γ−1

2 (a))) = (γ∗τ)∗(p), p ∈ [0, 1],

и аналогично (γ ∗ τ)∗(·) = γ ∗ τ∗(·), p ∈ [0, 1].
2. Пусть τ1(·) � τ2(·), то есть пусть τ∗1 (p) � τ∗2 (p), τ1∗(p) �

τ2∗(p), p ∈ [0, 1]. Тогда (γ ∗ τ1)∗(p) = γ ∗ τ∗1 (p) = γ1(τ∗1 (γ
−1
2 (p))) �

γ1(τ∗2 (γ
−1
2 (p))) = γ ∗ τ∗2 (p) = (γ ∗ τ2)∗(p), p ∈ [0, 1], и аналогично

(γ ∗ τ1)∗(·) � (γ ∗ τ2)∗(p), p ∈ [0, 1], следовательно, τ1(·) � τ2(·) ⇒
γ ∗ τ1(·) � γ ∗ τ2(·), γ∗ ∈ Γ∗. А поскольку множество {γ∗} = Γ∗ яв-
ляется группой относительно композиции (1.19), (1.20), то если для
некоторого γ∗ ∈ Γ∗ γ ∗ τ1(·) � γ ∗ τ2(·), то и τ1(·) � τ2(·). Поэтому

7(γ∗τ1)∨(γ∗τ2)(·) ≡ ((γ∗τ1)∨(γ∗τ2))(·), (γ∗τ1)∧(γ∗τ2)(·) ≡ ((γ∗τ1)∧(γ∗τ2))(·).
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∀γ∗ ∈ Γ∗ τ1(·) � τ2(·)⇔ γ ∗τ1(·) � γ ∗τ2(·), и, следовательно, ∀γ∗ ∈ Γ∗
τ1(·) � τ2(·)⇔ γ ∗ τ1(·) � γ ∗ τ2(·).

3. Эти равенства проверяются непосредственно:

γ ∗ (τ1 ∨ τ2)(p) = γ1(τ1 ∨ τ2)(γ−1
2 (p)) =

= γ1(sup{min(τ1(a), τ2(b)) | a, b ∈ [0, 1], max(a, b) = γ−1
2 (p)}) =

= sup{min(γ1(τ1(a)), γ1(τ2(b))) | a, b ∈ [0, 1], max(γ2(a),

γ2(b)) = p} = sup{min(γ1(τ1(γ−1
2 (a))), γ1(τ2(γ−1

2 (b)))) |
a, b ∈ [0, 1], max(a, b) = p} = sup{min(γ ∗ τ1(a), γ ∗ τ2(b)) |

a, b ∈ [0, 1], max(a, b) = p} = ((γ ∗ τ1) ∨ (γ ∗ τ2))(p), p ∈ [0, 1].

Второе равенство п. 3 проверяется аналогично.
4.

γ ∗ 0(p) = γ1(0(γ−1
2 (p))) =

{
γ1(0(0)), p = 0,
γ1(0(γ−1

2 (p))), p > 0,
=

=

{
1, p = 0,
0, p > 0,

p ∈ [0, 1].

Второе равенство п. 4 проверяется аналогично.

§ 2. Элементы анализа в T

Примем еще одно ограничение на класс T.
..........
..........
.......................................................................................... ..... ..... ..... ..... ..........
..........
..........V. Пусть τi(·) ∈ T, i = 1, 2, . . . — последовательность функций

из T. Будем считать, что класс T замкнут относительно счетного
числа операций ∨ и ∧ то есть что( ∞∨

i=1

τi

)
(p) = sup{inf

i
τi(ai)|a1, a2, . . . ∈ [0, 1], sup

i
ai = p},( ∞∧

i=1

τi

)
(p) = sup{inf

i
τi(ai)|a1, a2, . . . ∈ [0, 1], inf

i
ai = p},

p ∈ [0, 1],

(2.1)
— функции из T (см. лемму 1.1).
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Лемма 2.1. Пусть τi(·) : [0, 1] → [0, 1], ∆i ⊂ [0, 1] и τ i
�= sup

a∈∆i

τi(a),

i = 1, 2, . . . Тогда8

sup
{
inf

1�i<∞
τi(ai) | a1 ∈ ∆1, a2 ∈ ∆2, . . .

}
=

= sup
1�j<∞

sup
aj∈∆j

inf
1�i<∞

τi(ai) = inf
1�i<∞

τ i. (2.2)

Доказательство. Действительно, так как ∀ε > 0 ∆i,ε
�={a ∈

∈ ∆i, τi(a) � τ i − ε} 
= ∅, то существуют ai,ε ∈ ∆i,ε, i = 1, 2, . . .,
для которых

inf
1�i<∞

τ i � sup
{
inf

1�i<∞
τi(ai)|a1 ∈ ∆1, a2 ∈ ∆2, . . .

}
�

� inf
1�i<∞

τi(ai,ε) � inf
1�i<∞

τ i − ε.

Отсюда в силу произвольности ε > 0 следует равенство (2.2).

Следствие 2.1. Имеют место равенства( ∞∨
i=1

τi

)∗
(p) = sup

i
τ∗i (p),

(∞∨
i=1

τi

)
∗
(p) = inf

i
τi∗(p),( ∞∧

i=1

τi

)∗
(p) = inf

i
τ∗i (p),

(∞∧
i=1

τi

)
∗
(p) = sup

i
τi∗(p),

p ∈ [0, 1],

(2.3)
и, следовательно, если τi(·) ∈ T, i = 1, 2, . . ., то (sup

i
τ∗i )(·), (inf

i
τ∗i )(·),

(sup
i

τi∗)(·) и (inf
i
τi∗)(·) содержатся в T.

8sup

�
inf

1�i<∞
τi(ai) | a1 ∈ ∆1, a2 ∈ ∆2, . . .

�
≡ sup

n
inf

1�i<∞
τi(ai) | (a1, a2, . . .), ai ∈

∈ ∆i, i = 1, 2, . . .
o
.
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Доказательство. Действительно, согласно лемме 2.1,( ∞∨
i=1

τi

)∗
(p) =

= sup

[
inf

1�j<∞
τj(aj)|ai ∈ [0, 1], i = 1, 2, . . . , sup

1�j<∞
aj � p

]
=

= sup
1�k<∞

sup
{
inf

1�i<∞
τi(ai) | a1 ∈ [0, 1], . . . , ak−1 ∈ [0, 1], ak ∈ [p, 1],

ak+1 ∈ [0, 1], . . .
}
= sup

1�k<∞
τ∗k (p). (2.4)

Далее,( ∞∨
i=1

τi

)
∗
(p) =

= sup

[
inf

1�j<∞
τj(aj)|ai ∈ [0, 1], i = 1, 2, . . . , sup

1�k<∞
ak � p

]
=

= sup
{

inf
1�j<∞

τj(aj)|ai ∈ [0, p], i = 1, 2, . . .
}
= inf

1�j<∞
τj∗(p). (2.5)

Аналогично,( ∞∧
i=1

τi

)∗
(p) = sup

{
inf

1�j<∞
τj(aj)|ai ∈ [p, 1], i = 1, 2, . . .

}
=

= inf
1�j<∞

τ∗j (p), p ∈ [0, 1].

Наконец,( ∞∧
i=1

τi

)
∗(p) = sup

1�k<∞
sup
{

inf
1�j<∞

τj(aj) | a1 ∈ [0, 1], . . . , ak−1 ∈ [0, 1],

ak ∈ [0, p], ak+1 ∈ [0, 1], . . .
}
= sup

1�k<∞
τk∗(p), p ∈ [0, 1].
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Замечание 2.1. Очевидно, что ∀γ∗ ∈ Γ∗

γ ∗
( ∞∨

i=1

τi

)∗
(·) =

(
γ ∗
( ∞∨

i=1

τi

))∗
(·) =

( ∞∨
i=1

(γ ∗ τi)
)∗
(·),

γ ∗
( ∞∨

i=1

τi

)
∗
(·) =

(
γ ∗
( ∞∨

i=1

τi

))
∗
(·) =

( ∞∨
i=1

(γ ∗ τi)
)

∗
(·),

γ ∗
( ∞∧

i=1

τi

)∗
(·) =

(
γ ∗
( ∞∧

i=1

τi

))∗
(·) =

( ∞∧
i=1

(γ ∗ τi)
)∗
(·),

γ ∗
( ∞∧

i=1

τi

)
∗
(·) =

(
γ ∗
( ∞∧

i=1

τi

))
∗
(·) =

( ∞∧
i=1

(γ ∗ τi)
)

∗
(·).

2.1. Сходимость в T

Определение 2.1. Пусть τi(·) ∈ T, i = 1, 2, . . . Функции

τ(·)�=

 ∞∧
n=1

∨
i�n

τi

 (·), τ(·)�=

 ∞∨
n=1

∧
i�n

τi

 (·)
называются верхним и соответственно нижним пределами последова-
тельности τi(·), i = 1, 2, . . . Последняя называется сходящейся, если

τ (·) � τ(·); (2.6)

любая функция τ(·), эквивалентная левой и правой части (2.6), назы-
вается пределом последовательности τi(·), i = 1, 2, . . ., и обозначается

τ(·) = lim
i→∞

τi(·) ≡
(
lim
i→∞

τi

)
(·). (2.7)

Очевидно, что Γ∗ — группа предобразований γ∗ : T → T, непре-
рывных относительно сходимости (2.7), то есть если вычислено
(2.7), то ∀γ∗ ∈ Γ∗

γ ∗
(
lim
i→∞

τi(·)
)
= lim

i→∞
(γ ∗ τi) (·)
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Лемма 2.2. Имеют место равенства9

τ∗(·) = lim
i→∞

τ∗i (·), τ∗(·) = lim
i→∞

τi∗(·),

τ∗(·) = lim
i→∞

τ∗i (·), τ∗(·) = lim
i→∞

τi∗(·).

Последовательность τi(·), i = 1, 2, . . ., сходится, если и только если

lim
n→∞

τ∗n(·) = lim
n→∞ τ∗n(·), lim

n→∞
τn∗(·) = lim

n→∞ τn∗(·),

то есть если и только если существуют поточечные пределы

τ∗(·) = lim
n→∞ τn∗(·), τ∗(·) = lim

n→∞ τ∗n(·).

При этом

τ∗(·) =
(
lim
n→∞ τn

)
∗
(·), τ∗(·) =

(
lim
n→∞ τn

)∗
(·).

Доказательство. В самом деле,

τ∗(·) =
 ∞∨

i=1

∧
k�i

τk


∗

(·) = inf
1�i<∞

∧
k�i

τk


∗

(·) =

= inf
1�i<∞

sup
k�i

τk∗(·) = lim
n→∞ τn∗(·);

τ∗(·) =
 ∞∨

i=1

∧
k�i

τk

∗

(·) = sup
1�i<∞

inf
k�i

τ∗k (·) = lim
n→∞

τ∗n(·); (2.8)

τ∗(·) =
 ∞∧

i=1

∨
k�i

τk


∗

(·) = sup
1�i<∞

inf
k�i

τk∗(·) = lim
n→∞

τn∗(·);

τ∗(·) =
 ∞∧

i=1

∨
k�i

τk

∗

(·) = inf
1�i<∞

sup
k�i

τ∗k (·) = lim
n→∞ τ∗n(·).

9lim, lim — верхний и соответственно нижний пределы,
lim

i→∞
τ∗

i (p)
�
= inf

1�n<∞
sup
i�n

τ∗
i (p), lim

i→∞
τi∗(p)

�
= sup

1�n<∞
inf
i�n

τi∗(p), p ∈ [0, 1].
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Следствие 2.2. Монотонная последовательность τi(·), i=1, 2, . . .,
сходится:

1. если τ1(·) � τ2(·) � . . ., то (lim τi)(·) =
( ∞∨
i=1

τi

)
(·), так как

 ∞∨
i=1

∧
k�i

τk


∗

(·) = inf
1�i<∞

τi∗(·) =
( ∞∨

i=1

τi

)
∗
(·) = lim

i→∞
τi∗(·) =

 ∞∧
i=1

∨
k�i


∗

(·),
 ∞∨

i=1

∧
k�i

τk

∗

(·) = sup
1�i<∞

τ∗i (·) =
( ∞∨

i=1

τi

)∗
(·) = lim

i→∞
τ∗i (·) =

 ∞∧
i=1

∨
k�i

∗

(·).

2. если τ1(·) � τ2(·) � . . ., то (lim τi)(·) =
( ∞∧
i=1

τi

)
(·), так как

 ∞∨
i=1

∧
k�i

τk


∗

(·) = sup
1�i<∞

τi∗(·) =
( ∞∧

i=1

τi

)
∗
(·) = lim

i→∞
τi∗(·) =

 ∞∧
i=1

∨
k�i


∗

(·),
 ∞∨

i=1

∧
k�i

τk

∗

(·) = inf
1�i<∞

τ∗i (·) =
( ∞∧

i=1

τi

)∗
(·) = lim

i→∞
τ∗i (·) =

 ∞∧
i=1

∨
k�i

∗

(·).

Дело в том, что в первом случае 0 � τ∗1 (·) � τ∗2 (·) � . . . � 1,
1 � τ1∗(·) � τ2∗(·) � . . . � 0, а во втором — 0 � τ1∗(·) � τ2∗(·) � . . . � 1,
1 � τ∗1 (·) � τ∗2 (·) � . . . � 0.

2.2. Класс T0 ⊂ T функций, полунепрерывных сверху

Рассмотрим подробнее выражения (2.1)

sup

{
inf

1�i<∞
τi(ai)|ai ∈ [0, 1], i = 1, 2, . . . , sup

1�j<∞
aj = p

}
=

= max
s=1, 2

(sup{ inf
1�i<∞

τi(ai)|(a1, a2, . . .) ∈ L(s)}), (2.9)
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где

L(1) =
∞⋃
k=1

{(a1, a2, . . .), a1 � p, . . . , ak−1 � p, ak = p, ak+1 � p, . . .},

L(2) =
⋂
ρ>0

∞⋃
k=1

{(a1, a2, . . .), a1 < p, . . . , ak−1 < p,

p− ρ � ak < p, ak+1 < p, . . .}
(2.10)

и соответственно

sup
{
inf

1�i<∞
τi(ai)|ai ∈ [0, 1], i = 1, 2, . . . , inf

1�j<∞
aj = p

}
=

= max
s=1, 2

(sup{ inf
1�i<∞

τi(ai)|(a1, a2, . . .) ∈ R(s)}), (2.11)

где

R(1) =
∞⋃
k=1

{(a1, a2, . . .), a1 � p, . . . , ak−1 � p, ak = p, ak+1 � p, . . .},

R(2) =
⋂
ρ>0

∞⋃
k=1

{(a1, a2, . . .), a1 > p, . . . , ak−1 > p,

p < ak � p+ ρ, ak+1 > p, . . .}.
(2.12)

Лемма 2.3. Имеют место следующие равенства:

l(1)
�=sup

{
inf

1�i<∞
τi(ai)|(a1, a2, . . .) ∈ L(1)

}
=

= sup
1�k<∞

min

τk(p), inf
1�i<∞
i
=k

τi∗(p)

 ,

l(2)
�=sup

{
inf

1�i<∞
τi(ai)|(a1, a2, . . .) ∈ L(2)

}
=

= sup
1�k<∞

min

 inf
ρ>0

sup
p−ρ�ak<p

τk(ak), inf
1�i<∞
i
=k

τi◦(p)

 ,

(2.13)
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r(1) �=sup
{
inf

1�i<∞
τi(ai)|(a1, a2, . . .) ∈ R(1)

}
=

= sup
1�k<∞

min

τk(p), inf
1�i<∞
i
=k

τ∗i (p)

 ,

r(2) �=sup
{
inf

1�i<∞
τi(ai)|(a1, a2, . . .) ∈ R(2)

}
=

= sup
1�k<∞

min

inf
ρ>0

sup
p<ak�p+ρ

τk(ak), inf
1�i<∞
i
=k

τ◦i (p)

 ,

(2.14)

где функции τi∗(·), τ∗i (·), i = 1, 2 . . . определены равенствами (1.1), а
τi◦(p) = sup

a<p
τi(a), τ◦i (p) = sup

a>p
τi(a), p ∈ [0, 1], i = 1, 2, . . .

Доказательство. Первые равенства в (2.13) и (2.14) следуют из лем-
мы 2.1. Для доказательства второго равенства в (2.13) следует убе-
диться, что

sup
{
inf

1�i<∞
τi(ai)|(a1, a2, . . .) ∈ L(2)

}
�=

�= inf
ρ>0

sup
1�k<∞

sup
{
inf

1�i<∞
τi(ai)|a1 < p, . . . , ak−1 < p, p − ρ � ak < p,

ak+1 < p, . . .
}
= sup

1�k<∞
min

 inf
ρ>0

sup
p−ρ�ak<p

τk(ak), inf
1�i<∞
i
=k

τi(ai)

 .

В силу леммы 2.1 следует убедиться лишь в том, что

inf
ρ>0

sup
1�k<∞

min(fk(ρ), sk) = sup
1�k<∞

min(f
k
, sk), (2.15)

где (зависимость от p ∈ [0, 1] опущена)

fk(ρ)
�= sup

p−ρ�ak<p
τk(ak), f

k
= inf

ρ>0
fk(ρ),

sk = inf
1�i<∞
i
=k

τi◦(p), k = 1, 2, . . . .



Неопределенные нечеткие модели и их применения 235

11

1 1

τi(·) τi(·)

αα

ββ

p p

а) б)

Рис. 6. Графики функций τi(·), i = 1, 2, . . .

Поскольку ∀ε > 0 множество ∆k =
{
ρ > 0, fk(ρ) � f

k
+ ε
}


= ∅, то
выбрав любое ρk ∈ ∆k, k = 1, 2, . . ., найдем

sup
1�k<∞

min(f
k
, sk) � inf

ρ>0
sup

1�k<∞
min(fk(ρ), sk) �

� sup
1�k<∞

min(fk(ρk), sk) � sup
1�k<∞

min(f
k
+ ε, sk) �

� sup
1�k<∞

min(f
k
+ ε, sk + ε) = sup

1�k<∞
min(fk, sk) + ε.

Отсюда в силу произвольности ε > 0 следует неравенство (2.15) и
второе равенство в (2.13). Второе равенство в (2.14) проверяется ана-
логично.

Покажем, что в общем случае правая часть первого равенства в
(2.13) может быть как меньше, так и больше правой части второго
равенства в (2.13). С этой целью рассмотрим два случая, в каждом
из которых все τi(·), i = 1, 2, . . ., одинаковы, а их графики пред-
ставлены на рис. 1а и 1б соответственно. В случае а) τi(p) = β,
τ̃i(p)

�= inf
p>0

sup
p−ρ�ai<p

τi(ai) = α, τi◦(p) = α, τi∗(p) = β и, следователь-

но, β = l(1) > l(2) = α. В случае б) τi(p) = β, τ̃i(p) = 1, τi◦(p) = 1,
τi∗(p) = 1 и, следовательно, β = l(1) < l(2) = 1.

Сформулируем достаточные условия для неравенств l(1) � l(2) и
r(1) � r(2), обеспечивающих выражения для правых частей равенств
(2.1), аналогичные (1.8) и (1.6).
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Лемма 2.4. Если

inf
p>0

sup
p−ρ�ak<p

τk(ak) � τk(p), k = 1, 2, . . . , p ∈ [0, 1], (2.16)

то ( ∞∨
i=1

τi

)
(p) = sup

1�k<∞
min

τk(p), inf
1�i<∞
i
=k

τi∗(p)

 , p ∈ [0, 1];

(2.17)
если

inf
p>0

sup
p<ak�p+ρ

τk(ak) � τk(p), k = 1, 2, . . . , p ∈ [0, 1], (2.18)

то(∞∧
i=1

τi

)
(p) = sup

1�k<∞
min

τk(p), inf
1�i<∞
i
=k

τ∗i (p)

 , p ∈ [0, 1]. (2.19)

Эти равенства следуют соответственно из формул (2.9) и (2.11) и
равенств (2.13) и (2.14).

Итак, если выполнены условия (2.16), (2.18), то есть если все
функции τk(·), k = 1, 2, . . ., полунепрерывны сверху в точке p ∈
∈ [0, 1], то справедливы равенства (2.17) и (2.19), обобщаюшие со-
ответственно равенства (1.8) и (1.6). Класс функций τ(·) ∈ T по-
лунепрерывных сверху в каждой точке [0, 1] обозначим T0.

Если τi(·) ∈ T̊, i = 1, 2, . . ., то имеет место следующий результат.

Лемма 2.5. Пусть τi(·) ∈ T̊, i = 1, 2, . . . Тогда

• если τ∗i (·), i = 1, 2, . . ., непрерывны слева, то
(∞∨
i=1

τi

)
(·) ∈ T̊,

причем(∞∨
i=1

τi

)
(p) = min

(
sup

1�i<∞
τ∗i (p), inf

1�j<∞
τj∗(p)

)
, p ∈ [0, 1]; (2.20)
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• если τi∗(·), i = 1, 2, . . ., непрерывны справа, то
( ∞∧
i=1

τi

)
(·) ∈ T̊,

причем(∞∧
i=1

τi

)
(p) = min

(
inf

1�i<∞
τ∗i (p), sup

1�j<∞
τj∗(p)

)
, p ∈ [0, 1]. (2.21)

Доказательство. Согласно условию леммы τi(·) = min(τi∗, τ∗i )(·),
i = 1, 2, . . . Поэтому для k = 1, 2, . . .

sup
p−ρ�ak<p

τk(ak) = sup
p−ρ�ak<p

min

(
sup
a�ak

τk(a), sup
b�ak

τk(b)

)
=

= sup
p−ρ�ak<p

sup
a�ak

sup
b�ak

min(τk(a), τk(b)) � sup
a<p

sup
b�p−ρ

min(τk(a), τk(b)) =

= min(τk�(p), τ∗k (p− ρ)).

Следовательно,

inf
ρ>0

sup
p−ρ�ak<p

τk(ak) � inf
ρ>0

min(τk�(p), τ∗k (p − ρ)) =

= min(τk�(p), τ∗k (p)) � min(τk∗(p), τ∗k (p)) = τk(p), (2.22)

ибо inf
ρ>0

τ∗k (p − ρ) = lim
ρ↓0

τ∗k (p − ρ) = τ∗k (p), так как τ∗k (·) монотонно

невозрастает и непрерывна слева, k = 1, 2, . . . Отсюда в свою очередь
следует, что во втором равенстве (2.13)

sup
1�k<∞

min

inf
ρ>0

sup
p−ρ�ak<p

τk(ak), inf
1�i<∞
i
=k

τi�(p)

 �

� sup
1�k<∞

min

τ∗k (p), τk�(p), inf
1�i<∞
i
=k

τi�(p)

 =
= min

(
sup

1�k<∞
τ∗k (p), inf

1�i<∞
τi�(p)

)
.
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А так как τi�(p) � τi∗(p), i = 1, 2, . . ., p ∈ [0, 1], и в первом равенстве
(2.13) в силу условия τi(·) ∈ T̊, i = 1, 2, . . .,

sup
1�k<∞

min

τk(p), inf
1�i<∞
i
=k

τi∗(p)

 =
= min

(
sup

1�k<∞
τ∗k (p), inf

1�i<∞
τi∗(p)

)
, p ∈ [0, 1],

то согласно равенству (2.9) имеет место равенство (2.20). Отсюда и

из следствия 2.1 леммы 2.1 получаем, что
(∞∨
i=1

τi

)
(·) ∈ T̊. Включение(∞∧

i=1
τi

)
(·) ∈ T̊ и равенство (2.21) при условии непрерывности τi∗(·),

i = 1, 2, . . ., справа проверяется аналогично.
Замечание 2.2. Если выполнены условия леммы 2.5, то в силу нера-
венства (2.22) τ∗i (p − 0) = τ∗i (p)⇒ inf

ρ>0
sup

p−ρ�ai<p
τi(ai) � τi(p), и анало-

гично τi∗(p + 0) = τi∗(p)⇒ inf
ρ>0

sup
p<ai�p+ρ

τi(ai) � τi(p), i = 1, 2, . . ., p ∈
∈ [0, 1]. Следовательно, если τi(·) ∈ T̊, τ∗i (·) непрерывна слева, а τi∗(·)
непрерывна справа на [0, 1], то τi(·) полунепрерывна сверху, τi(·) ∈
∈ T0, i = 1, 2, . . ..

На самом деле верно и обратное утверждение: если функция
τi(·) ∈ T̊ и полунепрерывна сверху, то есть если τi(·) ∈ T̊ ∩ T0, то
τ∗i (·) непрерывна слева, а τi∗(·) — справа, i = 1, 2, . . .. Действительно,
пусть τ(·) ∈ T̊, то есть τ(p) = min(τ∗(p), τ∗(p)), p ∈ [0, 1], и полу-
непрерывна сверху, то есть lim sup

a→p
τ(a) = inf

ρ>0
sup|a−p|�ρ τ(a) � τ(p),

p ∈ [0, 1]. Тогда ∀q ∈ [0, 1] множество {a ∈ [0, 1], τ(a) � q} за-
мкнуто, а {a ∈ [0, 1], τ(a) < q} — открыто в10 [0, 1]. Учитывая,
что τ(p) = min(τ∗(p), τ∗(p)), p ∈ [0, 1], τ∗(·) монотонно неубывает,
а τ∗(·) монотонно невозрастает на [0, 1], получим следующее разбие-
ние [0, 1] = E∗ ∪ E ∪ E∗, где E = {a ∈ [0, 1], τ(a) = τ∗(a) = τ∗(a) = 1}
— замкнутый интервал, а E∗ = {a ∈ [0, 1], τ(a) = τ∗(a) < τ∗(a) = 1},

10Интервал [0, 1] открыт и замкнут в себе. Точки 0 и 1 содержатся в [0, 1] вместе
с (односторонними) окрестностями [0, ε) и (1 − ε, 1], 0 < ε < 1, соответственно.
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E∗ = {a ∈ [0, 1], τ(a) = τ∗(a) < τ∗(a) = 1} — интервалы, открытые в
[0, 1].

1. Пусть p ∈ E∗, p 
= 0, тогда ∃ρ0 > 0 ∀ρ ∈ (0, ρ0) [p−ρ, p+ρ] ⊂ E∗
и, следовательно, в этом случае

inf
ρ>0

sup
p−ρ�a<p

τ(a) = inf
ρ>0

sup
p−ρ�a<p

τ∗(a) = τ∗(p − 0) � τ∗(p),

inf
ρ>0

sup
p<a�p+ρ

τ(a) = inf
ρ>0

sup
p<a�p+ρ

τ∗(a) = τ∗(p + 0) � τ∗(p),

откуда в силу монотонного неубывания τ∗(·) следует τ∗(p − 0) �
τ∗(p) = τ∗(p + 0). Если же p = 0, то аналогично получим непрерыв-
ность справа τ∗(·) в нуле: τ∗(0) = τ∗(0 + 0).

2. Пусть p ∈ E∗, p 
= 1, тогда ∃ρ0 > 0 ∀ρ ∈ (0, ρ0) [p−ρ, p+ρ] ⊂ E∗

и, следовательно,

inf
ρ>0

sup
p−ρ�a<p

τ(a) = inf
ρ>0

sup
p−ρ�a<p

τ∗(a) = τ∗(p − 0) � τ∗(p),

откуда в силу монотонного невозрастания τ∗(·) следует τ∗(p − 0) =
τ∗(p) — непрерывность τ∗(·) в точке p ∈ E∗ слева. Если же p = 1, то
точно так же получим непрерывность τ∗(·) слева в единице: τ∗(1 −
0) = τ∗(1).

3. Пусть, наконец, p ∈ E. Если p — внутренняя точка E, то τ∗(p+
0) = τ∗(p − 0) = τ∗(p) = τ∗(p) = τ∗(p − 0) = τ∗(p + 0) = 1. Пусть p
— левая граница E, тогда, если E содержит больше одной точки, то
∃ρ0 > 0 ∀ρ ∈ (0, ρ0) p− ρ ∈ E∗ и, следовательно,

inf
ρ>0

sup
p−ρ�a<p

τ(a) = inf
ρ>0

sup
p−ρ�a<p

τ∗(a) = τ∗(p − 0) � τ∗(p),

а если p — правая граница E, то

inf
ρ>0

sup
p<a�p+ρ

τ(a) = inf
ρ>0

sup
p<a�p+ρ

τ∗(a) = τ∗(p + 0) � τ∗(p),

а в точках E функции τ∗(·) и τ∗(·) непрерывны.
Подведем итоги, включая лемму 2.5.
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Теорема 2.1. Пусть τi(·) ∈ T̊ ∩ T0, i = 1, 2, . . .. Тогда
( ∞∨
i=1

τi

)
(·) ∈

∈ T̊ ∩ T0,
( ∞∧
i=1

τi

)
(·) ∈ T̊ ∩ T0, причем

( ∞∨
i=1

τi

)
(p) = min

(
sup

1�i<∞
τ∗i (p), inf

1�i<∞
τi∗(p)

)
,( ∞∧

i=1

τi

)
(p) = min

(
inf

1�i<∞
τ∗i (p), sup

1�i<∞
τi∗(p)

)
,

p ∈ [0, 1].

Для дальнейшего условия ..........
..........
.......................................................................................... ..... ..... ..... ..... ..........
..........
..........V недостаточны; потребуем, чтобы

..........
..........
.......................................................................................... ..... ..... ..... ..... ..........
..........
..........VI для любого класса TΛ функций τλ(·) ∈ T, λ ∈ Λ, функции(∨

λ∈Λ

τλ

)
(p) = sup{ inf

λ∈Λ
τλ(aλ)|a· : Λ→ [0, 1], sup

λ∈Λ
aλ = p},(∧

λ∈Λ

τλ

)
(p) = sup{ inf

λ∈Λ
τλ(aλ)|a· : Λ→ [0, 1], inf

λ∈Λ
aλ = p}, p ∈ [0, 1],

(2.23)
принадлежали T, где аналогично (2.9) и (2.11)

sup
{
inf
λ∈Λ

τλ(aλ) | a· : Λ→ [0, 1], sup
λ∈Λ

aλ = p

}
=

= max
s=1,2

(sup{ inf
λ∈Λ

τλ(aλ)|a· ∈ L(s)}),

где

L(1) =
⋃
λ∈Λ

{a· : Λ→ [0, 1], aλ = p, aµ � p, µ 
= λ, µ ∈ Λ},

L(2) =
⋂
ρ>0

⋃
λ∈Λ

{a· : Λ→ [0, 1], p− ρ � aλ < p, aµ < p, µ 
= λ, µ ∈ Λ}
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и

sup
{
inf
λ∈Λ

τλ(aλ) | a· : Λ→ [0, 1], inf
λ∈Λ

aλ = p

}
=

= max
s=1,2

(sup{ inf
λ∈Λ

τλ(aλ)|a· ∈ R(s)}),

где

R(1) =
⋃
λ∈Λ

{a· : Λ→ [0, 1], aλ = p, aµ � p, µ 
= λ, µ ∈ Λ},

R(2) =
⋂
ρ>0

⋃
λ∈Λ

{a· : Λ→ [0, 1], p− ρ � aλ < p, aµ > p, µ 
= λ, µ ∈ Λ}.

Замечание 2.3. Нетрудно проверить, что ∀γ∗ ∈ Γ∗

γ ∗
(∨

λ∈Λ

τλ

)
(·) =

(∨
λ∈Λ

(γ ∗ τλ)
)
(·),

γ ∗
(∧

λ∈Λ

τλ

)
(·) =

(∧
λ∈Λ

(γ ∗ τλ)
)
(·).

Лемма 2.6. Имеют место равенства(∨
λ∈Λ

τλ

)∗
(p) = sup

λ∈Λ
τ∗λ(p),

(∨
λ∈Λ

τλ

)
∗
(p) = inf

λ∈Λ
τλ∗(p);(∧

λ∈Λ

τλ

)∗
(p) = inf

λ∈Λ
τ∗λ(p),

(∧
λ∈Λ

τλ

)
∗
(p) = sup

λ∈Λ
τλ∗(p), p ∈ ([0, 1].

(2.24)

Доказательство основано на лемме 2.1∗, аналогичной лемме 2.1.
Лемма 2.1*. Пусть τλ(·) : [0, 1] → [0, 1], ∆λ ⊂ [0, 1], и τ̄λ =
sup

aλ∈∆λ

τλ(aλ), λ ∈ Λ. Тогда

sup
{
inf
λ∈Λ

τλ(aλ) | aµ ∈ ∆µ, µ ∈ Λ
}
= sup

λ∈Λ
sup

aλ∈∆λ

inf
µ∈Λ

τµ(aµ) = inf
λ∈Λ

τ̄λ.

Доказательство дословно повторяет доказательство леммы 2.1.
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x

y

X

YAx

Ay

ΓA·

Рис. 7. График ΓA· отображения A· : Y → P(X); множества Ay ⊂ X,
Ax ⊂ Y

§ 3. Неопределенные нечеткие (НН) элементы и мно-
жества. Правдоподобие возможности НН события
(см. ч. 1)

Определим класс T(X) функций τ·(·) : X → T таких, что при
каждом x ∈ X τx(·) ∈ T. Значение τx(p) будем понимать как значе-
ние правдоподобия возможности p ∈ [0, 1], зависящее от x ∈ X, как
от параметра. Далее функцию τ·(·) будем интерпретировать как рас-
пределение правдоподобия возможностей значений неопределенного
нечеткого (НН) элемента ξ̃ (см. ч. 1), принимающего значения в X,
а именно, τ

eξ
x(p) = τx(p) ∈ [0, 1] есть значение правдоподобия истин-

ности высказывания, согласно которому p ∈ [0, 1] есть возможность
равенства ξ̃ = x ∈ X, или, короче, τ

eξ
x(p) — правдоподобие возможно-

сти p равенства ξ̃ = x,

τ
eξ
x(p)

�=Pl(P (ξ̃ = x) = p), x ∈ X, p ∈ [0, 1]. (3.1)

Если A ∈ P(X), то Pl(P (ξ̃ ∈ A) = p) — правдоподобие возможности
p ∈ [0, 1] включения ξ̃ ∈ A ⊂ X.

Пусть A· : Y → P(X) — многозначное отображение, определенное
на Y и принимающее значения в множестве P(X) всех подмножеств11

X,
11Для любого y ∈ Y его образ Ay — подмножество X, Ay ∈ P(X).



Неопределенные нечеткие модели и их применения 243

ΓA· = graphA· �={(y, x) ∈ Y ×X, x ∈ Ay} (3.2)

— его график, см. рис. 7. Обозначим A· : X → P(Y ) отображение,
обратное к A·, определенное равенством

Ax
�={y ∈ Y, x ∈ Ay} ∈ P(Y ), x ∈ X. (3.3)

Согласно определениям (3.2) и (3.3) ∀(y, x) ∈ Y ×X следующие вклю-
чения эквивалентны:

(y, x) ∈ ΓA· ⇔ x ∈ Ay ⇔ y ∈ Ax. (3.4)

Пусть η̃ — НН элемент со значениями в Y , τ eηy (p), y ∈ Y , p ∈
∈ [0, 1], — распределение правдоподобия возможностей его значений.
НН множеством назовем образ Aeη НН элемента η̃, его индикатор-
ной функцией (и.ф.) назовем функцию τA

eη

· (·) : X × [0, 1] → [0, 1],
определенную равенством (см. ч. 1)

τA
eη

x (p)�=Pl(P (η̃ ∈ Ax) = p) ≡ Pl(P (x ∈ Aeη) = p), x ∈ X, p ∈ [0, 1].
(3.5)

Согласно определению (3.5) τAeη

x (p) есть правдоподобие возможности
p ∈ [0, 1] покрытия x ∈ X НН множеством Aeη.

Наша ближайшая цель — получить выражение для правдоподо-
бия возможности покрытия НН элемента ξ̃ НН множеством Aeη.

Пусть ξ̃ и Aeη независимы (см. ч. 1). Расмотрим НН событие

ξ̃ ∈ Aeη =
⋃
x∈X

({ξ̃ = x} ∩ {x ∈ Aeη}), (∗)

состоящее в том, что НН элемент ξ̃ покрывается НН множеством Aeη.
Для определения правдоподобия возможности НН события ξ̃ ∈

∈ Aeη заметим, что согласно формуле (∗), если события ξ̃ = x и x ∈ Aeη

независимы (см. ч. 1), то правдоподобие того, что q — возможность
«(равенства ξ̃ = x) И (включения x ∈ Aeη)», есть

τx(q)
�= sup{min(τ eξx(a), τA

eη

x (b)) |a, b ∈ [0, 1], min(a, b) = q} =
= (τ eξx ∧ τA

eη

x )(q), x ∈ X, q ∈ [0, 1]. (3.6)
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Здесь min(τ
eξ
x(a), τA

eη

x (b))�=qx(a, b) — правдоподобие того, что «воз-
можность равенства ξ̃ = x равна a И возможность включения x ∈ Aeη

равна b», а правдоподобие того, что «возможность равенства ξ̃ = x
И включения x ∈ Aeη равна q» получено как наибольшее значение
правдоподобия qx(a, b) на множестве {a � q, b = q} ∪ {a = q, b � q}
всех возможностей a, b ∈ [0, 1], наименьшая из которых равна q.

После этого, предположив, что неопределенная функция P (ξ̃ =
x, x ∈ Aη), x ∈ X, имеет независимые значения (см. ч. 1) и воспользо-
вавшись первой формулой (2.23), определим искомое правдоподобие
возможности p НН события ξ̃ ∈ Aeη, состоящего в том, что НН
элемент ξ̃ покрыт НН множеством Aeη, а именно (см. ч. 1)

Pl(P (ξ̃ ∈ Aeη) = p) = sup{ inf
x∈X

τx(qx)| q· : X → [0, 1], sup
x∈X

qx = p} =

=

(∨
x∈X

τx

)
(p) =

(∨
x∈X

(τ eξx ∧ τA
eη

x )

)
(p), p ∈ [0, 1], (3.7)

и, как следствие (3.7),

Pl(P (ξ̃ ∈ Aeη) � p) = sup
x∈X

min(τ eξ∗x (p), τ
Aeη∗
x (p)),

Pl(P (ξ̃ ∈ Aeη) � p) = inf
x∈X

max(τ eξx∗(p), τ
Aeη

x∗ (p)), p ∈ [0, 1]
(3.7∗)

Замечание 3.1. Поскольку в (3.6) τ
eξ
x(·) ∈ T, τA

eη

x (·) ∈ T, x ∈ X, то
τx(·) ∈ T, x ∈ X, и согласно ..........

..........
.......................................................................................... ..... ..... ..... ..... ..........
..........
..........VI в (3.7) Pl(P (ξ̃ ∈ Aeη) = ·)�=τ(· ∈ T),

в (3.7∗) Pl(P (ξ̃ ∈ Aeη) � p) = τ∗(p), Pl(P (ξ̃ ∈ ∈ Aeη) � p) = τ∗(p),
p ∈ [0, 1].

Поэтому согласно равенствам (3.7∗) и замечанию 2.3 ∀γ∗ ∈ Γ∗

γ ∗ Pl(P (ξ̃ ∈ Aeη) = p) =

(∨
x∈X

(
γ ∗ τ eξx ∧ γ ∗ τAeη

x

))
(p),

γ ∗ Pl(P (ξ̃ ∈ Aeη) � p) = sup
x∈X

min(γ ∗ τ eξ∗x (p), γ ∗ τAeη∗
x (p)),

γ ∗ Pl(P (ξ̃ ∈ Aeη) � p) = inf
x∈X

max(γ ∗ τ eξx∗(p), γ ∗ τAeη

x∗ (p)), p ∈ [0, 1].
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Рассмотрим некоторые важные частные случаи формул (3.6),
(3.7), (3.7∗).

3.1. Правдоподобие возможности включения «опреде-
ленного четкого» (ОЧ) элемента ξ̃ = y в НН множе-
ство Aeη

Для каждого y ∈ X определим HH элемент ξ̃ ∈ X, распределение
правдоподобия возможностей значений которого зададим равенством

τ
eξ
x(p) =

{
1, если p = δy(x),
0, если p 
= δy(x),

x ∈ X, p ∈ [0, 1], (3.8)

где функция δy(·) : X → {0, 1} для каждого y ∈ X определена со-
гласно равенству

δy(x) =

{
1, если x = y,

0, если x 
= y,
x ∈ X (3.9)

и задает распределение возможностей значений ξ̃. Такой НН элемент
ξ̃ естественно называть «определенным (и) четким» (ОЧ), посколь-
ку согласно условиям (3.8), (3.9) вполне правдоподобно (τ = 1), что
y ∈ X — единственно возможное (p = 1) его значение, столь же прав-
доподобно (τ = 1), что любые другие значения ξ̃ невозможны (p = 0),
наконец, неправдоподобны любые отличные от нуля и единицы зна-
чения возможности равенства ξ̃ = x, x ∈ X.

Пусть Aeη — НН множество, τAeη

x (p), x ∈ X, p ∈ [0, 1], — его и. ф.
Получим выражение для Pl(P (ξ̃ ∈ Aeη) = p), p ∈ [0, 1]. Cогласно ра-
венству (3.6) при x = y ∈ X

τy(q) = sup{min(τ eξy (a), τA
eη

y (b))|min(a, b) = q} =
= sup{min(1, τAeη

y (b))|min(1, b) = q} = τA
eη

y (q), q ∈ [0, 1]; (3.10)

аналогично при x 
= y ∈ X

τx(q) =

 sup
0�b�1

τA
eη

x (b) = 1, если q = 0,

0, если 0 < q � 1,
x ∈ X. (3.11)
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Согласно (3.7), (3.10), (3.11)

Pl(P (ξ̃ ∈ Aeη) = p) = sup{ inf
x∈X

τx(qx)|q· : X → [0, 1], sup
x∈X

qx = p} =

= min[τA
eη

y (p), sup{ inf
x 
=y
x∈X

τx(qx)|q· : X → [0, 1], sup
x 
=y
x∈X

qx � p}] =

= min[τA
eη

y (p), 1] = τA
eη

y (p), y ∈ X, p ∈ [0, 1]. (3.12)

Иначе говоря, согласно (3.12) правдоподобие того, что p — возмож-
ность включения ОЧ элемента ξ̃, равного y ∈ X, в НН множество
Aeη, как и следовало ожидать, совпадает с правдоподобием того, что
p — возможность покрытия элемента y ∈ X НН множеством Aeη:

Pl(P (ξ̃ ∈ Aeη) = p) = Pl(P (y ∈ Aeη) = p) = τA
eη

y (p), y ∈ X, p ∈ [0, 1].
(3.13)

3.2. Правдоподобие возможности включения НН элемен-
та в «определенное четкое» (ОЧ) множество Aeη

Пусть теперь НН множество Aeη имеет и.ф.

τA
eη

x (p) =

{
1, p = χA(x)
0, p 
= χA(x), x ∈ X, p ∈ [0, 1], (3.14)

где χA(·) — индикаторная функция «обычного», «четкого» множе-
ства A ⊂ X,

χA(x) =

{
1, x ∈ A,

0, x ∈ X \ A. (3.15)

Такое НН множество Aeη естественно называть «определенным и чет-
ким» (ОЧ), поскольку вполне правдоподобно (τ = 1), что возмож-
ность включения x в A равна единице, если x ∈ A, столь же прав-
доподобнo, что возможность включения x в A равна нулю, если x ∈
∈ X \ A, и неправдоподобны любые, отличные от нуля и единицы,
значения возможности включения x ∈ X в A и в X \A.
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Если ξ̃ — НН элемент с распределением τ
eξ
x(p), x ∈ X, p ∈ [0, 1],

то для определения Pl(P (ξ̃ ∈ A) = p) прежде всего найдем

τx(q) =


τ
eξ
x(q), если x ∈ A, 0 � q � 1,
1, если x ∈ X \A, q = 0,
0, если x ∈ X \A, 0 < q � 1,

после чего определим искомое правдоподобие возможности включе-
ния НН элемента ξ̃ в ОЧ множество A:

Pl(P (ξ̃ ∈ A) = p) =
= sup{min( inf

x∈A
τx(qx), inf

x∈X\A
τx(qx)|q· : X → [0, 1], sup

x∈X
qx = p} =

= sup{ inf
x∈A

τ
eξ
x(qx)| q· : X → [0, 1], sup

x∈A
qx = p} =

(∨
x∈A

τ
eξ
x

)
(p),

p ∈ [0, 1]. (3.16)

В частности, если A = {x̊} — одноточечное множество, то

Pl(P (ξ̃ = x̊) = p) = τ
eξ
x̊(p), x̊ ∈ X, p ∈ [0, 1], (3.17)

в полном согласии с определением (3.1) распределения правдоподобия
возможностей значений НН элемента ξ̃.

3.3. Распределение функции НН элемента. Маргиналь-
ные распределения

Формула (3.16) позволяет получить выражение для маргиналь-
ного распределения НН элемента. Для этого рассмотрим НН вектор
(ξ̃, η̃) ∈ X × Y с распределением τ

eξ,eη
x, y(p), (x, y) ∈ X × Y , p ∈ [0, 1],

правдоподобия возможностей. Значение τ
eξ, eη
x, y (p) — правдоподобие ис-

тинности высказывания, согласно которому p — возможность того,
что ξ̃ = x ∈ X И η̃ = y ∈ Y , Pl(P (ξ̃ = x, η̃ = y) = p) = τ

eξ, eη
x, y (p). Марги-

нальным распределением НН элемента ξ̃ назовем распределение

Pl(P (ξ̃ = x) = p)�=Pl(P (ξ̃ = x, η̃ ∈ Y ) = p), x ∈ X, p ∈ [0, 1].
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Пусть в (3.14) Ã = {x̊}×Y ⊂ X×Y , в (3.15) χ eA(x, y) = 1, если x = x̊,
y ∈ Y и χ eA(x, y) = 0, если x ∈ X\{x̊}, y ∈ Y . Тогда согласно формуле
(3.16)

τ
eξ
x̊(p)

�=(Pl(P (ξ̃ = x̊) = p) = Pl(P (ξ̃ = x̊, η̃ ∈ Y ) = p)) =

= sup

{
inf

(x,y)∈ eA
τ
eξ, eη
x, y (qx,y)|q·,· : X × Y → [0, 1], sup

(x,y)∈ eA
qx,y = p

}
=

= sup

{
inf
y∈Y

τ
eξ,eη
x̊,y (̊qy)| q̊· : Y → [0, 1], sup

y∈Y
q̊y = p

}
=

=

∨
y∈Y

τ
eξ,eη
x̊,y

 (p), x̊ ∈ X, p ∈ [0, 1], (3.18)

— искомое маргинальное распределение НН элемента ξ̃ ∈ X. Соглас-
но формуле (3.18)

τ
eξ∗
x̊ (p) = Pl(P (ξ̃ = x̊) � p) = sup

y∈Y
τ
eξ, eη∗
x̊, y (p) =

(
sup
y∈Y

τ
eξ, eη
x̊, y

)∗
(p),

τ
eξ
x̊∗(p) = Pl(P (ξ̃ = x̊) � p) = inf

y∈Y
τ
eξ, eη
x̊, y∗(p) �

(
inf
y∈Y

τ
eξ, eη
x̊, y

)
∗
(p), p ∈ [0, 1],

где

(
sup
y∈Y

τ
eξ, eη
x̊, y

)∗
(p)= sup

a�p
sup
y∈Y

τ
eξ, eη
x̊, y (a),

(
inf
y∈Y

τ
eξ, eη
x̊, y

)
∗
(p)= sup

a�p
inf
y∈Y

τ
eξ, eη
x̊, y (a).

Пусть НН элемент ζ̃ = f(ξ̃) — функция НН элемента ξ̃, f(·) : X →
Z, причем f(X) = Z. Тогда распределение ζ̃

τ
eζ
z (p) = Pl(P (ζ̃ = z) = p) = Pl(P (ξ̃ ∈ f−1(z)) = p), p ∈ [0, 1],

где f−1(z)�={x ∈ X, f(x) = z}. Cогласно формуле (3.16)

τ
eζ
z (p) = sup{ inf

x∈f−1(z)
τ
eξ
x(qx)| q· : sup

x∈f−1(z)

qx = p} =

=

 ∨
x∈f−1(z)

τ
eξ
x

 (p), z ∈ Z, p ∈ [0, 1], (3.19)
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— распределение правдоподобия возможностей функции ζ̃ = f(ξ̃) НН
элемента ξ̃.

В частности, если ξ̃ = (ξ̃1, ξ̃2) ∈ Rn × Rn, ζ̃ = f(ξ̃) = ξ̃1 + ξ̃2 ∈ Rn

(«обычная» сумма ξ̃1 и ξ̃2) и τ
eξ1, eξ2
x1, x2(p), (x1, x2) ∈ Rn × Rn, p ∈ [0, 1],

— распределение ξ̃, то

τ
eξ1+eξ2
z (p) = Pl(P (ξ̃1 + ξ̃2 = z) = p) =

= sup
{

inf
x1+x2=z

τ
eξ1, eξ2
x1, x2

(qx1, x2) | q·, · : sup
x1+x2=z

qx1, x2 = p

}
,

z ∈ Rn, p ∈ [0, 1].

Если НН векторы ξ̃1 и ξ̃2 независимы (с точностью до эквивалентно-
сти), то в последней формуле

τ
eξ1, eξ2
x1, x2

(p)=sup{min(τ eξ1x1
(a1), τ

eξ2
x2
(a2)) | min(a1, a2)=p}=(τ eξ1x1

∧ τ
eξ2
x2
)(p),

x1 ∈ Rn, x2 ∈ Rn, p ∈ [0, 1].

3.4. Правдоподобие возможности включения «опреде-
ленного нечеткого» (ОН) элемента в «определенное
нечеткое» (ОН) множество

В заключение рассмотрим связь определения (3.6), (3.7) правдо-
подобия возможности включения НН элемента в НН множество с
определением возможности pfξ(·) : L(X) → L нечеткого события,
данным в [1], согласно которому

pfξ(fA(·)) = sup
x∈X

min(fA(x), f ξ(x)), fA(·), f ξ(·) ∈ L(X),

— возможность включения нечеткого элемента, распределение воз-
можностей значений которого есть f ξ(·), в нечеткое множество A с
и.ф. fA(·). Для этого положим

τA
eη

x (p) =

{
1, p = fA(x)
0, p 
= fA(x),

x ∈ X, p ∈ [0, 1], fA(·) ∈ L(X),
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охарактеризовав тем самым нечеткое множество с и.ф. fA(·) : X →
[0, 1] как частный случай НН множества Aeη, для которого неправдо-
подобна любая возможность включения x ∈ Aeη кроме fA(x) , x ∈ X,
которая вполне правдоподобна. Такое НН множество естественно на-
зывать «определенным нечетким» (ОН). Пусть кроме того

τ
eξ
x(q) =

{
1, q = f ξ(x),
0, q 
= f ξ(x),

x ∈ X, q ∈ [0, 1], f ξ(·) ∈ L(X).

Согласно этим условиям для НН элемента ξ̃ неправдоподобна любая
возможность равенства ξ̃ = x кроме f ξ(x), x ∈ X, которая вполне
правдоподобна. Такой НН элемент естественно называть «определен-
ным нечетким» (ОН).

В таком случае в (3.6)

τx(a) =

{
1, a = min(fA(x), f ξ(x)),
0, a 
= min(fA(x), f ξ(x)), x ∈ X, a ∈ [0, 1],

и соответственно в (3.7)

Pl(P (ξ̃ ∈ Aeη) = p) =


1, p = sup

x∈X
min(fA(x), f ξ(x)),

0, p 
= sup
x∈X

min(fA(x), f ξ(x)),
p ∈ [0, 1],

(3.20)
то есть правдоподобие того, что возможность включения ОН эле-
мента ξ̃ в ОН множество Aeη равна p, равнo единице, лишь если
p = pfξ(fA(·)), и — нулю во всех остальных случаях.

§ 4. Интеграл и его свойства

Определим интеграл, следуя схеме построения меры и интеграла,
принятой в теории возможностей [1].
Определение 4.1. Интегралом pl назовем функцию, определенную
на T(X) и принимающую значения в T, pl(·) : T(X) → T, согласно
следующей формуле:

pl(t·(·))(p) = plπ·(·)(t·(·))(p) =
(∨

x∈X
(tx ∧Πx)

)
(p), p ∈ [0, 1]. (4.1)



Неопределенные нечеткие модели и их применения 251

В равенстве (4.1) t·(·) — произвольная, а Π·(·) — фиксированная
функции из T(X), первая является аргументом pl, а вторая опре-
деляет pl (ср. с (3.7)).

Напомним, что(∨
x∈X

(tx ∧Πx)

)
(p) =

= sup
{
inf
x∈X

(tx ∧Πx)(qx)| q· : X → [0, 1], sup
x∈X

qx = p

}
,

p ∈ [0, 1], (4.2)

где

(tx ∧Πx)(q) = sup{min
x∈X

(tx(a), Πx(b))| a, b ∈ [0, 1], min(a, b) = q},
q ∈ [0, 1], x ∈ X. (4.3)

Равенство (4.1) является другой формой записи равенства (3.7),
в котором τ

eξ
· (·) = t·(·), τAeη

· (·) = Π·(·).
Замечание 4.1. Для любого γ∗ ∈ Γ∗ согласно замечанию 3.1
plγ∗π·(·)(γ ∗ t·(·))(p) = γ ∗ plπ·(·)(t·(·)), p ∈ [0, 1], где γ ∗ π·(·) и γ ∗ t·(·)
суть γ ∗ πx(·) и γ ∗ tx(·) для каждого x ∈ X.

Далее свойства интеграла (4.1) рассматриваются с точностью
до эквивалентности, поэтому нам понадобятся следующие формулы
(см. (3.7*)):

pl∗(t·(·))(p)�= sup
a�p

pl(t·(·))(a) = sup
x∈X

min(t∗x(p), Π
∗
x(p)),

pl∗(t·(·))(p)�= sup
a�p

pl(t·(·))(a) = inf
x∈X

max(tx∗(p), Πx∗(p)),
p ∈ [0, 1].

(4.4)
Отметим прежде всего следующее важное свойство интеграла.

4.1. Монотонность pl

Если для любого x ∈ X t1,x(·) � t2,x(·), то

pl(t1,·(·))(·) � pl(t2,·(·))(·); (4.5)
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если для любого x ∈ X t1,x(·) � t2,x(·), то

pl(t1,·(·))(·) � pl(t2,·(·))(·).

Действительно, если для любого x ∈ X t∗1,x(p) � t∗2,x(p) и t1,x∗(p) �
t2,x∗(p), p ∈ [0, 1], то

pl∗(t1,·(·))(p) = sup
x∈X

min(t∗1,x(p), Πx
∗(p)) �

� sup
x∈X

min(t∗2,x(p), Πx
∗(p)) = pl∗(t2,·(·))(p),

pl∗(t1,·(·))(p) = inf
x∈X

max(t1,x∗(p), Πx∗(p)) �

� inf
x∈X

max(t2,x∗(p), Πx∗(p)) = pl∗(t2,·(·))(p).

Если же для любого x ∈ X t∗1,x(p) = t∗2,x(p) и t1,x∗(p) = t2,x∗(p), p ∈
∈ [0, 1], то согласно равенствам (4.4) pl∗(t1,·(·))(p) = pl∗(t2,·(·))(p) и
pl∗(t1,·(·))(p) = pl∗(t2,·(·))(p), p ∈ [0, 1].

4.2. Аддитивность pl

Покажем, что для любых ti,·(·) ∈ T(X), i = 1, 2, . . . , n,

pl

((
n∨
i=1

ti,·

)
(·)
)
(·) �

(
n∨

i=1

pl(ti,·(·))
)
(·), (4.6)

или, что то же самое,

pl∗
((

n∨
i=1

ti,·

)
(·)
)
(p) =

(
n∨
i=1

pl(ti,·(·))
)∗
(p) = max

1�i�n
pl∗(ti,·(·))(p),

pl∗

((
n∨

i=1

ti,·

)
(·)
)
(p) =

(
n∨
i=1

pl(ti,·(·))
)

∗
(p) = min

1�i�n
pl∗(ti,·(·))(p),

p ∈ [0, 1].
(4.7)
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Пусть ti,·(·) ∈ T(X), i = 1, 2, . . . , n. Так как(
n∨
i=1

ti,x

)∗
(p) = max

1�i�n
t∗i,x(p),

(
n∨

i=1

ti,x

)
∗
(p) = min

1�i�n
ti,x∗(p),

p ∈ [0, 1], x ∈ X,

то

pl∗
((

n∨
i=1

ti,·

)
(·)
)
(p) = sup

x∈X
min

((
n∨

i=1

ti,x

)∗
(p), Πx

∗(p)

)
=

= sup
x∈X

min
(
max
1�i�n

t∗i,x(p), Πx
∗(p)
)
= max

1�i�n
sup
x∈X

min(t∗i,x(p), Π
∗
x(p)) =

= max
1�i�n

pl∗(ti,·(·))(p) =
(

n∨
i=1

pl(ti,·(·))
)∗
(p)

и аналогично

pl∗

((
n∨

i=1

ti,·

)
(·)
)
(p) = inf

x∈X
max

(
min

1�i�n
ti,x∗(p), Πx∗(p)

)
=

= min
1�i�n

pl∗(ti,·(·))(p) =
(

n∨
i=1

pl(ti,·(·))
)

∗
(p), p ∈ [0, 1].

4.3. Полная аддитивность pl

Если tλ,·(·) ∈ T(X), λ ∈ Λ, то

pl

(∨
λ∈Λ

tλ,·(·)
)
(·) �

(∨
λ∈Λ

pl(tλ,·(·))
)
(·), (4.8)

или, что то же самое,

pl∗
((∨

λ∈Λ

tλ,·

)
(·)
)
(p) =

(∨
λ∈Λ

pl(tλ,·(·))
)∗
(p),

pl∗

((∨
λ∈Λ

tλ,·

)
(·)
)
(p) =

(∨
λ∈Λ

pl(tλ,·(·))
)

∗
(p),

p ∈ [0, 1].
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Так как в силу условий ..........
..........
.......................................................................................... ..... ..... ..... ..... ..........
..........
..........V ∀x ∈ X

(∨
λ∈Λ

tλ,x

)∗
(p) = sup

λ∈Λ
t∗λ,x(p),

(∨
λ∈Λ

tλ,x

)
∗
(p) = inf

λ∈Λ
tλ,x∗(p), p ∈ [0, 1],

то

pl∗
((∨

λ∈Λ

tλ,·

)
(·)
)
(p) = sup

x∈X
min

((∨
λ∈Λ

tλ,x

)∗
(p), Πx

∗(p)

)
=

= sup
λ∈Λ

sup
x∈X

min(t∗λ,x(p), Πx
∗(p)) = sup

λ∈Λ
pl∗(tλ,·(·))(p) =

=

(∨
λ∈Λ

pl(tλ,·(·))
)∗
(p), p ∈ [0, 1],

и аналогично

pl∗

((∨
λ∈Λ

tλ,·

)
(·)
)
(p) = inf

x∈X
max

(
inf
λ∈Λ

tλ,x∗(p), Πx∗(p)
)
=

= inf
λ∈Λ

inf
x∈X

max(tλ,x∗(p), Πx∗(p)) = inf
λ∈Λ

pl∗(tλ,·(·))(p) =

=

(∨
λ∈Λ

pl(tλ,·(·))
)

∗
(p), p ∈ [0, 1].

4.4. Полунепрерывность снизу pl

Для любой последовательности ti,·(·) ∈ T(X), i = 1, 2, . . .,

pl

 n∨
n=1

∧
i�n

ti,·

 (·)
 (·) �

 n∨
n=1

∧
i�n

pl(ti,·(·))
 (·). (4.9)
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Действительно,

pl∗

 ∞∨
n=1

∧
i�n

ti,·

 (·)
 (p) = sup

x∈X
min

(
sup

1�n<∞
inf
i�n

t∗i,x(p), Πx
∗(p)
)

�

� sup
1�n<∞

inf
i�n

sup
x∈X

min(t∗i,x(p), Πx
∗(p)) = sup

1�n<∞
inf
i�n

pl∗(ti,·(·))(p) =

=

 ∞∨
n=1

∧
i�n

pl(ti,·(·))
∗

(p),

pl∗

 ∞∨
n=1

∧
i�n

ti,·

(·)
 (p) = inf

x∈X
max

(
inf

1�n<∞
sup
i�n

ti,x∗(p), Πx∗(p)
)

�

� inf
1�n<∞

sup
i�n

inf
x∈X

max(ti,x∗(p), Πx∗(p)) = inf
1�n<∞

sup
i�n

pl∗(ti,·(·))(p) =

=

 ∞∨
n=1

∧
i�n

pl(ti,·(·))


∗

(p), p ∈ [0, 1].

Следствие 4.1. Если ∀x ∈ X последовательность ti,x(·), i =
1, 2, . . ., сходится (см. § 2.1), и tx(·) — ее предел,

tx(·) �
 ∞∨

n=1

∧
i�n

ti,x

 (·) �
 ∞∧

n=1

∨
i�n

ti,x

 (·), (4.10)

то

pl(t·(·))(·) �

 ∞∨
n=1

∧
i�n

pl(ti,·(·))
 (·). (4.11)

Монотонные последовательности сходятся, причем если ∀x ∈ X
t1,x(·) � t2,x(·) � . . ., то

tx(·)�=
(
lim
n→∞ tn,x

)
(·) =

( ∞∨
n=1

tnx

)
(·), (4.12)
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а если ∀x ∈ X t1,x(·) � t2,x(·) � . . ., то

tx(·) =
( ∞∧

n=1

tn,x

)
(·). (4.13)

В первом случае в силу счетной аддитивности pl

pl
((

lim
n→∞ tn,x

)
(·)
)
= pl

(( ∞∨
n=1

tn,·

)
(·)
)
(·) �

( ∞∨
n=1

pl(tn,·(·))
)
(·),
(4.14)

а в силу монотонности pl( ∞∨
n=1

pl(tn,·(·))
)
(·) �

(
lim
n→∞pl(tn,·(·))

)
(·). (4.15)

Итак, если ∀x ∈ X t1,x(·) � t2,x(·) � . . ., то последовательность
ti,x(·), i = 1, 2, . . . сходится и интеграл pl непрерывен относительно
такой сходимости:

pl(( lim
n→∞ ti,·)(·))(·) = ( lim

n→∞ pl(tn,·(·)))(·), (4.16)

где

( lim
n→∞ tn,x)(·) =

( ∞∨
n=1

tn,x

)
(·),

( lim
n→∞ pl(tn,·(·)))(·) =

( ∞∨
n=1

pl(tn,·(·))
)
(·).

(4.17)

Если ∀x ∈ X t1,x(·) � t2,x(·) � . . ., то

tx(·)�=( lim
n→∞ tn,x)(·) =

( ∞∧
n=1

tn,x

)
(·), (4.18)

но

pl∗(t·(·))(p) = sup
x∈X

min
(

inf
1�n<∞

t∗n,x(p), Πx
∗(p)
)

�

� inf
1�n<∞

sup
x∈X

min(t∗n,x(p), Πx
∗(p)) = inf

1�n<∞
pl∗(tn,·(·))(p) =

=

( ∞∧
n=1

pl(tn,·(·))
)
(p) = lim

n→∞ pl∗(tn,·(·))(p)
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и аналогично pl∗(t·(·))(p) � lim
n→∞pl∗(tn,·(·))(p), p ∈ [0, 1]. В этом слу-

чае
pl(( lim

n→∞ tn,·)(·))(·) � ( lim
n→∞pl(tn,·(·)))(·). (4.19)

4.5. Линейность pl

Пусть ci(·) ∈ T, ti,·(·) ∈ T(X), i = 1, 2, . . . Тогда

pl

(( ∞∨
i=1

(ci ∧ ti,·)

)
(·)
)
(·) �

( ∞∨
i=1

(ci ∧ pl(ti,·(·)))
)
(·). (4.20)

Действительно,

pl∗((ci ∧ ti,·)(·))(p) = sup
x∈X

min(c∗i (p), t
∗
i,x(p), Πx

∗(p)) =

= min(c∗i (p), sup
x∈X

min(t∗i,x(p), Πx
∗(p))) = min(c∗i (p), pl

∗(ti,·(·))(p)) =

= (ci ∧ pl(ti,·(·)))∗(p)

и аналогично pl∗((ci ∧ ti,·)(·))(p) = (ci ∧ pl(ti,·(·)))∗(p), p ∈ [0, 1], i =
1, 2, . . ., то есть pl((ci ∧ ti,·)(·))(·) � (ci ∧ pl(ti,·(·)))(·). В силу счетной
аддитивности pl отсюда следует (4.20).

Разумеется, и для любых семейств cλ(·) ∈ T, tλ,·(·) ∈ T(X), λ ∈ Λ,

pl

(∨
λ∈Λ

(cλ ∧ tλ,·)(·)
)
(·) �

(∨
λ∈Λ

(cλ ∧ pl(tλ,·(·)))
)
(·). (4.21)

4.6. Свойства правдоподобия возможности НН событий

Рассмотрим некоторые операции над многозначными отображе-
ниями, которые далее определят НН события.

Пусть A·
(λ) : Y → P(X), λ ∈ Λ, — семейство многозначных

отображений. Определим многозначные отображения: B· =
⋃
λ∈Λ

A·
(λ),

C · =
⋂
λ∈Λ

A·
(λ) — объединение и соответственно пересечение отобра-

жений A·
(λ), λ ∈ Λ, задав их значения для любого y ∈ Y равенствами
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By =
⋃
λ∈Λ

Ay
(λ)

, Cy =
⋂
λ∈Λ

Ay
(λ)

; дополнение X\A·
(λ) и разность A·

(λ)\A·
(µ)

определим для любого y ∈ Y их значениями X \Ay
(λ) и Ay

(λ) \Ay
(µ) со-

ответственно.
Верхний Ā· и нижний A· пределы последовательности A·

(i), i =
1, 2, . . ., определим равенствами

Ā· �=
∞⋂
n=1

⋃
i�n

A·
(i), A· �=

∞⋃
n=1

⋂
i�n

A·
(i).

Последовательность A·
(i), i = 1, 2, . . ., назовем сходящейся, если Ā· =

A·, отображение lim
n→∞A·

(n)
�=Ā· = A· — ее пределом.

Последовательность A·
(i), i = 1, 2, . . ., назовем монотонно возрас-

тающей (убывающей), если ∀y ∈ Y Ay
(1) ⊂ Ay

(2) ⊂ . . . (Ay
(1) ⊃ Ay

(2) ⊃
. . .). Первый случай выделим обозначением A·

(1) ⊂ A·
(2) ⊂ . . . (второй

— A·
(1) ⊃ A·

(2) ⊃ . . .).
Нетрудно убедиться, что монотонные последовательности много-

значных отображений сходятся, причем если A·
(1) ⊂ A·

(2) ⊂ . . ., то

lim
n→∞A·

(n) =
∞⋃
i=1

A·
(n), а если A·

(1) ⊃ A·
(2) ⊃ . . ., то lim

n→∞A·
(n) =

∞⋂
i=1

A·
(n).

Если η̃ — НН элемент со значениями в Y , то сказанное приводит
к определениям
• НН множеств

Beη =
⋃
λ∈Λ

Aeη(λ), Ceη =
⋂
λ∈Λ

Aeη(λ), X \ Aeη(λ), Aeη(λ) \ Aeη(µ), λ, µ ∈ Λ,

• пределов последовательностей НН множеств

Āeη �=
∞⋂
n=1

⋃
i�n

Aeη(i), Aeη �=
∞⋃
n=1

⋂
i�n

Aeη(i), lim
n→∞Aeη(n)

�=Āeη = Aeη;

• монотонных последовательностей НН множеств Aeη(1) ⊂ Aeη(2) ⊂ . . . и

Aeη(1) ⊃ Aeη(2) ⊃ . . . и их пределов: lim
n→∞Aeη(n) =

∞⋃
n=1

Aeη(n) и соответственно

lim
n→∞Aeη(n) =

∞⋂
n=1

Aeη(n).
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Для любой последовательности Aeη(i), i = 1, 2, . . ., очевидно,

Aeη =
∞⋃
n=1

⋂
i�n

Aeη(i) ⊂
∞⋂
n=1

⋃
i�n

Aeη(i) = Āeη.

Лемма 4.1. Пусть Aeη(λ), λ ∈ Λ, — произвольное семейство НН мно-

жеств, принимающих значения в P(X), и ξ̃ — НН элемент со зна-
чениями в X. Если Aeη =

⋃
λ∈Λ

Aeη(λ), то ∀x ∈ X

τA
eη

x (p) �
(∨

λ∈Λ

τ
Aeη

(λ)
x

)
(p), (4.22)

pl(τA
eη

· (·))(p) �
(∨

λ∈Λ

pl(τ
Aeη

(λ)
· )

)
(p), (4.23)

Pl(P (ξ̃ ∈ Aeη) = p) �
(∨

λ∈Λ

Pl(P (ξ̃ ∈ Aeη(λ)) = ·)
)
(p), p ∈ [0, 1].

(4.24)

Если Aeη =
⋂
λ∈Λ

Aeη(λ), то ∀x ∈ X

τA
eη

x (p) �
(∧

λ∈Λ

τ
Aeη

(λ)
x

)
(p), (4.25)

pl(τA
eη

· (·))(p) �
(∧

λ∈Λ

pl(τ
Aeη

(λ)· )

)
(p), (4.26)

Pl(P (ξ̃ ∈ Aeη) = p) �
(∧

λ∈Λ

Pl(P (ξ̃ ∈ Aeη(λ)) = ·)
)
(p), p ∈ [0, 1].

(4.27)

Доказательство. Достаточно проверить лишь отношения в (4.22)
и (4.25), поскольку (4.23) следует из (4.22) в силу свойств 4.1 и 4.3
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интеграла, (4.24) есть следствие (4.23), поскольку Pl(ξ̃ ∈ Aeη, p) =
pl(τA

eη

· (·))(p), если в (4.1)Πx(p) = τ
eξ
x(p), (x, p) ∈ X×[0, 1]; аналогично,

(4.26) следует из (4.25) в силу свойства 4.4 и (4.27) есть следствие
(4.26).

Пусть τ eηy (p), (y, p) ∈ Y × [0, 1], — распределение правдоподобия
возможностей значений НН элемента η̃, и Aeη =

⋃
λ∈Λ

Aeη
(λ)

. Тогда в силу

формулы (3.16)

τ
Aeη

(λ)
x (p) = Pl(P (x ∈ Aeη(λ)) = p) = Pl(P (η̃ ∈ A(λ)x) = p) =

=

 ∨
y∈A(λ)x

τ eηy

 (p), (x, p) ∈ X × [0, 1], (4.28)

и ∀x ∈ X

τ
Aeη

(λ)
∗

x (p) = sup
y∈A(λ)x

τ eη∗y (p), τ
Aeη

(λ)
x∗ (p) = inf

y∈A(λ)x

τ eηy∗(p), p ∈ [0, 1].
(4.29)

Далее: ∀x ∈ X

τA
eη

x (p) =

 ∨
y∈ S

λ∈Λ

A(λ)x

τ eηy

 (p), p ∈ [0, 1],

τA
eη∗

x (p) = sup
y∈ S

λ∈Λ
A(λ)x

τ eη∗y (p) = sup
λ∈Λ

sup
y∈A(λ)x

τ eη∗y (p) =

= sup
λ∈Λ

τ
Aeη

(λ)
∗

x (p) =

(∨
λ∈Λ

τ
Aeη

(λ)
x

)∗
(p), p ∈ [0, 1],

τA
eη

x∗ (p) = inf
y∈ S

λ∈Λ
A(λ)x

τ eηy∗(p) = inf
λ∈Λ

inf
y∈A(λ)x

τ eηy∗(p) =

= inf
λ∈Λ

τ
Aeη

(λ)
x∗ (p) =

(∨
λ∈Λ

τ
Aeη

(λ)
x

)
∗
(p), p ∈ [0, 1].
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Следовательно, ∀x ∈ X τA
eη

x (·) �
( ∨
λ∈Λ

τ
Aeη

(λ)
x

)
(·).

Пусть теперь Aeη =
⋂
λ∈Λ

Aeη(λ). Тогда τA
eη

x (p) =

 ∨
y∈ T

λ∈Λ
A(λ)x

τ eηy

 (p), и
воспользовавшись равенствами (2.24), найдем ∀x ∈ X

τA
eη∗

x (p) = sup
y∈ T

λ∈Λ
A(λ)x

τ eη∗y (p) � inf
λ∈Λ

sup
y∈A(λ)x

τ eη∗y (p) =

= inf
λ∈Λ

τ
Aeη

(λ)
∗

x (p) =

(∧
λ∈Λ

τ
Aeη

(λ)
x

)∗
(p),

τA
eη

x∗ (p) = inf
y∈ T

λ∈Λ

A(λ)x

τ eηy∗(p) � sup
λ∈Λ

inf
y∈A(λ)x

τ eηy∗(p) =

= sup
λ∈Λ

τ
Aeη

(λ)
x∗ (p) =

(∧
λ∈Λ

τ
Aeη

(λ)
x

)
∗
(p), p ∈ [0, 1].

Следовательно, в этом случае ∀x ∈ X τA
eη

x (·) �
( ∧
λ∈Λ

τ
Aeη

(λ)
x

)
(·).

Следствием леммы 4.1 являются следующие свойства приавдопо-
добия возможности НН событий.

Теорема 4.1. Если Aeη ⊂ Beη, то ∀x ∈ X τA
eη

x (·) � τB
eη

x (·) и

Pl(P (ξ̃ ∈ Aeη) = p)�=pl(τA
eη

· (p))(·) � pl(τB
eη

· (·))(p)�=
�=Pl(P (ξ̃ ∈ Beη) = p), p ∈ [0, 1], (4.30)

(монотонность).
Для любой последовательности Aeη(i), i = 1, 2, . . .
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• если Aeη =
∞⋃
i=1

Aeη(i), то

Pl(P (ξ̃ ∈ Aeη) = p)�=pl(τA
eη

· (·))(p) �
( ∞∨

i=1

Pl(P (ξ̃ ∈ Aeη(i)) = ·)
)
(p)�=

�=

( ∞∨
i=1

pl(τ
Aeη

(i)· (·))
)
(p), p ∈ [0, 1], (4.31)

(счетная аддитивность);

• если Aeη =
∞⋃
n=1

⋂
i�n

Aeη(i) — нижний предел последовательности Aeη(i),

i = 1, 2, . . ., то

Pl(P (ξ̃ ∈ Aeη) = p)�=pl(τA
eη

· (·))(p) �

 ∞∨
i=1

∧
i�n

pl(τ
Aeη

(i)· (·))
 (p)�=

�=

 ∞∨
i=1

∧
i�n

Pl(P (ξ̃ ∈ Aeη(i)) = ·)
 (p), p ∈ [0, 1], (4.32)

(полунепрерывность снизу);

• если Aeη(1) ⊂ Aeη(2) ⊂ . . ., то Aeη = lim
n→∞Aeη(n) =

∞⋃
n=1

Aeη(n) и

Pl(P (ξ̃ ∈ lim
n→∞Aeη(n)) = p)�=pl(τ

Aeη
(n)· (·))(p) � ( lim

n→∞pl(τ
Aeη

(n)· (·)))(p)�=

�= lim
n→∞Pl(P (ξ̃ ∈ Aeη(n)) = p), p ∈ [0, 1], (4.33)

(непрерывность относительно сходимости монотонно неубываю-
щей последовательности НН множеств).

§ 5. Мера правдоподобия возможности и ее свойства

Рассмотрим интеграл, определенный формулой (см. (4.1)),

pl(tA· (·))(p) =
(∨

x∈A
Πx

)
(p), p ∈ [0, 1], (5.1)
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в которой

tAx (p) =

{
1, если p = χA(x),
0, если p 
= χA(x),

(x, p) ∈ X × [0, 1], (5.2)

— и.ф. определенного четкого (ОЧ) множества A,

χA(x) =

{
1, если x ∈ A,

0, если x 
∈ A,
x ∈ X.

Интеграл (5.1) определяет правдоподобие возможности p ∈ [0, 1]
включения НН элемента ξ̃, имеющего распределение τ

eξ
· (·) = Π·(·) ∈

∈ T(X), в ОЧ множество A с и.ф. τAeη

· (·) = tA· (·) :
Pl(A)(p)�=Pl(P (ξ̃ ∈ A) = p) = pl(tA· (·))(p), p ∈ [0, 1]. (5.3)

Заметим, что согласно определению (5.2)

tA∗
x (p)

�=sup
a�p

tAx (a) =

{
1, если ∃a ∈ [p, 1] : a = χA(x),
0, если ∀a ∈ [p, 1] : a 
= χA(x),

=

=

{
χA(x), если 0 < p � 1,
1, если p = 0,

(x, p) ∈ X × [0, 1], (5.4)

и

tAx∗(p)
�=sup

a�p
tAx (a) =

{
1, если ∃a ∈ [0, p] : a = χA(x),
0, если ∀a ∈ [0, p] : a 
= χA(x),

=

=

{
χX\A(x), если 0 � p < 1,
1, если p = 1,

(x, p) ∈ X × [0, 1], (5.5)

где χX\A(·) = 1− χA(·). Поэтому

pl∗(t·(·))(p) = sup
x∈X

min(tA∗
x (p), Π

∗
x(p)) =


sup
x∈A

Πx
∗(p), 0 < p � 1,

sup
x∈X

Πx
∗(p), p = 0,

pl∗(t·(·))(p) = inf
x∈X

max(tAx∗(p), Πx∗(p)) =

 inf
x∈X\A

Πx∗(p), 0 � p < 1,

1, p = 1.
(5.6)
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Определение 5.1. Интеграл (5.3), рассматриваемый как функция
Pl(A)(·), A ∈ P(X), определенная на P(X) и принимающая значения
в T, назовем мерой правдоподобия возможности.

Согласно равенствам (5.1) и (5.3) при Π·(·) = τ
eξ· (·) значение

Pl(A)(p) интеграла

Pl(A)(p) =

(∨
x∈A

τ
eξ
x

)
(p), p ∈ [0, 1], (5.3)

есть правдоподобие возможности p включения фиксированного НН
элемента ξ̃ в определенное четкое множество A ∈ P(X). Поскольку
НН элемент ξ̃ определяет интеграл (5.3), будем этот факт отмечать
индексом: Pleξ(A)(·), A ∈ P(X).
Замечание 5.1. Для любого преобразования γ∗ ∈ Γ∗ γ ∗Pleξ(A)(·) =
=
(∨

x∈A γ ∗ τ eξx
)
(·) так как согласно (5.2) γ ∗ tAx (·) = tAx (·) для каждо-

го x ∈ X.
Определение 5.2. Тройку (X, P(X), Pleξ) назовем пространством с
мерой правдоподобия возможности, НН элемент ξ̃ назовем канони-
ческим для (X, P(X), Pleξ), определяющим меру (5.3) правдоподобия
возможности.

При этом согласно (5.6)

Pleξ∗(A)(p)�= sup
a�p

Pleξ(A)(a) =

= Pl(P (ξ̃ ∈ A) � p) =


sup
x∈A

τ
eξ∗
x (p), 0 < p � 1,

sup
x∈X

τ
eξ∗
x (p), p = 0,

Pleξ∗(A)(p)
�= sup

a�p
Pleξ(A)(a) =

= Pl(P (ξ̃ ∈ A) � p) =

 inf
x∈X\A

τ
eξ
x∗(p), 0 � p < 1,

1, p = 1.
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Согласно равенствам (5.4), (5.5), если A =
⋃
λ∈Λ

A(λ), то ∀x ∈ X

tA∗
x (p) = sup

λ∈Λ
t
A(λ)∗
x (p), tAx∗(p) = inf

λ∈Λ
t
A(λ)
x∗ (p), (x, p) ∈ X × [0, 1],

и, следовательно, ∀x ∈ X

tAx (·) �
(∨

λ∈Λ

t
A(λ)
x

)
(·).

Аналогично, если A =
⋂
λ∈Λ

A(λ), то ∀x ∈ X

tA∗
x (p) = inf

λ∈Λ
t
A(λ)∗
x (p), tAx∗(p) = sup

λ∈Λ
t
A(λ)
x∗ (p), (x, p) ∈ X × [0, 1],

и, следовательно, ∀x ∈ X

tAx (·) �
(∧

λ∈Λ

t
A(λ)
x

)
(·).

При этом

Pl∗
(⋃

λ∈Λ

A(λ)

)
(p) = sup

λ∈Λ
Pl∗(A(λ))(p),

Pl∗

(⋃
λ∈Λ

A(λ)

)
(p) = inf

λ∈Λ
Pl∗(A(λ))(p), p ∈ [0, 1],

поэтому

Pl

(⋃
λ∈Λ

A(λ)

)
(·) �

(∨
λ∈Λ

Pl(A(λ))

)
(·);

между тем

Pl∗
(⋂

λ∈Λ

A(λ)

)
(p) � inf

λ∈Λ
Pl∗(A(λ))(p),

Pl∗

(⋂
λ∈Λ

A(λ)

)
(p) � sup

λ∈Λ
Pl∗(A(λ))(p),
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так что

Pl

(⋂
λ∈Λ

A(λ)

)
(·) �

(∧
λ∈Λ

Pl(A(λ))

)
(·).

Суммируем основные свойства меры правдоподобия возможно-
сти.

Теорема 5.1. Мера правдоподобия возможности Pl(A)(·) ∈ T, A ∈
∈ P(X), (5.3),

• монотонна: если A ⊂ B, то

Pl(A)(·) � Pl(B)(·);

• аддитивна: ∀A, B ∈ P(X)

Pl(A ∪B)(·) � (Pl(A) ∨ Pl(B))(·);

• вполне аддитивна: для любого семейства множеств A(λ) ∈
∈ P(X), λ ∈ Λ,

Pl

(⋃
λ∈Λ

A(λ)

)
(·) �

(∨
λ∈Λ

Pl(A(λ))

)
(·);

• полунепрерывна снизу: для любой последовательности A(n) ∈
∈ P(X), n = 1, 2, . . .,

Pl

 ∞⋃
n=1

⋂
i�n

A(i)

 (·) �

 ∞∨
n=1

∧
i�n

Pl(A(i))

 (·),
в частности, если последовательность A(n), n = 1, 2, . . ., сходится,
то

Pl( lim
n→∞A(n))(·) �

 ∞∨
n=1

∧
i�n

Pl(A(i))

 (·),
где lim

n→∞A(n)
�=

∞⋃
n=1

⋂
i�n

A(i) =
∞⋂
n=1

⋃
i�n

A(i);
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• непрерывна относительно сходимости монотонно неубываю-
щей последовательности множеств: если A(1) ⊂ A(2) ⊂ . . ., то

Pl( lim
n→∞A(n))(·) � ( lim

n→∞Pl(A(n)))(·),

где lim
n→∞A(n) =

∞⋃
n=1

A(n).

Доказательство следует из соотношений, предшествующих теоре-
ме. В частности, в силу монотонности Pl(A)(·), A ∈ P(X), и условия
A(1) ⊂ A(2) ⊂ . . .

Pl∗
( ∞⋃

n=1

A(n)

)
(p) = sup

1�n<∞
Pl∗(A(n))(p) = lim

n→∞Pl
∗(A(n))(p),

Pl∗

( ∞⋃
n=1

A(n)

)
(p) = inf

1�n<∞
Pl∗(A(n))(p) = lim

n→∞Pl∗(A(n))(p),

p ∈ [0, 1],
откуда следует последнее утверждение.

Теорема 5.1 является специальным случаем теоремы 4.1.
В заключение рассмотрим связь между мерой правдоподобия

возможности Pleξ(A)(p), A ∈ P(X), p ∈ [0, 1], и интегралом
pl(τA

eη

· (·))(p) = Pl(P (ξ̃ ∈ Aeη) = p), p ∈ [0, 1], частным случаем которо-
го является мера Pleξ(A)(p) = Pl(P (ξ̃ ∈ A) = p), A ∈ P(X), p ∈ [0, 1].

В общем случае имеют место следующие представления для
функции t·(·) ∈ T(X)

tx(p) = sup
λ∈[0, 1]

min(λ, χλ,x(p)), (x, p) ∈ X × [0, 1],

где

χλ,x(p) =

{
1, если λ = tx(p),
0, если λ 
= tx(p),

(x, p) ∈ X × [0, 1],

— и.ф. множества

A(λ) = {(x, p) ∈ X × [0, 1], tx(p) = λ} ⊂ X × [0, 1], λ ∈ [0, 1],
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и
tx(p) = inf

λ∈[0, 1]
max(λ, ϑ ◦ χλ,x(p)), (x, p) ∈ X × [0, 1],

где

ϑ ◦ χλ,x(p) =

{
0, если λ = tx(p),
1, если λ 
= tx(p),

(x, p) ∈ X × [0, 1]

— и.ф. множества (X × [0, 1]) \ A(λ).
Заметим, что

χ∗
λ,x(p)

�=sup
a�p

χλ,x(a) =

{
1, если ∃a ∈ [p, 1] λ = tx(a),
0, если ∀a ∈ [p, 1] : λ 
= tx(a),

(5.7)

и при этом

t∗x(p) = sup
λ∈[0, 1]

min(λ, χ∗
λ,x(p)), (x, p) ∈ X × [0, 1]. (5.8)

Если Ix(p) =
⋃

a∈[p,1]

{tx(a)} ⊂ [0, 1], то χλ,·(·) — и.ф. множества

{(x, p) ∈ X × [0, 1], λ ∈ Ix(p)}.
Далее,

ϑ ◦ χλ,x∗(p)
�=sup

a�p
ϑ ◦ χλ,x(a) =

{
0, если ∀a ∈ [0, p] : λ = tx(a),
1, если ∃a ∈ [0, p] : λ 
= tx(a),

ϑ ◦ χλ,·∗(·) — и.ф. множества {(x, p) ∈ X × [0, 1], λ ∈ ⋃
a∈[0,p]

([0, 1] \
{tx(a)})}.

При этом

tx∗(p) = inf
λ∈[0, 1]

max(λ, ϑ ◦ χλ,x∗(p)), (x, p) ∈ X × [0, 1].

Согласно выражениям (5.6), (5.7), (5.8)

pl∗(t·(·))(p) = sup
x∈X

min(λ, sup
λ∈[0, 1]

min(λ, χ∗
λ,x(p))) =

= sup
λ∈[0, 1]

min(λ, sup
x∈X

min(Π∗
x(p), χ

∗
λ,x(p))) =

= sup
λ∈[0, 1]

min(λ, sup
x∈A∗

(λ)
(p)

Π∗
x(p)), p ∈ [0, 1], (5.9)
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где12 A∗
(λ)(p) = {x ∈ X, χ∗

λ,x(p) = 1} = {x ∈ X, λ ∈ ⋃
a∈[p,1]

{tx(a)}},
p ∈ [0, 1], а так как согласно равенствам (5.3), (5.6)

sup
x∈A∗

(λ)
(p)

Π∗
x(p) = Pl(P (ξ̃ ∈ A∗

(λ)(p)) � p), (5.10)

то согласно (5.9), (5.10) получаем следующее представление инте-
грала pl∗(t·(·))(·) :
Pl(P (ξ̃ ∈ Aeη) � p) = pl∗(t·(·))(p) =

= sup
λ∈[0, 1]

min(λ, Pl(P (ξ̃ ∈ A∗
(λ)(p)) � p)), p ∈ [0, 1]. (5.11)

Аналогично

pl∗(t·(·))(p) = inf
λ∈[0, 1]

max(Πx∗(p), inf
x∈X

max(λ, ϑ ◦ χλ,x∗(p))) =

= inf
λ∈[0, 1]

max(λ, inf
x∈X

max(Πx∗(p), ϑ ◦ χλ,x∗(p))) =

= inf
λ∈[0, 1]

max(λ, inf
x∈A(λ)∗(p)

Πx∗(p)),

где A(λ)∗(p) = {x ∈ X, ϑ ◦ χλ,x∗(p) = 0} = {x ∈ X, λ ∈ ⋂
a∈[0,p]

{tx(a)}}.
Поэтому для pl∗(t·(·))(·) получаем следующее представление:

Pl(P (ξ̃ ∈ Aeη) � p) = pl∗(t·(·))(p) =
= inf

λ∈[0, 1]
max(λ, Pl(P (ξ̃ ∈ A(λ)∗(p)) � p)), p ∈ [0, 1]. (5.12)

В связи с формулами (5.11), (5.12) см. также [8].

§ 6. Независимость в широком смысле НН событий,
НН множеств. Условное в широком смысле правдо-
подобие возможностей

Определение 6.1. Пусть ξ̃ — НН элемент, Ã, B̃ — НН множества.
НН события ξ̃ ∈ Ã и ξ̃ ∈ B̃ назовем независимыми (в широком смыс-
ле), если

12По определению sup
∅

= 0, inf
∅

= 1.
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Pl(P (ξ̃ ∈ Ã
⋂

B̃) � p) = min(Pl(P (ξ̃ ∈ Ã) � p)),Pl(P (ξ̃ ∈ B̃) � p),

Pl(P (ξ̃ ∈ Ã
⋂

B̃) � p) = max(Pl(P (ξ̃ ∈ Ã) � p)),Pl(P (ξ̃ ∈ B̃) � p),

p ∈ [0, 1].

Вариантом условного (в широком смысле) относительно НН события
ξ̃ ∈ B̃ НН события ξ̃ ∈ Ã назовем любое решение уравнений

min(Pl(P (ξ̃ ∈ Ã|ξ ∈ B̃) � p), Pl(P (ξ̃ ∈ B̃) � p)) =

= Pl(P (ξ̃ ∈ Ã
⋂

B̃) � p),

max(Pl(P (ξ̃ ∈ Ã|ξ ∈ B̃) � p), Pl(P (ξ̃ ∈ B̃) � p)) =

= Pl(P (ξ̃ ∈ Ã
⋂

B̃) � p),

p ∈ [0, 1]

относительно Pl(P (ξ̃ ∈ Ã|ξ ∈ B̃) � p) и Pl(P (ξ̃ ∈ Ã|ξ ∈ B̃) � p).
Пусть ξ̃ — «определенный четкий» элемент, эквивалентный y ∈ X,

τ
eξ
x(p) =

{
1, если p = δy(x),
0, если p 
= δy(x),

x ∈ X, p ∈ [0, 1],

— его распределение. Тогда Pl(P (ξ̃ ∈ Ã) = p) = τ
eA
y (p), Pl(P (ξ̃ ∈

∈ B̃) = p) = τ
eB
y (p), и в случае независимости (с точностью до экви-

валентности)

Pl(P (ξ̃ ∈ Ã
⋂

B̃) � p) = τ
eAT eB∗
y (p) = min(τ eA∗

y (p), τ
eB∗
y (p)),

Pl(P (ξ̃ ∈ Ã
⋂

B̃) � p) = τ
eAT eB
y∗ (p) = max(τ eAy∗(p), τ

eB
y∗(p)),

y ∈ X, p ∈ [0, 1].
(6.1)

Если равенства (6.1) выполнены, НН множества назовем независи-
мыми в широком смысле.
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В более общей ситуации, когда речь идет о событиях ξ̃1 ∈ Ã1 ∈
∈ P(X1) и ξ̃2 ∈ Ã2 ∈ P(X2), последние назовем независимыми в ши-
роком смысле, если

Pl(P (ξ̃1 ∈ Ã1, ξ̃2 ∈ Ã2) � p) =

= min(Pl(P (ξ̃1 ∈ Ã1) � p), Pl(P (ξ̃2 ∈ Ã2) � p),

Pl(P (ξ̃1 ∈ Ã1, ξ̃2 ∈ Ã2) � p) =

= max(Pl(P (ξ̃1 ∈ Ã1) � p), Pl(P (ξ̃2 ∈ Ã2) � p),
p ∈ [0, 1].

(6.2)
Если, в частности, Ã1 и Ã2 эквивалентны обычным множествам

A1 ∈ P(X1) и A2 ∈ P(X2), то

Pl(P (ξ̃i ∈ Ãi) � p) = sup
xi∈Ai

τ
eξi∗
xi
(p),

Pl(P (ξ̃i ∈ Ãi) � p) = inf
xi∈Ai

τ
eξi
xi∗(p),

и согласно (6.2)

Pl(P (ξ̃1 ∈ Ã1, ξ̃2 ∈ Ã2) � p) = min
i=1,2

sup
xi∈Ai

τ
eξi∗
xi
(p),

Pl(P (ξ̃1 ∈ Ã1, ξ̃2 ∈ Ã2) � p) = max
i=1,2

inf
xi∈Ai

τ
eξi
xi∗(p).

(6.3)

Если эти равенства имеют место для любых Ai ∈ P(Xi), i = 1, 2, то
они эквивалентны независимости в шроком смысле НН элементов ξ̃1
и ξ̃2.

Часть III. Оптимальное оценивание

Предисловие

Правдоподобие и возможность ошибки оценивания позволяют
охарактеризовать различные аспекты качества оценки, отражая ту
или иную точку зрения на проблему оптимальности оценивания [6]
Возможность (или, и необходимость) ошибки, в значительной степени
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характеризуя качество оценки, отчасти определяет и качество моде-
ли, используемой исследователем для оценивания, и для последнего
обычно является одной из основных характеристик качества оценки.
В этом случае важной дополнительной характеристикой качества яв-
ляется правдоподобие тех или иных значений возможности ошибки,
показывающее, в какой степени им следует доверять. С другой сто-
роны позиция пользователя, определяющая его отношение к каче-
ству оценки, может в первую очередь основываться на том, насколь-
ко оценке можно доверять, каким бы при этом ни было ее качество,
определяемое возможностью ошибки. В этом случае правдоподобие
(или, и доверие) оценки является ее основной характеристикой, а воз-
можность — дополнительной характеристикой ее правдоподобия (или
доверия), [6].

Далее будет рассмотрена первая точка зрения на качество оцени-
вания.

§ 1. Оптимальное оценивание неопределенного нечет-
кого (НН) элемента

1.1. Правдоподобие возможности ошибки оценивания

Пусть ξ̃ — НН элемент, принимающий значения вX, τ
eξ
x(p) — прав-

доподобие истинности высказывания, согласно которому p ∈ [0, 1] —
возможность равенства ξ̃ = x ∈ X, Ã(y), y ∈ Y , — семейство НН мно-

жеств, принимающих значения в P(X), τ
eA(y)
x (p) — правдоподобие ис-

тинности высказывания, согласно которому p ∈ [0, 1] — возможность
покрытия x ∈ X НН множеством Ã(y) (возможность x ∈ Ã(y))1, пусть,
наконец, ξ̃ и Ã(y) независимы при любом y ∈ Y (cм. ч. II). Для каж-

дого x ∈ X значение τ
eA(y)
x (p) правдоподобия возможности p ∈ [0, 1]

включения x ∈ Ã(y) будем интерпретировать как значение правдопо-
добия возможности p ошибки оценивания x ∈ X значением2 y ∈ Y ,

1Условимся далее этот же смысл вкладывать в «укороченные» фразы: τ
eξ
x(p)

— правдоподобие возможности p равенства eξ = x, τ
eA(y)

x (p) — правдоподобие воз-
можности p включения x ∈ eA(y) и т.п.

2В общем случае возможно Y ⊂ X, Y = X, или Y ⊃ X.
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x

y

A(y)

x

Рис. 8. Элемент x ∈ X покрыт, элемент x ∈ X — не покрыт множе-
ством A(y), которое является значением НН множества Ã(y) при y ∈ Y,
(cм. ч. I).

ср. с определением возможности ошибки в [1].
В данном случае, см. ч. II,

τ
eξ
x(p) = Pl(P (ξ̃ = x) = p),

τ
eA(y)
x (p) = Pl(P (x ∈ Ã(y)) = p), p ∈ [0, 1], x ∈ X,

(1.1)

и соответственно правдоподобие возможности p ошибки оценивания
НН элемента ξ̃ значением y ∈ Y по определению есть правдоподобие
возможности p включения ξ̃ ∈ Ã(y),

Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y)) = p) = sup{ inf
x∈X

τ (y)
x (qx)| sup

x∈X
qx = p}�=

�=

(∨
x∈X

τ (y)
x

)
(p), p ∈ [0, 1]. (1.2)

Здесь

τ (y)
x (q) = sup{min(τ eξx(a), τ

eA(y)
x (b))| a, b ∈ [0, 1], min(a, b) = q}�=

�=(τ eξx ∧ τ
eA(y)
x )(q), q ∈ [0, 1], (1.3)

и считается, что неопределенная функция P (ξ̃ = x, x ∈ Ã(y)), x ∈ X,
имеет независимые значения при любом3 y ∈ Y . Соответственно

3В этом случае Pl(∀x ∈ X P (eξ = x, x ∈ eA(y)) = qx) = inf
x∈X

(τ
eξ
x ∧ τ

eA(y)
x )(qx),

q· : X → [0, 1], см. части I, II.
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Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y)) � p) = sup
x∈X

min(τ eξ∗x (p), τ
eA(y)∗
x (p)),

Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y)) � p) = inf
x∈X

max(τ eξx∗(p), τ
eA(y)
x∗ (p)),

p ∈ [0, 1]. (1.4)

где

τ
eξ∗
x (p)

�=Pl(P (ξ̃ = x) � p),

τ
eξ
x∗(p)

�=Pl(P (ξ̃ = x) � p),

τ
eA(y)∗
x (p)�=Pl(P (x ∈ Ã(y)) � p),

τ
eA(y)
x∗ (p)�=Pl(P (x ∈ Ã(y)) � p), p ∈ [0, 1], x ∈ X, y ∈ Y, cм. ч. II.

1.2. Критерий качества оценивания, основанный на прав-
доподобии возможности ошибки

Согласно точке зрения на качество оценивания, принятой в этом
параграфе, для оптимального оценивания НН элемента ξ̃ значени-
ем y ∈ Y последнее следует выбирать, минимизируя правдоподобие
больших возможностей и максимизируя правдоподобие малых воз-
можностей ошибки, то есть исходить из условий

Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y)) � p) ∼ min
y∈Y

, Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y)) � p) ∼ max
y∈Y

, (1.5)

определяющих соответственно множества

Y ∗(p)�={y∗(p) ∈ Y, sup
x∈X

min(τ eξ∗x (p), τ
eA(y∗(p))∗
x (p)) =

= min
y∈Y

sup
x∈X

min(τ eξ∗x (p), τ
eA(y)∗
x (p))},

Y∗(p)
�={y∗(p) ∈ Y, inf

x∈X
max(τ eξx∗(p), τ

eA(y∗(p))
x∗ (p)) =

= max
y∈Y

inf
x∈X

max(τ eξx∗(p), τ
eA(y)
x∗ (p))},

p ∈ [0, 1].

(1.6)
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Если Y ∗(p) ∩ Y∗(p) 
= ∅, то решением задачи (1.5) является любой
элемент y(p) ∈ Y ∗(p) ∩ Y∗(p), p ∈ [0, 1].

Далее будет показано, что именно такая ситуация характерна для
задачи (1.5). Следующий результат несколько проясняет ситуацию в
задаче (1.5).

Лемма 1.1. Для любых p ∈ [0, 1] и y ∈ Y

max(Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y)) � p), Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y)) � p)) = 1. (1.7)

Доказательство. Равенство (1.7) означает, что ∀p ∈ [0, 1], ∀y ∈
∈ Y по крайней мере одно из высказываний P (ξ̃ ∈ Ã(y)) � p или
P (ξ̃ ∈ Ã(y)) � p вполне правдоподобно. Проверим это аналитически.
Начнем с того, что заметим, что так как

max(τ eξ∗x (p), τ
eξ
x∗(p)) = 1, p ∈ [0, 1], x ∈ X,

max(τ
eA(y)∗
x (p), τ

eA(y)
x∗ (p)) = 1, p ∈ [0, 1], x ∈ X, y ∈ Y,

(1.8)

то

m = max(min(τ
eξ∗
x (p), τ

eA(y)∗
x (p)), max(τ

eξ
x∗(p), τ

eA(y)
x∗ (p))) = 1,

p ∈ [0, 1], x ∈ X, y ∈ Y. (1.9)

Действительно, если min(τ
eξ∗
x (p), τ

eA(y)∗
x (p)) = 1, то m = 1. Если же,

скажем, τ
eξ∗
x (p) < 1, то согласно (1.8) τ

eξ
x∗(p) = 1 и, следовательно,

опять-таки m = 1.
Обозначим

F (1)
x (y, p) = min(τ eξ∗x (p), τ

eA(y)∗
x (p)), F (2)

x (y, p) = max(τ eξx∗(p), τ
eA(y)
x∗ (p)),

m = max(F (1)
x (y, p), F (2)

x (y, p)), p ∈ [0, 1], x ∈ X, y ∈ Y.
(1.10)

Пусть X(i)(y, p) = {x ∈ X, F
(i)
x (y, p) = 1}, i = 1, 2, причем в силу

(1.9), (1.10) X(1)(y, p) ∪X(2)(y, p) = X. Если X(1)(y, p) 
= ∅, то

max(sup
x∈X

F (1)
x (y, p), inf

x∈X
F

(1)
x (y, p)) = 1, (1.11)
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если же X(1)(y, p) = ∅, то F
(2)
x (y, p) = 1, x ∈ X, и, следовательно,

равенство (1.11) выполнено, ибо inf
x∈X

F
(2)
x (y, p)) = 1, p ∈ [0, 1], y ∈ Y .

Пусть в задаче (1.5) задача на минимум разрешима при любом
p ∈ [0, 1], min

y∈Y
Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y)) � p)�=m∗(p) достигается на некотором

y∗(p) ∈ Y ∗(p) и существует p ∈ [0, 1], при котором m∗(p) < 1. Тогда в
силу леммы 1.1 в (1.5) при этом p m∗(p)

�=max
y∈Y

Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y)) � p) = 1

и достигается на этом же y∗(p) ∈ Y∗(p), то есть при этом p разрешима
и задача на максимум в (1.5), причем Y ∗(p) ⊂ Y∗(p). А поскольку
при любом y ∈ Y Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y)) � p) — невозрастающая, а Pl(P (ξ̃ ∈
∈ Ã(y)) � p) — неубывающая функции p ∈ [0, 1], то, соответственно,
m∗(p) иm∗(p)— невозрастающая и неубывающая функции4 p ∈ [0, 1],
и, следовательно, задача на максимум в (1.5) разрешима при любом
p > p, где p = inf{p ∈ [0, 1], m∗(p) < 1}, и для p > p Y ∗(p) ⊂ Y∗(p),
m∗(p) = 1.

С другой стороны, если для некоторого p ∈ [0, 1] min
y∈Y

Pl(P (ξ̃ ∈
∈ Ã(y)) � p) = m∗(p) = 1 и p = sup{p ∈ [0, 1], m∗(p) = 1}, то для
p < p задача (1.5) сводится к задаче на максимум и, если последняя
разрешима при p < p, то Y ∗(p) ⊃ Y∗(p), p < p. Поскольку функция
m∗(p), p ∈ [0, 1], монотонно невозрастает, то p = p

�=p̂.
Сформулируем полученные результаты.

Теорема 1.1. Пусть Y ∗(p) и Y∗(p) — множества решений за-
дач на минимум и соответственно максимум в (1.5), m∗(p) =
min
y∈Y

Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y)) � p), m∗(p) = max
y∈Y

Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y)) � p), p ∈ [0, 1].
Тогда

1. если задача на минимум в (1.5) разрешима при любом p ∈ [0, 1],
то

• если 0 < inf{p ∈ [0, 1], m∗(p) < 1} = p̂ = sup{p ∈
∈ [0, 1], m∗(p) = 1}, то
для всех p > p̂ : m∗(p) < 1, задача на максимум в (1.5)
разрешима, m∗(p) = 1 и Y∗(p) ⊃ Y ∗(p) = Y∗(p) ∩ Y ∗(p);

4Например, при p′ > p m∗(p) = Pl(P (eξ ∈ eA(y∗(p))) � p) � Pl(P (eξ ∈ eA(y∗(p))) �
p′) � Pl(P (eξ ∈ eA(y∗(p′))) � p′) = m∗(p′).
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для всех p < p̂ : m∗(p) = 1, задача (1.5) сводится к задаче
на максимум, Y ∗(p) ⊃ Y∗(p) = Y∗(p) ∩ Y ∗(p);

• если p̂ = 1, то
при m∗(1) < 1 для p = 1 задача на максимум разрешима,
m∗(1) = 1 и Y∗(1) ⊃ Y ∗(1) = Y∗(1)∩Y ∗(1), а для всех p < 1
m∗(p) = 1, задача (1.5) сводится к задаче на максимум и
Y ∗(p) ⊃ Y∗(p) = Y∗(p) ∩ Y ∗(p);
при m∗(1) = 1 для всех p ∈ [0, 1] задача (1.5) сводится к
задаче на максимум и Y ∗(p) ⊃ Y∗(p) = Y∗(p) ∩ Y ∗(p);

• если p̂ = 0, то
при m∗(0) < 1 для всех p ∈ [0, 1] m∗(p) < 1, задача на
максимум в (1.5) разрешима, m∗(p) = 1 и Y∗(p) ⊃ Y ∗(p) =
Y∗(p) ∩ Y ∗(p);
при m∗(0) = 1 задача на максимум разрешима при всех
p ∈ (0, 1], m∗(p) = 1 и Y∗(p) ⊃ Y ∗(p) = Y∗(p) ∩ Y ∗(p), а
при p = 0 задача (1.5) сводится к задаче на максимум и
Y ∗(p) ⊃ Y∗(p) = Y∗(p) ∩ Y ∗(p).

2. Если задача на максимум в (1.5) разрешима при всех p ∈ [0, 1],
то

• если 0 < inf{p ∈ [0, 1], m∗(p) = 1} = qp = sup{p ∈
∈ [0, 1], m∗(p) < 1}, то
для всех p < qp m∗(p) < 1, задача на минимум в (1.5) раз-
решима, m∗(p) = 1 и Y ∗(p) ⊃ Y∗(p) = Y∗(p) ∩ Y ∗(p);
для всех p > qp m∗(p) = 1, задача (1.5) сводится к задаче
на минимум.

• если qp = 0, то при m∗(0) < 1 для p = 0 задача на минимум
в (1.5) разрешима, m∗(0) = 1 и Y ∗(p) ⊃ Y∗(p) = Y∗(p) ∩
Y ∗(p), а для p > 0 m∗(p) = 1, задача (1.5) сводится к
задаче на минимум;
при m∗(0) = 1 задача (1.5) сводится к задаче на минимум
при всех p ∈ [0, 1];

• если qp = 1, то при m∗(1) < 1 задача на минимум в (1.5)
разрешима при всех p ∈ [0, 1], m∗(p) = 1, ибо в этом случае
m∗(p) < 1; при m∗(1) = 1 задача (1.5) при p = 1 сводится
к задаче на минимум, а при p ∈ [0, 1) задача на минимум
разрешима, m∗(p) = 1, Y ∗(p) ⊃ Y∗(p) = Y∗(p) ∩ Y ∗(p);
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Рис. 9. Графики функций m∗(·) и m∗(·)

3. Если в (1.5) обе задачи разрешимы при всех p ∈ [0, 1], то при
qp > 0, p̂ < 1

p > p̂ ⇒ m∗(p) < 1⇒ m∗(p) = 1⇒ p � qp;
p < qp ⇒ m∗(p) < 1⇒ m∗(p) = 1⇒ p � p̂,

следовательно, qp � p̂, max(m∗(p), m∗(p)) = 1, p ∈ [0, 1], причем
m∗(p) = m∗(p) = 1, если qp < p < p̂, m∗(p) < 1, если p > p̂, и
m∗(p) < 1, если p < qp. При этом Y∗(p) ⊃ Y ∗(p) = Y∗(p) ∩ Y ∗(p)
для p > p̂, Y ∗(p) ⊃ Y∗(p) = Y∗(p) ∩ Y ∗(p) для p < p̂, а если
m∗(p̂) < 1, то Y∗(p)∩Y ∗(p) = Y ∗(p) для p � p̂, если же m∗(p) =
1, то Y∗(p) ∩ Y ∗(p) = Y∗(p) для p � p̂, то есть

Y∗(p) ∩ Y ∗(p) =


Y ∗(p) для p > p̂,

Y ∗(p̂) если m∗(p̂) < 1,
Y∗(p̂) если m∗(p̂) = 1,
Y∗(p) для p < p̂.

Согласно теореме 1.1 и графикам функций m∗(·) и m∗(·), приве-
денными на рис. 9, для p ∈ (qp, p̂) вполне праводподобно, что возмож-
ность ошибки не меньше и не больше p, то есть равна p, для p ∈ (p̂, p

2
)

сомнительно, что возможность ошибки не меньше p, причем тем бо-
лее сомнительно, чем больше p, для p ∈ [p

2
, 1) неправдоподобно, что

возможность ошибки не меньше p, для p ∈ (p
1
, qp) сомнительно, что

возможность ошибки не больше p, причем тем более сомнительно,
чем меньше p, наконец, для p ∈ [0, p

1
) неправдоподобно, что возмож-

ность ошибки не больше p.
Рассмотрим несколько примеров задач оптимального оценивания.
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§ 2. Примеры оптимального оценивания

2.1. Оценивание определенного нечеткого элемента

Пусть ξ̃ — «определенный нечеткий» (ОН) (cм. ч. I) элемент, эк-
вивалентный нечеткому элементу ξ,

τ
eξ
x(p) =

{
1, если p = f ξ(x),
0, если p 
= f ξ(x),

x ∈ X, p ∈ [0, 1], (2.1)

— распределение правдоподобия возможностей его значений, где
f ξ(·) : X → [0, 1] — распределение возможностей значений ξ; Ã(y), y ∈
∈ Y , — семейство «определенных нечетких» (ОН) множеств (cм. ч. I),
эквивалентных нечетким множествам семейства A(y), y ∈ Y ,

τ
eA(y)
x (p) =

{
1, если p = fA(y)(x),
0, если p 
= fA(y)(x),

x ∈ X, p ∈ [0, 1], y ∈ Y, (2.2)

— семейство индикаторных функций Ã(y), y ∈ Y , где fA(y)(·) : X →
[0, 1] — индикаторная функция нечеткого множества A(y), y ∈ Y , зна-
чение fA(y)(x) — возможность покрытия x ∈ X нечетким множеством
A(y), в данном случае — возможность ошибки при оценивании x ∈ X

значением y ∈ Y [1]. Соответственно, значение τ
eA(y)
x (p) — правдоподо-

бие возможности p ∈ [0, 1] ошибки при оценивании x ∈ X элементом
y ∈ Y . В данном случае правдоподобие возможности p ∈ [0, 1] ошиб-
ки при оценивании ОН элемента ξ̃ значением y ∈ Y

Pl(y)(p)�=Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y))=p)=


1, если p = sup

x∈X
min(f ξ(x), fA(y)(x)),

0, если p 
= sup
x∈X

min(f ξ(x), fA(y)(x)),

(2.3)
где

sup
x∈X

min(f ξ(x), fA(y)(x)) = P (ξ ∈ A(y))
�=p(y) (2.4)

— возможность ошибки при оценивании нечеткого элемента ξ значе-
нием y ∈ Y .
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Рис. 10. График функции Pl(y)(p), p ∈ [0, 1], (2.3). Стрелками →←
выделено единственное значение p(y) = P (ξ ∈ A(y)) возможности
ошибки, правдоподобие которого равно единице, правдоподобие лю-
бого другого значения возможности ошибки равно нулю. Стрелка
← указывает направление движения значения p(y) при минимизации
правдоподобия большой и максимизации правдоподобия малой воз-
можности ошибки, y ∈ Y .

В рассматриваемом случае минимизация правдоподобия боль-
шой возможности ошибки означает минимизацию значения p(y) =
sup
x∈X

min(f ξ(x), fA(y)(x)) (2.4) по y ∈ Y , при котором Pl(y)(p) = 1 (2.3),

см. рис. 10. Минимизация определит множество

Y ∗(p) = {y ∈ Y, p(y) = min
y∈Y

p(y)}�=Y ∗, (2.5)

которое в данном случае не зависит от p ∈ [0, 1]. Эти же значения
y ∈ Y ∗ максимизируют правдоподобие малой возможности ошибки,
причем Y∗(p)

�=Y∗ = Y ∗.
В рассматриваемом случае

Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y)) � p) =


1, если p � sup

x∈X
min(f ξ(x), fA(y)(x)),

0, если p > sup
x∈X

min(f ξ(x), fA(y)(x)),

Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y)) � p) =


1, если p � sup

x∈X
min(f ξ(x), fA(y)(x)),

0, если p < sup
x∈X

min(f ξ(x), fA(y)(x)).

(2.6)
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Согласно выражениям (2.6) задача минимизации Pl(P (ξ̃ ∈
∈ Ã(y)) � p) эквивалентна задаче минимизации максимального зна-
чения sup

x∈X
min(f ξ(x), fA(y)(x)) возможности p ∈ [0, 1], при котором

Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y)) � p) = 1, то есть задаче

sup
x∈X

min(f ξ(x), fA(y)(x)) ∼ min
y∈Y

. (2.7)

При этом

Y ∗(p) = {y ∈ Y, P (ξ ∈ A(y)) = min
y∈Y

sup
x∈X

min(f ξ(x), fA(y)(x))} = Y ∗

и не зависит от p ∈ [0, 1]. Эта же задача (2.7) дает и решение задачи

Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y)) � p) ∼ max
y∈Y

,

эквивалентной задаче минимизации по y ∈ Y максимального значе-
ния

sup
x∈X

min(f ξ(x), fA(y)(x))

возможности p ∈ [0, 1], при котором Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y)) � p) = 0. Поэтому
Y∗(p) = Y∗ = Y ∗.

В рассмотренном случае единственное значение возможности

p = p̂ = qp = min
y∈Y

sup
x∈X

min(f ξ(x), fA(y)(x))

ошибки оценивания ОН элемента ξ̃ значением y ∈ Y∗ = Y ∗ вполне
правдоподобно, а любые другие значения возможности ошибки оце-
нивания, как меньшие, так и бо́льшие p̂ = qp, неправдоподобны,
см. рис. 11.

В данном случае задача оценивания ОН элемента ξ̃, эквивалентно-
го нечеткому элементу ξ, эквивалентна задаче оценивания нечеткого
элемента ξ с минимальной возможностью ошибки [1].
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p̂ = qpp̂ = qp

Рис. 11. Графики Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y)) � p), p ∈ [0, 1], (a), и Pl(P (ξ̃ ∈
∈ Ã(y)) � p), p ∈ [0, 1], (б), при любом значении y ∈ {y ∈ Y, P (ξ ∈
∈ A(y)) = min

y∈Y
sup
x∈X

min(f ξ(x), fA(y)(x))} = Y∗ = Y ∗, минимизирующем

возможности ошибки при оценивании нечеткого элемента ξ значени-
ем y ∈ Y .

2.2. Оценивание неопределенного нечеткого (НН) эле-
мента

Выберем в качестве семейства Ã(y), y ∈ Y , семейство «опреде-
ленных четких» (ОЧ) множеств (cм. ч. I), эквивалентных обычным
множествам A(y), y ∈ Y = X, индикаторные функции которых

χA(y)
(x) =

{
1, x 
= y,

0, x = y,
x ∈ X, y ∈ X. (2.8)

Согласно (2.2) в таком случае

τ
eA(y)
x (p) =

{
1, если p = χA(y)

(x)
0, если p 
= χA(y)

(x)
=

1, если

{
p = 1, x 
= y,

p = 0, x = y,

0, если 0 < p < 1,

x, y ∈ X. (2.9)

Равенству (2.9) соответствуют
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Рис. 12. График функции τ
eA(y)
x (p), x ∈ X, p ∈ [0, 1].

τ
eA(y)∗
x (p) =


1, если 0 � p � 1, x 
= y,

1, если p = 0, x = y,

0, если 0 < p � 1, x = y,

τ
eA(y)
x∗ (p) =


1, если 0 � p � 1, x = y,

1, если p = 1, x 
= y,

0, если 0 � p < 1, x 
= y.

(2.10)

Пусть τ
eξ
x(p), x ∈ X, p ∈ [0, 1], — распределение правдоподобия

возможностей значений НН элемента ξ̃. Тогда согласно равенствам
(2.9)

min(τ eξ∗x (p), τ
eA(y)∗
x (p)) =

τ
eξ∗
x (p), если

{
0 � p � 1, x 
= y,

p = 0, x = y,

0, если 0 < p � 1, x = y;

max(τ eξx∗(p), τ
eA(y)
x∗ (p)) =

1, если

{
0 � p � 1, x = y,

p = 1, x 
= y,

τ
eξ
x∗(p), если 0 � p < 1, x 
= y;

x, y ∈ X, p ∈ [0, 1]. (2.11)
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Наконец,

sup
x∈X

min(τ eξ∗x (p), τ
eA(y)∗
x (p)) =


sup
x∈X

τ
eξ∗
x (p), если p = 0

sup
x 
=y

τ
eξ∗
x (p), если 0 < p � 1

=

= sup
x 
=y

τ
eξ∗
x (p), 0 � p � 1;

inf
x∈X

max(τ eξx∗(p), τ
eA(y)
x∗ (p)) =

1, если p = 1

inf
x 
=y

τ
eξ
x∗(p), если 0 � p < 1

=

= inf
x 
=y

τ
eξ
x∗(p), 0 � p � 1.

(2.12)

В рассматриваемом случае задача (1.5) обретает следующий вид:

Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y)) � p) = sup
x∈X
x �=y

τ
eξ∗
x (p) ∼ min

y∈Y
, p ∈ [0, 1];

Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y)) � p) = inf
x∈X
x �=y

τ
eξ
x∗(p) ∼ max

y∈Y
, p ∈ [0, 1].

(2.13)

Следующая лемма полезна при решении задачи (2.13).

Лемма 2.1. Пусть задачи на минимум и на максимум в (2.13) раз-
решимы, Y ∗(p) и Y∗(p) — множества их решений, и

p̂(y) = inf{p ∈ [0, 1], sup
x 
=y

τ
eξ∗
x (p) < 1} = sup{p ∈ [0, 1], sup

x 
=y
τ
eξ∗
x (p) = 1},

qp(y) = inf{p ∈ [0, 1], inf
x 
=y

τ
eξ
x∗(p) = 1} = sup{p ∈ [0, 1], inf

x 
=y
τ
eξ
x∗(p) < 1}.

(2.14)
Тогда для любого y ∈ Y qp(y) � p̂(y), qp � qp(y), p̂ � p̂(y), см. рис. 13.

Доказательство. Неравенства qp � qp(y), p̂ � p̂(y) следуют соответ-
ственно из неравенств

sup
x 
=y∗(p)

τ
eξ∗
x (p) � sup

x 
=y
τ
eξ∗
x (p), inf

x 
=y∗(p)
τ
eξ
x∗(p) � inf

x 
=y
τ
eξ∗
x∗(p),

y∗(p) ∈ Y ∗(p), y∗(p) ∈ Y∗(p),
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qp(y) p̂(y)

m∗(p)

m∗(p)

qp p̂

(а)

(б)

Рис. 13. Графики функций inf
x 
=y

τ
eξ
x∗(p), sup

x 
=y
τ
eξ∗
x (p), m∗(p) и m∗(p), p ∈

∈ [0, 1]. Стрелки ← указывают смещения qp(y) и p̂(y) к значениям qp и
p̂ соответственно, определяемым при решении задачи (2.13). Значе-
ния возможности p ∈ (qp, p̂) ошибки вполне правдоподобны; значения,
меньшие qp и бо́льшие p̂ — сомнительны.

p ∈ [0, 1]. Заметим теперь, что в согласии с леммой 1.1

max(sup
x 
=y

τ
eξ∗
x (p), inf

x 
=y
τ
eξ
x∗(p))= sup

x 
=y
inf
x 
=y

max(τ eξ∗x (p), τ
eξ
x∗(p))=1, p ∈ [0, 1].

(2.15)
Предположим, что ∃y ∈ Y , для которого p̂(y) < qp(y). Тогда ∃ε > 0,
для которого p̂(y) < qp(y)− ε < qp(y), и в силу определения (2.14) p̂(y)
и qp(y) sup

x 
=y
τ
eξ∗
x (qp(y)− ε) < 1, ибо p̂(y) < qp(y)− ε, и inf

x 
=y
τ
eξ
x∗(qp(y)− ε) < 1,

ибо qp(y)− ε < qp(y), и, следовательно, вопреки (2.15)

max(sup
x 
=y

τ
eξ∗
x (qp(y)− ε), inf

x 
=y
τ
eξ∗
x∗(qp(y)− ε)) < 1.
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τ
eξ
· (·) = 1

τ
eξ(·) = 1

τ
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Рис. 14. Распределение τ
eξ
x(p), (x, p) ∈ [−1, 1] × [0, 1] равно единице

всюду в заштрихованной области, нулю — в незаштрихованной, (а),
аналогично представлены τ

eξ∗
x (p), (x, p) ∈ [−1, 1]× [0, 1], (б), и τ

eξ
x∗(p),

(x, p) ∈ [−1, 1] × [0, 1], (в); y∗ = y∗ — оптимальная оценка ξ̃, см.
рис. 15.

Пусть, например, ξ̃ — НН элемент, принимающий значения на от-
резке [−1, 1] = X = Y , распределение правдоподобия возможностей
значений которого представлено на рис. 14. На рис. 15 проиллюстри-
ровано решение задачи (2.13) для этого случая.

Для наилучшей оценки y∗ = y∗ НН элемента ξ̃ вполне правдо-
подобны лишь значения возможности p ∈ [qp, p̂] ошибки оценивания.
Для любой другой оценки y вполне правдоподобны возможности p ∈
∈ (qp, 1] ошибки, в частности, вполне правдоподобна возможность
p = 1.
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Рис. 15. Графики функций m∗(p) = sup
x 
=y∗

τ
eξ∗
x (p), p ∈ [0, 1], (————), и

m∗(p) = inf
x 
=y∗

τ
eξ
x∗(p), p ∈ [0, 1], (– – – –), y∗ = y∗, (а); графики функ-

ций sup
x 
=y

τ
eξ∗
x (p), p ∈ [0, 1], и inf

x 
=y
τ
eξ
x∗(p), p ∈ [0, 1], при y 
= y∗ = y∗, (б),

см. рис. 14. Для наилучшей оценки y∗ = y∗ НН элемента ξ̃ вполне
правдоподобны лишь значения возможности p ∈ [qp, p̂] ошибки оцени-
вания. Для любой другой оценки y вполне правдоподобны возмож-
ности p ∈ (qp, 1] ошибки, в частности, вполне правдоподобна возмож-
ность p = 1.

§ 3. Критерий качества оценивания, основанный на
правдоподобии необходимости (неизбежности) ошиб-
ки

Охарактеризуем качество оценивания значением правдоподобия
необходимости ошибки оценивания, а именно значением правдоподо-
бия истинности высказывания, согласно которому n — необходимость
(неизбежность) ошибки оценивания НН элемента ξ̃ значением y ∈ Y :

Pl(N(ξ̃ ∈ Ã(y)) = n) = Pl(P (ξ̃ ∈ X \ Ã(y)) = ϑ(n)), n ∈ [0, 1], y ∈ Y.
(3.1)

Здесь и далее ϑ(·) : [0, 1] → [0, 1] — непрерывная, строго монотонно
убывающая функция, ϑ(0) = 1, ϑ(1) = 0, ϑ(ϑ(a)) = a, a ∈ [0, 1], см.
части I, II.
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Рис. 16. Стрелками →← отмечено единственное значение n(y) =
N(ξ ∈ A(y)) необходимости ошибки оценивания ОН элемента ξ̃ значе-
нием y ∈ Y , правдоподобие которого равно единице, другие значения
необходимости ошибки — неправдоподобны.

Пусть ξ̃ — ОН элемент, эквивалентный нечеткому элементу ξ, рас-
пределенный согласно (2.1), A(y), y ∈ Y , — семейство ОН множеств,
индикаторные функции которых определены в (2.2). Тогда в рассмат-
риваемом случае согласно равенствам (2.3)

Pl(N(ξ̃ ∈ Ã(y))=n) =


1, если ϑ(n) = sup

x∈X
min(f ξ(x), fX\A(y)(x))

0, если ϑ(n) 
= sup
x∈X

min(f ξ(x), fX\A(y)(x))
=

=

1, если n = inf
x∈X

max(ϑ ◦ f ξ(x), ϑ ◦ fX\A(y)(x)),

0, если n 
= inf
x∈X

max(ϑ ◦ f ξ(x), ϑ ◦ fX\A(y)(x)),

n ∈ [0, 1], y ∈ Y, (3.2)

где

inf
x∈X

max(ϑ ◦ f ξ(x), ϑ ◦ fX\A(y)(x)) = N(ξ ∈ A(y))
�=n(y) (3.3)

— необходимость ошибки оценивания нечеткого элемента ξ значением
y ∈ Y, см. рис. 16 [1].

Оптимизация оценивания в данном случае означает минимиза-
цию правдоподобия больших необходимостей и максимизацию прав-
доподобия малых необходимостей ошибки оценивания, оба требова-
ния удовлетворяются путем минимизации n(y) по y ∈ Y :
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n(y) = max(ϑ ◦ f ξ(x), ϑ ◦ fX\A(y)(x)) ∼ min
y∈Y

, (3.4)

см. рис. 17.
Пусть

fX\A(y)(x) =

{
1, если fA(y)(x) < 1,
0, если fA(y)(x) = 1,

x ∈ X,

множество Xξ = {x ∈ X, f ξ(x) = 1} максимально возможных зна-
чений нечеткого элемента ξ не пусто, X(y) = {x ∈ X, fA(y)(x) < 1},
y ∈ Y , и Y0 = {y ∈ Y, Xξ ∩X(y) 
= ∅}. Тогда Y0 — множество решений
задачи (3.4), причем n(y) = 0, y ∈ Y0, поскольку ϑ ◦ f ξ(x) = 0, x ∈ Xξ,
и ϑ◦fX\A(y)(x) = 0, x ∈ X(y). В этом случае для любой оценки y ∈ Y0

ОН элемента ξ̃ вполне правдоподобна необходимость ошибки лишь
равная нулю, остальные значения необходимости неправдоподобны.

Этот же результат можно получить, рассматривая задачу

Pl(N(ξ̃ ∈ Ã(y)) � n) = Pl(P (ξ̃ ∈ X \ Ã(y)) � ϑ(n)) ∼ min
y∈Y

,

Pl(N(ξ̃ ∈ Ã(y)) � n) = Pl(P (ξ̃ ∈ X \ Ã(y)) � ϑ(n)) ∼ max
y∈Y

,
(3.5)

которая в детальной записи имеет вид

Pl(N(ξ̃ ∈ Ã(y)) � n) =

=

1, если n � inf
x∈X

max(ϑ ◦ f ξ(x), ϑ ◦ fX\A(y)(x))

0, если n > inf
x∈X

max(ϑ ◦ f ξ(x), ϑ ◦ fX\A(y)(x))
∼ min

y∈Y
,

Pl(N(ξ̃ ∈ Ã(y)) � n) =

=

1, если n � inf
x∈X

max(ϑ ◦ f ξ(x), ϑ ◦ fX\A(y)(x))

0, если n < inf
x∈X

max(ϑ ◦ f ξ(x), ϑ ◦ fX\A(y)(x))
∼ max

y∈Y
.

Пусть теперь Ã(y), y ∈ Y , — семейство определенных четких мно-
жеств, эквивалентных соответственно обычным множествам A(y), y ∈
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Рис. 17. Графики функций Pl(N(ξ̃ ∈ Ã(y)) � n), n ∈ [0, 1], (а), и
Pl(N(ξ̃ ∈ Ã(y)) � n), n ∈ [0, 1], (б). При любом y ∈ Y0 n(y) = 0.

1

1

p

τ

x
y

Рис. 18. График функции τ
X\ eA(y)
x (p), x ∈ X, p ∈ [0, 1], (3.6).

∈ Y ; их индикаторные функции определены равенствами (2.8), со-
гласно которым

τ
X\ eA(y)
x (p) =

{
1, если p = χX\A(y)

(x),

0, если p 
= χX\A(y)
(x),

=

=

1, если

{
p = 1, x = y,

p = 0, x 
= y,

0, если 0 < p < 1,

p ∈ [0, 1], x, y ∈ X = Y. (3.6)
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Равенствам (3.6) соответствуют

τ
X\ eA(y)∗
x (p) =


1, если 0 � p � 1, x = y,

1, если p = 0, x 
= y,

0, если 0 < p � 1, x 
= y,

x, y ∈ X, p ∈ [0, 1],

τ
X\ eA(y)
x∗ (p) =


1, если 0 � p � 1, x 
= y,

1, если p = 1, x = y,

0, если 0 � p < 1, x = y,

x, y ∈ X, p ∈ [0, 1].

(3.7)
Если τ

eξ
x(p), p ∈ [0, 1], x ∈ X, — распределение оцениваемого НН

элемента, то

sup
x∈X

min(τ eξ∗x (p), τ
X\ eA(y)∗
x (p)) =

supx 
=y
τ
eξ∗
x (0) = 1, p = 0

τ
eξ∗
y (p), 0 < p � 1

= τ
eξ∗
y (p),

inf
x∈X

max(τ eξx∗(p), τ
X\ eA(y)
x∗ (p)) = τ

eξ
y∗(p),

p ∈ [0, 1]. (3.8)

Поэтому согласно равенствам (1.4), (3.8), получаем следующую зада-
чу:

Pl(N(ξ̃ ∈ Ã(y)) � n) = Pl(P (ξ̃ ∈ X \ Ã(y)) � ϑ(n)) =

= τ
eξ
y∗(ϑ(n)) ∼ min

y∈Y
, n ∈ [0, 1],

Pl(N(ξ̃ ∈ Ã(y)) � n) = τ
eξ∗
y (ϑ(n)) ∼ max

y∈Y
, n ∈ [0, 1].

(3.9)
Для анализа задачи (3.9) следует несколько дополнить теорему

1.1. Определим функции

l∗(n) = min
y∈Y

Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y)) � ϑ(n)), n ∈ [0, 1],

l∗(n) = max
y∈Y

Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y)) � ϑ(n)), n ∈ [0, 1].
(3.10)
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Рис. 19. Графики функций l∗(n), n ∈ [0, 1], и l∗(n), n ∈ [0, 1].

Ограничимся случаем, когда обе задачи (3.9) разрешимы. Обозна-
чим Y ∗(n) множество решений первой задачи (3.9), Y∗(n) — второй,
n ∈ [0, 1]. Проверим, что l∗(·) невозрастает, а l∗(·) неубывает. Дей-
ствительно, для n < n′

l∗(n) = Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y∗(n))) � ϑ(n)) � Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y∗(n))) � ϑ(n′)) �
� Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y∗(n′))) � ϑ(n′)) = l∗(n′),

y∗(n) ∈ Y ∗(n), y∗(n′) ∈ Y ∗(n′);

l∗(n) = Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y∗(n))) � ϑ(n)) � Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y∗(n))) � ϑ(n′)) �
� Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y∗(n′))) � ϑ(n′)) = l∗(n′),

y∗(n) ∈ Y∗(n), y∗(n′) ∈ Y∗(n′).

Пусть

n̂ = sup{n ∈ [0, 1], l∗(n) = 1} = inf{n ∈ [0, 1], l∗(n) < 1},
qn = sup{n ∈ [0, 1], l∗(n) < 1} = inf{n ∈ [0, 1], l∗(n) = 1}.

(3.11)

Тогда решения (3.10) задачи (3.9) можно охарактеризовать следую-
щим образом, см. рис. 19.

Для n < n̂ множество Y∗(n) ∩ Y ∗(n) решений задачи (3.9) совпа-
дает с множеством Y∗(n) решений задачи на максимум в (3.9), для
n > n̂ Y∗(n) ∩ Y ∗(n) = Y ∗(n), наконец,
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Y∗(n̂) ∩ Y ∗(n̂) =

{
Y ∗(n̂), если l∗(n̂) < 1,
Y∗(n̂), если l∗(n̂) = 1.

Следовательно, доказана

Теорема 3.1. Пусть обе задачи в (3.9) разрешимы, Y ∗(n) и Y∗(n)
— множества решений задач на минимум и соответственно — на
максимум, n ∈ [0, 1]. Тогда множество Y∗(n)∩Y ∗(n) решений задачи
(3.9) определится следующим образом:

Y∗(n) ∩ Y ∗(n) =


Y ∗(n) для n > n̂,

Y ∗(n̂) если l∗(n̂) < 1,
Y∗(n̂) если l∗(n̂) = 1,
Y∗(n) для n < n̂.

(∗)

Замечание 3.1. Если ∀x ∈ X τ
eξ
x(·) ∈ T̂ (cм. ч. II), то есть если

τ
eξ
x(p) = min(τ

eξ∗
x (p), τ

eξ
x∗(p)), p ∈ [0, 1], x ∈ X, то в силу равенств (∗)

теоремы 3.1 для каждого решения y(n) ∈ Y∗(n) ∩ Y ∗(n) задачи (3.9)

τ
eξ
y(n)(ϑ(n)) = Pl(N(ξ̃ ∈ Ã(y(n))) = n) =

= min(τ
eξ∗
y(n)(ϑ(n)), τ

eξ
y(n)∗(ϑ(n))) ≡ min(l∗(n), l∗(n)), n ∈ [0, 1].

В этом случае решение задачи (3.9) характеризуется распределе-
нием правдоподобия необходимостей ошибки, представленным на
рис.20, согласно которому вполне правдоподобны значения n ∈ (qn, n̂)
необходимостей ошибки, сомнительны значения необходимостей n ∈
∈ (n1, qn) ∪ (n̂, n2), и неправдоподобны значения n ∈ [0, n1] ∪ [n2, 1].

Пусть, например, оцениваемый НН элемент ξ̃ имеет распреде-
ление правдоподобия возможностей значений, представленное на
рис. 21 a. На рис. 21 г,д представлены значения функций τ

eξ∗
x (p),

(x, p) ∈ X× [0, 1], и τ
eξ
x∗(p), (x, p) ∈ X× [0, 1], согласно которым реше-

ние задачи (3.9) охарактеризовано графиками l∗(n) = min
y∈Y

τ
eξ
x∗(ϑ(n)),

n ∈ [0, 1], l∗(n) = max
y∈Y

τ
eξ∗
x (ϑ(n)), n ∈ [0, 1], представленными на
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Рис. 20. График распределения τ
eξ
y(n)(ϑ(n)), n ∈ [0, 1].

рис. 22 а,б. Согласно этим графикам вполне правдоподобны любые
значения необходимости ошибки оценивания в интервале [qn, n̂) =
[0, n̂), неправдоподобны значения необходимости ошибки � n̂.

§ 4. О критериях оптимальности оценивания, осно-
ванных на значениях доверия возможности и дове-
рия необходимости ошибок

Критерий оптимальности оценивания, основанный на значениях
доверия возможности ошибки, можно определить условиями

Bel((P )(ξ̃ ∈ Ã(y)) < p) = ϑ(Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y)) � p)) ∼ max
y∈Y

,

Bel((P )(ξ̃ ∈ Ã(y)) > p) = ϑ(Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y)) � p)) ∼ min
y∈Y

,
(4.1)

эквивалентными задаче

Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y)) � p) ∼ min
y∈Y

,

Pl(P (ξ̃ ∈ Ã(y)) � p) ∼ max
y∈Y

.
(4.2)

Поскольку задача (4.2) совпадает с рассмотренной ранее задачей
(1.5), критерий оптимальности, основанный на значениях доверия
возможности ошибки, можно специально не рассматривать.
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Рис. 21. (а) τ
eξ
x(p) = 1, (x, p) ∈ (заштрихованная область)⊂ X × [0, 1];

τ
eξ
x(p) = 0, (x, p) ∈ (X × [0, 1]) \(заштрихованная область). (б)
τ
eξ∗
x (p) = 1, (x, p) ∈ (заштрихованная область)⊂ X × [0, 1]; τ

eξ∗
x (p) = 0,

(x, p) ∈ (X × [0, 1]) \(заштрихованная область). (в) τ
eξ
x∗(p) = 1, (x, p) ∈ (за-

штрихованная область)⊂ X × [0, 1]; τ
eξ
x∗(p) = 0, (x, p) ∈ (X × [0, 1]) \(за-

штрихованная область). (г) τ
eξ∗
x (ϑ(n)) = 1, (x, n) ∈ (заштрихованная

область)⊂ X × [0, 1]; τ
eξ∗
x (ϑ(n)) = 0, (x, n) ∈ (X × [0, 1]) \(заштрихо-

ванная область). (д) τ
eξ
x∗(ϑ(n)) = 1, (x, n) ∈ (заштрихованная об-

ласть)⊂ X × [0, 1]; τ
eξ
x∗(ϑ(n)) = 0, (x, n) ∈ (X × [0, 1]) \(заштрихованная

область). Y ∗(n) ⊂ Y∗(n), n > n̂; Y = X, Y ∗(n) ⊃ Y∗(n), n < n̂.
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Рис. 22. Графики функций (а) l∗(n) = min
y∈Y

τ
eξ
y∗(ϑ(n)), n ∈ [0, 1]; (б)

l∗(n) = max
y∈Y

τ
eξ∗
y (ϑ(n)), n ∈ [0, 1], Y = X.

Критерий оптимальности оценивания, основанный на значениях
доверия необходимости ошибки, можно определить условиями

Bel((N)(ξ̃ ∈ Ã(y)) < n) = ϑ(Pl(N(ξ̃ ∈ Ã(y)) � n)) ∼ max
y∈Y

,

Bel((N)(ξ̃ ∈ Ã(y)) > n) = ϑ(Pl(N(ξ̃ ∈ Ã(y)) � n)) ∼ min
y∈Y

,
(4.3)

эквивалентными задаче

Pl(N(ξ̃ ∈ Ã(y)) � n) ∼ min
y∈Y

,

Pl(N(ξ̃ ∈ Ã(y)) � n) ∼ max
y∈Y

.
(4.4)

Поскольку задача (4.4) совпадает с рассмотренной ранее задачей
(3.9), этот критерий оптимальности также далее не рассматривается.

Вместе с тем эти критерии позволяют уточнить формулировки
решений задач (1.5) и (3.9). Например, решения задач на минимум
и на максимум в (4.2), минимизирующие правдоподобие больших и
соответственно — максимизирующие правдоподобие малых возмож-
ностей ошибок оценивания, в то же время максимизируют доверие
малых и минимизируют доверие больших возможностей ошибки в
(4.1). Аналогично решения задач в (4.4), минимизирующие и мак-
симизирующие правдоподобия больших и соответственно — малых
необходимостей ошибки, максимизируют и соответственно миними-
зируют доверия малых и больших необходимостей ошибки.
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§ 5. Оптимальное оценивание с учетом результатов
наблюдений

Полученные ранее результаты позволяют решать задачи оценива-
ния, учитывая наблюдения. При этом, однако, в задаче оценивания
НН элемента, понимаемой теперь как задача интерпретации наблю-
дений, появляется новый момент, обусловленный тем, что истинность
модели, используемой исследователем для оценивания, практически
никогда нельзя считать абсолютной. Поэтому теперь при решении за-
дачи оценивания НН элемента с учетом данных наблюдений послед-
ние должны быть использованы и для анализа адекватности модели
оцениваемого НН элемента.

5.1. Критерий адекватности модели измерения и модели
оценивания

Рассмотрим в общих чертах проблему адекватности модели НН
элемента ξ̃, заданной распределением τ

eξ
x(p) правдоподобия возмож-

ностей p ∈ [0, 1] его значений x ∈ X. Основным требованием к моде-
ли НН элемента, значения которого наблюдаемы, является ее доста-
точная определенность, допускающая экспериментальную проверку.
В данном случае одно из требований состоит в том, что для каж-
дого значения x ∈ X НН элемента ξ̃ должно существовать вполне
правдоподобное5 значение p ∈ [0, 1] возможности равенства ξ̃ = x,
то есть для любого x ∈ X можно указать p ∈ [0, 1], для которого
τ
eξ
x(p) = 1, что эквивалентно условию нормировки max

0�p�1
τ
eξ
x(p) = 1,

x ∈ X. Поскольку, вообще говоря, max
0�p�1

τ
eξ
x(p) не обязательно суще-

ствует, в общем случае первое условие достаточной определенности
модели ξ̃ формулируется так:

∀x ∈ X ∀ε > 0 ∃p ∈ [0, 1] : τ
eξ
x(p) � 1− ε, (5.1)

5Поскольку «0» и «1» — «неподвижные» точки шкалы L = ([0, 1], �, max, min)
значений правдоподобия, смысл которых в любой шкале γL, γ ∈ − (см. ча-
сти I, II), одинаков, подчеркнем «абсолютность» и «категоричность» высказыва-
ний, правдоподобие которых равно единице, назвав их вполне правдоподобными,
и соответственно — неправдоподобными, если их правдоподобие равно нулю.
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или, что то же самое6,

sup
0�p�1

τ
eξ
x(p) = 1, x ∈ X. (5.2)

Далее будет показано, что условие (5.2) играет ключевую роль
при построении критерия неадекватности модели НН элемента ξ̃.

Но для построения такого критерия одного условия (5.2) недо-
статочно. Необходимо еще исключить модели, для которых вполне
правдоподобны возможные и одновременно невозможные значения ξ̃.
Иначе говоря, достаточно определенная модель НН элемента ξ̃ долж-
на удовлетворять еще одному условию:

{x ∈ X, sup
0<p�1

τ
eξ
x(p) = 1} ∩ {x ∈ X, τ

eξ
x(0) = 1} = ∅. (5.3)

Рассмотрим следующие подмножества множества X :

X
{1}
(0, 1]

�={x ∈ X, sup
0<p�1

τ
eξ
x(p) = 1}, (5.4)

X
(0, 1)
(0, 1]

�={x ∈ X, 0 < sup
0<p�1

τ
eξ
x(p) < 1}, (5.5)

X
{0}
(0, 1]

�={x ∈ X, sup
0<p�1

τ
eξ
x(p) = 0}. (5.6)

Согласно определениям (5.4), (5.5), (5.6)

• X
{1}
(0, 1] — множество тех x ∈ X, для которых положительная воз-

можность равенства ξ̃ = x вполне правдоподобна. X{1}
(0, 1] назовем

множеством вполне правдоподобных возможных значений НН
элемента ξ̃, ибо для любого x ∈ X

{1}
(0, 1]

Pl(P (ξ̃ = x) ∈ (0, 1]) = 1 (5.7)

6Это условие инвариантно относительно группы автоморфизмов шкалы зна-
чений правдоподобия возможности (cм. ч. II).
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• X
(0, 1)
(0, 1] — множество тех x ∈ X, для которых положительная

возможность равенства ξ̃ = x сомнительна. X(0, 1)
(0, 1] назовем мно-

жеством сомнительно возможных значений ξ̃, ибо для любого
x ∈ X

(0, 1)
(0, 1]

0 < Pl(P (ξ̃ = x) ∈ (0, 1]) < 1 (5.8)

• X
{0}
(0, 1] — множество тех x ∈ X, для которых положительная

возможность равенства ξ̃ = x неправдоподобна. X{0}
(0, 1] назовем

множеством неправдоподобно возможных значений ξ̃, ибо для
любого x ∈ X

{0}
(0, 1]

Pl(P (ξ̃ = x) ∈ (0, 1]) = 0 (5.9)

Заметим, что множества (5.4), (5.5), (5.6) попарно не пересекаются и
их объединение

X
{1}
(0, 1]

⋃
X

(0, 1)
(0, 1]

⋃
X

{0}
(0, 1] = X.

Рассмотрим еще множества7

X
{1}
{0}

�={x ∈ X, τ
eξ
x(0) = 1}, (5.10)

X
(0, 1)
{0}

�={x ∈ X, 0 < τ
eξ
x(0) < 1}, (5.11)

X
{0}
{0}

�={x ∈ X, τ
eξ
x(0) = 0}. (5.12)

Согласно определениям (5.10), (5.11), (5.12)

• X
{1}
{0} — множество тех x ∈ X, для которых невозможность ра-

венства ξ̃ = x вполне правдоподобна. X{1}
{0} назовем множеством

вполне правдоподобно невозможных значений ξ̃, ибо для любо-
го x ∈ X

{1}
{0}

Pl(P (ξ̃ = x) = 0) = 1 (5.13)
7Множества (5.4)—(5.6) и (5.10)—(5.12) инвариантны относительно группы ав-

томорфизмов шкалы значений правдоподобия возможности (cм. ч. II).
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• X
(0, 1)
{0} — множество тех x ∈ X, для которых невозможность

равенства ξ̃ = x сомнительна. X(0, 1)
{0} назовем множеством со-

мнительно невозможных значений ξ̃, ибо для любого x ∈ X
(0, 1)
{0}

0 < Pl(P (ξ̃ = x) = 0) < 1 (5.14)

• X
{0}
{0} — множество тех x ∈ X, для которых невозможность

равенства ξ̃ = x неправдоподобна. X
{0}
{0} назовем множеством

неправдоподобно невозможных значений ξ̃, ибо для любого x ∈
∈ X

{0}
{0}

Pl(P (ξ̃ = x) = 0) = 0. (5.15)

Заметим, что множества (5.10), (5.11), (5.12) попарно не пересекаются
и их объединение

X
{1}
{0}
⋃

X
(0, 1)
{0}

⋃
X

{0}
{0} = X.

Заметим также, что так как

Bel((P )(ξ̃ = x) ∈ Q) = ϑ(Pl(P (ξ̃ = x) ∈ [0, 1]) \Q), Q ⊂ [0, 1], x ∈ X,

где ϑ(·) : [0, 1]→ [0, 1] — непрерывная строго монотонно убывающая
функция, ϑ(0) = 1, ϑ(1) = 0, ϑ(ϑ(a)) = a, a ∈ [0, 1], то условия (5.13),
(5.14) и (5.15) эквивалентны соответственно следующим условиям

Bel((P )(ξ̃ = x) ∈ (0, 1]) = 0, (5.13∗)

0 < Bel((P )(ξ̃ = x) ∈ (0, 1]) < 1, (5.14∗)

Bel((P )(ξ̃ = x) ∈ (0, 1]) = 1 (5.15∗)
(ср. с соответственно с (5.9), (5.8), (5.7)).

Образуем следующие множества:

X̂
�=X{1}

(0, 1]

⋃
X

{0}
{0} = X

{1}
(0, 1], (5.16)

X̃
�=X(0, 1)

(0, 1]

⋃
X

(0, 1)
{0} , (5.17)

qX
�=X{0}

(0, 1]

⋃
X

{1}
{0} = X

{1}
{0} , (5.18)

среди которых
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• X̂ можно интерпретировать как множество тех x ∈ X, для ко-
торых равенство ξ̃ = x не противоречит модели НН элемента
ξ̃. Заметим, что согласно условию (5.2), если x′ ∈ X

{0}
{0}

�={x ∈
∈ X, τ

eξ
x(0) = 0}, то x′ ∈ X

{1}
(0, 1]

�={x ∈ X, sup
0<p�1

τ
eξ
x(p) = 1}; поэто-

му X
{0}
{0} ⊂ X

{1}
(0, 1], откуда следует второе равенство в (5.16).

• X̃ можно интерпретировать как множество тех x ∈ X, для ко-
торых как возможность, так и невозможность равенства ξ̃ = x
сомнительны. Равенство ξ̃ = x может породить сомнение как в
адекватности, так и в неадекватности модели ξ̃.

• qX можно интерпретировать как множество тех x ∈ X, для кото-
рых равенство ξ̃ = x противоречит модели ξ̃ = x, причем соглас-
но условию (5.2), если x′ ∈ X

{0}
(0, 1] = {x ∈ X, sup

0<p�1
τ
eξ
x(p) = 0}, то

x′ ∈ X
{1}
{0} = {x ∈ X, τ

eξ
x(0) = 1}, то есть X

{0}
(0, 1] ⊂ X

{1}
{0} , откуда

следует второе равенство в (5.18).

Заметим однако, что в силу условия (5.2), если x′ ∈ X
(0, 1)
(0, 1] (5.5),

то x′ ∈ X
{1}
{0} (5.10) и, следовательно,

X
(0, 1)
(0, 1]

�=q

X̃ ⊂ qX = X
{1}
{0} , (5.19)

а если x′ ∈ X
(0, 1)
{0} (5.5), то x′ ∈ X

{1}
(0, 1] и, следовательно,

X
(0, 1)
{0}

�= ̂̃X ⊂ X̂ = X
{1}
(0, 1]. (5.20)

Поэтому множество X̃ = q

X̃∪ ̂̃X «сомнительных» значений ξ̃ может
быть исключено из схемы проверки адекватности модели НН элемен-
та ξ̃. Его часть q

X̃ может быть выделена как подмножество значений
ξ̃, противоречащих его модели, но не настолько, чтобы ее отвергать,
а часть ̂̃X множества X̃ может быть выделена как подмножество X̂
значений ξ̃, хотя и не противоречащих его модели, но тем не менее
дающих повод сомневаться в ее адекватности.



302 Ю.П. Пытьев

Заметим, наконец, что множества X̂ = X
{1}
(0, 1] и qX = X

{1}
{0} в силу

условия (5.3) не пересекаются и при этом

X̂ ∪ qX = X, (5.21)

поскольку, с одной стороны, очевидно, {x ∈ X, sup
0<p�1

τ
eξ
x(p) = 1}∪{x ∈

∈ X, sup
0<p�1

τ
eξ
x(p) < 1} = X, а, с другой стороны, {x ∈ X, sup

0<p�1
τ
eξ
x(p) <

1} ⊂ {x ∈ X, τ
eξ
x(0) = 1}.

Сформулируем полученные результаты.

Теорема 5.1. Пусть для любого x ∈ X выполнены следующие усло-
вия:

sup
0�p�1

τ
eξ
x(p) = 1; (5.2)

если sup
0<p�1

τ
eξ
x(p) = 1, то τ eξx(0) < 1;

если τ
eξ
x(0) = 1, то sup

0<p�1
τ
eξ
x(p) < 1.

 (5.3)

Тогда:
X̂ = {x ∈ X, sup

0<p�1
τ
eξ
x(p) = 1} (5.16)

— множество тех x′ ∈ X, для которых равенство ξ̃ = x′ не сви-
детельствует против адекватности модели НН элемента ξ̃, хотя
и не исключает ее неадекватности, особенно если x′ ∈ ̂̃

X
�={x ∈

∈ X, 0 < τ
eξ
x(0) < 1};

qX = {x ∈ X, τ
eξ
x(0) = 1} (5.18)

— множество тех x′ ∈ X, для которых равенство ξ̃ = x′ свиде-
тельствует против модели НН элемента ξ̃, хотя и не исключает
ее адекватности, если x′ ∈ q

X̃
�={x ∈ X, 0 < sup

0<p�1
τ
eξ
x(p) < 1};

Множества X̂ и qX инвариантны относительно группы авто-
морфизмов шкалы значений правдоподобия возможности и при усло-
виях (5.2), (5.3) X̂ ∩ qX = ∅ и X̂ ∪ qX = X.
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5.2. Схема измерения НН элемента и ее модель

Рассмотрим задачу оценивания, в которой наблюдаем результат
ξ̃ = x измерения НН элемента ϕ̃ ∈ F , выполненного по схеме

ξ̃ = Aϕ̃+ ν̃. (5.22)

В равенстве (5.22) A : F → X — оператор, моделирующий измери-
тельный прибор, ν̃ — НН элемент, моделирующий ошибку измерения,
шум. Модель [A, τ eϕ· (·), τ eν· (·)] измерения, выполненного по схеме (5.22),
определяется оператором A и распределениями правдоподобия воз-
можностей значений НН шума ν̃ τ eνx (p), x ∈ X, p ∈ [0, 1], и НН элемен-
та ϕ̃ τ eϕf (p), f ∈ F , p ∈ [0, 1], моделирующего измеряемый прибором
A НН сигнал ϕ̃. Согласно равенству (5.22)

τ
eξ|eϕ
x|f (p) = τ eνx−Af(p), x ∈ X, f ∈ F, p ∈ [0, 1], (5.23)

— переходное распределение НН элемента ξ̃ при ϕ̃ = f , значение
τ
eξ|eϕ
x|f (p) — правдоподобие истинности высказывания, согласно которо-

му p — возможность равенства ξ̃ = x, при ϕ̃ = f (cм. ч. I). Поэтому

τ
eξ, eϕ
x, f (p) = (τ

eν
x−Af ∧ τ eϕf )(p), x ∈ X, f ∈ F, p ∈ [0, 1], (5.24)

— совместное распределение правдоподобия возможностей значений
НН элементов ξ̃ и ϕ̃, и, как следствие,

τ
eξ, eϕ∗
x, f (p) = min(τ

eν∗
x−Af (p), τ

eϕ∗
f (p)),

τ
eξ, eϕ
x, f∗(p) = max(τ

eν
x−Af∗(p), τ

eϕ
f∗(p)),

x ∈ X, f ∈ F, p ∈ [0, 1].

(5.25)
Далее при анализе адекватности модели [A, τ eϕ· (·), τ eν· (·)] потребу-

ется распределение

τ
eξ
x(p) = (∨f∈F (τ eνx−Af ∧ τ eϕf ))(p), x ∈ X, p ∈ [0, 1], (5.26)

правдоподобия возможностей значений результатов измерений (5.22),
которое является следствием равенства (5.24) (cм. ч. II).
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Задача оптимального оценивания НН элемента ϕ̃ формулируется
аналогично задаче (1.4), (1.5):

sup
x∈X, f∈F

min(τ
eξ, eϕ∗
x, f (p), τ

eA(y(x))∗
f (p)) ∼ min

y(·): X→F
,

inf
x∈X, f∈F

max(τ
eξ, eϕ
x, f∗(p), τ

eA(y(x))

f∗ (p)) ∼ max
y(·): X→F

.

(5.27)

В задаче (5.27) требуется найти правило y(·) : X → F оценивания
НН элемента ϕ̃, минимизирующее правдоподобие больших возможно-
стей и максимизирующее правдоподобие малых возможностей ошиб-
ки оценивания значений НН элемента ϕ̃ значениями НН элемента
y(ξ̃), основанными на модели и результатах измерения ξ̃ (5.22).

Нетрудно заметить, что решение задачи (5.27) будет найдено, ес-
ли при каждом фиксированном результате измерения ξ̃ = x будет
решена задача

sup
f∈F

min(τ
eξ, eϕ∗
x, f (p), τ

eA(y)∗
f (p)) ∼ min

y∈F
,

inf
f∈F

max(τ
eξ, eϕ
x, f∗(p), τ

eA(y)

f∗ (p)) ∼ max
y∈F

,

(5.28)

в которой требуется найти не функцию y(·), а ее значение y = y(x)
при каждом x ∈ X, не противоречащем модели схемы измерения
(5.22).

Если об измеряемом НН элементе ϕ̃ априори ничего не известно,
то

τ eϕf (p) =

{
1, если p = 1, f ∈ F,

0, если 0 � p < 1, f ∈ F,
(5.29)

и при этом в (5.24)

τ
eξ,eϕ
x,f (p) = (τ

eν
x−Af ∧ τ eϕf )(p)

�=
�=sup{min(τ eνx−Af (a1), τ

eϕ
f (a2))|a1, a2 ∈ [0, 1], min(a1, a2) = p} =
= τ eνx−Af(p), x ∈ X, f ∈ F, p ∈ [0, 1], (5.30)
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соответственно в (5.26)

τ
eξ
x(p) = (∨f∈F τ eνx−Af )(p), x ∈ X, p ∈ [0, 1], (5.31)

и

τ eϕ∗f (p) = 1, f ∈ F, p ∈ [0, 1];

τ eϕf∗(p) =

{
1, если p = 1, f ∈ F,

0, если 0 � p < 1, f ∈ F,
= τ eϕf (p), p ∈ [0, 1]. (5.32)

В этом случае задача оценивания (5.5) упрощается, ибо

τ
eξ, eϕ∗
x, f (p) = τ eν∗x−Af (p), τ

eξ, eϕ
x, f∗(p) = τ eνx−Af∗(p), x ∈ X, f ∈ F, p ∈ [0, 1],

(5.33)
и при определенных требованиях к качеству функции τ eνx−Af(p), f ∈
∈ F, p ∈ [0, 1], см. теорему 2.1 из ч. II, в (5.31)

τ
eξ
x(p) = min(sup

f∈F
τ eν∗x−Af(p), inf

f∈F
τ eνx−Af∗(p)), x ∈ X, p ∈ [0, 1]. (5.34)

Вместо (5.28) теперь речь пойдет о задаче

sup
f∈F

min(τ eν∗x−Af (p), τ
eA(y)∗
f (p)) ∼ min

y∈F
,

inf
f∈F

max(τ eνx−Af∗(p), τ
eA(y)

f∗ (p)) ∼ max
y∈F

.

(5.35)

Для дальнейшего следует детальнее охарактеризовать модель шу-
ма ν̃ и задать семейство НН множеств Ã(y), y ∈ F .

5.3. Пример оптимального оценивания и анализа адек-
ватности

НН модель ошибки ν̃ зададим распределением возможностей
нечеткого элемента νu = ν̃|eu=u для каждого значения u ∈ U = R+
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0
0

0
0

1

1

1

u

h(‖x‖, u0)
geu(u)

u0

‖x‖

(а) (б)

u1 u1 u2u2

Рис. 23. Графики функций: (а) h(‖x‖, u0), ‖x‖ ∈ R+ = [0, +∞), u0 ∈
∈ U = R+ фиксировано, h(0, u) = 1, u ∈ R+; (б) geu(u), u ∈ R+,
geu(u) = 1, если u1 � u � u2, geu(u) = 0, если 0 � u � u1 или u � u2.

неопределенного элемента ũ равенством (cм. ч. I)

f νu(x) = h(‖x‖, u) =
1−

‖x‖
u

, если 0 � ‖x‖ � u,

0, если ‖x‖ > u, u > 0, x ∈ X = Rn;

f ν0(0) = h(0, 0)�= 1,
(5.36)

см. рис. 23(а). В (5.36) значение ũ = u определяет верхнюю грани-
цу возможных значений погрешности |νu| и, тем самым, — распре-
деление возможностей f eν(·) (неопределенную функцию). Распреде-
ление geu(·) неопределенного элемента ũ представлено на рис.23 б,
где [u1, u2] — промежуток вполне правдоподобных значений ũ, зна-
чения ũ, меньшшие или равные u1 или бо́льшие или равные u2, —
неправдоподобны, а все остальные значения ũ в той или иной мере
сомнительны.

В таком случае, см. рис. 24(a)
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τνx (p) = sup{geu(u)| u ∈ R+, h(‖x‖, u) = p} =

=



geu
( ‖x‖
1− p

)
> 0, если 0 � p < 1, u1 <

‖x‖
1− p

< u2,

0, если 0 � p < 1,
‖x‖
1− p

� u1 или u2 � ‖x‖
1− p

,

1, если p = 1, ‖x‖ = 0,
0, если p = 1, ‖x‖ > 0,

x ∈ X. (5.37)

Согласно равенствам (5.37), принятая модель НН погрешности ν̃
удовлетворяет условиям (5.2), (5.3), если и только если X = {x ∈
∈ Rn, ‖x‖ < u2} и u1 = u2

�=u. При этом

X̂
�={x ∈ X, sup

0<p�1
τ eνx (p) = 1} = [0, u),

̂̃
X

�={x ∈ X, 0 < τ eνx (0) < 1} = (u1, u),

qX
�={x ∈ X, τ eνx (0) = 1} = {u},

q

X̃
�={x ∈ X, 0 < sup

0<p�1
τ eνx (p) < 1} = ∅

(5.38)

Согласно равенствам (5.37)

τ eν∗x (p) =


1, если p � 1− ‖x‖

u2
,

τ eνx (p), если p > 1− ‖x‖
u2

,

τ eνx∗(p) =


1, если p � 1− ‖x‖

u1
,

τ eνx (p), если p < 1− ‖x‖
u1

,

x ∈ X, p ∈ [0, 1]. (5.39)

Заметим, что в рассматриваемом примере согласно равенствам (5.39)
τ eνx (·) ∈ T̂, x ∈ X, см. §1.4 в ч. II, то есть

τ eνx (p) = min(τ
eν∗
x (p), τ

eν
x∗(p)), p ∈ [0, 1], x ∈ X. (5.40)
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Рис. 24. (а) График функции (поверхность) τ eνx (p), x ∈ X, p ∈ [0, 1].
Приведена зависимость от ‖x‖ ∈ [0, ∞), ‖x‖ ∈ [0, u2] и p ∈ [0, 1]. (б)
График функции (поверхность) τ eν∗x (p), x ∈ X, p ∈ [0, 1]. Показаны
зависимости от ‖x‖ ∈ [0, ∞), ‖x‖ ∈ [0, u2] и p ∈ [0, 1]. (в) График
функции (поверхность) τ eνx∗(p), x ∈ X, p ∈ [0, 1]. Показаны зависимо-
сти от ‖x‖ ∈ [0, ∞), ‖x‖ ∈ [0, u2] и p ∈ [0, 1].
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На рис.24 приведены графики τ eνx (p), τ eν∗x (p), и τ eνx∗(p), x ∈ X, p ∈ [0, 1].
Что касается семейства НН множеств Ã(y), y ∈ F , то будем счи-

тать его семейством определенных четких множеств, заданных усло-
виями (2.8), (2.9) и (2.10).

Определим качество оценивания значением правдоподобия необ-
ходимости ошибки (3.1), что при сделанных предположениях приво-
дит к задаче (см. (3.9))

τ eνx−Af∗(ϑ(n)) ∼ min
f∈F

,

τ eν∗x−Af (ϑ(n)) ∼ max
f∈F

.
(5.41)

Согласно полученным результатам, см. (5.39), задача (5.41) мини-
мизации правдоподобия больших и максимизации правдоподобия ма-
лых значений необходимостей ошибки сводится к задаче на минимум
‖x − Af‖ ∼ min

f∈F
для каждого значения x ∈ X результата измерения

НН элемента ξ̃, полученного по схеме (5.22). Пусть ξ̃ = x — результат
измерения, выполненного по схеме (5.22), и

‖z(x)‖ = ‖x−Af(x)‖ = min
f∈F

‖x−Af‖, (5.42)

где f(x) — какое-либо решение задачи (5.42)8, определяющее иско-
мую оценку ϕ̃ = f(ξ̃) НН элемента ϕ̃, равную f(x) при ξ̃ = x ∈ X.

Поскольку в рассматриваемом случае условия, обеспечивающие
равенство (5.34), выполнены, то в силу (5.40)

τ
eξ
x(p) = min(τ

eν∗
x−Af(x)(p), τ

eν
x−Af(x)∗(p)) = τ eνx−Af(x)(p),

и, следовательно, согласно равенствам (5.29),(5.38),(5.42) результат
измерения ξ̃ = x

• не противоречит модели [A, τ eϕ· (·), τ eν· (·)], если ‖z(x)‖ ∈ X̂ =

[0, u), но если при этом ‖z(x)‖ ∈ ̂̃
X = (u1, u), то адекватность

модели может быть подвергнута сомнению;
8Если A : F = Rm → Rn = X — линейный оператор, n � m = rank A, то

f(x) = A−x — единственное решение задачи (5.42), где A− — линейный оператор,
псевдообратный к A, A− = (A∗A)−1A∗, [9].
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• противоречит модели [A, τ eϕ· (·), τ eν· (·)], если ‖z(x)‖ ∈ qX = {u}
и при этом сомнений в неадекватности модели быть не может,
поскольку q

X̃ = ∅.

В заключение мне приятно выразить признательность Г. Жи-
вотникову, О. Фаломкиной, О. Мондрус и Е. Шалашникову, прини-
мавшим деятельное участие в обсуждениях понятий неопределенной
нечеткой математики, элементы которой представлены в этой работе,
и помогавшим оформить рукопись.
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