
���������	��

�������������	
��������	���������������� !�����	�

" ���������#�$������������%��	�����&������
����	������ 
�����	�� '���	��� ∗

(�) *+)-,�.�/10121354

687:9<;>=>?<@BAC7CDCE>=GFHDC?>IKJ&AC7C=LIM?<=>@�FH=>NO9<PG9<?<@MQ:RLIM?<E>=�=>;TSL=GFHD:U1=LIM?<D
IM@GU1@WV:IM?<EL9�ELIM@MSXNY=>ZC@W[CZC\]SXAOQ:=LIMNCDOS�^�9_SCU59<?<ZC\]S�QH9<;>DC7CDCZC?<=>E�NY=<`
ZC@W[CZC\aU�NY=<QCQ:@WNC?<DCE>=LU�9<E>?<=LU59<?<=>E:bLcdPWE>@GIM?<ZC\e@eFH=>NO9<PG9<?<@MQ:RLIM?<EL9fIMgL`
h @GIM?<E>@WZCZC=�IiQ:=Tj�ZC@W@dAC7CDCE>=GFHD:U1=>kW=:b

lnmpo-q�o]rBs	o

t5u>vwu_xyu�zO{_|:z_vwu~}wuY{Y���������CzY��uL�O�CzO�auL�YuY�]�8�CzO�i|:z_v������8�������T����zY���
���G� �y���w���>vwu>|:zO�n�#�B� ���w��z_v��HzL}��_�����p�8�C�T�YuL��zY�Y}y�T��z��1x��Cz�z_v�����uL�O�CzO�auL�
���	�ez<�B�T�&zO{OzY���O�~�_�_�e�T���T�O�Cz��C�_�G|� ¡}yzO�T���¡|�}wuY{Y���������CzY� � ¢ �w£ � �1¤¥�CzX�B�
�O���_�]¦5�¨§��a�¨}�©ª�«��¬��¨��zY�<�T�n�C�T�YuL��zY�O�¡}��-��x��Cz��HzL}�}y�T���O���­uL�O�CzO�auL�CzY�
�H�B���&�_zO�T�Cz<¦¡���������T®B���O¯&°_�O�#�>u>vwu_x��C�e±pv��yuL�Hz&���e�T©�²B���_�M¦��yu��_�T³<z_v���¦
zO{OzO�T��zY�:uL����¦#°_�CzY³<z�´µuL���Yu��O�f³M}�¦Hv�¦¡��³_��zO�ezY�Tv��Hz � ¶L� �1·��G}�¯O©¸°_�CzY�¹�yuY{OzLº
�O�»¦¡�Y}�¦��T�C�M¦# ����Gv�}yz<�B�T������ ���zO�T�CzY³<z�vyzY�¡uL�>uL�C�G}�¯C�T�O�:u��H�¡uL�>uL����zY³<z�´µuL�¡º
�Yu¡�+¼]uY�_�_�auL�O�����:uY�T�C�M¦­�HzL}�}y�T���O���#����z_v���zY³<z¹uL�O�CzO�auL�Yu½�~®	�_�T�O�~�¡uY�]���T�
�¹�HzY���T�O���H���O���O��z½ �zY�¡uL�_�f�:uY�T�C�M¦5�+x��Cz½zY��zO{_|:z_v����½}�©ª{OzY�¹�>u>vwuL�����f�~�HzLº
���Tx����f�� ¡}yzO�T������®�u>|��auL�O���f�~}wuY{Y���������L�]��z_v���zO{Y���_��z�vyzO�T�O���B�T����¦H|��
 ���zO{L}y�_�au>|5���T�O¦¡�>uL�����d|½�ª �zY�C�Gvy�T�����_���T���T�C�_�nuL�O�CzO�auL�CzY���	}wuY{Y���������Yu>|5�
�ez<����z��yuL���O�&���yuY{OzY�C� � ¾L� �

�¿�O�CzY���O�f�yuL�	uY�T��{L}wuL³<z_vwuL����zO�T�O¯­¤ª� �ª�a�ª�>v��:¦¡�OÀ��T�O���>u# �zO�T�YuL��zY�O���
�>u>vwu_x��#���yu_�Hx���zO�B���H�HzY�Cz_vy�T�O�Cz��+u��YuL���B�	�B� ¤ª�wÁ¡u>}wuL�C�T���Hz��>u� �zO�ezY²B¯X�
�yuY{OzY�C�O�
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#a}y�_�e�T���O� À��G}yzYx����G}y�T����zY�����T®	�T�O���
Z

2 {Y�>vy�_� �yuL�_�f�:uL�O¯%$'&)(+*+,�-y�
±�{OzY�_�yu_x����

~0 = (0, 0), e = (1, 0), s = (0,−1), w = (−1, 0), n = (0, 1),

θ = {a ∈ Z
2 | ‖a‖ 6 1} = {~0, e, s, w, n},

θ′ = {a ∈ Z
2 | ‖a‖ < 2} = {~0, e, s, w, n, e + s, e+ n,w + s, w + n}.

¬�}�¦­ ���zY���_�CzL}�¯O��zY³<z��]��z<�B�_�T�O�:u
M ⊆ Z

2 �a�_z_vy�T�:�	uL²	�T³<z����>}y�T�CzY��°T}y�Gº
�e�T���

~0
�Cx��T���T�

P0(M)
zO{OzY�_�yu_x����­�]��z<�B�_�T�O�Cz��C�_�G|��T³<zµ �z_vy�]��z<�B�_�T�O�����_zLº

vy�T�:�	uL²B�¡|½���>}y�T�CzY�½°T}y�_�e�T���L�
��zL}�¦

a
�
b
���

Z
2 �yuL�_�f�:uL©��C�M¦/.0&1.325416'-+,�-879.:(';=<1&>.0&1.325416'-+,�-@?G���_�G}��

‖a− b‖ = 1
7
0 < ‖a− b‖ < 2

?G�
ÁHzY�CzY�:¦¡�L�yx��Cz� �zL}�¦

a = p0, p1, . . . , pm = b
 ����

m > 1
zO{Y�yuL�_�H©��BAC25$'D

79.:(';=<1EGFHAC25$'DI?G�a�T�O¦¡�_�f�:uL©�²B�H©
a
�
b
�e�_�G}��

pi−1
�
pi

�_zO�_�Gv������/7 �G}wuY{Oz
�_zO�_�Gv������J?�v�}�¦

∀i = 1, . . . ,m
��§&��z<�B�_�T�O�Cz

V ⊆ Z
2 �yuL�_�f�:uY�T�C�M¦K.3L0*�M16'NO,

79.:(';=<1&P.3L0*�M16'NO,�?G�Y�_�G}��Bv�}�¦
∀a, b ∈ V

�T�H²	�_�T�O�O�C�T���T�O¦¡�_�f�:uL©�²�uL¦µ�¡|µÀ��T �¯
7 �G}wuY{CuL¦�À��T �¯+?��¡}��

a = b
�

Á5�yuY´Q7 ���_zY�����T���O����zY�:uL�����f�R?
G = (PG, XG)

�1���HzY�CzY��zO�
PG S �]��zLº

�B�_�T�O�CzX�C�_�G|¹�T³<z��C�T��®B���-�
XG S �]��z<�B�_�T�O�Cz½�C�_�G|#�T³<zX���_{O�T�-�5{Y�>vy�_���yu>º

�_�f�:uL�O¯T$+('&1.0UG-+,WV�;JXY,�;=Z�6'NO,[(';=<1-=\R-'6'Z�&),��]�_�G}��
PG ⊆ Z

2 ¦¡�Y}�¦��T�C�M¦
�HzY���Tx����p���T�O¦¡�_���p���]��z<�B�_�T�O�CzO����}�©ª{Y�p�fv��C�¿�T³<z��C�T��®B�������_zO�Gv������T���
���_{Y��zO�­�CzY³Mvwu����CzL}�¯O�Hz��CzY³Mvwu¡���HzY³Mvwu�zY���½�_zO�_�Gv������O�

] NR\R&1^�}wuY{Y���������Yu
G
�yuL�_�f�:uY�T�C�M¦� ���zY���_�CzL}�¯O�yuL¦��HzO�] �zY���T���Yu	�G}wuY{OzY�

�T�O¦¡�_��zO�T�O���]��z<�B�_�T�O�:u
Z

2 \ PG

�]±¿³_�yuL����x��T�����p��v��f���'{Y�>vy�_� �yuL�_�f�:uL�O¯
�O���H�O���T�������]�-�wu	���_zY³_�yuL����x��T�����H© v��f��� S �O���T®B���T�_7 ���HzY���Tx���zO��}wuY{Y�¡º
�������C��zY�yu	z_v��yuG?G�

` \+;=6'-'A';>41NR\RN
V
}wuY{Y���������Yu S °_�Cz��]��z<�B�_�T�O�Cz� �zL}y�T�����

PG

�y�G}wuY{Oz
�_zO�_�Gv����¡|X|:zY�>¦½{Y�¥��z_v������� �zL}y�_�­���

V
�y±�{OzY�_�yu_x��T������a

∂GV = ∂V
�

b 25V�UG&1^­{Y�>vy�_� �yuL�_�f�:uL�O¯�}�©ª{OzY�~������À��yu>}�¯O���f���HzY���Tx����f��uL�O�CzO�auL�
A = (A,Q,B, ϕA, ψA, q0)

�YuL�HzY�-�ax��Cz
A = P0(θ) S �Y|:z_v���zY� u>}y´µuL�O���L�

Q S �]��z<�B�_�T�O�Cz	�_zO�T�Cz<¦¡�����-�
B = θ S �O�d|:z_v���zY��u>}y´µuL�O���L� ϕA : A×Q→

Q S ´��H����À���¦n ��T���G|:z_vyzY���_zO�T�Cz<¦¡����¦5�
ψA : A × Q → B S ´��H����À���¦

�O�d|:z_vyzY���
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�ª���Gv� �zL}yz<�����f�: ��T®B�¡u
A
�yu>|:z_v����C�M¦��yuª �zL}y�

z
}wuY{Y���������Yu

G
�O�Cz��_�T�O¯

z ∈ PG

���+zY³Mvwu����¡u_x��_�T�O�C�	�Y|:z_v���zY�¹{Y�H���O�»°_�Yu� ��T®B�¡u
A
 �zL}��HxyuY�T���]��zLº

�B�_�T�O�Cz��C�_�G|#�C�T���CzY��zY�
ω ∈ θ

�w ��T���_�e�_�T�O���O®B���T¯&�yu��HzY�CzY���p������ �zL}�¦
z
�

zY�yu��T��zY�:u�zY�¡uL�B�T�C�M¦#��}wuY{Y���������C�
G
�y�Cz��_�T�O¯

z + ω ∈ PG

���ÔuL����� zO{Y�yu>º
�<zO�f�Y�C�M¦¡�������yuL�C�O�HzY³Mvwu� ��T®B�¡uª�yu>|:z_v����C�M¦��yu� �zL}y�

z ∈ PG

�OzY�yuª �zL}��HxyuY�T�
�yu��Y|:z_v��]��z<�B�_�T�O�Cz

{ω ∈ θ | z + ω ∈ PG}
�-zO{OzY�_�yu_xyuY�_�ezO��vwu>}y�_�

θG(z)
�

¤��d|:z_v���zY�½u>}y´µuL�O���
B = θ

�����C�T�� ����T�O�����C�T�C�M¦X�¡uL���]��z<�B�_�T�O�Cz	�C�_�G|��C�T�¡º
�CzY��zY�­�CzY�<�ez<�����d|  ��T���_�e�T²	�T�����¥���

Z
2 ���ª��zY³Mvwu��­�¡u_x��_�T�O�C� A {O�T���H�

P0(θ
′)
���yuY�T®B���:¦¡¦��C�_���<uY�]�p��zO{Y�<zY�½ ��T®B����vyz

θ′
�

���T®B�¡u��yuL�_�f�:uY�T�C�M¦ \ 2�� E1(+*=\R6'&1^y�5�_�G}���v�}�¦
∀a ∈ A

�
∀q ∈ Q

���e�_�T�
�e�_�T�Cz

ψA(a, q) ∈ a
�¨¼Ô�T³_�>}�¦¡����zO�T�O¯­ ��T®B��� zY�_�yu_xyuY�T�L�dx��Cz�zY�yu¡��{Y�>v��Hx��

 �zO�e�T²	�T����zY�&�yuB}�©ª{OzO�� �zL}y�� ���zY���_�CzL}�¯O��zY³<z�}wuY{Y���������Yu¡�y�����O�d|:z_v������>u
�T³<z	 ����Gvy�G}����¡¬	u>}y�_��{Y�>vy�_�­�yuY�_�_�auL�O�����:uL�O¯��CzL}�¯O�Hz����T³_�>}�¦¡�����p�� ��T®B���-�

b &=L=254=256'-C2 ,Q$C25V�UG-
A
L (';=<1-=\R-'6'Z�2

G
. 6';
	+;3('&), L

p0 ∈ PG

�yu>º
�_�f�:uY�T�C�M¦� �zO�G}y�GvyzY�:uL�C�G}�¯O��zO�T�O¯�x��T�O���T��zY�

(zt, at, qt, bt)
∞
t=0

�HzY ����Gvy�G}�¦��_�auL¦
���¡v��H��À����T�½ �z

t > 0
a

z0 = p0, at = θG(zt), qt+1 = ϕA(qt, at),

bt = ψA(qt, at), zt+1 = zt + bt
�

� �G}�� �]��z<�B�_�T�O�Cz­ �zL}y�T� ∞⋃

t=0
{zt}

��³Mvy�# �zO{Y�f�:u>}wu� ��T®B�¡u
A
�d�T�YuL���O�O¦

�� �zL}�¦
p0
�]�_zY�O yu>vwuY�T���

PG

�Ô�Cz�³<zY�CzY�:¦¡�L�ex��Cz
A
&1<3XI&141-'ZW(';=<1-=\R-'6'Z

G. 6';
	+;3('&), L
p0
�¨���T®B�¡u .:(';=<1&K&1<3XI&141-'Z }wuY{Y���������L�f�_�G}�� zY�yu~zO{_|:z_v����

�T³<z�|:zY�>¦­{Y� ��z_v������«�yu_xyu>}yzO�f�a� .0-+('DG6'& &1<3XI&141-'Z��]�_�G}���zY�yu#zO{_|:z_v����
�T³<z��f}�©ª{Y�p���yu_xyu>}yzO�~���

PG

�:¤dzY�<�ez<����zO�T�O¯	zO�T�YuL��zY�O���X ��T®B����zY�_�yu_xyuY�T�
�T�H²	�_�T�O�CzY�:uL�������YuL�HzY³<z

n
�-x��Cz

(zn, qn, an, bn) = (zn+k, qn+k, an+k, bn+k)v�}�¦
∀k ∈ N

��¤�°_�CzO���G}��HxyuY�
qn
�yuL�_�f�:uY�_���HzY���Tx����p���_zO�T�Cz<¦¡�����_�f�

¤�}wuY{Y���������C�&�ez<����z¹�YuL���B�½�yuY�_�_�ezY�O���T�O¯��T���T�C�_�]���O�>uL���ez_vy�T���T�O�O�:º
©�²B�¡|# ��T®	�T�

A = (A1, . . . ,An)
7 xyuY�T�O���f���G}��HxyuL���HzL}�}y�T���O���:u�uL�O�CzO�au>º

�CzY�+?G�w��uL�	vyzY�¹ ��T®B�H�
Ai

�yu��Y|:z_v+�1����zO�e�	�]��z<�B�_�T�O�:uX�C�_�G|&�C�T���CzY��zY�X ��Gº
���_�e�T²	�T�����&���

θ
���HzY�CzY���p�µzY�yu��ez<�B�T�X�ivy�G}wuL�O¯��y���� �zY���¡vwuL¦�}wuY{Y���������Yu¡�

 �z_vwu
�T�C�M¦8�T²
�&������´�zY���auLÀ���¦ z~�yu>}���x���� �yu~ �zL}�¦H|5�¨���>vwu~zY�yu��ez<�B�T�
 �zY yuY�T�O¯��5vy�G}wuL¦¹°_�O�� ��T���_�e�T²	�T����¦5�5v����H³_�¡|¹ ��T®	�T�~�T���T�C�_�]�

A
���¡|¹�_zLº

�T�Cz<¦¡����¦H|5�a¬	u>v����'�CzYx���zO�¹zY ����Gvy�G}y�T�����O�p�ª�C�T�O¯
I = {1, . . . , n}

���+zY³Mvwu
.0-'.0Z�2 ,�&1^ L3M1;=-+,�&14=25^'.0Z�L1EGF���-�X $C25V�25U½{Y�>vy�_�­�yuL�_�f�:uL�O¯�}�©ª{Y�H© �T���T�C�Gº
�]�X ��T®	�T�

A = (A1, . . . ,An) = (Ai)i∈I

�YuL���H©	�yx��Cz��¡uL�	vwuL¦
i
º �YuL¦& ��T®B�¡u

7
i ∈ I

?����e�_�T�½�O�¡v
Ai = (Ai, Qi, Bi, ϕi, ψi, q

i
0)
�5³Mvy�

Bi = θ S �O�d|:z_v���zY�
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u>}y´µuL�O���X ��T®B���
Ai

�
Ai S �Y|:z_v���zY�~u>}y´µuL�O���� ��T®B���

Ai

�1�_zO�T�Cz<¦¡²B���-�1 �z
zY ����Gvy�G}y�T����©	�]���X�C�_�G|��H �zY�:¦HvyzYx��T�����d|­ yuL�

(Ω, F )
�Ô�>vyzY�Y}y�T�O�CzY�:¦¡©�²B�¡|

�G}y�Gv��H©�²B�����O� �_�­�C�G}yzY�O��¦��!a
� ?
~0 ∈ Ω ⊆ θ,¢ ?
F ⊆ {(j, ω, q) | j ∈ I \ {i}, ω ∈ Ω, q ∈ Qj} =

⋃

j∈I\{i}

({j} × Ω ×Qj),

¶ ?pv�}�¦
∀j, ω′, q′, ω′′, q′′

�����CzY³<z��1x��Cz
(j, ω′, q′)

�
(j, ω′′, q′′) ∈ F

�G}y�Gv��C�T�L�
x��Cz

ω′ = ω′′ � q′ = q′′
�

� 2�� E1(+*=\R6'&1.0Z�D $C25V�UG-
Ai

-�M .0-'.0Z�2 ,�N
A
zY ����Gvy�G}�¦��T�C�M¦~�C�G}yzY�O���_�!a5v�}�¦

∀(Ω, F ) ∈ Ai

�
∀q ∈ Qi

���e�_�T���e�_�T�Cz
ψi((Ω, F ), q) ∈ Ω

�
b &=L=254=256'-C2 ,�.0-'.0Z�2 ,�N

A
L_(';=<1-=\R-'6'Z�2

G
._6';
	+;3('&), L

p0 ∈ PG�yuL�_�f�:uY�T�C�M¦� �zO�G}y�GvyzY�:uL�C�G}�¯O��zO�T�O¯
((z1

t , . . . , z
n
t ), (a1

t , . . . , a
n
t ), (q1

t , . . . , q
n
t ),

(b1t , . . . , b
n
t ))∞t=0

�¨zY ����Gvy�G}�¦��_�auL¦ ���¡v��H��À����T�  �z
t > 0

�e¬�}�¦n�C�_�G|
i ∈ I �zL}wuL³TuY�_�!a

zi
0 = p0

�
ai

t = (θG(zi
t), {(j, z

j
t − zi

t , q
j
t ) | j ∈ I \ {i}, zj

t − zi
t ∈ θG(zi

t)}) =

= (θG(zi
t),

⋃

j∈I\{i}

({j} × ({zj
t − zi

t} ∩ θG(zi
t)) × {qj

t }))
�

qi
t+1 = ϕi(a

i
t, q

i
t), bit = ψi(a

i
t, q

i
t), zi

t+1 = zi
t + bit

�
� �G}�� ∞⋃

t=0
(
⋃

i∈I

{zj
i }) = PG

�-�Cz½³<zY�CzY�:¦¡�L�]x��Cz .0-'.0Z�2 ,�;
A
&1<3XI&141-'Z (';��

<1-=\R-'6'Z
G
.B6';
	+;3('&),QL

p0 �
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