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α
�*�L�P�L�u���

t + 1 � �7�r�7¥u�e�u�N�D�����7�P����� ϕ(x0, x1, . . . , xn−1)
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¨ �Y�?���F�o�7�w���7�N�u�?�u�P�N�P�
g(α) = ϕ(f(α), f(α + α1), . . . , f(α + αn−1))
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{(−1,−1), (0,−1), (1,−1), (−1, 0), (1, 0), (−1, 1), (0, 1), (1, 1)} �
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T (N) = min {Tσ(N)
�
σ
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� � �?�e�N�u���;�^���?�Y�r����� � �?�P�u�N�e�P���g�
§ �u�?�e�P�����q�?�u�F�J�?�J�e�7�N�P�'���e�P�e�P�p�5�e�?���u�N�D���Y��� ¨ �;£�¤��F�a�;�P�N�u�g� ¨ �u���?�P�

�����������������
T (N) ∼ N

2  
!�°#" �%$ ~�ºmº¼µ'&�{l~)(�Ãª|�Á)º

T (N)
*+���,�������'-/.�0+.21'3�46574

N > 1 8�9;: 4<.2=�>?=24 T (N) > [N

2 ] − 1  
@A��B��DC���ED��F;G�HIEDJ��K� �m�?� ¨ � �7���G���?�Z¦p���N� �u�;¤��F�u�P�P�N�u� N
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T (N) < [N
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�

��� ¨ �e���?�F�u�P�?�P�u�P�P£$�5�?�u�����
α
���7�G�L�u���

k
�e� ¨ �F� � �e���?�o�7�P�p�l�?�G�)�Y¢
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α
�J�

k
�5�?���L�Y¢
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α1
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k
�©�L�P�L�u���
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t1
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α1
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�F�e� � � ¨ �e�u���)�;�e�?«���¥F�;���7¡��?�u�'�5�?�u����� α2

�©�L�P�L�u���w�P�?�F�L�u���
t2
�

� �e�L�u�P�?�Z¦����N�� F�P� � �e���5�P���w�J�7�P�?�D�5���e�����e�7���e�����F�P�F� ¨ �u�P�g�5�
���P�u�;�7�?�P���*�P�?�F�l�����e�P�e�P� §�Å

σ
���m���?�Y���

N
�u�P�?�e¥G���L�u���P���

[N2 ]−1
¦

�N���u�;¤��F�u�P�P�;£����u�?�l�N�7�?� �;� ¨ �5¦s�;�e�N�e�����(�?� � � � � ¨ �7£���� �e���?�F�u�P�?�P�u�P�
�e�P�N�u�e�)���7�G�L�u���

K
� §�¨ ���7�;���*�e���?�F�u�P�?�P�u�P�
�e�P�N�u�e���P�G�5�J�7�N�Y�?�P�?� ¨ �7�?�)�u�

�e�g� ¨ ���P���?�?�P�Z�����7�������^���u�P�Z�}¦F�?�?�P�Z�����7������� � ���7�P�Z�)�u�?�l�N�7�)�;� ¨ �5� 	)�u�5¢
�u�P�P���N�Y�?�P�?��¦e�F�Y�?�� F�N�3�?�a�e�7�}¦7�N�3�m�u�5�?�

K < [N2 ]−1
¦e�u�;¤��F�u�P�P�N�u���5�?�u���5�5¦

�e���?�F�u�P�?�P�u�P�����7�G�L�u���
K
�;�e�N�e�?�e�w�����F���J�?�P���Z���L�P�L�u�����P�?�F�L�u�����F�e� � �J¢

¨ �e�u�3�a�e���?�F�u�P�?�P�u�P�P£/�e�P�N�u�e�Z�N�e¥G���)�o���7�G�L�u�������N�e�3�)�a�L�P�L�u���3�P�?�F�L�u���}�
Å ��� ¨ �e�g�7�N�Y�?�P�?��¦9�?�u�?�u�

K
�e�7���N�e���e��� � �u�?�u� ¨ ­u�w�?�)� � �N�u�N�P���F�P�u�N�G�5���?�P¦

���?�?�P�w� �����7¦9�?�?�P�w� ��� �7¦}���N�w�?� ¨ � � �N�u�P�?�L���1���e�5�7�)�F�Z¦_���N�w���w�N�F�Y�
���?�Y�r�J�

M
¦��P�7�?�P�)�5�

N
¦ §�Å

σ
�e� ¨ �u�
�P� ¨ �7�g�7�P�©�N�e�
�)�)�e�P�N�u�7¦����N�*�����

N
�
���e�?«���¥F�;���7¡���� ¨ �?� ���?�Y�r�

M � �7�?�;���e�u�N�D�´�����;�e�?«���¥F�;���7¡���� ¨ �?�
���?�Y�r�

N � ��� � �?�u�Z�g�7���?�F�q�?�u�;�e�N�e�?�e¥G�m���?�Y�r���u�?�l�N�7���e�m�;� ¨ �5���s� ¨ �F�(�u���5¢�e�7�P�?¦N���N�^�N�F���u�?�l�N�7�?� �;� ¨ � � ��� � �?�u�Z�g�7£��N�D�
�e�7�}¦g���N�^�e���
�?� � � � � ¨ �7£��
���e���?�F�u�P�?�P�u�P�)�5�?�u�����*���7�G�L�u���

K
¦e�^�;�e�N�e�?�e�©�e���
�J�e«����;�u���?�e�g�7�©�e�P�N�u�7�

�l�e�F�F�L�e�P���?�'�5�?�u�����N¦e�m�;�e�N�e�?�e�*�e���
�F«^�e�?�l���?�e�g�7�*�e�P�N�u� � ���*�P�e���e�P�e�P�;�
���?�Y�r�

N
� § �?�u�P� ¨ �?��¦9�F­��e���?�F�u�P�?�P�u�P�w���7�G�L�u���

K
�����F���J�?�P���Z���L�P�L�u���

�P�?�F�L�u��� �?�
���G�L�u���5�r�e�u�?� Å ��� ¨ �e�g�7�N�Y�?�P�?��¦L�?�u�?�u�
K
�e�7���N�e�q F�e���5�?�u���5�

� �u�?�u� ¨ ­u�*�*�N���)�^�G�e�L�P�^�F�P�u�N�G�5���?�P¦��N���F�u�P�*�N�e�F�������?�u�
�N�e�*�)�^�e�P�N�u�7�
�1� � �u�������e�F�F�L�e�P���?���?£m�e�;£ ¨ ���;¥F�;£ �5�?�u�����N�g���e�5�7�)�F�Z¦;���N���?�u�?�u� K�e�7���N�e�)�e��� � �u�?�u� ¨ ­u��� � �N�u�N�P�3�F�P�u�N�G�5���?�P� �1�F���G�e�l�����l� ¨ �e�5�7�)�F�Z¦g���N�

�����?£m�P�P�t���?�Y���
M
�P�7�?�P���F�

N
¦�� ¨ �?�e�?� ¨ ���7�q�u�P���;���P�;���

σ
�P� ¨ �e­u���N�e�

�)�(�e�P�N�u�7¦s���N��� ���
N
� Å � ���7�N� ¨ �?���N�P�u�P�/�F«^�e�?�l�J�?���?�e�g�7���?�e¥G���N�7�?�P�;�

���N���;�P�N�u�g� ¨ �u�������Y��� ¨ �N�u�*�����N�e¥G��¦����N� ¨ �?���?£m�P�e� � � ¨ �P�e�?�e���5�?�u����� α�u�;¤��F�u�P�P�N�u���5�?�u���5�
β
�e�7�5�7�9¦1���N���e���?�F�u�P�?�P�u�P�(�5�?�u�����

α
���7�G�L�u���

K
�

�?�e�N�e�
�J� ¨ �F�?�3�^���F���J�?�P���Z�w�L�P�L�u�����P�?�F�L�u���©�F�e� � � ¨ �e�u�����e���?�F�u�P�?�P�u�P�P£
�5�?�u�����

β
���7�G�L�u���

K
���u�e�7�?�e���J� ¨ �F�?�*�w���F���J�?�P���Z� �L�P�L�u�����P�?�F�L�u���}�

	)�u�?�u�P�P���N�Y�?�P�?��¦s�5�?�u�����
α
�L�G���?�����7� ¨ �Y�?���P����� ¨ �g�'�P� � �D�a� �e���?�F�u�e¢

�?�P�u�P�����7�G�L�u���
K
�;�e�N�e����� � � � � ¨ �e�u���g�e�J� �e� � ¨ ��� �����7�������·�u�?�l�N�7�

�;� ¨ �5¦}���P�u�e�J�?�P�����(Æ �e�����u�;¤��F�u�P�P�;£��w���u�5�?�
K < [N2 ] − 1

���N�e¥G��¦9���N�
�5�?�u���5���s�e�P�N�u�N�P�(�?�s�P�7�r� ¨ �e�u�� F�P�?�(�u�N�e�?�u�P�N�P� È ���m�u�?��¦7���N�m�e���?�F�u�P�?�P�u�P�
���7�G�L�u���

K
�5�?�F�u���P�N�e�?�e¥G���P� � ����� ¨ �����7�;�e�P���l�q�e� ¨ �����7�e�e�l�(�����F���J�?�e¢

���Z�w�L�P�L�u���*�P�?�F�L�u���w���7�P���^���m��� � �?�u�Z�g�7���?�^�)�m�?�e�P���©�u�?�l�N�7���e�*�;� ¨ �
���)�G�e�L�P� ¨ �Y��� � �e�?�G� ¨ �e�u�
�5�?�u�������P�N�e�?�e¥G���P� � �5¦5�e�7���5�7� K < [N2 ] − 1

�



��[NMJTJIS[NOPE3KN[NM7BDCGMJCGR�XN\gBÊj;E�MYf;bNMJ[NMYf;bNRon<\�BDCG[NieONCGie[gEJn<\ �����

�_�7���?� �P�e���7�G�P�Z¦��F�Y�?�
N
�e����� � �?�P�u�P���Z¦��N�*�N�e�F�N�L­F� M = N + 1 ��F�P�u�e�7�P�?�P�P��Æ �m�u�?��¦7���N�

N
�?�a�L�e¥D���m�e�Z�P� ¨ �N�e���;�e�}¦e�e�7�)�5�7�)�N�e¥ ¨ �

K < 0
È �


o�Y�?�)�)�
N
�e�����3�F�P�u�e�7�P�����Z¦e�N�3�e� ¨ �F� � ���?�N�7�e�?�5�P�m���?�F�l� � ��� ¨ ���������;�P¦

� �e�5���?� � �7�?�;���?� � �?�P�u�N�P�����?�Y��� M
ÆÇ F�N�(���e�®¥u�7���7���P�����N�u�'�N�F�e�?�F�o�q�

�P�F�u�;�e�?�u���?�P�u�P���l�?�G�)�F�u�P�g� � �?�P�u�P���^���?�F�Y� È �7�'�P�P�e�5���Y�?�;���7�;� §�Å σ
¨ �e­u�

� ¨ �����7�;�e�P�Z�(�e�P�N�u�*���)���?�Y�r�J�
N
�

M
¦5���N� � �?�e�P���N�e�?�u������� � �?� ¨ �Y���u����£

§�Å
σ
�5�7���?�u���7£�¤��u�^�J� ¨ �F���^� � �?�e�N�u���;� � �?�P�u�N�e�P�����7�P�;���J�?�P�?�e¥G�3���?�Y�r�5�

�^�F�L�o� ¨ �e�5�7�J�7���5�

�^° y/{l½���~�ºmº µ'&�{l~)(�Ã |�Á)º
T (N)

°��²³ �	��¸)»sµZ»a��
�{
�
³ ()� ~�ÃZ��Á�À�
	� ��� Ã�Á��1µZ½)�)»�� ¸)½�µ�z�{l½)()� ¸)½�µ��
³ »sµZ»s¶�
)� ³ Á�Ã

Å ���F���J�r� ¨ � ¨ �?�t�P�e¤��F�^� � �?�G�7���?�)�J�?¥G�e�����N�o�5�
�1�F�e�?�F�o���w�������?�u���e¡?�u���;� � ���u�;¤��F�u�P�P� ¨ �e­u� � � ¨ �u�5�7�F���N¦1�5�7����� ¨ �

¨ �u�?�u�P�N�e�g�7�P� ¨ �?�p�N�e¥G��¦o���N�P�e� � �7�?�;�����P� �e�u�?� � �N�e�P���?�F�u��� ���7�5�?�;���)���
�J�?¥G�e�����N�

�
��� ¨ ���F�P�e�����7�P�����?«^�e�?�o�7¡���£É��¡?�u���P�?�*�;�e�?«���¥F�;���7¡����}��


�u���7�F���)� � �P�Y���Z�N�e¥G��¦N�5�7� � �P�Y��� ¨ �����©�u��¥F���J� ¨ �P�e���J���D� ¨ �� F�N�e¥G�^¡?�u���P���5¦
�5�?�(� � �N�u�J���?�u�;�e�N�e�?�P�)�P�?�F�l� (o(N))

���
�P�u�?�e�N�)�F�P�e���7������� ¨ �7������� ¨ �Y¢
�r�7�P���P�Z�N� ¨ ���_�7�©�l�/���e� ¨ �F� ¨ �u�?�u�P�N�e�g�7�P�?� Å ���u�N�e�?�e���^¦5«��;����¡��?�e�����?�7¢
�g�7���?� §�Å �e� ¨ �u���P�Z¥D�?� ¨ �u�P�m�e�7�K�7�;�e�?«���¥F�;���7¡����9¦e�F�P�u�N�G�5¤��7����� � �J���e�?�u�}¦
�e� ¨ �u� �u�P�?�F�l���N�Y�?�P�?� �5�L�u���P���7�P�N�D� �����7�G�L�u���J� ���P�P�e�5� �;�e��¡?�e� �;� ¨ �5�
§�¨ ���7�;��¦;�N�7¢ � �u���P���9¦;���?«^�e�?�o�7¡������?� ¨ �7�?�������N�u�g�5�P�N�D�9¦;�N�7¢ �P�N�e�����9¦;���5¢
«^�e�?�o�7¡�����Æ � �J���e�����7���;� ¨ ���?�e�P�5�����?�Y�r� Ès¨ �7�?�����*�N� � ���e�P���P�N�D�(�
�?�u���N�
�P�7���F�(�;�P� � �7���P�?�P�P¦3�7���J�?���q�?�u¥G� �?�(�F�P�u�e�7�P�5� �e� �P��� ¨ �5¦s��� � ���?�L�u�}¦Z�
¨ �N�e�����?�P� � �?� ¨ �u�e�7�e���u���?�����?�Y�r�5�a���e F�N�P�l�N¦a�u�N�e���F�����g�7���u�?¦s�;�e�?«���¥F�;���J¢
¡������e� ¨ �u� � �?�F�P�e���7�G�e�P�Z�g�7�P�
�F�F�G�
� ¨ �N�e�������Z�w�;� ¨ ���7�P�;���J�?�P�?�e¥G�����?�Y�r�
N
� ���e¥ ¨ � �l� �u¥G� � �7�?�;���?�Z¦s�N�F� � �?�F�P�e���7�G�e�g�7�����9¦��;�e�N�e�����'�e� ¨ �;���N�Y¢
�u�P�?�u�?¦

�
�e� ¨ �;� � �?�F�P�e���7�G�e�g�7��������� ¨©¨ �7�������l� ¨ �?����� log N

¦��� F�N���F���J¢
�����7¦g���N�)���e� � �e�F�N�7�?���u�N�D� � ���?�L�u���5�P� � ���7���P���?�F�u���©�?£m�e���m�J�?¥G�e�����N�l�^¦
�3�N�P�����?�Y��� � �u�?�F�P�e�������P¦7���N�F­o���7�P�?���P�u�e�e­F�L�D�)�3�N�Y���e�P���;�)�e¥F���7�����?�u�����
«��;����¡��?�u�w�P� ¨ �

o(N)
�

�s���F���J�������e�F�F�L�e�P���?���N� � �P�L�e¥u�7�N�Y�?�P���;£´�J� ¨ �F��� � �?�e�N�u����� � �?�P�u�N�e�P�
���7�P�;���J�?�P�?�e¥G�(���?�Y�r��� � ���P�u���5��� ¨ �?�e�?� ¨ �����p�u�P���;���P�;���J� ¨ �?���Y�?�;���7�9¦
�;�e¥ ¨ �Z�;� ¨ ���?�e�P�5� � �?� ¨ �u�e�7�e�?���u�m�F�P�P�e���u¥G� ¨ �N�e�����?�P� � �?� ¨ �u�e�7�e���u���?�P� 	^�?�
 F�N�e¥G�*�Y�?�;���7�w� � ���7�N� ¨ �?���g�
�Y��� ¨ �;£�¤��7�����F�L�o�5�



����� � x �wx��1CGISKgEGbNISbNOeMJT

*+���,����� �����	�/>�

� 8 ��>�� : .24�

�	��0 4���=24�� 4���=���0�

�����	�	����������� >����61�����0
� ������ �� 4 : � >��6> .�>?=�!�0 : � 4�

� 4�� 9 =�����������.�"I=246574� �!�
 .��

N : ��!#� 8 4�!� �=24�$�I4���!�� 4 8 ��> � � 8 � >&%�0 o(N)  
@A��B��DC���ED��F;G�HIEDJ��K�('��P�N�u�g� ¨ �u���?�����F�L�l� ���P�Z�N�u�5�e�u�������N�e¥G��¦P���N���L�G��¢
�?� � �?� ¨ ���G�����P� � �?�P�u�N�e�©�J�?¥G�e�����N� Æ � �P�u�P�?�e���P�)�o�7�)����� ���P£�������¥u� È ¦N�;�7¢
�N�e���7�©�?�u���J�r���e� � �P�u�e�7�e���u�����;£ �J� ¨ �F���N�
�m�?� ¨ � �7���G���?�Z¦����N�/�J��«��7�P���*) � �F�u�P�t�l�?�G�)�F�u�P�g� � �7� (a, b)

¦Z¥ ¨ �
a
�

b
�L�e¥F�;�p�e�Z�P� �7���7¦ ��+ �7¦ � ���7¦ ��� �7¦ ������� �?�u�;�e�N�e�����l� ¨ ���;¥F�?�l�

�N� � �P�L�e¥u�7�N�Y�?�P�����l�'�u�?�l�N�7�r�e�l�}�
,^�F���J�?�P���7���;�e�?«���¥F�;���7¡������������u���N��� ¨ �N�e�������Z���;� ¨ ���?�Y�r�5¦e�J� � �?�G�7�5¢

���Z�'� � �u���P���'�;�P� � �e�?�u���e�J���N�u���N�e���5¦9�N���P�N�e�����'�;�P� � �e�?�u���e�J� � �u�?�_¢�N�7�?� � �N�u�N�e�P�^��-;�7���e�P�5�)�u�N�e���)��� ¨ � �u���P�����u�?�l�N�7���P���;� ¨ �5�(.������J�?�P���7�
�;�e�?«���¥F�;���7¡��������������u���N�)�u�;¤��F�u�P�P�N�u���?���)��� ¨ ���'�u�?�l�N�7�

(a, b)
¦r�e�G�?���5¢

���Z���e�
(
�7���

,
�7���

)
� § �'�?�L�F�u���P� ¨

(
�����

,
�7���

)
�5�?�

(
��� �

,
�7���

)
¦9�'��� ¨

���?�p�u�N�e���
¥G�7���e�P�5�*�o�7�)����� ���P£�������¥u�5�
� ¨ �J�?�P�?�u�����F�Z¦<�l� �e� ¨ �F�t���e�u�N�
�?� � �7�?�P�G�e�g�7�P���
�5�F�?�F�u�P�N���J��«��7�P�5¢

�e�Z�F�P�u�N�G�5�����
�
�;�e�?�u���?�P�a�l�?�G�)�F�u�P�N���N�u���N�e�?�e�3�?�u�;�e�N�e�?�e�)���7�G�L�u���?�P�u�P�}�

�m�u�?��¦5���N�������?�u¥G�������?�l�����J�?�P�?�e¥G�*�� F�N�P� �?�u�
�
�N�F�u¥ ¨ ���L�G���?� � �P�u�P�?�7¢

���P���P�J�7�?�l�?�(� ¨ �?�e�F���F���?�P�w�F�P�e�P�N�u�N�u�P�P�?���L�u� ¨ ���J��«��7�P���N�P�´�N�u���N�e�?�e�e¢
�F�P�u�N�G�5�����/�p�5�r�e�F�u���?�F�u���?�%�J��«��7�P���N�P� �F�P�u�N�G�5�����}�a�m�?�P�u�N�'�?� � �7�?�P�G�7¢
�g�7���?���N�u���N�e�?�e�e¢ã�F�P�u�N�G�5����� �7�P�N�e���(�5�7�)�u�N�D���P�7���F��� ¨ �P�e�����·�u�?� ¨ �u�P�N�P�
¨ �?� � � �?�G�7�����t�J�?¥G�e�����N�L�e�?� ���P�e� ¨ �����7�P� �N�u���N�e���J¢ �5�?�u�����/� ¨ �?�e�?� ¨ �?�e�
�u�P���;���P�;���¹�5�?���N�u���N�e���J¢ �5�?�u���������u���P�%�o�7�)����� ���P£�������¥u���e� ¨ �F�·���J¢
�F�Z�g�7�P�
�Y���G���l�}�

/ �?¥G�e�����N�p�P�Z¥D�?� ¨ ���
�e�7�K�
0 �(1 ����.)�e�?�l���?�e�g�7���?�3�N�^�P�N�e�?�P���Y���P� ¨ �N�e�����?�e¥G���;� ¨ �^���?�Y�r� �P¦P���F���J¢
���©�;�e�N�e�?�e¥G�(�F�e� � � ¨ �e�u�(�����F���J���P� ¨ �N�e�����?�e¥G���;� ¨ �w���?�Y�r� N

�9���u�?�Y�g� ¨
���)���F���J���*�;� ¨ �����?�Y�r�

N
�

¬a�N�*�L�G���?�*� ¨ �Y�r�7�P�
�J���;�e�?�u�e�7���P�?�P���P�?�F�l�9�
0 �(1�� �9�m�N�u�P� ¨ �?�������;� ¨ �����?�Y�r�5¦��J� � �?�G�7���?�e¥G�
� � �u���N�P�t�Y���P�P¦?�F�u�P� n

¦
�N���P�N�e�?�P�

� k
�_�m�?�e�N�u���5�5¦l���N�

n > 2k − 1
�_���u�?�Y�g� ¨ �������F���J���(�;� ¨ �

���?�Y�r�w� � �u���N�P� �Y���P�P¦}�?�������7�u�?�����������F�P�u�N�G�5�����;�9¦1���J�7�P�?�u�?�L�P�u�P� �e�
�?�u�F�J�?�J�e�7�e�
�u���7�P�?�u�����9�
¬a�N���L�G���?� � ¨ �Y�r�7�P� �J�'���g� ¨ ���7�P�����?�P�q�P�?�F�l�²ÆÇ���7�?�F�u�P� �N���P�N�e�?�P�

�Y���P��� � ���7�g���e�^�;� ¨ �^���?�Y�r���u¥G���;� � ��£ � ���g� ¨ ���7�7¦ � �?�e�N�u�����P� n > 2k−1
�
�;�e�?�u�e�7���e�5¦r�u�N�u�?�u�P�
�;� � ��£ � �?���?�u���?�P�^�P�?�F�l� È �0 �(1�2���
o�Y�?�

n > 2k − 1
¦}�N�����?�Y���

N � � �?�P�u�N�P�P�3,^� ¨ ���u�N�u�?�u�P�q�u¥G�



��[NMJTJIS[NOPE3KN[NM7BDCGMJCGR�XN\gBÊj;E�MYf;bNMJ[NMYf;bNRon<\�BDCG[NieONCGie[gEJn<\ �����

�;� ¨ �(�;� ¨ ���?�Y�r���N�
�P�N�e�?�P�·�Y���P�P� ,^� � �?�G�7�P� (
�����

,
�7���

)
¦<�P�u�e�7�?�e�P���P�N�D�

� � �u�?�u���P���*�J�7�5�?£������N�Y�?�P�?�P���F�P�u�N�G�5���?�P�

m���F�?�P¦ � ���?�N�7�P���P�����
���?�Y�?�N¦g�J� � �?�G�7���?�P�l�*�N�^�P�N�e�?�P���Y���P�P�	'o�u�e�7�?�7¢

�P���P�*¥G�7���e�P���©���)���F���J���*�;� ¨ �����?�Y�r��� � �u���N�P�/�Y���P�P�
§ �P�^� � �u���7¡������P� � �7�?���5£��N�D���J�)�?���?�u���?�P�^�P�?�F�l�9�

0 �(1��K� Å �;� � ���?�e�g�7�P���;� ¨ �ª���?�F�Y� � �u���N�e¥G�'� �P�N�e�?�e¥G�'�Y���G� � � ���7�N�q�
�P�u�e�7�?�e�P���P�N�D�����)�5�©���F���J���P�

�m�g� ¨ ���7�P�����?�P�^�P�?�F�l�9�
0 �(1�� �<�m�?�e�N�u���5�5¦5���N�)���?�Y���)� � �u���N�P� �Y���P� ¨ �Y�?���N�D�©�������?�Y���)�N�)�P�N�7¢
�?�P� �Y���P�������P�u�?�e�N�w�J�?¥G�e�����N�o� ¨ �Y���u�������q�u�N�7���e���}� Å �P�����7���?���;� � ���}�
'o�u�e�7�?�e�e���u���?�q¥G�7���e�P��� �������F���J��� � �u���N�e���F���J�?�P�?�e¥G�p�;� ¨ �����?�Y�r� N

�
� �u�?�Y�g� ¨ �*�F�P�u�N�G�5���?�P¦��F�P�e�P�N�u�N�u�P�P�;£�¤��F�^�?�u�F�J�?�J�e�7�P� � �?�e�N�u�����}�

�m�g� ¨ ���7�P�����?�P�^�P�?�F�l�9�
0 �(1���� 
o�Y�?�p�?�u�F�J�?�J�e�7� � �?�e�N�u����� � �7���G�����N�Y�?�P���Z�}¦o�N� N �

�F�P�u�e�7�e¢
�?�P�P��,^� ¨ � �u�N�u�?�u�P� �u¥G�/�;� ¨ �®�;� ¨ ���?�Y�r�t�N�t�P�N�e�?�P� �Y���P�P��,^� � �?�G�7�P�
(
��� �

,
�7���

)
¦?�P�u�e�7�?�e�P���P�N�D��� � �u�?�u���P�����J�7�5�?£������N�Y�?�P�?�P�)�F�P�u�N�G�5���?�P�


m���F�?�P¦ � �u�?�Y�g� ¨ �w���7¥F� �5�
�^�u¥F�;���P� ¨ �u�P�?¦����N�����?�Y�������N�u���7¡����������7¥u�J� �	� ���F�u�P�

O(2
n

2 )
���s�?�Y¢

�l�9¦��J�7�P���F�����g�e�F�L�P�*���
�5�7� ¨ �e�'���N�u���7¡����}¦9�F�u�P�
O(n2)

� Å ��� ¨ �e�g�7�N�Y�?�P�?��¦
�P�e¤��F�m�P�?�F�l���F�u�P�

O(n22
n

2 ) = o(N)
�

� �u�N�e£ª�e�?�u�?� ¨ �?¦}�?£m�e�;£ª�o�7�)����� ���P£�������¥u�w���u¥F�;�q�F�L� ¨ �Y�?���?�e�g�7�P�
� � �P�L�e¤)�P£ � ¨ �?�e�?� ¨ �?�e�q�u�P���;���P�;���®���7�G�L�u���?�P�u�P� k

�����e�7���e�?�P�/�F�P�F� ¨ ¢
�u�P�g� {(−1, 0, . . . , 0), (1, 0, . . . , 0)} �P�u�m�J�e�L� ¨ ���u�������Y��� ¨ �;£�¤)�?� �P�e���7�G�P�Z��l�e�F�F�L�e�P���?� ) � �*�e�g� ¨ �����²�J��«��7�P���N�P�

A
¦_�J��«��7�P���N�P�®�F�P�u�N�G�5�����

Q
¦r�N�e¥ ¨ ���L� ¨ �Y�?�����;£�¤��7� §�Å �L�G�)�u���P�Z¥D�?� ¨ �u�P���e�7�K�1�J��«��7�P�����F�P�u�N�G�;¢
�����

� A×{0, 1}×Q
� Å �P�u�N�G�5���?�3�5�?�u����� §�Å �u�5�r� ¨ �Z�g�e�u�N�D�����3�u�?�l�N�7�r�

���
���u���N� ) �
�
�J��«��7�P���

A
¦9�e�N�u�;�N�u�P�P�����5�?� � ���?�u�;�N�u�P�P����¥G�7���e�P��� ��J��«��7�P����
�+5¦ ���g¦o� ÆÇ���Y�?�;���e� � ���?�u�;�N�u�P�P���t¥G�7���e�P��� È �F�P�u�N�G�5����� ) � ��J��«��7�P���

Q
��.��;����¡���� � �u�?�Y�g� ¨ �e���P�Z¥D�?� ¨ ���(�Y��� ¨ �;£�¤)�?�·�P�e���7�G�P�Z�_¬a�N�

�N�G� ¨ �F�u�P�N�u�����7�©«��;����¡����9¦g�F�Y�?���)�e���?�F�u�P�?�P�u�P�©�5�?�u�������?�u���5�?�u�������)�F�7¢
�u�N�G�5�����

(a, 1, c)
¦5¥ ¨ �

a, c �
�?£m�e���P�;�t�P�u�e�J�?�P�������Y�?�;���7�;�
�e�����u�P�?�e���N�D�

� � � �?�e¥F���e�L�L� ) �a�

m�3� � �?�G�7���?�e¥G���P�Z���3�J�?¥G�e�����N�o�^�*�N�e�G�L�G���?�P�u�P�w�L� ¨ �Y�?���?�e�g�7�P� ) �

�q� ¨ �?�e�?� ¨ �����t�u�P���;���P�;���J� �P�u�©�J�e�L� ¨ ���u����� �P�Z�N�u�5�e�u��� � ���7�N� ¨ �?���N�P�u�P�
�;�P�N�u�g� ¨ �u�����w���F�L�l� �5�

/ �P�N�e�?�P���e���r� � �P�u�P�?�P�u��� � ���P�u�5�7��� ¨ �?�e�?� ¨ ���7�©�u�P���;���P�;��� σ1
¦P�;�e�N�7¢

���7� � �?�e�N�u�g���u� � �?�P�u�N�e�P���?£m�P�e¥G�����7�P�;���J�?�P�?�e¥G�*���?�Y�r�5¦?�P�7�?�P���u¥G�*�P�?�e�5¢



����� � x �wx��1CGISKgEGbNISbNOeMJT

���}¦o�F���P�?�F�L�u�?�F�¹���e�P�e�P� �L�u���P�)�?�
2]n

2
[ + n

2

2 + 5n + 7
� §�Å

σ1
�?�L�F�u�

���e�7���e���F�P�F� ¨ �u�P�g�
V2 = {(−1,−1), (0,−1), (1,−1), (−1, 0), (1, 0), (0, 1)} �Å �e�o���5�?�u���5� � �?� ¨ �u�e�7�e�?���u�(�F�P�P�e�'���F�u�P�?�L�u�����Z���N�u���N�e�}� ���P�e� ¨ �����7�P�

Æ �Y���e� È �L�e¥F�;� � �������?�o�7�P���Y��� ¨ �;£�¤)�?���F�P�u�N�G�5�������
�Y¢ �K���7���7¦�� ���7¦���+ ���
�J¢ �K���7���7¦�� ���7¦���+ �7¦ �

<
�7¦��

#
���

�J¢ �K� �7���7¦ �����7¦ ��� �7¦ ��� �7¦ ��� �7¦ ��� �7¦ ��� �7¦ �	� �7¦ ��
 �7¦ �	� �7¦ �	� �7¦ �	
 �7¦
�	� �7¦ �	� �7¦ �	� �7¦ �����7¦ �

<
�7¦ �

>
�7¦ �

#
�7¦ �

/
�7¦ � | �7¦ ��� �7¦ ��	 �7¦ ��� �7¦ ��� �7¦ � � �7¦ ��� �7¦� � �7¦�� ���7¦�� ���7¦ ��+ ���

�e¢ �K���7���7¦�� ���7¦��	� ���
�J¢ �K���7���7¦�� ���7¦���+ �7¦ ��� ���
�J¢ �K���7���7¦�� ���7¦���+ ���
�^�7�t�P� ¨ �?��¦L���?�Y�����F�P�u�N�G�5�����}¦a�;�e�N�e�������L�G�)�u� � �������?�o�7�P���5�?�u���5�

§�Å
σ1
¦g�?� � �?�u�P�Z���e�u� 3 · 5 · 31 · 3 · 4 · 3 = 16740

� §�¨ ���7�;� � �����N�F�u�P���?�e�g�J¢
����� §�Å

σ1
���)�;�P� � �P£��N�u�?�^� ¨ �J���P�u�
�P�e���7���;�����P�*�?���)� �����)���7�u�?���������

�F�P�u�N�G�5�����}�
,^�F���J�?�P�?�e�/�;�e�?«���¥F�;���7¡��?�u� ¨ �?� §�Å

σ1
�e� ¨ �u�'¡?� � �e���5� ¨ �N�e�����?�e¥G�

�;� ¨ �m���?�Y�r�
N
¦7�J� � �?�G�7�����7��� � �u���N�P���Y���P�P� �_�7���)�Z�m�P�?�u�P���
�Y���e���P�N�e�?�e�

Æ �e�3���F���J�r���;� ¨ � È �5�?�u���������7�?�P�u���N�D���u�?�l�N�7� �
>
�7¦7�Z�3�N�e�3�)�a�G�e�l�Z���Y���e�

� �P�Y��� ¨ �?�u� � �u�?�l�N�7� � < �7�.��;����¡��?�e�����?�e�g�7���?� §�Å
σ1
�L�G���?�)�N�Y���e�P�?�����7�G�e���P�������?�u�P�Z�?� � �?�7¢

¡?�F�F�G�5�
���u���P�Z� � �?�e¡?�F�F� � �?�e���F�N� ¨ ��� � �?�e�N�u���������?�Y�r�^�����?­u�P�?�P�u�P�)�qÆÇ�)�Y�?�g¢

���e�^�e�P����¡��7�N�Y�?�P�?�e¥G�
�?�u�F�J�?�J�e�7�e� È � �?�e���F�N� ¨ ��� � � ¨ ¥G�e�N�e�P���������7�G�l�?�G�)�Y¢
����£É�P�������;� ¨ �����?�Y�r�5¦_�J� � �?�G�7���?�e¥G�(� � �u���N�P�²�Y���P�
���;� ¨ �e�'�?�u�?­u�P�����
� �e�N�u��¡����J�?�P����� ¨ �Y�?���N�Y���u�}¦��J� � �?�G�7�������´�N�p�P�N�e�?�P� �Y���P�P�����P�u�;�7�?�P���
� ��� � �?�e�N�u���;�3��� � �?�P�u�N�e�P�*���?�Y��� N

¨ �P�u�e�7�N�e���?� ¨ �Y�?���P�)�N�7�?�P�;����� � �?�7¢
�u�P���P¦J�L�u���P�)�?�

]
√

N [+1
¦G�N��¦J�e�N�u�P� � �7�^����� ¨ �����5�?�u�������e���F�u�?� ¨ �������;� ¨ �

���?�Y�r�����P�?�u�P�N�F�p�Y���P�P¦�«^�e�?�l�����N�u�N�D�w�u��¥F���J��
9¦g�;�e�N�e���Z�����7�G�l�?�G���e�u�N�D�
�N�L�F�u�N�a� � �e�N�u��¡����J�?�P�����l� ¨ �Y�?���N�Y�?���l�}� �_�7���?���P�e���7�G�P�Z¦7�L�G���?�3�P�u�e�7�?�7¢
�P���P� � �?�e¡?�F�F�����7�G�l�?�G�)�u����� � �P�Y�����N�e¥G��¦7�5�7� � �G�5�P���N�D� ¨ �Y�?���N�Y�?�^���7�P���Z�
]
√

N [
ÆÇ�N�e���?�F�

2]n

2
[ − 1

È �����P�Y���^ F�N�e¥G�*�J� � �N�u�5�e�u�N�D� � �?�e¡?�F�F���P�u�e�7�?�e�P���q�
�;�������N�G�)�u����� ���7�G�l�?�G���7£�¤��u�?�D� �P���������e�u�P� �;�e�?«���¥F�;���7¡����}� '��������N�7¢
���7£�¤)�?���u��¥F���J�?�²�L�e¥F�;�
�N�e�F���������;�P��� � ��� � �G�5�e���u�����(�
�P�?�u�P�N�F� �Y���P�
�u��¥F���J�r� ��� �7�g�^�7���J�����Y�?�P�?�)�Z���7�G�l�?�G�)�u���?�F�Z¦5�^�5�7� ¨ �e�©�u�P�?�e�;�P¦g¥ ¨ �����J¢
�?�F�F­u�w�;� ¨ ���?�Y�r�

N
� � �u���N�P�t�Y���P�m�©�;� ¨ �u¥G� � �e�N�u��¡����J�?�P�?�e¥G� ¨ �Y�?���N�Y�?�

K
�N���P�N�e�?�P�Z¦1�P�u�;¤��F�u�P�e�?���u�N�D� � �?�e¡?�F�F� � �?�e�N�u����� ¨ �Y�?�?�L�P�u�P� N

���
KÆÇ�����P�u�?�e�N�m�J�?¥G�e�����N�o� ¨ �Y���u���������u�N�7���e��� È �D�_�u�F�J�?�J�e�7� � �?�e�N�u�����©�)�P� ¨ �



��[NMJTJIS[NOPE3KN[NM7BDCGMJCGR�XN\gBÊj;E�MYf;bNMJ[NMYf;bNRon<\�BDCG[NieONCGie[gEJn<\ �����

�u��¥F���J���e� �������5�?� ��� ���J� � �?�u�Z�g�e�u�N�D�����P�?�u�P�N�F�p�Y���P�P¦;�?���)���5�©���?«^�e�5¢
�o�7¡������u�P�����e�u�N�D�9¦l�©�P�Z���u� � �P�l�5���;�P���
�u��¥F���J�?� � �u�?� ¨ �7£��N�D���P�����N¦}¥ ¨ �
���)�5�w�P�u�?�e�N�^«^�e�?�l�����N�u�N�D���e�;�e�����7�N�Y�?�P���Z�'�e�P�N�u�7�
§ � �����F� � � ¨ �?�P�e�?�F�^�5�7� ¨ �Z�(�7���e�}�

�%F;��B ����� ��� 1���ED��J�B�� B ���DC�������� ���
	
�


m�e�7�}¦ � �u���N�P�P¦s���N� ¨ �Y�r�e�u�N�D�9¦s F�N� � �?�e�N�u���5�����?�Y�r� N
�����?­u�P�?�P�u�P�

Æ �F�Y�?��� � �P�Y��� ¨ �?�u�(�?� � �N�u�N�e�(�5�?�u���;��� � �u���N�P�/�Y���P���u�N�e���©�u�?�l�N�7��+5¦��N�
N �

�?­u�P�?��¦����l� ¨ �e­F�t�e�P�N�u� ��� � È �
� �Y�?�;���e���e�P����¡��7�N�Y�?�P�?�e¥G�/�?�u�F�J�?�J�e�7�e� � �?�e�N�u�����}¦��u��¥F���J�?� �

>
�t�

�
<
� ¨ �P��¥u�7£��N�D�����7�N�u�P�?�u��� ¨ ���;¥ ¨ ���;¥F� ¨ �?�©�N�e¥G��¦����N�P�e�®�P�P�e�F���F�����P�
�N�

�L�F�u�N�*�������?�Y���
N
¦ ¨ �*�;�e�N�e�?�e¥G� � �e�F�N�7�?���N�Y�?�P�?�©���e�u�P� � �e�N�u��¡����J�?�P�����

¨ �Y�?���N�Y�?���
K
�

	��J���F���u���5�5�?�e�����F�����N�u�N�D�t�?�P�u�����e�u�P�t�;�e�?«���¥F�;���7¡����}¦o�u�P�5�J�7���?�e� �
«^�e�?�l���?�e�g�7���?�F� ¨ �Y�?���N�Y���u�

K
¦}� ¨ �P���)�u���?�©� � �P�Y��� ¨ �u�P�P���p�P�u�e�7���7�e�?�5¢

�g�7£�¤��u¥G�� F�N�e�*�?�P�u�
�u��¥F���J�r� ��
 �7�
,^�) F�e� � � � � ¨ ¥G�e�N�e�P�;���J�7�P���F�����g�e�u�N�D�(�P�?�F�l�9¦��;�e�N�e�?�P�^�?� � �?�u�P�Z���e�u�

3[n+1
2 ] + 1

�

�%F;��B � �
���DC�������� ���
	��

�l�7�G�l�?�G�)�u���?�©�;� ¨ �����?�Y�r�
N
��«^�e�?�l���?�e�g�7���?�
�;� ¨ �e�q�u¥G� � �e�N�u��¡��5¢

�J�?�P����� ¨ �Y�?���N�Y���u�
K � �?�e�?�Ê�g� ¨ ���/���J� ¨ �u�g���;�e�·� � ¨ ��� �e�7���7� Åo¨ �Y�r�J¢

�?�( F�N� ¨ �?���N�e¥G��¦l���N�P�e�^¦l�'�Y�?�;���e�©�N�e�F�������?�e�N�u�����t�u��¥F���J�r� ��� �7¦l�;���5¢
���N�G���7£�¤)�?�)�u��¥F���J�?� �u�5�L�Y�?� ¨ �e¥F���7�P�©�u�P�?�F�l���N�Y�?�P�?�
���7�F���e�u�e�7£�¤)�;£m�D�
�P�����'�;�e�?«���¥F�;���7¡���£��3���u�?� ¨ �F���p�P�������;� ¨ � ���?�Y�r�

N � �?�e�?�Ê�g� ¨ ��� ¨ �7¢
�N�7�?�P�?� � �?�P�u�N���l�e� �
�J� ¨ �u�g���;�e�t�q� ¨ ��� �e�7���(�;� � �����N�u�N�D�p�P������� � �u�5¢
�P�Z���Y���e�}�3.)�e�?�l���?�e�g�7���?�*�;� ¨ �e� � �e�N�u��¡����J�?�P����� ¨ �Y�?���N�Y���u� K � �?�e�?�Y¢
�g� ¨ �����?�F�u�;�7�?�P�;�q�Y���G���?�F�P� � �© F�N���e�P�N�u���7£����P�?�u�P���}¦ � �5�P�Z�������F�u�N�e�
�Y���e�}��,��e�P�Z� � �e�N�u��¡����J�?�P���Z� ¨ �Y�?���N�Y�?�'«^�e�?�l�����N�u�N�D���N���P�N�e�?�P� �Y���P�
���q�P�u�?�e�N� � ���?�N�7�e���u����� ¨ �N�e�����t� � �e�N�u��¡����J�?�P�?�P�l� ¨ �Y�?���N�Y�?£ K − 2

¦
�J� � �?�G�7���?�P�l�/�N���P�N�e�?�P�Ä�Y���P���N�u�N�5���5�/�5�?�F�u�}��Æ � �e�L�u�P�?�Z¦s���N������ F�e�J¢
� � � � ¨ ¥G�e�N�e�P����«^�e�?�l�����N�u�N�D�w�;� ¨ � �u���N�e¥G� � �e�N�u��¡����J�?�P�?�e¥G� ¨ �Y�?���N�Y�?� ��P�?�e����� È �



� � + � x �wx��1CGISKgEGbNISbNOeMJT

�%F;��B 2�� � ����J�����B�� ��� B�����E ����HIEDG ������� 1�� ����E � ����F;G ��� 1����
	�H��
F;� � � � 1�� � �
��¨ �F�u���?�u���e�u�N�D�©�Y��� ¨ �;£�¤��7���J� ¨ �F���D� ¨ �Y�?���N�D�
�?�©���?�Y���

N
¦g�J� � �?�G�7�5¢

�?�P�a� � �u���N�P�(�Y���P�s�5�?�F�u�}¦J�������?�Y��� K
¦G�J� � �?�G�7���?�P���N�3�P�N�e�?�P�q�Y���P�a�5�?�F�u�

�?� � �P�u�?� ¨ �u�P�N�u���?� � � ¨ ���?�Y���P� N
�

� � �u���P�;£ �e�?�u�?� ¨ � � �?�e�N�u�g���u�N�D�
�;�e���?�u���P�?�P�u�P�)�J� � �?�u�*���?�F�Y� N
�

K
�

/ �?�L�u���?��¦5�F�Y�?�©���?�Y���
K
�P�7�?�P�����F�P�e�P�N�u�N�u�P�P�;£�¤��u�w���e�u�P�©���?�Y�r�

N
ÆÇ�N�

�F�u�P�����F���J�r�����?�Y�r�
N
¦ � � ¨ �;�e�N�e�������J� � �?�G�7�?�����?�Y��� K)

¦N�N�)�u¥G�^�?�F�P�F�g�7¢
¨ �?�L�
� ¨ �P�����;�P�
���*� ¨ ���w�5�?�u�����w� � ���7�N��� � �7�N�F�/�P�u�;¤��F�u�P�e�?���F�/�P�Z�����e�J¢
���?�^Æ

N−K
È � � �P�Y��� ¨ �;£�¤)�?��� ¨ �P��¥G�P�'���?�Y�r� K

� � ���7�N�m� � �e�P�N�e�g���F�'�N�F­
�J�7�?�e�N���1�s� � �7�?�?�u���?�
¡����5�r���P�u�;¤��F�u�P�e�?���u�N�D� ¨ ���N�Y� � �e�}¦ � �e�5� � ���7�g�7�
���e�u�P�^�;� ¨ �

K
�?���F�e�N�L�u¤��e�u�N�D�
� � ���7�N�e�
���e�u�P�P£ �;� ¨ � N

�N� �Y�?�;���e���N�G��¢
¨ �F�u�P�N�u���?�e¥G���F�e� � � ¨ �u�������;� ¨ � K

���;� ¨ �
�P�u�e�7�P�5�
N
�l� ¨ �Y�r�e�F�/�P�Z�N� ¨ ¦

���N�
K
¨ �Y�?���

N
¦9�����F�?�

�
�?� ¨ �Y�?���7�1� � �u���N�P�®�Y�?�;���e�����P�?�u�P�N�F�®�Y���P�

�5�?�u�������u�e�7�P�?�®�u�?�l�N�7����� ��ÆÇ���?�Y���
N
�?� � �?�P�u�N�P� È ¦}�N�©�P�N�e�?�P�´�Y�?�;���e�

�u�e�7�P�?� �u�?�l�N�7� �����wÆÇ���?�Y���
N � �P�Y��� ¨ �Y���u�����
��� K

�F�F�5���7�����u���N�e�G�L�G��¢
�?�P�u�P�m�e�Z�P� � �?�P�u�P��� È �e���J�7�5�?£��?�u�����}¦P�e����¤��e�F���N�F�s�5�?�u�����wÆÇ���?�P�L�s�N�e�}¦
�;�e�N�e���7���F� ¨ �u�g�����©�e�P�N�u� È �
�s�?�F�l� � �?�e�N�u�����·���������7�P�?�P�u�P�p���?�Y�r� N

���?�Y�?�
K
¦s�F�Y�?�´�u�����e�7�P�

���7�G�L�u��� �5�(�;� ¨ �e�����7�P�����l�
n
�

k
�F�P�e�P�N�u�N�u�P�N�u���?��¦}�?���P�7�?�P���

2k(n −
k) + n + 1

�e�7���N�e�?�

�%F;��B �K���/HIEI� ����J�B�� ����HIEI� B�� �	� 	�1 � ����

	
	��
� � ��F;���
	���F
		���
����� 	
�	� ��� ����

	
	
�m�����N�u�����
�P�u�e�7�?�e�P���*�?�P�u�e���;�e�?«���¥F�;���7¡����
�Y��� ¨ �;£�¤)���K�7�?�?�P�m� � �?�7¢

¡?�F�F�F� � �?�e�N�u���������������7�P�?�P�u�P���P�Z���u���5���P�u�?¦7���N� N �
�F�P�u�e�7�P�?�P�P¦7�?�?�P�3�J�J¢

�;�e�����5�?�?�u� � �e�N�u��¡����J�?�P����� ¨ �Y�?���N�Y�?�}¦r�N�
�F�u�P� N � � �?�P�u�N�P�P�r� � �u���N�P��Y�?�;���e�s«^�e�?�l�����N�u�N�D���u��¥F���J� ��� �7¦J�;�e�N�e���Z� � �e¥D���e¤��e�u���u��¥F���J�?� �����7¦J�N�
�P�N�e�?�P�·�Y�?�;���e���?�L�u£����L�F�u�N�©�N�7�?�P�;���u��¥F���J�?� �����7¦<�;�e�N�e�����*�F�7�?�P£��N�D�
��� ¨ ���}�<�®�P�P�e�5�(�Y�?�;���7�;���N�e�F�����5�e�u�w�;�������N�G���7£�¤)�����u��¥F���J�'�F���u�;�e�?�7¢
�u�P�P£ ¨ �P���)�u�����©� ¨ �g�����7�J� � �?�u�P�Z���7£�¤��u�w�u�;�e�?�P�u�P���?�P�u�e�)�;�e�?«���¥F�;���J¢
¡����}¦;�;�e�N�e���Z���P�P�F� � �u�����g�e�u�*�;�������N�G�)�u���?���N�F�Y�©�u��¥F���J���e�?¦��e�G�?���������w�e�
��� ��� �����7�

�^�7���P� ¨ �?��¦N�5� ¨ �)���©�Y�?�;���7���P�?�F�L�u���©���e�P�e�P� §�Å
σ1
¨ �P�u�P��¥u�e�u�N�D�©���

� �?�P�u�P���w���?�Y�r�J�9�?� �Y�?�;���e�^�F�P�u�e�7�P�?�e¥G� N
�P�?�F�l�w���e�P�e�P� §�Å

σ1
�e�u�?� � ¢

�N�e�P���?�F�u���®���7�P�?�p���7�?�L�u���P���F�l� ¨ �Y�?���N�Y�?£¼���?�Y�r�
N
��� � �����N� ¨ ­u���?�e�



��[NMJTJIS[NOPE3KN[NM7BDCGMJCGR�XN\gBÊj;E�MYf;bNMJ[NMYf;bNRon<\�BDCG[NieONCGie[gEJn<\ � ���

� ¨ �?�e�?� ¨ �?�e�·�u�P���;���P�;�?�����'�5�7� ¨ �P�%�e�7���N���J� ¨ �u�?�u�P�P�N�u�N�D� �?���e�7� �l�?�7¢
¥G�'�7�P�N�P�o�7�N�e�e¢ �P�Z���?�Y�?���N�Y���u�

�
���7�G�L�u�/�o�7�;�u�?�o�J�?�P�?�e�/�;�e�?«���¥F�;���7¡����

�?���P�7�?�P���
n

3

4 + 5n
2

4 + 2n
�;�m�;�N­F���N�e�e���u�?�u�����©�)���e�P�e�P���P�7�?�P���u¥G�)���?�Y�r�

�P�Z���?�Y�?���N�Y���u�w�L�G���?�)�u�;¤��F�u�P�N�u���?�^�J�?�;���)���P���P�?�F�l�
���e�P�e�P�/�^�5� ¨ ���F�
�Y�?�;���e�P� Åo¨ �Y�r�7�P�* F�N�*�L�G���?�
�Y��� ¨ �;£�¤)�?�p�P�e���7�G�P�Z�

�s� ¨ �F� � �?�e�N�u�g�5�P� ¨ �Y�?�?�L�P�u�P� ���?�Y�r� N
���p�7���e�5�J�9¦��F�P�u�N�G�5¤)�5�´���

O(2
n

4 ) � �e�N�u��¡����J�?�P����� ¨ �Y�?���N�Y���u�}�L�m�?�e�N�u���5�q��� ¨ �Y�?�?�L�P�u�P���q���7�F������7���e�5�J���e� ¨ �u�
�P�u�;¤��F�u�P�e�?�5�P�N�D� � �7���J�����Y�?�P�?���
���7���F� � � ¨ �?�P�e�?���
Å ���F���J�r�*�P�u�;¤��F�u�P�e�?���F� � �?�e�N�u�����w���)�?­u�P�?�P�u�P�?�
� �7�N�F���F«^�e�?�l�����N�F�����F���J�?�P���;£·�;�e�?«���¥F�;���7¡���£ � �u���N�e¥G���7���e�5�5� § ���

�e� ¨ �u� �F�P�u�N�G�5�P�p���(�;� ¨ �����?�Y�r�
N
¦a�;� ¨ � � �u���N�e¥G� � �e�N�u��¡����J�?�P�?�e¥G� ¨ �Y¢

�?���N�Y�?�
�
�P�?�e�������q�;� ¨ �©�?­u�P�?�e¥G�©���?�Y�r�J¢ã�e¥F���7���������N�Y�?� � �e�g� ¨ �5� 2

n

4

¦<�
¨ � � �7�?�����N�Y�?�P�������u�?�l�N�7���e�?¦?�?�F�P�F�g� ¨ �?�l���q�J�?¥G�e�����N�l�N�

,^���5�7� ¨ �P� �7���e�;� � ���?�L�u�����u�N�D���;�)��� � �?�G�7�����Z�q�J�?¥G�e�����N�Z¦����;�e�N�7¢
�?�e¥G�©���G�L�u�����N�D�q�?���)�w�������N�u�������N�e�F�������?�e�N�u�������;�������N�G���7£�¤��u¥G���u��¥u¢
���J�r�5�g���G�5�e�?�5�P�N�D�©�e���e� ¨ �u���N�e¥ ¨ �^�
�N�7�?�P�;���N�e¥ ¨ �5¦g�;�e¥ ¨ �)�e�?�u�?� ¨ �?�e� � �7¢
�N�u��¡����J�?�P���Z� ¨ �Y�?���N�Y�?� � �?�u�P���u���'���?�Y���7¢ã�e¥F���7���������N�Y�?�?� Å ��� ¨ �e�g�7�N�Y�?�e¢
�?��¦5�P�?�F�l�w���e�P�e�P�®�?�e�N�e¥G�
�J�?¥G�e�����N�o�����)�e�7�;�P� �7���e�;�^�F�u�P�

O(2
n

4 )
�

,^�F���J�?�P���7� �;�e�?«���¥F�;���7¡���� �5�7� ¨ �e¥G�®�7���e�5�´� ¨ ��� ���7�t�;� � �����N�u�N�D�
� � ���7�N���Y��� ¨ �;£�¤)�?�´�P�e���7�G�P�'�1�;� � �����N�u�N�D���;� ¨ ���?�Y�r� N

¦}«^�e�?�l�����N�u�N�D�
�;� ¨ � �u���N�e¥G� � �e�N�u��¡����J�?�P�?�e¥G� ¨ �Y�?���N�Y�?�9¦N���7�P�?�e¥G���;�N�Y�?���?�u���?�P�l�*����� ¨ �5¢
����¡��p���?�Y�?�g¢ã�e¥F���7���������N�Y�?£ �F�P�F� ¨ �?�u¥G� �Y���u�g���7���e�5�5¦�«^�e�?�l�����N�u�N�D�/�;� ¨
���?�Y�r�J¢ã�e¥F���7���������N�Y�?�9¦e���7�P�?�e¥G�m�u�5�L�L�a���?�Y�r�J¢ã�e¥F���7���������N�Y�?� � �u���N�e¥G�m�7���7¢
�5� �·���?�Y�r�J¢ã�e¥F���7���������N�Y�?� �F�P�F� ¨ �?�u¥G�/�Y���u�g�p�7���e�5�5�3���F�' F�P� ¨ �u�?�u�P�P���
�L�G���?�w�P�u�;¤��F�u�P�P���P���J�

O(n)
� �m�����N�u�������P�u�e�7�?�e�P�����?�P�u�e�©�;�e�?«���¥F�;���J¢

¡����w� � ���7�N� � � �u���P�Z� � �e�N�u��¡����J�?�P���Z� ¨ �Y�?���N�Y�?� � �?�u�P���u�5� 2]n

2
[ �

�t�?�u�F�J�?�J�e�7�N� � �?�e�N�u�����w��� ¨ �Y�?�?�L�P�u�P���)�5�7� ¨ �P�p�7���e�;��«^�e�?�l�����N�u�e¢
�D���u�N�e� � �?�P�L�u���;�N�e�����Z�'�?�u�F�J�?�J�e�7�7�1¬a�P�(�?�u�F�J�?�J�e�7�P� �?�F�P�F�g� ¨ �?�L�w�P��
<¢
� ¨ �������P�?� § �P�N�u���5�7� ¨ �e¥G���7���e�5�5¦L���?�P�L� � �u���N�e¥G��¦o�e� ¨ �u�q��� � ���7�e�?�5�P�N�D�
�e���u�N��¦�¥ ¨ �^�e���P��
}� ¨ �������u�N�D�����e�P�N�u�N�P�/�F�P�F� ¨ �?�u¥G�
�7���e�5�5�

,��u�P��� ¨ �?���e¡?�u�����P���P�?�F�l�p���e�P�e�P�  F�N�e¥G���J�?¥G�e�����N�o�5� § �?���u�5�r� ¨ ��¢
�g�e�u�N�D�·�����P�?�F�L�u���®���p«^�e�?�l���?�e�g�7���?�����F���J�?�P�?�e� �;�e�?«���¥F�;���7¡���� � �7¢
�Y��� ¨ �?�u¥G���7���e�5�

� O(n2
n

4 )
¦ � �?�e�N�u��������� ¨ �Y�?�?�L�P�u�P��� � �P�Y��� ¨ �?�F�®�7���7¢

�;�
� O(2

n

4 )
� � �u�?� ¨ �F��� � �?�P�L�u���;�N�e���?�e¥G���?�u�F�J�?�J�e�7�e�'� � �u���P�Z�/�7���e�

� O(n2
n

4 )
�}� �u�5�L�L� � �7�?�;�����N�D� O(n2

n

4 )
��,��F�Y���G���?� � �P�u�����e�7�P�q�o�7�;�u�5¢

�o�J�?�P�?�P�
���?�Y���q�7�P�N�P�o�7�N�e�e¢ �P�Z���?�Y�?���N�Y���u�}¦L�J� ¨ �u�?�u�P�N�e�g�7������� �����e�P�e�N�P�



� � � � x �wx��1CGISKgEGbNISbNOeMJT

)q�7�;�u�?�o�J�?�P�?�P�3���?�Y���^�?� � �N�u�P�����5�?�F�u�
�^�5�7� ¨ �P���7���e�;���F�u�P� O(n3)
�N���7¢

�u�;�7�?�P��� �?�e�P���'�7���e���´«^�e�?�l�����;£��N�D�·�(�J� ¨ �u�g���;�e�®�
O(n)

¦s�N� ���?�Y���
�7���e�;�e�?¦9���;�e�N�e�����'�N� ¨ �;�N�D�'�P�Z���?�Y���u�����9¦1�F�u�P�

O( 1
n
2

n

4 )
�9� ���N�e¥G� � �7�?�g¢

���e�F�Z¦?���N�*���7�G�L�u�q�o�7�;�u�?�o�J�?�P�?�e�q�;�e�?«���¥F�;���7¡����q�F�u�P�
O(n22

n

4 )
���_�7���?�

�P�e���7�G�P�Z¦ ¨ �P�N�7�P���
O( 1

n
2

n

4 )
�?�e�P���·�P�Z���?�Y�?���N�Y���u�}¦3�l� �N�p�u�N�7�?�P�;�t�)�

�5�L�u���P�)�5�?���N�u�N�5��£�£²�e¡?�u�����©�P�?�F�L�u�������e�P�e�P� §�Å �
�1� � �u��� � �u�?�Y�g� ¨ �?�t�w�J�7�5�?£������N�Y�?�P�?�P�l�����7¥F�N�

*+���,���#2������	�/>�

� 8 ��>�� : .24�

�	��0 4���=24�� 4���=���0�

�����	�	����������� >����61�����0
� ������ �� : � 4�

� 4�� 9 =�����������.�"I=246574  �!�
 .��

N
� � �����6=2=246574 8+: ��.24� �=24�$ �I4��

��!�� 4 8 ��> � � 8 � >&%�0 N

2 + o(N)  
@A��B��DC���ED��F;G�HIEDJ��K���%�5�F�?�F�u�P�N�(�N�7�G�e�N�e�t�N�e�F�N�L­F� §�Å

σ1
¦L�;�e�N�e���7�p�?�Y¢

���e�u���J� ¨ �F��� � �?�P�u�N�e�P� �?£m�P�e¥G�����7�P�;���J�?�P�?�e¥G�����?�Y�r���P�7�?�P���w�P�?�e�����}¦
� �?� ¨ �u�e�7�e���u���?�e¥G�w� ¨ �N�e�����?�P� �;� ¨ �P��	)�P�N�7�P���©�?�e�P�����F�P�u�N�G�5�����q�5�?�u�����
� � ���7�P�5�r� � �u�?�Y�g� ¨ �5¦ � �7�?�;���?�q�?�e�P�;£ � ¨ �?�e�?� ¨ ���;£´�u�P���;���P�;��� σ2

¦7�?�u���J¢
£�¤)�;£ �J� ¨ �F��� � �?�P�u�N�e�P� ���7�P�;���J�?�P�?�e¥G�����?�Y�r� N

¦ � �J���e�����Z���;� ¨ �;�e�N�7¢
�?�e���J� � �?�G�7�(�N���P�N�e�?�P� �Y���P�P��
o�Y�?�������7�P�;��¦r«��;����¡��?�e�����?�e�g�7���?� §�Å σ2�e� ¨ �u�w�F�P�u�N�G�5�P�w��� ¨ �P�g�( F�e� � �e�2�<��� � �u���N�P� �;�e�?«���¥F�;���7¡����9¦9�F�P�u�N�G�5¤��7�
��� � �J���e���?�e¥G� � �?� ¨ �u�e�7�e���u�����9¦ � �?�F�P�e���7�F�N�u�N�D�������F���J�?�P���;£®�;�e�?«���¥F�;���J¢
¡���£ ¨ �?� §�Å

σ1
¦}���P�e���e�N�7�P�Z�g�7£��N�D� �Y�?�;���7� ¨ �?�

N = 2, 3
¦1���w�P�N�e�?�P�

 F�e� � � §�Å σ2
���e�P�e�e�e�u���*�F�P�e�P�N�u�N�u�P�P���(���J�?¥G�e�����N�L�P� ¨ �?� §�Å

σ1
�

	��J���F� � �u�?�u� ¨ ­F�p� � � ¨ �?�P�e�?�P�l��� � �?�G�7����£ � �?�e¡?�F�F�G� � �u�?�u�;� ¨ ���?�e�P���
���7�P�;���J�?�P�?�e¥G�����?�Y�r�
��� � �J���e���?�e¥G� � �?� ¨ �u�e�7�e���u�����'� ¨ �N�e�����?�P�P� Å �P�u�N�7¢
�5�������Y���P­u���5�?�u����� �e� ¨ �;���P�P�e�F���F���7�P�N�D���r�7�P���?�u���?�l�p�e�;���g�e�l� � ¦��}¦��P¦
� ¦	�P¦�
Ê� ���P�e� ¨ �����7�P� �5�?�u�����©�e� ¨ �;�^�J� � �?�u�Z�g�7�P�N�D�©���u�;�P�e�5�J�9� ,^� � ���?�L�u�}¦
�F�P�u�N�G�5���?���P�N�e�?�e¥G���Y���G���5�?�u����� §�Å �3�;�P�e� ¨ �����7�e�e�l�

(−1, 1)
�e� ¨ �u���P�P�7¢

�F���F���7�P�N�D�
b(−1, 1)

� �����N�u���J�?� �F�P�u�N�G�5�����w�e� ¨ �;�^�J�7�5�?£��?�u��� ���5�7�P�Z�����
Æ � � È � Å �P�u�N�G�5���?�^�Y���G�w�5�?�u�����w�*�Y��� ¨ �;£�¤)����Æ �e�P�?�P�u���N�Y�?�P�?�*�?�u�;�e�N�e�?�e¥G�
�N�u���;¤��u¥G� È �L�P�L�u�����P�?�F�L�u�����e� ¨ �u���P�P�e�F���F���7�P�N�D���r�7�P���?�u�;�e� �e�;���N�e���F�
�)�P���5�g�P�Z� �����N�u���J���P� �7���
�P�P�e�F���F���e�u�N�D� � �N�u�N�e���u�?�l�N�7�1�

��
���
������������������

��� �������DC���J�� �
	��+HIEI����ED��J�� � B�� �	� 	�1 � ����

	
	
� ���F���J�?�P���Z� �L�P�L�u���p�P�?�F�L�u���®�l� ��� � �J���e���?�e¥G�p�;� ¨ � ���?�Y�r� N

¦
�J� � �?�G�7���?�e¥G���N���P�N�e�?�P�t�Y���P�P¦��P�e���7�F�N�F�/�u�e�7���N�e�P�;£ �;�e�?«���¥F�;���7¡���£ ���N�F�



��[NMJTJIS[NOPE3KN[NM7BDCGMJCGR�XN\gBÊj;E�MYf;bNMJ[NMYf;bNRon<\�BDCG[NieONCGie[gEJn<\ � ���

� �J���e����� �J�e�L�u���5£��N�D� � ¨ ���������5�e�l�}¦a��� � �u���N�P�²�Y���P�
�����7�����5� �Y���u�g���
� � ���7�g���5�?�F�u��¥G�u�?�u�������;£��N�D���u��¥F���J�?� �

>
�*� �

<
�*�F�P�e�P�N�u�N�u�P�N�u���?���

� 
 .�!
b(x − 1, y) �

�7���7¦
b(x, y) �

� | �7¦ � 4 a′(x, y) �
�
>
�7�

� 
 .�!
b(x, y) �

� | �7¦ b(x + 1, y) �
�7���7¦ � 4

a′(x, y) �
�
<
�7�

� 
 .�!
b(x, y) �

� | �7¦ � 4 b′(x, y) �
�
1
�7�

� �
� ����J 	KF;� HIJ�����EDB
	 B���� � H6F;��J��
Å ��¥F���J� �

>
� ¨ �P���)�u�N�D�©� � ���7�N�)���7�N�u�P�?�u�����u��¥F���J�?� � < �7¦;�;�������N�G���7�� � � �;�P���u�N�P�u¥G�*�Y��� ¨ �e�g�7������� ¨ �����������}�

� 
 .�!
a(x− 1, y) �

�
>
�7¦

a(x, y) 6= �
<
�7¦

a(x + 1, y) 6= �
<
�7¦�� 4

a′(x, y) ��
>
�7�

� 
 .�!
a(x, y) �

�
>
�7¦

b(x, y) �
�
1
�7¦ � 4

a′(x, y) �
�7���7¦

b′(x, y) �
�7���7�

2��
� ����J 	KF;� HIJ�����EDB
	 B���� � H�������J��
Å ��¥F���J� �

<
� ¨ �P���)�u�N�D�t�e���u�N� ¨ �q�N�u�P�?�u���t� �

>
�7¦l�?�G�J�?���F�P�p� � �?�7¢

¡?�F�F�F� ¨ �P���)�u�����w«^�e�?�l���?�e�g�7���?� ¨ �N�e�����?�e¥G���;� ¨ �)���?�Y�r�5¦5���7�P�?�e¥G���u�5�L�L�
� �e¥D���e¤��e�F�l�����?�p� ¨ ������¡}�
� 
 .�!

a(x− 1, y) 6= �
>
�7¦

a(x, y) 6= �
>
�7¦

a(x + 1, y) �
�
<
�7¦�� 4

a′(x, y) ��
<
�7�

� 
 .�!
a(x, y) �

�
<
�7¦ � 4

a′(x, y) �
�7���7�

	��N�e�������Z�'�;� ¨ �e� ¨ �u�©�J� � �?�u�Z�g�7�P�N�D�'�N���P�N�e�?�P�·�Y���P� �7� � ���7�g�����J���Y¢
�N���7¦r�N���F�u�P�����u�N�F���N�F�Y�q�e� ¨ �u�©�_�r� ¨ �)���q���7�F�g� ¨ � .)�e�?�l���?�e�g�7���?�*�_�r� ¨ ¢
���u¥G�����7�F�g� ¨ �*� � �?�G�7�?�������)�P�
� 
 .�!

a(x + 1, y) �
�
<
�7¦

b(x + 1, y) �
�
0
�7¦ � 4

b′(x, y) �
�
1
�7�

� 
 .�!
a(x + 1, y) �

�
<
�7¦

b(x + 1, y) �
�
1
�7¦ � 4

b′(x, y) �
�
0
�7�

	��N�e�������Z���;� ¨ � � �?�e¡?�F�F�F�*«^�e�?�l���?�e�g�7����� ¨ �P���)�u�N�D�'�N�Y��� ¨ �J�©�u�N�7¢
�?�É�F�e� ¨ �7�N�Y���F�

�
�u��¥F���J���P� �

<
�7¦Z���G�L�u���5���u�t� � �;�P�}�3¬a�N� ¨ �P���)�u���?�

�P�P�F� � �u�����g�7£��(�u��¥F���J�?� ���F�u�N�e¥G���Y���G� � / �7� 
��'«^�e�?�l���?�e�g�7���?�F�´�e�7���)��J�7���?�o�e�u�N�D�(�u��¥F���J� �
<
�7��� � �?�e¡?�F�F�F� � ���?�N�7�e���u�����(� ¨ ������¡(�?�F�P�F�g� ¨ �?�L�

���?�e¥ ¨ � ¨ �u�g���7�P��� ¨ ����������� �J�q�5�L��� ¨ �?� � ���?�N�7�e���u�����p�F­��p�u�e�7�����F�l�
���7�F�g� ¨ �N��¬a�N���P�P�F� � �u�����g�e�u���u�?�l�N�7� � ���7¦g�;�e�N�e���Z�w�u�N�e���)� � �5�N�P���Y���P�3�
�L�u�����u� � �?�P�P�u¥u�7£�¤)�?�)�l�?�L�*�N���P�N�e�?�P�/�Y���P� � ���*��� ��+ �7¦ ��+ �*��� � ��� ¨ �
�N�Y� � �e�}¦ � �e�5�
�?� � �?�e���G�e� ¨ ­u� � ���?�N�7�P�5���q�u�e�7�����F�l�(���7�F�g� ¨ � ÆÇ�N���F�u�P�?¦
� �e�5���N���P�N�e�?�P�'�Y���P���?� � �G�5�P���N�D� ��+ � È � ,m���)� � �����N� ¨ �u��� � ���7�P�5�r�m«^�e�5¢
�l���?�e�g�7������� ¨ �P���)�u�������u��¥F���J�r� �

/
�7¦ ��+ �*�5�?� � ���*�P�N�e�?�e¥G�*�Y���G��� � ���

� �5�N�e¥G���



� � � � x �wx��1CGISKgEGbNISbNOeMJT

� 
 .�!
a(x− 1, y) 6= �

>
�7¦

a(x, y) �
�
<
�7¦

b(x, y) �
�
1
�7¦

b(x+1, y) 6= �7���7¦
� 4

b′(x, y) = b(x + 1, y)
¦
e′(x, y) �

�
1
�7¦

f ′(x, y) �
�
/
�7�

� 
 .�!
a(x− 1, y) 6= �

>
�7¦

a(x, y) �
�
<
�7¦

b(x, y) �
�
1
�7¦

b(x+1, y) �
�7���7¦

� 4
b′(x, y) = b(x + 1, y)

¦
e′(x, y) �

�
1
�7�

� 
 .�!
a(x − 1, y) 6= �

>
�7¦

a(x, y) �
�
<
�7¦

b(x, y) �
�
0
�7¦�� 4

b′(x, y) =
b(x + 1, y)

¦
f ′(x, y) �

�
/
�7�

� 
 .�!
b(x, y) �

�
1
� !�.�!

b(x, y) �
�
0
�7¦

f(x, y) �
�
/
�7¦ � 4

b′(x, y) =
b(x + 1, y)

¦
f ′(x, y) = f(x + 1, y)

�
	��J���F� ¨ �7���´�N�Y���e�P��� � �?� � � ¨ �7�������u�?�l�N�7�r� � ��� � �5�N�e¥G�*�Y���G�9�

� 
 .�!
f(x − 1, y) �

�
/
�7¦

b(x, y) �
�
0
�*�5�?�

b(x, y) �
�7���7¦

e(x, y) �
�
1
�7¦

� 4
e′(x, y) �

�7���7�
� 
 .�!

a(x− 1, y) �
�
<
�7¦

b(x, y) �
�
0
���5�?�

b(x, y) �
�7���7¦

e(x, y) �
�
1
�7¦

� 4
e′(x, y) �

�7���7�
§ � �?�G�7���?��«��;����¡��?�e�����?�e�g�7�������u�?�l�N�7�r� � ��� � �5�N�e¥G�*�Y���G�9�

� 
 .�!
a(x, y) �

�
<
�7¦

b(x+1, y) �
�
0
�)�5�?�

b(x+1, y) �
�7���7¦

e(x+1, y)
�
�
1
�7¦ � 4

b′(x, y) �
�
1
�7¦

f ′(x, y) �
�
/
�7�

� 
 .�!
a(x, y) �

�
<
�7¦

b(x + 1, y) �
�
1
�7¦

e(x + 1, y) �
�
1
�7¦ � 4

b′(x, y) ��
0
�7¦

f ′(x, y) �
�
/
�7�

� 
 .�!
e(x, y) 6= �

#
�7¦

f(x, y) �
�
/
�7¦

b(x + 1, y) �
�
0
� !�.�!

b(x + 1, y) ��7���7¦
e(x + 1, y) �

�
1
�7¦ � 4

b′(x, y) �
�
1
�7¦

f ′(x, y) �
�
/
�7�

� 
 .�!
e(x, y) 6= �

#
�7¦

f(x, y) �
�
/
�7¦

b(x + 1, y) �
�
1
�7¦

e(x + 1, y) �
�
1
�7¦

� 4
b′(x, y) �

�
0
�7¦

f ′(x, y) �
�
/
�7�

��¨ �F�u� � �G�5�P�5���D���?�e�P�Z�(�u�?�l�N�7� � # �7� § ���N�e�F�����5�e�u� � ���(�u�N�7�?���?�e�N�Y¢�����(�u��¥F���J���e� �
>
�
� �

<
�7��'o�Y���e�P�?���?�u���7�N�u�?�u�P�g���F�l���P��
9���u�����u�N�D�(�e�7�K�

���Y�?�;���e���?�u�?­u�P�?�e¥G�
N
�l�·�?�3�g�e�P�?� � ���?�N�7�e�?�5�P� � �P�Y��� ¨ ��£�£²� ¨ �����������

ÆÇ�e�7�©�5�7��� ¨ �N�e�����?�e�w�J� � �?�u� � �?�e¤��3�5�l�?�G�����P�����?�Y���)��� �^� � ���?�N�7�P���P�
� ¨ ������¡��N¦l���N�( F���P���g�J���u���P�?� � ��� � �?�u�Z�g�7����£ � � ���7�N�e�p���e�u�P�t�u¥G�(�;� ¨ �
�u�?�l�N�7�r� �P¦��?�F�t�5�l�?�G�����P�©��� ���(�P�Z�?�F�u�P� � È � Å ��� ¨ �;£�¤��7���u�P�?�e���5�
���
�N�e�q�)���F�u�����

�
�N� � �?�u�����P�e¤��F�l� � ���7�P�5�?�N¦9�_�r� ¨ �)���q���7�F�g� ¨ �;� ¨ � � �Y¢

�?� ¨ �e­u�N�D���P�u�����G�L�u�?�u�����}�
� 
 .�!

a(x− 1, y) �
�
>
�7¦

a(x, y) �
�7���7¦

a(x + 1, y) �
�
<
�7¦�� 4

b′(x, y) =
b(x + 1, y)

¦
e′(x, y) �

�
#
�7¦

f ′(x, y) �
�
/
�7�

�_�7���)�a�?�F�P�F�g� ¨ �?�L���;�������N�G�����P�m�F«^�e�?�l���?�e�g�7�P�)�;£m�D�9¦G�N�e�G�L�G���?��¦J���
� �P�Y��� ¨ �?�F�t���7¥G� � ���?�N�7�e���u������� ¨ �����������w� � �5�N�P�t�Y���P�P�
� 
 .�!

e(x − 1, y) �
�
#
�7¦

e(x, y) �
�
1
�7¦ � 4

e′(x, y) �
�7���7�



��[NMJTJIS[NOPE3KN[NM7BDCGMJCGR�XN\gBÊj;E�MYf;bNMJ[NMYf;bNRon<\�BDCG[NieONCGie[gEJn<\ � � �

�K� ������������EDB�� H6F � ����� � ��E ��� 1��
N

Å ���7�F���u�5�7�)�F�·�*�?­u�P�?�P� �Y�?�;���e�P� 
o�Y�?�'�u��¥F���J�?� �
>
�
� �

<
��� � ���e�e¢

���;£ � � ¨ �e���?� ¨ ���;¥3� ¨ ���;¥F�N¦N�N���L�G���?��� ¨ �Y�r�7�P�)�P�Z�N� ¨ ¦g���N� N �
�?­u�P�?�P�

���?�Y�����9�® F�N�P�·�Y�?�;���e��¥G�u�?�u�������N�u�N�D���u��¥F���J���e�P�N�u�e� ��� �7��	��J���F�*�e� � �Y¢
�?� ¨ �e­u�N�D��� � ���7�N� ¨ ���N�Y� � �e�}¦ � �e�5���?���P�Z� ¨ �u�*���������7�}�
� 
 .�!

a(x − 1, y) �
�
>
�7¦

a(x, y) �
�
<
�7¦ � 4

a′(x, y) �
�7���7¦

b′(x, y) ��7���7¦
c′(x, y) �

��� �7¦
d′(x, y) �

�7���7¦
e′(x, y) �

�7���7¦
f ′(x, y) �

�7���7�
� 
 .�!

c(x−1, y) �
��� �7¦

a(x, y) 6= �7���7¦ !�.�!
b(x, y) 6= �7���7¦�!�.�!

e(x, y) 6=�7���7¦ !�.�!
f(x, y) 6= �7���7¦ � 4

a′(x, y) �
�7���7¦

b′(x, y) �
�7���7¦

c′(x, y) =
c(x − 1, y)

¦
e′(x, y) �

�7���7¦
f ′(x, y) �

�7���7�

� � ���DC�J�������EAB���� �
�'�?�u�?­u�P�?�P�q�)�s�Y�?�;���e�s� � �5�N�P�q�Y���P�mÆÇ�5�7���l���;�)�s�P� ¨ �Y�?� È �?�G� ¨ �e�u�e¢

�D�*�u��¥F���J� �
#
�7¦P� � �?�e¡?�F�F�3«^�e�?�l���?�e�g�7�����*�;� ¨ �^�N�u�P� � �e�u�^�^�?�e�P�;£·«��7�F�N�

	��J���F�����e�·��� ¨ � � �u�?�u�;� � ���?�e�g�7�P�'�P�u¥F�;¤)�?� � �w�P�N�e�?�P�l�'�Y���e£É�u�?�l�N�7�?�
�;� ¨ �3� � �u���P�Z���Y���e�}¦ � �����?­F�Z¦J�J� � �?�u�Z�g�7�)�5�^���P�e���7�P�?�P� � �e�g� ¨ �;�P¦e���N�P�e�
� � �7�?�;�?�u���?�P� �;� ¨ �������7�����?�/���u�P��� �e�����u�e�7���)���q���7�F�g� ¨ �9�m�?�e¡?�F�F�F�P�
�;� � ���?�e�g�7�����(�;� ¨ �
� � �u���P�Z�q�Y���e�q�e� ¨ �u���J�7���?�o�7�P�N�D�q�u�?�l�N�7� � # �7��	��J¢���F�Z���e����� ¨ �^���7�F�?�u�)���P�)�u�?�l�N�7�r�e���;� ¨ �^�J�e�P�u¥u�7�P�)�^�5�?�u�����*���u��¥F���J���P�
�
#
�7�

� 
 .�!
e(x, y) �

�
#
�7¦

c(x+1, y) 6= �
>
�7¦ � 4

b′(x, y) = b(x+1, y)
¦
f ′(x, y) =

f(x + 1, y)
�

Å ��¥F���J���
#
�w�;� � �����N�u���F� ¨ �u�g���?�L�P�
�P�N�e�?�e¥G���Y���G�'� � �u���P�Z�}¦ � �P�Y���

�?�u¥G� � �u�?� ¨ �e­u�N�D���e���u�N� ¨ �?�w�e�?�u�?� ¨ �?�e¥G�
�;� � ���?�e�g�7�����9�
� 
 .�!

a(x, y) �
�7���7¦

b(x, y) �
�
1
�)�5�?�

b(x, y) �
�
0
�7¦

e(x, y) �
�
#
�7¦ � 4

a′(x, y) = b(x, y)
�

� 
 .�!
b(x, y) �

�
1
� !�.�!

b(x, y) �
�
0
�7¦

e(x, y) �
�
#
�7¦(� 4

e′(x, y) �
�7���7�

� 
 .�!
b(x + 1, y) 6= �7���7¦

e(x + 1, y) �
�
#
�7¦ � 4

e′(x, y) �
�
#
�7�

�����A��� ��	�����J�� �
	�� ��������F;G ��� � B�� �	� 	�1 � ����

	
	 � F�� ���
σ1

���e¥ ¨ � � �u�?�F�u�e�7���;� � �P�u�P� � �7�P���u��¥F���J�?�ª���©�P�N�e�?�e¥G���Y���G�9¦l���e�u�P� � ���
�?�e�P�Z�) F�e� � �m«^�e�?�l���?�e�g�7����� ¨ �N�e�����?�e¥G���;� ¨ �3���?�Y�r� N

� ,^�e����� ¨ � ¨ � � �5¢
�G�7�P�^� � ���7�g�m� ¨ �����������N¦g���e�7���)�Z���P�?�u�P�N�F�'�Y���P�Z�����7���?�u� � ���7�N�e�*�5�?�u�����
�u¥G�u�?�u�����?�e�g�7�P�(�u��¥F���J���

<
�7¦9���P�?�u�P�N�F�´�Y���P���P�N�e�?�e���Y���u�g�©�5�?�u�������u¥G�Y¢

�?�u�����?�e�g�7�P�'�u��¥F���J� �
>
�7¦ � �����?­F� � ¨ �Y�r�7�P�' F�N����� ¨ �(�u���5�5�?�e���?��� �1�e¥ ¨ �



� � � � x �wx��1CGISKgEGbNISbNOeMJT

�l� � �7�?�;���?�q�m�N�e���?�P�u�P�����F���J�?�P���;£ �;�e�?«���¥F�;���7¡���£ ¨ �?� §�Å σ1
ÆÇ���?�F�l�

�l�^¦r�F�P�P�u�P�N�u���?��¦r�q�u�P�?�F�l�?�L�D� È ��	^�?���?�G�J�?���J�7¡����q F�N�e¥G�©�l� �J� � �N�u�P�?� �
���u�N�e¥G�(�����7����� � ���7�P�Z� ¨ �g���u��¥F���J�r�D�l�(�P�?�u�P�N�F�²�Y���P� � �

>
�(��� � �;¢

�N�P�®�Y���P�
�
�	� �7¦1�;�e�N�e���Z�p�e� ¨ �u� ¨ �P��¥u�7�P�N�D�p�*�J� ¨ �u�g���;�e�p�(� ¨ �����e�7���7�

� � ¨ �u�g���5�*�e� ¨ �u�
�e��¥u�7�����G�e�g�7���
� � �P�L�e¤)�P£ �u��¥F���J�r� ��� �7�
� 
 .�!

a(x, y) �
�7���7¦

b(x, y) �
�
1
� !�.�!

b(x, y) �
�
0
�7¦

e(x, y) �
�
#
�7¦

b(x + 1, y) �
�7���7¦ � 4

c′(x, y) �
�
>
�7¦

e′(x, y) �
�	� �7�

�s� � �7�?�����P�)���(�u�N�e£ ���e�u�P�*���e�P�e�P� �u��¥F���J� � # �*�u�P�����e�u�N�D�9�
� 
 .�!

e(x, y) �
�
#
�7¦

c(x + 1, y) �
�
>
�7¦ � 4

e′(x, y) �
�7���7�

��� ¨ �e� ¨ �*� � ���7�N�P�l�������7£·�;� ¨ �5¦g�u��¥F���J� � > � ¨ �P�N�7�e�?���u�)�*�?�F�l��� ¨ �5¢���������N�
� 
 .�!

c(x − 1, y) �
�
>
�7¦

a(x, y) �
�7���7¦ � 4

a′(x, y) �
�
1
�7�

§ �u�e�e­u�N�D� � �N�u�P���P�)�5�7�;�e�5¢ �N���u��¥F���J���e���u�N��¦g�;�e�N�e���Z� � �P�u�e�7�P���)���m���Y¢
�N�P�w�����7£t�u�?�l�N�7� �

>
�7¦ � �����?­F�Z¦7� ¨ �Y�r�e�u�� F�N�Z���N�e���L�P�L�u���7¦J�;�e¥ ¨ ����� � ���J¢

�N�P�������7£ � �G�5�P���N�D�©�u��¥F���J� �	� �7�5�/�Y��� ¨ �;£�¤)���©�L�P�L�u�����P�?�F�L�u���w�u��¥F���J�
�	� � � �P�u�e�7�P�����*�P�?�u�P���(�Y���e���5�?�u�����(�u�?�l�N�7� � < �7¦��J�� F�N���P�?�F�l���u��¥F���J��
>
� � �u�?� ¨ �e�u�N�D��� � ���7�N�����e�5�7�)�u�N�D���N���P�N�e�?�e���5�?�u���;�P¦?�e�7���?�t�P�e���7�G�P�

�e� ¨ �u�m�P�P�F� � �u�?�u�����u���5�5�?�e�����J�7¡����9�P���5�F�?�F�u�P�N�Z�u��¥F���J�r�5¦e�P�u¥F�;¤��u¥G���e���u�N��¦
�?� � �7�?�P�F�N�F� �;�)�3�?�L�u£�¤��F�F�D�w�P�e���7�G�e�g�7���?�m��� � �����N�)�P�N�e�?�P� �Y���P��� � / ������F�u�N�P�t�Y���P�P�
� 
 .�!

c(x, y) �
�
>
�7¦

a(x+1, y) �
�7���7¦(� 4

b′(x, y) �
�
1
�7¦

c′(x, y) �
�7���7¦

f ′(x, y) �
�
/
�7�

	��J���F���?�����;���?�����7�F�?�u�)���P� ¨ �P��¥u�7�P�N�D� � �)�o�e�F�u���P�
�������J���u���©� ¨ �5¢
����¡ � �u���N�e¥G�
�Y���G�9�
� 
 .�!

a(x, y) �
�
1
� !�.�!

a(x, y) �
�
0
�7¦

b(x + 1, y) �
�
1
�7¦

f(x + 1, y) ��
/
�7¦ � 4

b′(x, y) �
�
1
�7¦

f ′(x, y) �
�
/
�7�

�m��� � � ¨ �g� ¨ �^�©���u�N�P�l�©�����7£²�;� ¨ ���e�7� ¨ �F�/«^�e�?�l�����N�u�
�u��¥F���J� � > �7�
� 
 .�!

a(x − 1, y) �
�7���7¦

a(x, y) 6= �7���7¦
b(x, y) �

�
1
�7¦

f(x, y) �
�
/
�7¦ � 4

c′(x, y) �
�
>
�7�

§ � �����F� � ���7�P�5�r� ¨ �P���)�u�����(�u��¥F���J���e� � �5�N�e¥G�*�Y���G� �	� ��� ��� �7�
� 
 .�!

e(x, y) �
�	� �7¦ � 4

e′(x, y) �
�7���7�

� 
 .�!
e(x − 1, y) �

�	� �7¦
a(x, y) 6= �7���7¦ � 4

e′(x, y) �
��� �7�

� 
 .�!
e(x, y) �

��� �7¦ � 4
e′(x, y) �

�	� �7�
�m��� � � ¨ �g� ¨ �^� � ���7�N�P�l�w�����7£ �	� �*¥G�u�?�u�������N�u���u��¥F���J� �

<
�7�

� 
 .�!
e(x, y) �

�	� �7¦
a(x+1, y) �

�7���7¦�� 4
c′(x, y) �

�
<
�7¦

e′(x, y) �
�7���7�



��[NMJTJIS[NOPE3KN[NM7BDCGMJCGR�XN\gBÊj;E�MYf;bNMJ[NMYf;bNRon<\�BDCG[NieONCGie[gEJn<\ � � �

� � ������������EDB�� H6F � ������J N = 2
	

N = 3
�


�¦����7�;�e�?�u¡}¦3�u¤�­q� ¨ �?�/�F�P�P�e���7�)�u���?�P� 	)�Y���p�p�N�P�Z¦����N�p�p�P�7�r�e�u�P�
� ���?�L�u���?�L�P�u�P� §�Å σ1

�?���e�g� ¨ �5�?�����?�Y�r� ��� �5� ��¨ �F�u���L�G���?� � �P�u�P�5�P���P�
�?�F�u�;�7�?�P�;���u�P�?�e�� F�P�?� ¨ �P�5�p�Y�?�;���7���Z�
Å �?�;���7�

N = 2
�

� 
 .�!
a(x − 1, y) �

�
>
�7¦

a(x, y) �
�
<
�7¦

b(x + 1, y) �
�7���7¦

e(x + 1, y)
�
�7���7¦

f(x + 1, y) �
�7���7¦ � 4

a′(x, y) �
�7���7¦

b′(x, y) �
�7���7¦

c′(x, y) ������7¦
e′(x, y) �

�7���7¦
f ′(x, y) �

�7���7�
Å �?�;���7�

N = 3
�

� 
 .�!
a(x− 1, y) �

�7���7¦
b(x− 1, y) �

�7���7¦
c(x− 1, y) �

�7���7¦
e(x− 1, y)

�
�
#
�7¦

f(x − 1, y) �
�7���7¦

a(x, y) �
�
1
�7¦

b(x, y) �
�7���7¦

c(x, y) �
�
>
�7¦

d(x, y) �
�7���7¦

e(x, y) �
�	� �7¦

f(x, y) �
�7���7¦

a(x+1, y) �
�7���7¦

b(x+1, y)
�
�7���7¦

c(x+1, y) �
�7���7¦

e(x+1, y) �
�7���7¦

f(x+1, y) �
�7���7¦ � 4

a′(x, y)
�
�7���7¦

b′(x, y) �
�7���7¦

c′(x, y) �
�����7¦

e′(x, y) �
�7���7¦

f ′(x, y) �
�7���7�

	��J���F�^�u�?�l�N�7� ����� ¨ �P��¥u�e�u�N�D��� � ���7�N��¦ � �e�5���?���P�Z� ¨ �u�*����¥F���7����¡��N�
� 
 .�!

c(x − 1, y) �
�����7¦

a(x, y) 6= �7���7¦ � 4
a′(x, y) �

�7���7¦
c′(x, y) =

c(x − 1, y)
�

§ � �?�G�7���?�)�J�?¥G�e�����N�o���J�7�;�e���?�u�?���
� �2������� �
	��2� § �N�L�u�P�?�Z¦g���N�)«��;����¡���� � �u�?�Y�g� ¨ �e� §�Å �e���r� � �?� ¨ �u�e�7�e���Y¢
�����*�P� ¨ �^¡?� � �e�������N�Y���e�P���(���Y��� ¨ �u�P�P���}�9¬a�e��¡?� � �e���5� � �7�?�;�?�u���
�7�P�N�7¢
�o�7�P���?�F�u��� � � � �?�e¥F���e�L�L� §�Å ¦r��� � �?�G�7���?�e�'���*�?�u�;�e�N�e�?�P�·�5�F�Z�;�P�<�m�?�7¢
¥F���e�L�o�5¦o�(�Y��� ¨ �e�g�7�N�Y�?�P�?��¦o� ¡?� � �e���5�q�N�Y���e�P���}¦L�?�L�F�u�'�?�u�;�e�N�e�������P�F�7¢
�P�u���?�P�u�P�}��
��L�u���?��¦;�e�����P� � �7�?�����u�N�D� � �P�Y��� ¨ �e�g�7�N�Y�?�P�?���u�N�u�N�5���P�����N� �1�
�F�u�P�?¦}� ¨ �?�e�P�?�F�L�u���?�(�L�e¥F�;���e�Z�P���P� � �7�?�?�u���¹�?�F�u�;�7�?�P�;���N�Y���e�P���}¦ � ���5¢
�?­F�Z¦G�e�����L�e¥F�;���5�7� ¨ � � �7�?���5�P�?¦G�e�7��� � �?�e�P���N�e�?�u�����P� ¨ ���;¥ ¨ ���;¥F�N�G�'�Y�?�g¢
���e� � �?�e�P���N�e�?�u�����9¦;� ¨ �u�?�u�P�P���N�Y�?�P�?�P�u�P�}¦;�P� � �7�?�����u�N�D�©�G�e�L�P� � �P�Y��� ¨ �?�F�
�N�Y���e�P�?�P�
�m�����N� ¨ ­F� �P�u�?�e�P�������;�7���7���N�u���?�u�P����� §�Å

σ2
� ,^�F���?­F� �����?�Y�r�q�F�7¢

�u�N�G�5�����w�5�?�u�����}�������)�F�P�u�N�G�5����� §�Å
σ1
¦5�F�u�N�F�u�P�N�u���?��¦��F�F�5���7���5£��N�D�9¦��©�

���?���u¤�­ ¨ �P�N�7�e�?�5£��N�D� � ���?�e�P���*�F�P�u�N�G�5�����}¦g�N�e�F�������)�5� � ���*�P���7�?�F«^�e�5¢
�l���?�e�g�7�������;� ¨ �5� § �;�e�����7�N�Y�?�P�?��¦ � �7�?�;���?� � � +����7�u�?�����������F�P�u�N�G�5�����}�

	��J���F�a���7� ¨ ­F�(���7�G�L�u���o�7�;�u�?�o�J�?�P�?�e�*�;�e�?«���¥F�;���7¡����}� ��¨ �F�u���l���N�P�Y¢
� �7�?�P�F�N�F�L�D���;�)���?�L�u£�¤)�?�L�D���?�u�F�J�?�J�e�7�N�P� ¨ �?� §�Å σ1

� �1�e¥ ¨ � ¨ �?� §�Å
σ2
�e� ¨ �u�q�?�L�u�P�'�L�F�u�N�'�e¡?�u���5�

max {n3

4 + 5n2

4 + 2n,N} ¦_¥ ¨ �P¦ � �e���5�P�?��¦
n = [log(N)] + 1
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2[log(N)] + 1
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[N

2 ] + 4n− 3
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N
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