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© �:�Z�w¢8���]�+���J�w������£,�r�R¡]�w�a¡>�r�>�w¡]ª� �¢8����«����}�����w�m¬]���J¤­¦m���] �� © �p�����s®���J�w�>�w¡]¦H¡�§w¡+�r�R¡]�w�a¡>�r�>�:§�¢8�>�:�a�r¨��w¢��R�r��¯������]�p�:¦m���] ��s°R±�¬]²@�r�����w�m�Z���Z®
��¡]�F�T����£}�|�]�T���s¤}�J�J�<�m���J¤ © �8¡]�w�r�����y��§�¢8�>�@°�³´�<�T���w¡]ª,���]¬>¡]�R���p�µ���]�Z®§��w¡>�r�>���T��£��m�
§����w�m�p���R�w�r§w¡T�w�>�m¢R�m�p�y�y§����:�w�r¯��r������¢8§w¡>�p£s��¢8�>�¥¤��J�J�<�m�@�
���y�m�8�r�>�w�m���J�w�>���y�h�J�J�<�m���|�����p�w¡H¨��m�r�>�R�y¬>�m�r�8¡]�w�r�����¥¤�§�¢8�R�rª��8¡]�w�r���w¡]¦H¡
¦m���] ��s°
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§w¡]�R�Z���r����£$�T�>�R¡>���T�]�|�|§��w¡>�r�>���T�w�r�>�R���r¦H¡|�]¤F¡m�w���¥¤,�r�R�r�R¤F�Z��¡]�w°<·p�]�m�m�a¡]�]®
�w�r���w��¬>�m�r�8¡]�w�r�����¥¤­§�¢8�R�rª}����¦m���] ������s�w¢8«�����¢R�r�R�\£­§��w¡>¬>�r¦r�T���w�m���m¡>�r�R¡T®
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³ §��w�Z���<�T¦r�]�m�a¡>�
�w�m�Z���Z��¡]�F�T���������]�m�m���T�>�����F�]�r�R�\£|�<�T¨��h¬>¡T���m�h¡>¬]¹|�T£
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S = (V,E)
�T¦\���

V ©�p�w¡H¨��m�r�>�R¡��R�r��¯����,¦m���] ��s�w�
E © �p�w¡H¨��m�r�>�R¡}�r¦H¡��w�m¬>�r�@°��V�����]�]�m�h�w���R¡�����w�m¬]���J¤­¦m���] ��|¡]§��w�Z���Z���r���: �¢8����«���£­�r�R¡]�w�a¡>�r�>�

c : E → R
�s�8¡]�R¡]��¢8¸

���]�r§��w¡>�r�>���T��£��m�´�����8¡]�w�r�����y��§�¢8�>�,¦m���] ��s�s§w¡T�<�T¦r�T£ �

c(α) =
n∑

i=1

c(ei),
¦\���

α = e1 . . . en
© §�¢8�>�|�:¦m���] �� S, ei ∈ E.

!��r�w�r�
||α||

���w£:�8¡]�w�r���w¡]¦H¡�§�¢8�>�
α
¬]¢J���m��¡>¬>¡]�m���m���T�>�|�r¦H¡����w����¢R�F�R¡��m�r�>�

���w�Z��¡|�w�m¬>�r�,�|�w�m�h°
±/¦m���T�������w�a�\£ �<�J���m�����]�m�m�a¡]�>�w�r���w�m� �w��¯�� ¦m���] �¡]�w�+�w���w�a�r¸�¹��s¤

�����T�>���¥¤��w�m¬>�r�@°�"��T�}�p��¢8�>�s�w�w� �<�J���m�/���r�>£s�m�}�m¡��r§w�r«��w ����8¡]ª,¡]§��w�Z���Z®
���r����£ �r�R¡]�w�a¡>�r�>�
�8¡]�w�r���w¡]¦H¡­§�¢8�>�@�<�>�R�Z���r���w¡>�:¡]��¦r�T�����w�r���w�|�w��§w¡]�]�w��£8®
�r�:���:¡>¬]¹��w¡>�r�>�����]�m�r¢8¨����r����ª@°$#��w£­�]�T���s¤$¦m���] �¡]���p�w¡H¨��m�r�>�R¡3�w�m¬>�r�

E�a¡H¨|�w¡������R�r��§��w�r�>���w¡]�F�T�>�)�s�T� §w¡m���p�w¡H¨��m�r�>�R¡ ���r�s�T���R¡]�R¡]¦H¡ ���F�T�R�w���T�]�
V × V

�p�w¡H¨��m�r�>�F�:�R�r��¯����@°
#��J���m�|¬]¢J���m�µ¡>¬>¡]�m���m���T�>�$�8¡]�w�r�����y�:§�¢8�>�)¦m���] ��3�s�T�)�8¡]�w�r����¢8¸�§w¡T®

�Z���Z��¡]�F�T�R�Z�w�>�w¡>�r�>�3�R�r��¯����,¦m���] ����

α = a0 . . . an, ai ∈ V, (ai, ai+1) ∈ E, ||α|| = n.

%����8�r����¢R�m����¢s�a�r���T«���¸ �p�w¡H¨��m�r�>�F�
V
���R¡��m�r�>�}¬]�w�r���>���>�w¡>�|¡]�R¡>¬]���J®

¨��r���w�
µ : V → {1, . . . , |V |}.

±�¬>¡]�m���m���w�$�w�r�w�r�
Vn

pq

�p�w¡H¨��m�r�>�R¡+�p�����w���J�w�>���¥¤�§w¡y�r�R¡]�w�a¡>�r�>��§�¢8�R�rª
���w�����

n
�a�r¨��w¢ �R�r��¯������]�p�

µ−1(p)
�

µ−1(q)
°f±/§��w�Z���Z�w�w� �m�m�a�rªw�r�>�R¡

���T�>����«
Mi
���T�H�a�r���

|V | × |V |
���r���m�a�r���T�?�r�R¡H£s¹���ª ���:§w�r�w�m�m�r�w�r�����

p
®Ô¡]ª

�r�>�w¡]���,�
q
®Ô¡]¦H¡:�r�R¡T��¬]«��:���T�>����«��

Mi
�s§w¡T��¡H¨|�w���

ci
pq =

{

c(α), α ∈ V i
pq,

�m�Z�w�
Vi

pq 6= ∅

+∞,
�����m�w�

.

�V�����]�T£$��¢s�a�r���T«���¸
µ
 ����8�r���w¡]�F�T���w¡]ª@�<�|�<�J�w�>�w�rª�¯��m� ¬]¢J���m��¡]§�¢R�r�s�T�>�

�<�T�����hª��r�w�p�R¡T����§��w�H�T�>�w�p���T§����w�a�r�@�
ci
v1v2

�
v1, v2 ∈ V

�Í§w¡m�w���T�m¢s�a�r�F�T£
§w¡m�$�m�>�w�

ci
µ(v1)µ(v2)

°
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%�¡]�w���J�w���m¢R�m�Y§w¡]��£s�>�w�3¬>�m�r�8¡]�w�r���w¡]¦H¡)§�¢8�>�@°��+�T�H¡]�R�m�����
	���
������������
����� ���µ����¡]��¦m���] �� S = (V,E)

�s¦\���
V © �m�R¡|�p�w¡H¨��m�r�>�R¡:�R�r��¯����­¦m���] ��s��

E © �p�w¡H¨��m�r�>�R¡3�r¦H¡|�w�m¬>�r�@�w �¢8����«���¸

f : Z+ → V,

�]�T��¢8¸��s���R¡����w£
(f(k), f(k + 1)) ∈ E

���w£}�w¸+¬>¡]¦H¡
k
°

³f�¥���Z�w�w� �R¡´�p�w¡H¨��m�r�>�R� �R�m�Z¤µ¬>�m�r�8¡]�w�r�����¥¤ §�¢8�R�rª §w¡m���p�w¡H¨��m�r�>�R¡��
�r���m�a�r���>���8¡]�R¡]�w¡]¦H¡��a¡]¦m¢8��¬]�h�>�+�J�J�<�T�����8¡]�w�r�����y�)�Z��¡]�R¡>� ���y�J�� ��T�>���]�
V
°]�+���y�p���Z��¡]�F�]�p�@�>���T�H¡]�R�m�
¬>�m�r�8¡]�w�r�����hª�§�¢8�>�

f � ��!�" 
�� ��#�$ �����h�F�m�Z�w��r¢8¹��m�r�>�>¢8¸��|���w�Z�<�
m
�

n
�]�T���w�>�w���R¡����w£3�w¸+¬>¡]¦H¡

k
���

Z+
�>�h§w¡T�w�w�r�w¡ �

f(m + k) = f(m + k + n). % ��&
�+���m�w� ¦H¡]�R¡]�F£P�����T«��w¡]���J�w�>���hª §�¢8�>� �m¡>�r�R¡]���������w�r�8¡]�R¡]�w¡]¦H¡ §�¢8�>�

���w�����
m
�}¬>�m�r�8¡]�w�r���w¡|§w¡]�>�R¡]�F£s¸�¹��r¦H¡>�\£}«����s�<�����w�����

n
°'�+�T�H¡]�R�m� �p�s®

���w���J�w�>�w¡>�
n
�s���w£­�8¡]�R¡]�w¡]¦H¡3�r¢8¹��m�r�>�>¢R�r���]�T�8¡>�

m(n)
�����R¡:�>�h§w¡T�w��£��r�R�\£

�m¡>¡]�>�w¡]¯��r���w� % ��& �5���w���w¡]ª §w�r���w¡m�w���w�m�r�8¡]ª´���]�r�>� ���T«��w¡]���J�w�>�w¡]¦H¡ §�¢8�>�@��s�w� � � �(" 
*)+
��h�h� �p�����w���J�w�>�w¡>� ��� m = m(n) © ���w���w¡]ª��w�r§w�r���w¡m�w�s®�w�m�r�8¡]ª­���]�r�>�­���T«��w¡]���J�w�>�w¡]¦H¡:§�¢8�>�@°,�+�m���J��¡����w�����
m
�s�m¡>¡]�>�R�r�R�r�>�R�r���w¡��

¬]¢J���m�����T�m�h�F�T�>�-��� � � �(" 
*) " ���
	���
�./� � 	 � $�0 ���T«��w¡]���J�w�>�w¡]¦H¡�§�¢8�>�@�>�/«����s�
f(m) . . . f(m + n)

���T�H¡]�R�m� � � �(" 
*) " ���
	���
�.1� � 	 � $�0 ���T«��w¡]���J�w�>�w¡]¦H¡,§�¢F®�>�@°w±�¬>¡]�m���m���w�����w£}���T«��w¡]���J�w�>�w¡]¦H¡|§�¢8�>�
f
�w�r�w�r�

f 
�r¦H¡��w�r§w�r���w¡m�w���w�Z®

�r��¢8¸d���]�r�>�w�?�w�r�w�r�
f�
�r¦H¡3§w�r���w¡m�w���w�m�r��¢8¸����]�r�>�w�@�:�w�r�w�r�

||f ||Q
�r¢s�a�p¢

m + n = ||f || + ||f�||
�����T�H¡]�R�m� �m�>¢��r¢s�a�p¢ � ��!�" 
�� ��#�$ ��
�.2) #�" ��
�.§�¢8�>�@°

3�¸+¬>¡]ª ���T«��w¡]���J�w�>���hª §�¢8�>�
f
�a¡H¨��r� ¬]�h�>� �J�J�<�T�d§��T�w¡]ªd�8¡]�w�r�s®

���¥¤­§�¢8�R�rª
〈f , f�〉

��¢J��¡]�]���r�>�R¡]�F£s¸�¹��rª �r�R¡]ªw�r�>�>¢
f (||f ||) = f�(0) =

f�(||f�||)
�w�Z���Z�w¢8¸�¹��w��¡>¬]���T�H¡>���

f(k) =

{

f (k),
�m�Z�w�

k < ||f ||,

f�(k − ||f ||),
�����m�w�

.

4¥�m�r�8¡]�w�r�����y�}§�¢8�>�@�@�w��£s�]�w£s¸�¹��w�m�\£ ���T«��w¡]���J�w�>���y�p�@�a���T�H¡]�R�m� "'�65
� ��!�" 
�� ��#�$ ����� " °³f�R�Z���m� �r¹�� �w�m�r�8¡T�w�>�8¡Y¡>¬>¡]�m���m�w�r����ª@° #��w£Y�8¡]�w�r���w¡]¦H¡�§�¢8�>�

α =
a0 . . . an

�w�r�w�r�
α(i)

¬]¢J���m� ¡>¬>¡]�m���m���T�>� �R�r��¯�����¢
ai mod n

�
i ∈ Z+

�
n = ||α|| > 0 % §���� n = 0

�w�a�m�m� �]�T�Y���T�m�h�F�]�m�p�hª87�� � 
:9;)+�������<.
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����� $ �>¤8�T���T���R�r�����m¢8¸�¹���ªw�\£��w��¯������m���J�w�>�w¡]ª@�s¡]����¨��/�8¡]�w�r�����T£P�8�R�r��¯��s®�w¡]ª
α(0)

� �w�a�r¸�¹���ª ��¢J���r�>�y���r�R¡]�w�a¡>�r�>�­�����w����¢ & �P�:�w�r�w�r�
lα
�
l ∈ N

�
§�¢8�>�w�T�m¡>�r�R¡H£s¹���ª����f§w¡]�>�R¡]�w�r���w¡]¦H¡

l
���T�f«����s�<�

α
�J§������w�m�

(lα)(i) = α(i)
°

¶��T�H¡]�R�m� �8¡]���s�T�R�r���T«��w�rª
αβ
�w�>¢F¤ �8¡]�w�r�����¥¤�§�¢8�R�rª

α
�

β
�5¢J��¡]�]���r�>�R¡T®

�F£s¸�¹��s¤
¢R�Z��¡]�>��¸
α(||α||) = β(0)

�Í§�¢8�>�
γ
�5¡]§��w�Z���Z���r�����hª��Z���Z�w¢8¸�¹��w�

¡>¬]���T�H¡>���

γ(i) =

{

α(i),
�m�Z�w�

i 6 ||α||

β(i − ||α||),
�����m�w�>� i = {0, . . . ||α|| + ||β||}.

�V�s�T¨��m�h�p���R¡$§�¢8�>�
γ
	

*)+� � 9 " � §�¢8�>� α

�Í�m�Z�w���r¢8¹��m�r�>�>¢8¸�� % �R¡]�H�a¡H¨|�w¡�>�h�w¡H¨����r�����y� & §�¢8�>�
β1
�

β2
�]�T���w�>�����R¡

γ = β1αβ2
°

·p�]�m�m�a¡]�>���w�)�w�r����ª|�8¡]�w�r�����hª:§�¢8�>�
α
°����Z�w�

α(0) 6= α(||α||)
�R�R¡+¡]§��w�Z®

���Z�w�w� ��� !�" � #�" ���
	�� � 0 � � 	 � $ §�¢8�>� α
�]�s�T���p�����w���J�w�>���hª�§w¡/���w���w�h§�¢8�>�

���y�R�r��¯������
α(0)

�
α(||α||)

�8£s�]�w£s¸�¹���ªw�\£�§w¡m�w§w¡>�Z���Z��¡]�F�T�R�Z�w�>�w¡>�r�>�>¸ §w¡T®
�Z���Z��¡]�F�T�R�Z�w�>�w¡>�r�>� �w�m¬>�r�

ϕα = {(α(i), α(i + 1))}
||α||−1
i=0

°+�+���r�R¡]ªw�r�>�F�
�p�����w���J�w�>�w¡>�r�>�
�Z���Z�w¢R�r�T�?���R¡3�w�r«����s�w���w�m�r�s�T£)���]�r�>�}§�¢8�>���w���m¡m���r�F¨|���
«����s��¡]�w�@�R¡,�m�r�>�,£s�]�w£��r�R�\£
§��w¡>�r�>�y��§�¢8�R�m�h°@º$�w¡H¨��m�r�>�R¡$«����s��¡]�w�@§w¡T�w¢F®
�w�r���w¡>�����3§w¡>�Z���Z��¡]�F�T�R�Z�w�>�w¡>�r�>�

ϕα
�>�h�w�r�������F�T���w�m� �s���r�w¡]�w�p�m¡>�r�]�T�>���]®

¯��s¤$�w�r«����s�w���w�m�r��¢8¸ ���]�r�>�­§�¢8�>�
α
�<���T�H¡]�R�m� !�" � #�" ���
	���
�.1� � 	 � $�0 §�¢F®�>�@° �V�R¡]�w�a¡>�r�>�>¸ % ���w���w¡]ª & «����s�w���w�m�r�8¡]ª$���]�r�>�,���T�H¡]�R�m�´�r¢s�a�p¢3�r�R¡]�w�a¡T®�r�R�rª % ���w��� & �]¤F¡m�w£s¹��s¤:���w�m�y«����s��¡]�w°s±/�w�r�>�s�w�w¡��F���R¡��r¢s�a�����r�R¡]�w�a¡>�r�R�rª

% ���w��� & «����s�w���w�m�r�8¡]ª$�}�w�r«����s�w���w�m�r�8¡]ª$���]�r�R�rª}§�¢8�>�­�m¡]�>§��J�<�]�r���m¡��r�R¡]�s®�a¡>�r�>�>¸ % �����w���w¡]ª & �R�m�r¦H¡}§�¢8�>� α
°?³ �Z�w¢8���]��¨��>�?�8¡]¦\�<�

α(0) = α(||α||)
�

�r�s�T¨��m�h�P���R¡3§�¢8�>�
α
�w�a�m�r�}�>�h�w¡H¨����r����¢8¸��w�r«����s�w���w�m�r��¢8¸ ���]�r�>�w�P�r�R¡T®

�w�a¡>�r�>�������w����¢:�8¡]�R¡]�w¡]ª­§w¡T��¡H¨|�w� ���T�>���y�p�­��¢J�w¸��F�3���R¡��r¦H¡�«����s�w���w�Z®
�r�s�T£­���]�r�>���m¡]�>§��J�<�]�r�3�+���w�´�H�]�p�w�h°
±�¬>¡]�m���m���w�Y�w�r�w�r�

M
�

m
�Í�m¡>¡]�>�R�r�R�r�>�R�r���w¡��a���T�8�r�w�p¢s� � �p�����w�p¢s�

 �¢8����«����­�r�R¡]�w�a¡>�r�>�@��¡]§��w�Z���Z���r���w¡]ª$�����w�m¬]���J¤3�<�T���w¡]¦H¡|¦m���] ��s�w���w�r�w�r�
µ(α) ©  �¢8����«���¸��r�w�Z�w�w�rª �r�R¡]�w�a¡>�r�>� �w�m¬]��� §�¢8�>�@�¥¡]§��w�Z���Z���r����¢8¸�����p�w¡H¨��m�r�>�R���R�m�Z¤}�8¡]�w�r�����¥¤,§�¢8�R�rª­¦m���] ����

µ(α) =
c(α)

||α||
.

�5¡]¦\�<� ���<�T�����¥¤�¡>¬>¡]�m���m�w�r����£8¤´¡]�w�r�>�s�w�w¡��a���R¡$���w£��w¸+¬>¡]¦H¡ �8¡]�w�r���w¡]¦H¡
§�¢8�>�

α
�>�h§w¡T�w�w�r�w¡

m 6 µ(α) 6 M
°
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����� ����� �h���y�
	 ����	
��� 
���� � ���h����� � �V� ��� ����� �����
� �����f�y� �y����	 �h��� ������� �����f���

·p�]�m�m�a¡]�>���w� �m�m�a�rªw�r�>�R¡��m�8�r�>�w�m���J�w�>���¥¤��J�J�<�m����� �p�w¡H¨��m�r�>�R��¬>�m�Z®
�8¡]�w�r�����¥¤�§�¢8�R�rª�¦m���] ��s° ��¡m�)�m�8�r�>�w�m���J�w�>�w¡]ª
�J�J�<�m�w�rª
¬]¢J���m��§w¡]���w���T�>�
�J�J�<�m��¢��������J¤F¡H¨����r���w��¬>�m�r�8¡]�w�r���w¡]¦H¡´§�¢8�>�@�¥�m�8�r�>�w�m���J�w�>�w¡]¦H¡�� �R¡]�����
�m�w�r����£��r�R¡]�w�a¡>�r�>�w¡]ª|�a�r�>�������@�J���s�w¢8«����w¡]�F�T���w¡]ª|���h�8¡]�w�r�����¥¤�§�¢8�J£8¤�§w¡T®
�r�w�Z���r�>�R¡>�´�J�J�<�T����£,�r�R¡]�w�a¡>�r�>�$�w�m¬>�r�@°

"��T� ¬]¢J���r�$§w¡]�s�T�J�T�w¡ ����¨��>�@���w£
�w¸+¬>¡]ª����3���]�m�m�a¡]�>�w�r�����¥¤��m�8�r�>�w�Z®
���J�w�>���¥¤��J�J�<�m�
�r¢8¹��m�r�>�R¡]�F�T���w���w�r¯��r����£��]���r�w�r�,�r¢8¹��m�r�>�R¡]�F�T���w�����T«��s®
¡]���J�w�>�w¡]¦H¡:�w�r¯��r����£P�<��§w¡]�m�R¡>�p¢­¬]¢J���m�´�w�r�s�T�>�:�w��¯��:���T«��w¡]���J�w�>���y���w�Z®
¯��r����£P�Í�s�T�´¬>¡T���m�3¢J��¡>¬]���y�­�3�R¡]�������m�w�r����£��s¤�§��w�Z���r�]�T�]���r����£ % §��w�Z��®�r�]�T�]�w£s¸��R�\£,�8¡]�w�r�����y���Z��¡]�R¡>�´�����J�� ��T�>���]�

V
& °

���r�w�rªs���m� �R�r§w�r���)�  �¡]�w�p¢J�w���w¡]�>�8�}�J�J�<�m� ���$�m�8�r�>�w�m�p¢s�h�p�8¡]�R¡]���hª
§w¡T��¡H¨|�w� �p�����w�p¢s�a¡>�h�����R¡��<¡m�w���T�8¡��<�w���r�s�T�m�h�F�]�r�R�\£ ���:¡>¬]¹��w¡>�r�>�����]�Z®
�r¢8¨����r����ª@°

!�"$#%"'&)(+*-,+.�/ 0�132+4�56*-1�78590�/-:343.;56.�<=590�>

�+�T�H¡]�R�m� ¬>�m�r�8¡]�w�r�����hª §�¢8�>� 
 ��� " � ��#�$ ����� 7 	 #(� ��
�� 	�� � 	 # �J�Í�m�Z�w��w¸+¬R�T£ �r¦H¡$�8¡]�w�r�����T£����]�r�>�
α
§��������J�����r¨|���
�p�w¡H¨��m�r�>�>¢

V
||α||
α(0)α(||α||)

°Í�
§w�r���R¡]ª��m�8�r�>�w�m���J�w�>�w¡]ª��J�J�<�m�w�rª�¡>¬>¡]�m���m���w�Y�J�J�<�m��¢
���J¤F¡H¨����r����£�¡]§��>�s®
���J�w�>�w¡]¦H¡��3�Z�<�]¬>¡>� �m�p�y�Z�������T«��w¡]���J�w�>�w¡]¦H¡3§�¢8�>�@���>�¥¤F¡m�w£s¹��r¦H¡3�����<�T�s®
�w¡]ª,�R�r��¯�������°<���w�@�w�� �¡]�w���J�w�>�w¡]ª�§w¡>�r�]�T�w¡]�>�8�>�<¢8�����>�h�F�T£,�R¡��w���R¡|�w¸/®
¬>¡]ª�§�¢8�>�w�]�m¡m���r�F¨��T¹���ªw�\£:�+�p�����w���J�w�>�w¡>�)§�¢8�>���]�T��¨��h�p�����w���J���r�@�]�w�a�Z®
�m���

?�@BADC�E)FD@HG9@BIJILK
@BCMG EONP@�QRK
STKVUWG9@�XYQ
S = (V,E)

NPZ\[]SP^J_D`�EDA=E6a�^P@BFDb
FDSPAcNBQ$G d�EDFDZ

a
G9@BeDEDSPFD@gfDhiFDZ�AcjDkiC�h

f
C�@BliSPA]mYn9C�S

c(f(0) . . . f(k)) = ck
f(0)f(k)

^Jf9_)fDo
pPSBUqS
k ∈ N.

�+���y�p���Z��¡]�F�]�p�@�T¡]§��>�w���J�w�>���hª��/�Z�<�]¬>¡>���m�p�y�Z����§�¢8�>�/¡]�m���m���]�r�T�T���R¡
���]���w�+�F�T¨|�w¡=rJ��¢J�<�9s:�p� �s���m�h�s�F�T¨|�w¡��w��¯��w�s���R¡���¢J�<��¬]� �p� �w�+¯��w�
§w¡�¦m���] �¢R�8�p���s���m� �>¢J�<��§w¡��p�����w���J�w�>�w¡>�p¢3§�¢8�>�@°�±y�w���T�8¡��s¬]�h�F�]�r�T�8���R¡
§�¢8�>�@���R�Z�w¢8¹��w���:���T�m���y���R�r��¯����������a¡]¦m¢8���r¢8¹��m�r�>�R�r���w¡�¡]�H�w�����T�>�R�\£$§w¡
�r�R¡]�w�a¡>�r�>�@�<¤F¡]�J£)¡>¬R�3¬]¢J�w¢8�3£s�]�w£s�>�R�\£ ���]�r�J£��p�
¡]§��>�w���J�w�>���¥¤)�­�Z�<�]¬>¡>�
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�m�p�y�Z����¬>�m�r�8¡]�w�r�����¥¤�§�¢8�R�rª@°<�d���Z���Z�w¢8¸�¹��rª$�J�J�<�m�w�����|�m�8�r�>�w�m�p¢s���p�
�J�T�>�w¡]�w�m� �<�T�����hª �]�r§w�r���T°

!�"���"'&)(+*-,+.�/ 0�132+4�56*-1�7856,Y0�132+43.;56.�<=590�>

�+�T�H¡]�R�m��¬>�m�r�8¡]�w�r���hª §�¢8�>�1
 ��� " � ��#�$ ����� 71	 "�#�$ ��
�� 	�� � 	 # �)�s�w�
� ��	

 #�0 � ��
 
 ��� " � ��#�$ �����h�@�m�Z�w�)�r�R¡]�w�a¡>�r�>�­�w¸+¬>¡]¦H¡}�r¦H¡}���m���J�<�3�w��§��w�Z®�R¡>�j¤F¡m�w�����r�R¡]�w�a¡>�r�>�µ���m���J�<� �]�T�8¡]ª ¨��$���w����� �w¸+¬>¡]¦H¡��w��¢8¦H¡]¦H¡�§�¢8�>�@�
�>�¥¤F¡m�w£s¹��r¦H¡:���+�<�T���w¡]ª$�R�r��¯�������°

� �J�<�J�w�w�a�\£ «w�Z�w�>¸ ¡]�>�y�r�s�T�>� §�¢8�>� £s�]�w£s¸�¹��w�m�\£Y�]¬>�m¡T�w¸��>�w¡�¡]§��>�s®
���J�w�>���y�p�
§w¡}�r�R¡]�w�a¡>�r�>� �r�w�Z�w�)�R�m�Z¤ §�¢8�R�rª@�?�>�¥¤F¡m�w£s¹��s¤ ���|�w�r�8¡]�R¡]�w¡]ª
���m���J�w�>�w¡]ª$�R�r��¯������ �

?�@BADC�E)FD@HG9@BIJILK
@BCMG EONP@�QRK
STKVUWG9@�XYQ
S = (V,E)

NPZ\[]SP^J_D`�EDA=E6a�^P@BFDb
FDSPAcNBQ$G d�EDFDZ

a
G9@BeDEDSPFD@gfDhiFDZ�AcjDkiC�h

f
C�@BliSPA]mYn9C�S

c(f(0) . . . f(k)) 6 c(f̃(0) . . . f̃(k))
^Jf9_)fDo
pPSBUqS

k
E fDo
pPSBUqS�jDkiC�E

f̃C�@BliSBUqS mYn9C�S
f̃(0) = a.

±/�w�r�>�s�w�w¡��Í���R¡ �]¬>�m¡T�w¸��>�w¡ ¡]§��>�w���J�w�>���hª §�¢8�>� �r¢8¹��m�r�>�>¢R�r���w���R�m�Z®
¦\�<�s°5³¥¡]�H�a¡H¨|�w¡,�<�T¨��>�5���R¡}���w£)�w¸+¬>¡]ª �R�r��¯������ �w�r�8¡]�R¡]�w¡]¦H¡$¦m���] ��}�w�
�r¢8¹��m�r�>�>¢R�r�|�]¬>�m¡T�w¸��>�w¡�¡]§��>�w���J�w�>�w¡]¦H¡|¬>�m�r�8¡]�w�r���w¡]¦H¡�§�¢8�>�@�F�>�¥¤F¡m�w£s¹��r¦H¡
�����w�m�>°

!�" !�"��'56,+.�(+*-43*-,��+>O5
	�/���43(+*-,+.�/ 0�132+4�56*-1

"��T�$¬]�¥��¡:§w¡]�s�T�J�T�w¡��:§��w�Z�w�¥�w¢8¹��m�´§�¢8�����R�>��¬]�h�F�T¸����Z�w¢8���T�@�w�8¡]¦\�<�
���w£
�w�r�8¡]�R¡]�w¡]ª��R�r��¯������ ¦m���] ��­�w���r¢8¹��m�r�>�>¢R�r� �]¬>�m¡T�w¸��>�w¡�¡]§��>�w���J�w�]®
���¥¤�§w¡ �r�R¡]�w�a¡>�r�>� §�¢8�R�rª@���>�¥¤F¡m�w£s¹��s¤����$�w�m�>�f�)�]�T��¨����8¡]¦\�<� �]�T�8¡]¦H¡
§�¢8�>� �w�|�r¢8¹��m�r�>�>¢R�r�­���w£��w¸+¬>¡]ª)�R�r��¯������d�w�r�8¡]�R¡]�w¡]¦H¡,¦m���] ��s°P³ �r�>£s�m�
�|�m�>�w� �­�<�T���w¡>� §�¢8�����R�:§w�r�w�rªs���m���
���]�m�m�a¡]�>�w�r����¸�¬>�m�r�8¡]�w�r�����¥¤�§�¢F®
�R�rª@�P�w�|£s�]�w£s¸�¹��s¤F�\£ �]¬>�m¡T�w¸��>�w¡$¡]§��>�w���J�w�>���y�p�@�Í¡m�w���T�8¡�¡>¬T�<�J�<�T¸�¹��s¤
�r§w�r«����J�w�>���y���r�R¡]ªw�r�>�R¡>�h�w§����w¬T�w��¨��T¸�¹��w���s¤}�­�]�T�8¡]�>�y�h°

�+�T�H¡]�R�m� ¬>�m�r�8¡]�w�r�����hª §�¢8�>� � 	 " � ��� 
 � " ���
	�� " 
 ��� " � ��#�$ �����h�/�m�Z�w����w£��w¸+¬>¡]¦H¡)�w��¢8¦H¡]¦H¡ §�¢8�>�´�w¸+¬>¡>���r¦H¡
���m���J��¡
���w����� ¬>¡T�w�>¯��$�w�r�8¡]�R¡T®
�w¡]ª��J�J�<�T���w¡]ª@�P�a�r���>¯���§w¡3�r�R¡]�w�a¡>�r�>�)���m���J�<�3�]�T�8¡]ª)¨������w����� �w¸+¬>¡]¦H¡
�w��¢8¦H¡]¦H¡|§�¢8�>�@�s�>�¥¤F¡m�w£s¹��r¦H¡:�����<�T���w¡]ª,�R�r��¯�������°
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%����8�r����¢R�m���w�r�8¡]�R¡]��¢8¸d�R�r��¯�����¢}�$�J�J�<�J�w�w�a�\£$«w�Z�w�>¸ ���Tª��>�$���T«��w¡T®
���J�w�>���hª3§�¢8�>�w�R�>�¥¤F¡m�w£s¹���ª}���y�<�T���w¡]ª3�R�r��¯���������£s�]�w£s¸�¹���ªw�\£}�]�r�w�p§s®
�R¡]�>���w�m�r����¡]§��>�w���J�w�>���y�h�w�s�w�,�: �¡]�w���J�w�>�w¡]ª$§w¡>�r�]�T�w¡]�>�8���w�a�m�m���

?�@BADC�E)FD@HG9@BIJILK
@BCMG EONP@�QRK
STKVUWG9@�XYQ
S = (V,E)

NPZ\[]SP^J_D`�EDA=E6a�^P@BFDb
FDSPAcNBQ$G d�EDFDZ

a
G9@BeDEDSPFD@gfDhiFDZ�AcjDkiC�h

f
Ecn9EDILfDS

k0
C�@BliEOQTmYn9C�S

c(f(0) . . . f(k)) 6 c(f̃(0) . . . f̃(k))
^Jf9_)fDo
pPSBUqS

k > k0
E fDo
pPSBUqS jDkiC�E

f̃ ,
NPZ\[]SP^J_D`�QJUqS E6a NBQ$G d�EDFDZ

a.

� �R�r§w�r���w�8�m �¡]�w�p¢J�w���w¡]�F�T���J�J�<�m���3�����m�8�r�>�w�m�p¢s�������p�w¡H¨��m�r�>�R��¬>�m�Z®
�8¡]�w�r�����¥¤ §�¢8�R�rª)¦m���] ��s�?§w�r�w�rªs���m� �
¡]§��w�H�T����¸ §w¡T�w¢8�w�r�����¥¤)�w�r�m¢J�w�J�]�J®
�R¡]�|§w¡|�s¤}�w�r¯��r����¸�°

� ��� ������� � ���h���µ������	����
��¡>�r�>£s�>�w� �<�T�����hª$§�¢8�����:¡]§��w�H�T����¸Y«����s��¡]��¦m���] ��s�s���T�m�F�T�����¥¤,�p�s®

���w���J�w�>���y�p� % �����T�r�w�������¥¤��m�p�y�Z�<�J¤ & �:¡>¬T�<�J�<�T¸�¹��s¤:�w�m¬>�r�m�h���R�r�w�m�r���¥®�p�­�:§s�<�T�w���w�r¯��r����£­§w¡>�r�]�T�]���r�����¥¤,�J�J�<�m���r�R¡]ªw�r�>�F�]�p�@°
�Y"$#%"�� ,+2+,+.�/ 0�132+4�56*-1878590�/-:343.;56.�<=590�>
�+¢R�r�>�����w£��w�r�8¡]�R¡]�w¡]ª��R�r��¯������

a
���]�m�m���T�>�����F�]�m�a¡]¦H¡�¦m���] ���¡]§��w�Z���Z®

���r�����T£��>�h¯��/�R�Z�w���������
cn
aa < ∞

°'�+�T�H¡]�R�m� �w¸+¬>¡]ª3«����s�­���+�p�w¡H¨��m�r�>�F�
Vn

aa

� " � " � ��#�$ ����� 7 	 #(� ��
�� 	�� � 	 # �J�R�m�Z�w�����w£��R�m�Z¤����T�>¢8���J�w�>���¥¤ l
�R�r�s®

�w¡����T�R�r�w�r�>�R¡
cln
aa = lcn

aa. %	� &
±�¬>¡]�m���m���w�´�w�r�w�r�

an
�

¡m�w���,�����p�����w���J�w�>���¥¤­�:�Z�<�]¬>¡>�´�m�p�y�Z����«����s®
��¡]�����w�����

n
�8§��w¡m¤F¡m�w£s¹��s¤,�w�r�w�r���R�r��¯�����¢

a
° #�¡]�s�T¨��m���Z���Z�w¢8¸�¹��m�


���
���������������������� kiIJC�h
eDEDlPf
an
�

jBG Sg[]SP^PEDC n6Q$G-QqaMNBQ$G d�EDFDZ
a, a1, . . . ,

an−1, a
mYC�SBUq^P@ ^Jf9_)fDo
pPSBUqS

i ∈ {1, . . . , n − 1}
E9K QJQRK

cln
aa = cln

aiai

^Jf9_'NPIgQq[
l ∈ N.

�! �"$#�%�#&���('*)�+,��
� -� �+¢R�r�>� �m�R¡$�w���]�T�@°��+�w�Z�w§w¡T��¡H¨|�w� �>���m���J���>�p���R¡
∃i�]�T�8¡>�>�����R¡:���w£,�w�r�8¡]�R¡]�w¡]¦H¡

l cln
aa > cln

aiai

°�³¥¡]�m�R�a�m��§��w¡]���m�R¡T�w�>���hª «����s�
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α
���

V ln
aiai

°p�+�,�j���Z�<�T���w¡]¦H¡)§��w�Z�w§w¡T��¡H¨��r����£´�>�h�R�r�s�]�r�T�a���R¡)¡]��¡]�H�w�����J®
�r�R�\£ ¡]��«����s�<�

lan
� % �>�>�s�w¢ ���T�r�w�����w¡]ª´�r�R¡]�w�a¡>�r�>� � lcn

aa = cln
aa 6= cln

aiai

& °
�+¢R�r�>� §�¢8�>�

β
���m�������]�r�R�\£����R�r��¯����w�

a
� �m¡]�>§��J�<�]�r�
�3«����s��¡>�

an
�

��¡
�R�r��¯������

ai
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µ(α) 6 µ(β)
���w£3�w¸+¬>¡]¦H¡���¡>�r�>��¨|�w�a¡]¦H¡����

a
«����s�<�

β
°

±/�w�r�>�s�w�w¡��y���R¡��m�Z�w�µ���w£µ�w�r�8¡]�R¡]�w¡]ª��R�r��¯������
a
�r¢8¹��m�r�>�>¢R�r��¬>�m�Z®

�8¡]�w�r�����hª
§�¢8�>�w�<�>�¥¤F¡m�w£s¹���ª)���|�w�m�>�<�R¡}�r¢8¹��m�r�>�>¢R�r�­�
a
®Ô�p�����w���J�w�>���hª

«����s�5°
�+¢R�r�>�

f © ¬>�m�r�8¡]�w�r�����hª�§�¢8�>� % �w�m¡>¬H£s�J�T�R�Z�w�>�w¡����T«��w¡]���J�w�>���hª & �w�>�¥®¤F¡m�w£s¹���ª ��� �R�r��¯������
a
°��V�s�T¨��m�h�h���R¡�§�¢8�>�

f
� � 7,� ��� � � � 	 � a 5 � " � " 5� ��#�$ ����� !�" � # 
��h�P�m�Z�w�)�r¢8¹��m�r�>�>¢R�r�}���T�>¢8���J�w�>���T£�§w¡>�Z���Z��¡]�F�T�R�Z�w�>�w¡>�r�>�

k1, k2, . . . , ki, . . .
�]�T�s�T£P�w���R¡

f(ki) = f(kj)
�

c
(
f(ki) . . . f(ki+1)

)

ki+1 − ki
= µ(α),

���w£­�R�m�Z¤
i, j ∈ N,

¦\���
α © a

®Ô�p�����w���J�w�>���hª�«����s�5°

���
������������������$��� kiIJC�h�jDkiC�h

f
aP@�NBQ$G d�@�Q C�Iq_

a
b K
EDFDE9K
@gfDhiFDZ�K�eDEDlib

fDSTK � � SBUq^P@
^Jf9_�fDo
pPSPA jDSPILfOQ ^PSBNP@BC�QRfDhiFDSPIJC�E
l1, l2 . . . , li, . . .

C�@BliSPA]m%n9C�S
^Jf9_ NPIgQq[ QJQ n�fOQ FDSBN'NPZ�jDSTfDFOQ FDS�G9@�NBQ FDIJC�NPS

f(li) = f(lj)
m�IJki`�Q IJC�NPk Q C

C�@BliSBQ
i0
mYn9C�S�IJjBG9@�NBQ ^JfDEONPS



����� � v��ÍEJg¥QRcZkRkFQR^

c
(
f(li) . . . f(li+1)

)

li+1 − li
= µ(α),

^Jf9_'NPIgQq[
i > i0,

Uq^BQ
α � a

b K
EDFDE9K
@gfDhiFDZ�A=eDEDlPf �

�! �"$#�%�#&���('*)�+,��
� -�Í·p�T��§�¢8�>�
f
�J�T�R�r��¯|�]�r�R�\£

a
®Ô�p�����w���J�w�>���y� «����s��¡>�h�

�R¡�§w¡´¡]§��w�Z���Z���r����¸ �r¢8¹��m�r�>�>¢R�r��§w¡>�Z���Z��¡]�F�T�R�Z�w�>�w¡>�r�>�
k1, k2, . . . , ki . . .���m¡>¡]�>�R�r�R�r�>�>¢8¸�¹��w�p� �r�R¡]ªw�r�>�F�]�p�@° ���Z�w��§w¡>�Z���Z��¡]�F�T�R�Z�w�>�w¡>�r�>�

l1, l2, . . . ,

li . . .
�m¡]�>§��J�<�]�r�+�

k1, k2, . . . , ki . . .
���m�������T£����s�T�8¡]¦H¡T® �R¡��s���r���/�a�w¡>�a�r�w¡>�

i0
���R¡��R�m����¡]�s�T�J�T�w¡�°P³µ§��w¡]�>���>�w¡>�µ�Z�w¢8���]��§�¢R�r�>�

i0
���T�>��£��r�R�\£�§w�r���R¡>�p¢

i
�?���w£)�8¡]�R¡]�w¡]¦H¡��>�h§w¡T�w�w�r�w¡

k1 6 li
° �5¡]¦\�<�­���w£ �w¸+¬>¡]¦H¡

j
�r¢8¹��m�r�>�>¢8¸��

�]�T���w�
j1
�

j2
�?���R¡

kj1 6 lj
�

lj+1 6 kj2

° � ���m�����T�@«����s�
f(lj) . . . f(lj+1)�m¡m���r�F¨|���R�\£���«����s���

f(kj1) . . . f(kj2)
�>�8¡]�R¡]���hª�£s�]�w£��r�R�\£:�p�����w���J�w�>���y�

�+�Z�<�]¬>¡>� �m�p�y�Z���>�R�y�m���m������§w¡��Z���Z���r�>�>��¸ � �J«����s�
f(lj) . . . f(lj+1)

�]�T��¨��
�p�����w���J�w�>���hª$���Z�<�]¬>¡>�´�m�p�y�Z���>���R¡:�m�r�>�

µ(α) = µ
(
f(lj) . . . f(lj+1)

)
=

c
(
f(lj) . . . f(lj+1)

)

lj+1 − lj
.

���
	����V��� � ���h��������� � � � ������� �\� � � �|�
���r�w�rªs���m� � �w�r¯��r����¸ �J�J�<�m���´¡$���J¤F¡H¨����r������¡]§��>�w���J�w�>���¥¤ � �Z�<�J®

¬>¡>�)�m�p�y�Z���h§�¢8�R�rª@�>�>�¥¤F¡m�w£s¹��s¤|���¥�<�T���w¡]ª:�R�r��¯������
a
°>���w�@�>�R�r§w¡>�p�����T£

 �¡]�w���J�w�>��¢8¸ §w¡>�r�]�T�w¡]�>��¢­�J�J�<�m���@�w§w�r�w�m ����T�m����¢R�m�´�:�Z���Z�w¢8¸�¹��m���>�s�����
?�@BADC�E)FD@HG9@BIJILK
@BCMG EONP@�QRK
STKVUWG9@�XYQ

S = (V,E)
NPZ\[]SP^J_D`�EDA=E6a�^P@BFDb

FDSPAcNBQ$G d�EDFDZ
a
pBQ IJliSPFOQ n9FDZ�A=jDkiC�h

f
C�@BliSPA]m�n9C�S

c(f(0) . . . f(k)) = ck
f(0)f(k),

^Jf9_'NPIgQq[
k ∈ N.

�+�w¡]�R�Z���m���+���]�m�m���T�>�����F�]�m�p�y��¦m���] �¡>�´�Z���Z�w¢8¸�¹��w��¡]§w�r���T«���� �

•
¢J�<�J�w�w������¦m���] ��:�s�T¨���¡>���w�m¬]�w¡��?§w¡��8¡]�R¡]�w¡>�p¢��w��§��w¡m¤F¡m�w���­¤F¡]�J£
¬]� ¡m�w���$«����s���

•
¢J�<�J�w�w� �s�T¨��w¢8¸��R�r��¯�����¢R�f�$�8¡]�R¡]�w¡]ª �w�$����«����s���r���>�w¡�¤F¡]�J£�¬]�
¡m�w�w¡|����¡>�r�]�T�>¯��s¤F�\£,�w�m¬>�r�@°
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��¡T�w¢8���w�Y�w¡]�>�hª�¦m���] 
S� = (V�, E�)

�p§w¡ §w¡>�r�>�w¡>�r����¸ �m¡>�r�R¡H£s¹���ª´���
�w�r§w�r�w�m�m�r�s�T¸�¹��s¤F�\£$�8¡>�p§w¡]�w�r���3�r�>£s�J�T���w¡>�r�>�

Si
�

Si = (Vi, Ei), V� =

q
⊔

i=1

Vi, E� =

q
⊔

i=1

Ei.

±/�w�r�>�s�w�w¡������R¡|�w¸+¬>¡]ª$����«����s��¡]�3�w�j¤F¡m�w�w¡]¦H¡3¦m���] ��
S
�m¡m¤s���T���s���\£��

¦m���] ��
S�
�´«w�Z�w���8¡>�d���r¨|��� � ¡m�w�w¡]ª����,�8¡>�p§w¡]�w�r�����r�>£s�J�T���w¡>�r�>��§w¡T®

�Z���Z�w�w�r¦H¡�° �+¢R�r�>�
α © �w�r�8¡]�R¡]���hªµ«����s� ¦m���] �� S

° %��T��� �R¡]¦H¡��V���R¡�¡]�
�m¡m���r�F¨|���R�\£ �,�8¡>�p§w¡]�w�r���R�

Si
�P¬]¢J���m� ¡>¬>¡]�m���m���T�>�$�s�T�

α ∈ Si
°%�+�w¡m��¡T��®

¨|�w�  �¢8����«���¸��r�w�Z�w�w�rª:�r�R¡]�w�a¡>�r�>�
µ(·)

���/�8¡>�p§w¡]�w�r���>���r�>£s�J�T���w¡>�r�>�
Si
°

�+¢R�r�>�
A © ¡m�w���|�����8¡>�p§w¡]�w�r��� Si

�s�R¡]¦\�<�|§w¡T��¡H¨|�w�
µ(A) := min

α∈A
µ(α).

³f�>�s�w¢|�R¡]¦H¡��R���R¡��R�m�y«����s�w���w¸+¬>¡]ª����/���]�m�m���T�>�����F�]�m�p�¥¤3�8¡>�p§w¡]�w�r���
�r�>£s�J�T���w¡>�r�>��«����s�w�����w¡T®Ô�r�>£s�J�T�����?�$�R�Z���Z���r�>�>��� ¢8�>�R�r�F¨����r����£ � §�¢8�����]�� ���Z���Z���r�>�>��£ �����w�r¦H¡��w�<�T�����hª
�p�����w�p¢s���r¢8¹��m�r�>�>¢R�r�}�$��¡>�r�>��¦r�]�r�R�\£)�
���]�r�>�w¡>�r�>� ���,§��w¡>�r�>�¥¤�«����s�<�J¤
�<�T���w¡]ª �8¡>�p§w¡]�w�r���>� �r�>£s�J�T���w¡>�r�>�@° �Í�J®
���w�´¡>¬]���T�H¡>�h���:�s�T¨���¡]ª��8¡>�p§w¡]�w�r���R���r�>£s�J�T���w¡>�r�>�

Si �
¢8¹��m�r�>�>¢R�r���w�r�8¡T®

�R¡]���hª,�p�����w���J�w�>���hª$�:�Z�<�]¬>¡>�´�m�p�y�Z���+«����s�
β ∈ Si

�s�
µ(β) = µ(Si)

° �
�r�w�Z�w��£s£,�r�R¡]�w�a¡>�r�>�3�p�����w���J�w�>�w¡]¦H¡:«����s�<�

γ
¦m���] ��

S
���m�r�>��¡]�w�r�>�s�w�w¡

µ(γ) = min
i=1,...,q

µ(Si).

��¡}�R�r���w�m�a�\£
�
§w¡>�r�]�T�]���r���w¡]ª��J�J�<�m�w�>°5³f�R�Z���m� ���]�r�>�������hª §w¡]�F£8��¡]�
�����p�w¡H¨��m�r�>�R���8¡>�p§w¡]�w�r���:�r�>£s�J�T���w¡>�r�>�­¦m���] ��

S�
° �V�s�T¨��m�h�s���R¡��8¡>�p§w¡T®

�w�r���>�
A
�
B
�m¡>�r�R¡H£s����¡]�>�w¡]¯��r�����

<a
�T�m�Z�w�

µ(A) < µ(B)
�J�|�r¢8¹��m�r�>�>¢R�r�

§�¢8�>� ���­�R�r��¯������
a
�a¡]�s�T�������F�T¸�¹���ªw�\£´�)�8¡>�p§w¡]�w�r���R�

B
�Í§��w¡m¤F¡m�w£s¹���ª

�w�r�w�r���8¡>�p§w¡]�w�r���>¢
A
°


���
������������������-���Y@BeDEDSPFD@gfDhiFDZ�A jDkiC�h
f = 〈γ0, α〉

_ONJf9_OQ C�Iq_'G-Q d�Q b
FDEOQRK G9@BIJILK
@BCMG EONP@�QRK
SPA8aP@B^P@Bn9E]m�liSBUq^P@

α � K
EDFDE9K
@gfDhiFDZ�A N ILfD@BpPSTK
ILK
Z�ILfOQ)eDEDlPf]m IJSP^BQ$G�� @B`�EDADIq_ N ^PSPIJC�E�� E9K
SPA�E6a NBQ$G d�EDFDZ

a
liSTK
jDSPb

FOQ FDC�QHIgNJ_6aP@BFDFDSPIJC�E
A

UWG9@�X%@
S�

m�^Jf9_cliSPC�S G SPA FOQ
IJki`�Q IJC�NPk Q C ^ G k UqSPA
liSTK
jDSPFOQ FDC�Z

B
C�@BliSPA]m�n9C�S

B <a A
� @

γ0 � C�SPn9li@ ^PSPIJC�E���Q FDE9_=K
EDb
FDE9K
kPK
@ NPZ G9@���Q FDE9_

c(γ) − ||γ||µ(α)
jDS NPIgQRK jBG SPIJC�Z�K jDkiC _9K

γ
m
NPZ�b

[]SP^J_D`�E9K E6a�NBQ$G d�EDFDZ
a
E)SPli@BFDn9EONP@Bo
`�E9K
Iq_cN�SP^PFDSPA E6a�NBQ$G d�EDF eDEDlPfD@

α
�
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�! �"$#�%�#&���('*)�+,��
� ��� �+,�,#&�� ����� �+,��� � �+¢R�r�>�
l := ||γ0||

���
n := ||α||

°�·p�]�Z®
�m�a¡]�>���w� §�¢8�>�

β © ���m���J��¡3���w����� l + pn (p ∈ Z+)
¬>�m�r�8¡]�w�r���w¡]¦H¡,§�¢8�>�

f
�)§��w¡]���m�R¡T�w�>���hª �8¡]�w�r�����hª�§�¢8�>�

β̃
�]�T�8¡]ª�¨��|���w�������5�m¡>�Z�w����£s¸�¹���ª

�R�r��¯������
f(0) = a

�
f(l + pn)

°�#�¡]�s�T¨��m�h�f���R¡
c(β) − c(β̃) 6 0

���w£
�w¸+¬>¡]¦H¡

p
°

±/«w�r���w�´�Z�<�T¦r�]�m�p�y��§w¡|¡]�H���Z�w�>�w¡>�r�>� �

c(β) = c(γ0) + pnµ(α).

#��w£)¡]«w�r�����
c(β̃)

�>�¥���Z�w�w�µ�­�w�m�µ�w�r«����s�w���w�m�r��¢8¸ ���]�r�>�
β̃ 
�?�8¡]�R¡]��¢8¸

¡>¬>¡]�m���m���w� �J�
γ
�a�´«����s�w���w�m�r��¢8¸ ���]�r�>�

β̃�
°����Z��¡]�>�w�>�����J��¡H¨��r���w¡>�����

�m¡m���r�F¨��T¹�¢8¸ «����s�
α
�8¡>�p§w¡]�w�r���>¢��r�>£s�J�T���w¡>�r�>�

A
�]���r�w�r�T�<���R¡3�r�w�Z�w��£s£

�r�R¡]�w�a¡>�r�>�:«����s�w���w�m�r�8¡]ª����]�r�>�­�w¸+¬>¡]¦H¡�§�¢8�>�@��§����s¤F¡m�w£s¹��r¦H¡|�
A
�s�w���a¡T®

¨��r��¬]�h�>���a�r���>¯��
µ(α)

��§w¡]�m�R¡>�p¢3���w£
β̃�
§w¡T�w¢8���]�m���

c(β̃�) > µ(α)||β̃�||.

� �m���m�����:���w£
c(β̃)

�w�a�m�m���

c(β̃) > µ(α)||β̃�|| + c(γ).

�Í�T���w�´¡>¬]���T�H¡>�h�w�w�a�m�m���

c(β) − c(β̃) 6 c(γ0) + pnµ(α) − µ(α)||β̃�|| − c(γ) =

= c(γ0) − c(γ) + µ(α)(pn − ||β̃�||).

�+� ¢R�Z��¡]�>��£D���T�R�r�w�r�>�F� ���w���D«����s��¡]�
β
�

β̃
�w�a�m�m� �m¡>¡]�>�w¡]¯��r���w���

l + np = ||β̃�|| + ||β̃ || = ||β̃�|| + ||γ||
�F�>�h���T¨��T£}���+�8¡]�R¡]�w¡]¦H¡|�R�Z�w��������¢

pn−||β̃�||
�s�T�

−(||γ0||− ||γ||)
�3§w¡m���r�]�T�]�w£s£3§w¡T�w¢8�w�r���w¡>�����w�m�Z���Z�w¢R�m�a¡>�

�w�r���T�R�r�w�r�>�R¡��w�w�a�m�m���

c(β) − c(β̃) 6 c(γ0) − c(γ) − µ(α)(||γ0|| − ||γ||) =

= c(γ0) − µ(α)||γ0|| − (c(γ) − µ(α)||γ||) 6 0

�:�r�s�w¢3�>�y¬>¡]���|§�¢8�>�
γ0
°

��¡T�w¢8�w�r���w¡>�}�m¡>¡]�>�w¡]¯��r���w�3�>��¢8§w�3�:§��w¡]���m�R¡T�w�>�w¡>�r�>�>¸ �>�y¬>¡]���$§�¢8�>�
β̃
�<�]�r�:���]���R¡��s���R¡

c(β) = c(f(0) . . . f(l + pn)) = c
l+pn

f(0)f(l+pn)

���w£}�w¸+¬>¡]¦H¡|�w�m¡]�>����«��T�R�Z�w�]®
�w¡]¦H¡|«w�Z��¡]¦H¡

p.
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³f�>�s�w¢��R¡]¦H¡��R���R¡+�w¸+¬R�T£|���]�r�>���p�����w���J�w�>�w¡]¦H¡�§�¢8�>�:�]�T��¨��/£s�]�w£��r�R�\£��p�s®
���w���J�w�>���y�´§�¢8�R�m�h��§w¡T�w¢8���]�m���>�w�m¬]¢R�m�a¡>�>�w�R¡|�m�r�>�

c(f(0) . . . f(k)) = ck
f(0)f(k) ∀k ∈ N.

� '*� ��+,��
���� �$� �Y@BeDEDSPFD@gfDhiFDSBQ�G-Q d�Q FDEOQ G9@BIJILK
@BCMG EONP@�QRK
SPA=aP@B^P@Bn9E NPIgQ b
Uq^P@ IJki`�Q IJC�NPk Q C E K
S���Q C pPZ�C�h FD@BAD^BQ FDS�aP@ liSPFOQ n9FDSBQ n9EDILfDS�d�@�UqSBN �

�! �"$#�%�#&���('*)�+,��
� -� �+���s�
α
�y¢J��¡]�]���r�>�R¡]�F£s¸�¹���ª ¢R�Z��¡]�>��£�� ¢8�>�R�r�F¨����Z®

����£P�J�R�m�r¦\�<���r¢8¹��m�r�>�>¢R�r�����a¡H¨��r��¬]�h�>�����Tªs���r���J�y�8¡]�w�r���w¡>�¥���w�Z��¡/¯|�T¦H¡]�
�$�r�s�w¢)�r�R¡>�rª §��w¡>�r�R¡]�>��° #��w£
���Tªs���r���w¡]¦H¡$«����s�<�

α
�J�­�8¡]�w�r���w¡>�����w�Z��¡

¯|�T¦H¡]�3�R�m��§��w¡>�r�>�y��§�¢8�>�
γ
���R�Z�w¢8¹��w���3�w�r¦H¡��?¡]«w�r�����F�T¸��R�\£����:§��w�Z���a�r�

��¡>�r�>��¨��r����£,�������s¤­�p�����w�p¢s�����>�h���T¨��r����£
c(γ) − µ(α)||γ||

°

�����
����� ��� �V��� � �����V��� � ���h���������
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f̃ = 〈γ, β〉
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q := ||α||||β||
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f(0) . . . f(l + qk)

)
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f̃(0) . . . f̃(l + qk)

)
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=
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c(f(0) . . . f(l)) − c(f̃(0) . . . f̃(l))
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+
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− c
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µ(α) − µ(β)
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)
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k
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p||β||)f(||δ1|| + l + 1 + p||β||)
�
0 6 l < ||β||

�
p ∈ Z+
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c(e0l) = c(epl)
���w£,�w¸+¬>¡]¦H¡

0 6 l < ||β||
�,�w¸+¬>¡]¦H¡

p ∈ Z+
°
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ϕ = 〈δ1(2β)δ2, α〉
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f(0) . . . f(k)
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− c
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=

c(δ1)−c(δ1)
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f(0) . . . f(||δ1||)

)
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ϕ(0) . . . ϕ(||δ1||)
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∑
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∑

l=0
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∑
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∑
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∑
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f(l−nñ) . . . f(l)

�m�r�>�
ñ
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�w�y�J�T�s�T�������F�]�r�R�\£

a
®Ô�p�����w���J�w�>���y�

«����s��¡>�)�>��¢8§w�y�h¢8�>�R�r�F¨����r���w�m� � §�¢8�����]� � �
a
®Ô�p�����w���J�w�>�w¡>�r�>�>¸ «����s�<�

f�
¡]�m���m���]�r�T�s���R¡��r�w�Z�w�3�s���r�w¡]��§w¡>�Z���Z��¡]�F�T�R�Z�w�>�w¡>�r�>�

{ci}
���Tªs���r�R�\£}¬>�m�Z®

�8¡]�w�r���w¡��p�w¡]¦H¡��r���m�a�r���R¡]��§��w�r�R¡>�j¤F¡m�w£s¹��s¤3�R�Z�w��������¢
c(f�)

°F�+�h�<�T���w¡]¦H¡
 ��T���]���>�h�R�r�s�]�r�T�����R¡��r¢8¹��m�r�>�>¢R�r�|�w�r�8¡]�R¡]�w¡>�����T�>¢8���J�w�>�w¡>�

i0
�]�T�8¡>�>�s���R¡

�R�Z�w���������

C0 +

i0∑

j=1

(
lj+1 − lj

n
(cj − c(f�))

)

> 0.

���j¤F¡m�w£,�����m�R¡]¦H¡���§w¡T��¡H¨|�w�
k̂ := li0 − 1

�
ki = li−i0+1

�
i = 1, 2, . . .

°
#�¡]�s�T¨��m���>�h§w¡T�w�w�r���w���r�R¡]ªw�r�>� ��� � ���w£­§w¡T�w¢8�w�r���w¡]¦H¡:���w�Z�<�

k̂
�,§w¡T®

�Z���Z��¡]�F�T�R�Z�w�>�w¡>�r�>�
k1, k2, . . . , ki . . .

�
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��& §w¡�§w¡>�r�>�w¡>�r����¸
k1, k2, . . . , ki . . .

� & §w¡>�Z���Z��¡]�F�T�R�Z�w�>�w¡>�r�>� k1, k2, . . . , ki . . .
�m�r�>�"§w¡m�w§w¡>�Z���Z��¡]�F�T�R�Z�w�]®

�w¡>�r�>��§w¡>�Z���Z��¡]�F�T�R�Z�w�>�w¡>�r�>�
l1, l2, . . . , li . . .

���8¡]�R¡]���T£����r�R¡]¸ ¡]�w�Z®
�w�Z�w� £s�]�w£��r�R�\£ §w¡m�w§w¡>�Z���Z��¡]�F�T�R�Z�w�>�w¡>�r�>�>¸ §w¡>�Z���Z��¡]�F�T�R�Z�w�>�w¡>�r�>�
{m + nk}∞k=0

�����R¡��­��¡]�s�T�m�h�F�]�r���>�h§w¡T�w�w�r���w���<�T���w¡]¦H¡:�r�R¡]ªw�r�>�F�s°
��& �Z���Z�w¢R�r�:����«w�r§w¡]�����,���T�R�r�w�r�>� % ��& �­�>�y¬>¡]���|�R�Z�w��������� k̂

°
��& §����w�m�a¡>�h�w§w¡>�r�w�Z���r�>�R¡>�´�8¡]�R¡]�w¡]¦H¡3¬]�¥��¡|���Tªs���r�w¡:���w�Z��¡

i0
���p���a¡T®

¨��m����¡]�s�T�J�T�>�w�?���R¡����w£$�R�m�Z¤
j
�<���m�������T£)���w�r�8¡]�R¡]�w¡]¦H¡

j0
�<�a¡H¨|�w¡

���w£ �w�r�8¡]�R¡]�w¡]ª ���T§w�r�w�Z� �J�J�<�T���w¡]ª �8¡]�w�r�]�T���>�
C
��¡>�r�>�����$�>�h§w¡T��®

�w�r����£­�w�r���T�R�r�w�r�>�F�

c(f̃(0) . . . f̃(lj)) − c(f(0) . . . f(lj)) > C,

�8¡]�R¡]�w¡>�:§������R¡m�w���$�)��¡]�s�T�J�T�R�Z�w�R�r�>�>¢
�>�h§w¡T�w�w�r����£)�<�T���w¡]¦H¡$�r�R¡]ªs®
�r�>�F�s�w�m�Z�w�,§w¡T��¡H¨|���>���w�r�8¡>�a¡>�

î
���T�>���y�

j0 − i0
°

#�¡]�s�T¨��m�´�w�+��¡]�s�T�J�T����¢8¸ �|§��w�Z�w�¥�w¢8¹��m��§�¢8�����R���R�m¡]�w�m�p¢ � °�! �"$#�%�#&���('*)�+,��
� ����� ������ � � ���+¢R�r�>�
f © �]¬>�m¡T�w¸��>�w¡�¡]§��>�w���J�w�>���hª§�¢8�>�w�F�>�¥¤F¡m�w£s¹���ª}���+�R�r��¯������

a
° �5¡]¦\�<�����r�s�w¢:�R¡T�w�>�8¡����R¡���¡]�s�T�J�T���w¡]ª

���m�a�p���R¡]����¡T�w¨��r�:�J�T�R�r��¯|�T�>�R�\£
a
®Ô�p�����w���J�w�>���y�
«����s��¡>�h�F���m���m�������r¢F®

¹��m�r�>�>¢R�r�|�r�8¡T�w�|¢8¦H¡m�w�w¡|¬>¡T�w�>¯�¡>�
l
�8���R¡�«����s�

α = f(l) . . . f(l + ||α||)
£s�]®

�w£��r�R�\£
a
®Ô�p�����w���J�w�>���y�h°�³¥¡]�m�R�a�m�

l
�s¬>¡T�w�>¯��m���w�m�

k
���+���m�a�p� � �8�R¡]¦\�<����w£,§�¢8�>�

f̃ = 〈f(0) . . . f(l), α〉
¬]¢J�w¢8�T�<¡]�w�r�>�s�w�w¡����>�h§w¡T�w�w�r���Y¢R�Z��¡]�>��£ �

% ���¥���m�a�p� ��& � � � � ���¥���m�a�p� � �R���m���m���������r�s�w¢��������R�r����£��]¬>�m¡T�w¸��>�w¡]ª¡]§��>�w���J�w�>�w¡>�r�>� ���T«��w¡]���J�w�>�w¡]¦H¡,§�¢8�>� © ���m�a�p� � � 2′ © §�¢8�>� f̃
¬]¢J���r�

�]¬>�m¡T�w¸��>�w¡:¡]§��>�w���J�w�>���y�h°


���
���������������������� kiIJC�h jOQ$G EDSP^PEDn6Q IJli@g_=n9@BIJC�h G9@BeDEDSPFD@gfDhiFDSBUqS jDkiC�E
f � K
EDFDE9K
@gfDhiFDZ�A eDEDlPf]m
C�SBUq^P@)IJki`�Q IJC�NPk Q C liSPFDIJC�@BFDC�@

Ĉ
m�aP@�NPEDIq_Db

`�@g_ SPC
f
m
n9C�S ^Jf9_ fDo
pPSBUqS jDkiC�E

f̃
m�NPZ\[]SP^J_D`�QJUqS)E6a=NBQ$G d�EDFDZ

f(0)
E

^Jf9_)fDo
pPSBUqS�FD@BC�k G9@gfDhiFDSBUqS
k
m+NBQ$G FDS�FOQ$G9@�NBQ FDIJC�NPS

c(f(0) . . . f(k)) − c(f̃(0) . . . f̃(k)) < Ĉ.

�! �"$#�%�#&���('*)�+,��
� -� %����8�r����¢R�m���w�r�8¡]�R¡]�w¡>�:���T�>¢8���J�w�>�w¡>�
k
°5±�¬>¡]�m���m���w�

�J�
l
���w����¢,�w�r§w�r���w¡m�w���w�m�r�8¡]ª ���]�r�>��§�¢8�>�

f
�w�R¡3�m�r�>�

l := ||f ||
���J�

n ©
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���w����¢$�r¦H¡�§w�r���w¡m�w���w�m�r�8¡]ª ���]�r�>� �
n := ||α||

�@�:�J�
µ © �R�Z�w��������¢ µ(f�)

°
� «w�r���w�´�r�R�r�R¤s¢}�R�Z�w��������¢

c(f(0) . . . f(k))
° ���Z�w�

l 6 k
�s�w�a�m�m���

c(f(0) . . . f(k)) = c(f(0) . . . f(l)) + c(f(l) . . . f(l + n

[
k − l

n

]

))+

+c(f(l+n

[
k − l

n

]

) . . . f(k)) 6 Ml+nµ

[
k − l

n

]

+M((k− l) mod n).

% ��&
±�¬>¡]�m���m���w�,�w�r�w�r�

k 
���w����¢+�w�r«����s�w���w�m�r�8¡]ª����]�r�>��§�¢8�>�

f̃(0) . . . f̃(k)
�

� �J�
k�
���w����¢ �r¦H¡ «����s�w���w�m�r�8¡]ª ���]�r�>����¡]«w�r���w� �r�����m¢ �R�Z�w��������¢

c(f̃(0) . . . f̃(k))
�

c(f̃(0) . . . f̃(k)) > mk + µk� = mk + µ(k − k ).

³f�h���R�m� �w�F��§w¡T�w¢8�w�r�����¥¤­�w�r���T�R�r�w�r�>�F���w��¢8¦����+�w��¢8¦r���

c(f(0) . . . f(k)) − c(f̃(0) . . . f̃(k)) 6

6 Ml + nµ

[
k − l

n

]

+ M((k − l) mod n) − mk − µ(k − k ) =

= M(l + ((k − l) mod n)) + µ(n

[
k − l

n

]

− k) + k (µ − m) 6 % � ��&

� ���T£P�s���R¡
µ − m > 0

�­���R¡
k < |V |

�s§��w¡m��¡T�w¨|�w���w�r���T�R�r�w�r�>�R¡ �

6 (M − µ)l + Mn + (µ − m)|V |,

�R¡|�m�r�>�:�|�8¡]��«w���8¡]��«w¡]��§w¡T�w¢8���s�w�@�����R¡

c(f(0) . . . f(k))−c(f̃(0) . . . f̃(k)) 6 (M −µ)||f ||+M ||f�||+(µ−m)|V |,

�]�T���w� ¡>¬]���T�H¡>�h�@¡>¬>¡]�m���m�����$�J�
Ĉ(f) = (M − µ)||f || + M ||f�|| + (µ −

m)|V |
��§w¡T�w¢8���w���>�w�m¬]¢R�m�a¡>�>°

³ �Z�w¢8���]��¨��>���8¡]¦\�<�
k < l

���w�a�m�m�´¡]«w�r����¢

c(f(0) . . . f(k)) 6 Ml,

�$�T���J��¡]¦m�����w¡:§w¡T�w¢8���]�m�h�w���R¡

c(f(0) . . . f(k)) − c(f̃(0) . . . f̃(k)) 6 (M − µ)||f || + (µ − m)|V | 6 Ĉ(f).
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���
������������������$����ILfDE jOQ$G EDSP^PEDn6Q IJli@g_ n9@BIJC�h
f�

FOQ liSPC�S G SBUqS�NPZ\[]SP^J_Db
`�QJUqS E6a)NBQ$G d�EDFDZ

a
G9@BeDEDSPFD@gfDhiFDSBUqS jDkiC�E

f
_ONJf9_OQ C�Iq_ K
EDFDE9K
@gfDhiFDZ�K

eDEDlPfDSTK�m�C�SBUq^P@ ^Jf9_�fDo
pPSBUqS ^ G k UqSBUqS jDkiC�E
f̃
m�NPZ\[]SP^J_D`�QJUqS E6a NBQ$G d�EDb

FDZ
a
E FOQHSPli@BFDn9EONP@Bo
`�QJUqSPIq_ K
EDFDE9K
@gfDhiFDZ�K eDEDlPfDSTK�m\IJki`�Q IJC�NPk Q C C�@Bb

liSBQ n9EDILfDS
k0 = k0(f̃)

mMn9C�S
c(f(0) . . . f(k)) 6 c(f̃(0) . . . f̃(k))

^Jf9_ NPIgQq[
k > k0

�

�! �"$#�%�#&���('*)�+,��
� -�O�+¢8�>�
f̃
¢J��¡]�]���r�>�R¡]�F£��r��¢R�Z��¡]�>��£��
��¡]�s�T�J�T���w¡]ª3�>�h¯��

���m�a�p���P§w¡]�m�R¡>�p¢����w£)�w�r¦H¡­�r¢8¹��m�r�>�>¢R�r�$���w�Z��¡
k̂
�)§w¡>�Z���Z��¡]�F�T�R�Z�w�>�w¡>�r�>�

k1, k2, . . . , ki . . .
���m¡>¡]�>�R�r�R�r�>�>¢8¸�¹��w�p�)�r�R¡]ªw�r�>�F�]�p�@°5±/§��w�Z���Z�w�w�

k0
���s�T�

§w�r���R¡>�����
ki
�s�����8¡]�R¡]�w¡>�´�>�h§w¡T�w�w�r�w¡

c(f̃(0) . . . f̃(ki)) − c(f(0) . . . f(ki)) > Ĉ, % ����&
¦\���

Ĉ © �8¡]�w�r�]�T���]�����,¢8�>�R�r�F¨����r����£ � ° �5¡]¦\�<�)���w£´§��w¡]���m�R¡T�w�>�w¡]¦H¡
k
�

§��w�r�R¡>�j¤F¡m�w£s¹��r¦H¡
k0
�w�a�m�m���

c(f̃(0) . . . f̃(k)) − c(f(0) . . . f(k)) =

= (c(f̃ (0) . . . f̃(k0)) − c(f(0) . . . f(k0)))+

+ (c(f̃ (k0) . . . f̃(k)) − c(f(k0) . . . f(k))). % � � &
�+¢8�>�

f(k0) . . . f(k)
¢J��¡]�]���r�>�R¡]�F£��r��¢R�Z��¡]�>��¸ ¢8�>�R�r�F¨����r����£ � �5�}§w¡>�m�m�p¢

���w£}�w�r¦H¡|�w�a�m�m���

c(f(k0) . . . f(k)) − c(f̃(k0) . . . f̃(k)) < Ĉ, % ����&
���R¡}�>��¢8§w�|���m¡>¡]�>�w¡]¯��r���w�m� % ����& §w¡]�m�R¡T�w£��r�,���]� §��w¡m��¡T�w¨|���>�$�w�r���T�R�r�s®�r�>�R¡ % � � & �

c(f̃(0) . . . f̃(k)) − c(f(0) . . . f(k)) > Ĉ − Ĉ = 0,

���R¡��­��¡]�s�T�m�h�F�]�r�:�<�T���w¡>��¢8�>�R�r�F¨����r���w�>°
º�¡H¨|�w¡��J�]�a�r�>���>�w�F���R¡+��¡]�s�T�J�T���w¡>��¢8�>�R�r�F¨����r���w�/¦r�T���T���>����¢R�r�|�r¢8¹��Z®

�r�>�R¡]�F�T���w�|���w�Z�<�
k0
�?�J�T�>�w�\£s¹��r¦H¡,¡]�­§�¢8�>�

f̃
°P³¥¡]�H�a¡H¨|���­�r���>¢F�T«���£P�P���R¡

���w£��<�T���w¡]¦H¡�§�¢8�>�
f
�a¡H¨��r���r¢8¹��m�r�>�R¡]�F�T�>��§�¢8�>�

f̃
�H���R¡��m¡>¡]�>�R�r�R�r�>�>¢8¸�¹��m�

�m�p¢
k0
�a¡H¨��r�3¬]�h�>���r�8¡T�w��¢8¦H¡m�w�w¡:¬>¡T�w�>¯��w�h°

±y�w���T�8¡��f�m�Z�w�´���]�m�m���T�>�����F�T�>� §�¢8�>�
f̃
�a���T«��w¡]���J�w�>���T£´���w�����)�8¡]�R¡T®

���¥¤�¡]¦m���T�����w�r�������T§w�r�w�Z�}�J�J�<�T���w¡]ª}�8¡]�w�r�]�T���R¡]ª@���R¡�§w¡m��¡>¬]�w¡]ª­�r���>¢F�T«����
�a¡H¨|�w¡|���H¬>�r¨��T�>�w°<�+���y�p�$�Z��¡]�F�]�p�@�w�R�r���w¡:�Z���Z�w¢8¸�¹��m��¢8�>�R�r�F¨����r���w�>°
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������������������$����ILfDE)jOQ$G EDSP^PEDn6Q IJli@g_ n9@BIJC�h
G9@BeDEDSPFD@gfDhiFDSBUqS�jDkiC�E
f

� K
EDFDE9K
@gfDhiFDZ�A'eDEDlPf]m C�S ^Jf9_ jBG SPE6aBNPSTfDhiFDSBUqS FD@BC�k G9@gfDhiFDSBUqS
k
IJki`�Q b

IJC�NPk Q C
k0 = k0(f, k)

C�@BliSBQTm
n9C�S ^Jf9_8NPIgQq['G9@BeDEDSPFD@gfDhiFDZ\[ jDkiC�Q A
f̃
m

jOQ$G EDSP^PEDn6Q IJli@g_ n9@BIJC�h liSPC�S G Z\[ FOQ _ONJf9_OQ C�Iq_ K
EDFDE9K
@gfDhiFDZ�K eDEDlPfDSTK�m
Ecki^PSBNJfOQ C�NPS G]_Do
`�E6[ckiILfDSBNPE9_9K��

���
f̃(0) = f(0)

m
���

||f̃ ||Q 6 k

NPZ�jDSTfDFOQ FDS

c(f(0) . . . f(κ)) 6 c(f̃(0) . . . f̃(κ))
^Jf9_'NPIgQq[

κ > k0
�

�! �"$#�%�#&���('*)�+,��
� -� %����8�r����¢R�m� §��w¡]���m�R¡T�w�>���hª
§�¢8�>�
f̃
�<¢J��¡]�]���r�>�R¡]�F£s¸/®

¹���ª�¢R�Z��¡]�>��£��)¢8�>�R�r�F¨����r����£P°'�+�Tªs���m�)�>�h���T¨��r���w�h���w£��R�Z�w���������
k0(f̃)

�
�}�<�J���m�3�R¡]�m�R�a�m�Y���T�8�r�w�p¢s� §w¡$�R�m�m�

f̃
�Í�r¢8¹��m�r�>�R¡]�F�T���w�3�8¡]�R¡]�w¡]¦H¡��p�s�T�

¬]¢J���r�y§w¡]�s�T�J�T�w¡�����¨��>�T¡>¬]¢R�Z��¡]�]���r�w¡/�J�T�>�w�m¬>¡]�F�T�����y���/¢8�>�R�r�F¨����r�������r§w�Z®
«����J�w�>���y���>�s��¡>�´§�¢8�R�rª

f̃
°

±�¬>¡]�m���m���w�d�w�r�w�r�
α
«����s�

f�
��� �w�r�w�r�

β © §w�r���w¡m�w���w�m�r��¢8¸ ���]�r�>�§�¢8�>�
f̃
°��+¢R�r�>�

n := max{||f ||, ||f̃ ||}
�
p := HOK(||α||, ||β||)

�a�
µ :=

µ(α|
°
³¥�Z�w���������

r := p
(

c(β)
||β|| −

c(α)
||α||

) �w�>�h���T¨��T¸�¹|�T£$���T�m����«�¢­�3�r�R¡]�w�a¡>�r�>�
�a�r¨��w¢�«����s�<�]�p�­¡m�w�����T�8¡]�R¡]ª,���w�����

p © «����s��¡>� p
||β||β

�}«����s��¡>� p
||α||α

�
£s�]�w£��r�R�\£ §w¡T��¡H¨|���R�Z�w�>�w¡]ª��R�Z���Z���r�>�>�w�|�R¡]¦H¡��?���R¡}«����s�

β
�w�|�p�����w���J�w�]®

���hª­§w¡|¢R�Z��¡]�>��¸�°
��¡T��¡H¨|�w�

k̂ = k̂(f̃) = n + p
[

Ĉ
r

] �p�R¡]¦\�<� ���w£�§w¡>�Z���Z��¡]�F�T�R�Z�w�>�w¡>�r�>�
k1, k2, . . . , ki . . .

�J�s���r�����8¡]�R¡]�w¡]ª�§w¡T��¡H¨|�w�����T�>���y�p�
ki = ki(f̃) = k̂(f̃)+

pi
��¬]¢J���r�:�>�h§w¡T�w�w�r�w¡

c(f̃(0) . . . f̃(ki)) − c(f(0) . . . f(ki)) > (i − 1)r
°

³ �H�]�a¡>� ���Z���>�

c(f̃(0) . . . f̃(ki)) − c(f(0) . . . f(ki)) =

= (c(f̃ (0) . . . f̃(k1)) − c(f(0) . . . f(k1)))+

+

i−1∑

j=1

(c(f̃ (kj) . . . f̃(kj+1)) − c(f(kj) . . . f(kj+1))). % � ��&



� [>M\KHCRLZOPEmkFnJ^R`aL q ErisEr_RQ�^FE+GJLZM\[]IJ^RLN_R^R`po�bRc]KZW>o�eNCFEJghE � ���

³¥�r§w¡>�p�����T£,¡]§��w�Z���Z���r���w���R�Z�w���������
r
�s�J�T�s�w¸����]�m�h�w���R¡

i−1∑

j=1

(c(f̃(kj) . . . f̃(kj+1)) − c(f(kj) . . . f(kj+1))) =

i−1∑

j=1

r = (i − 1)r,

�$§w¡>�m�m�p¢�¡>�r�]�J��¡>�r�)��¡]�s�T�J�T�>�w�a���R¡
(c(f̃(0) . . . f̃(k1)) − c(f(0) . . . f(k1)))

> 0
°
���r§w¡T�w�>�m¢>£­�R¡������R¡

k1 = n + p
⌈

Ĉ
r

⌉ ��§w¡T�w¢8���w���

(c(f̃(0) . . . f̃(k1)) − c(f(0) . . . f(k1))) =

= (c(f̃(0) . . . f̃(n)) − c(f(0) . . . f(n)))+

+

[
Ĉ
r

]

∑

j=0

(c(f̃ (n+pj) . . . f̃(n+p(j+1)))−c(f(n+pj) . . . f(n+p(j+1)))) >

% ����&
�5�r§w�r���w���w�r§w¡T�w�>�m¢>£$¡]§��w�Z���Z���r���w���R�Z�w���������

r
�­�R¡>�r§w¡T�w�>�H¡]�F�T�>¯��w�r�3�R�m�h�

���R¡�§�¢8�>�
f
¢J��¡]�]���r�>�R¡]�F£��r�|¢R�Z��¡]�>��¸�¢8�>�R�r�F¨����r����£ � �s���m���m���������w£��w�r¦H¡

�>�h§w¡T�w��£��r�R�\£
c(f(0) . . . f(n)) − c(f̃(0) . . . f̃(n)) 6 Ĉ

�<§��w¡m��¡T�w¨|�w�µ�w�r���J®
�R�r�w�r�>�R¡ % ����& �

> −Ĉ +

[
Ĉ
r

]

∑

j=0

r = −Ĉ + r

⌈

Ĉ

r

⌉

=

= −Ĉ + r

(

Ĉ

r
−

{

Ĉ

r

}

+ 1

)

= r

(

1 −

{

Ĉ

r

})

> 0.

�Í�T���w��¡>¬]���T�H¡>�h���w�a�m�m�h�����R¡µ���w£ §w¡>�Z���Z��¡]�F�T�R�Z�w�>�w¡>�r�>�
k1, k2, . . . ,

ki . . .
���R�r���w¡

c(f̃(0) . . . f̃(ki)) − c(f(0) . . . f(ki)) > (i − 1)r. % ����&
��¡T��¡H¨|�w� �R�r§w�r���

k0 = k0(f̃) = k⌈ Ĉ
r

⌉

+1

� ��¡]�s�T¨��m� �>�h§w¡T�w�w�r����£
�w�r���T�R�r�w�r�>�F�

c(f̃(0) . . . f̃(κ)) − c(f(0) . . . f(κ)) > 0
���w£}�R�m�Z¤

κ > k0.
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���a�m�m�h�

c(f̃(0) . . . f̃(κ)) − c(f(0) . . . f(κ)) =

= (c(f̃ (0) . . . f̃(k0)) − c(f(0) . . . f(k0)))+

+ (c(f̃(k0) . . . f̃(κ)) − c(f(k0) . . . f(κ))) 6

±/«w�r���w�)§w�r���R¡>�/�Z�<�T¦r�]�m�a¡>�>�F§w¡T�w�>�m¢>£��r��¡]§��w�Z���Z���r���w�m� �R�Z�w���������
k0
�:�m¡T®

¡]�>�w¡]¯��r���w�m� % ����& �����>�R¡]�w¡>���Z�<�T¦r�]�m�a¡>� © §w¡T�w�>�m¢>£��r��¢8�>�R�r�F¨����r���w�m� � �

6 r

⌈

Ĉ

r

⌉

− Ĉ = r

(

1 −

{

Ĉ

r

})

> 0.

�+�]�T�@�Í�p� ���T¯��w� �R�Z�w��������¢
k0(f̃) = n + p

[
Ĉ
r

]

+ p(
⌈

Ĉ
r

⌉

+ 1)
° #��w£

¢J��¡>¬>�r�>�F�|���J¤F¡H¨����r����£����T�8�r�w�p¢s���|�<�T���w¡]¦H¡:�>�h���T¨��r����£�§w¡|�R�m�m�
f̃
¡]«w�Z®

���w���r¦H¡:�r�R�r�R¤s¢��

k0(f̃) 6 n + p
Ĉ

pr0
+ 2p + p

Ĉ

pr0
= n + 2

Ĉ

r0
+ 2p,

¦\���
r0 = r0(f̃) = ( c(β)

||β|| −
c(α)
||α|| )

°
±/«w�r���w���w�r�8¡>�p�hª����T�8�r�w�p¢s�

max
||f̃ ||Q6k

(n + 2
Ĉ

r0
+ 2p) 6 max{k, ||f ||} + 2Ĉ

1

r̂0
+ 2k||f�||,

¦\���
r̂0 = min

β ���������������	��
���

�
(
c(β)

||β||
− µ).

� �R�r§w�r��� ¡>�r�]�]�r�R�\£��R¡T�w�>�8¡�¡>¬>¡]�m���m�����>�)�J�
k0(f, k)

§w¡T�w¢8�w�r����¢8¸ �R�Z®
�w��������¢��

k0(f, k) = max{k, ||f ||} + 2Ĉ
1

r̂0
+ 2k||f�||.

���>�R�r�F¨����r���w� � §��w�Z���r�]�T�]�w£��r�$�w�r�8¡]�R¡]���hª
���]�r�>���hª@�P�w¡}¡]�w�r���­�F�T¨�®
���hª
�w�r�m¢J�w�J�]�T�T�Í§w¡T�w¢8�w�r�����hª�§����
�w�r¯��r����� �J�J�<�m����§w¡]�w�r�s���]�r�w�p§��R¡]�>�s®
�w�m�r���$¡]§��>�w���J�w�>���¥¤,§�¢8�R�rª@°
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