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A\¤p£`µ �`µ���! �sª>®��X�p�� p�����pªd ������7! � °��p�>£Z¥` pª`£Z¥`�� p�����pªd ���¤y �¦<¯\�Z���;§�¤�¨y�Z³Gª
£>ª`£>�X®����y ���²<��ª`£Z°aª`£Z¥`¤�µ

,,�;¹�®p¡-�
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± �t p�����pªd y£>�Z¥`¤y£Z¬`¨<·I�; y£

n = 2d
£>ª`£>�X®p¨�¯j¤�ºpª`d���;·>¦���«0¤p¯j¤

£>ªd¬R¯\�>£Z¥` pªzªd°��p�>£Z¥` pª`£Z¥`�%� �p�Z§p�Z²�¥Rªd�� pª`�f²pª;��� !
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¥d�;¥`�� p�G�;°�¥`¤�¬` �¡W¯fº��>£X�p¤
xi = 0

º<¤s�;°�¥`¤�¬` �¡W¯fº��>£X�p¤
xi > 0
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xi(t+1) = ei +(1− ei) · r(Si ·Ki +(1−Si)(
∑

j∈si

wji(t) · (xj(t)+2))).
� � !

� ®¸�;²�¥d�;§�¤�¨�¬R�>£>ªd¬3£Z¬`¨<·G���
wji

¤
w̄ji

ºf�d£>£>ªd§�¤�¤��pªd¬E�; � �¡�¢ £| p�����pªd pª`¯
i
º

ªd²��p�X®��X�p¨��Z¥R£m¨y ��d`ªd���d¯j¤|²����;¬`¤<� �

wji(t + 1) = U (Pk(Xsi
(t))) , j ∈ si,

� +�!

w̄ji(t + 1) = xj(t), j ∈ {si ∪ {i}}.
� ��!

F�®��>£Z�%�¦a �°�§�¤�¤
r(τ)

¤
U(τ)

ªd²��p�X®��X���Z �¡r°<�;° �

U(τ) =

{
1,
®��p¨

τ > 0

0,
®��p¨

τ 6 0
, r(τ) =

{
[τ ],

�>£X�p¤
τ > 0

0,
�>£X�p¤

τ 6 0
,

³m®��
[τ ]
�>£Z¥`��§p�X�¸�;¨t©��d£Z¥`�

τ
µ

)��>£X��ªG¹� pª0·I�d¯\�Z¥`¤�¥`�pºa©�¥Rª�¦a���;¬` p�Z �¤�¨�� � !�ªd²��p�X®��X�p¨���¥����;·Z�p¤�©� �¦��r£v¢E�>¯j¦
�>¬Rª;����§�¤�¤�®��p¨
¥`�p»X¢�³>��¦a²�²� p�����pªd pªd¬�� � !�®��p¨� p�����pªd ��I± §p�X�p¤ �  p�����pªd ��<º
£>ª`ªd¥`¬R�Z¥R£Z¥`¬`¦���«��Z³Gª�§p�X���Z¬Rª	�|°aªd ��¤�³>¦a���;§�¤�¤7! �7+�!�®��p¨y�Z³Gª�£>ª`£>�X®���� �p¤�º< ��I±
°aªd p�Z§�º@��!�®��p¨C¬R£>�X¢tª`£Z¥d�;¬��0¤<¢E£m¨y p�����pªd pªd¬pµ@Aj�d£>£>¯\ªd¥`��¤p¯ �>¬Rª;����§�¤��  p���<±
�pªd pªd¬�¬�°<�;¹�®�ª	�|¤�· �>¥`¤<¢C¥`�p»X¢C³>��¦a²�²|`ª;���>��²pª>®p�pª`d pª�µ
��)9B8(�(��
	���.�&';�)�#$. H D�& 345�z· � � !\£X���X®p¦R�Z¥;ºa©�¥Rª�·> ��>©p�Z �¤p��¦a�pªd¬` �¨��;°�¥`¤�¬` pª`£Z¥`¤C§p�X���Z¬Rªd³Gª� p�����pªd ��
�>°�¬`¤�¬E�I���Z �¥` pª�·> ��>©p�Z �¤��  ���¬` p���0 p�>¯�¬Rªd·Gd¦a¹�®¸����«��>¯
¬d¢Eª>®��

ei

º<£Z¬`¨<·I�; <±
 �¡W¯3£ �>¥`¤p¯3 p�����pªd pª`¯fµ
��)9B8(�(������*,#$*,&CK�: .�&';�)�#$.�� H D�& 34:�,�p¨��>¥Rª	��³>��¦a²�²�¡  p�����pªd pªd¬|²pª;��ªG¹�¤�¥R�X�p�` �¡W¯ � ¤����;¬` �¡W¯ �X®p¤� �¤�§p� !
¨<¬d�p¨��Z¥R£m¨·> ��>©p�Z �¤p� �¦a �°�§�¤pªd ��I�¸�

Si

ºEªd²��p�X®��X��»Z � pªd³Gª�°<�;°
Si =

∑
j∈si

ej .
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� ¥R£���®¸�<º`¦a�pªd¬R�Z ��0�;°�¥`¤�¬` pª`£Z¥`¤� p�����pªd pªd¬,¤�·f®¸�; � pª	�³>��¦a²�²�¡�²���¤p¯\�Z¥,·> ��I±
©p�Z �¤p�`º��>°�¬`¤�¬E�I���Z �¥` pª`��·> ��>©p�Z �¤�� �¦a �°�§�¤pªd ��I�¸�

Ki =
∑

j∈si

ej · (Bi · (xi(t) + 1) + (1 − Bi) · (ej + 1)).
� � !

�3®����p£Z¥`¬`¤�¥R�X�p�` pª`£Z¥`¤�º@�¦a �°�§�¤pªd ��I��� � !��p�G�I�p¤�·>¦R�Z¥�®p¬R�z£v¢E�>¯j¡ �>¬Rª;���2±
§�¤�¤ � � !�®��p¨$£X�p¦a©��;¨Pº¸°aªd³m®¸�C§p�X���Z¬E�;¨s°aªd ��¤�³>¦a���;§�¤�¨ £Z¥d�;§�¤pªd ��;�� ��&� §p�X�p�
 p��²p�Z�p�>¯\�Z«��d�Z¥R£m¨@!Xº¸¤ +�!^®��p¨y£X�p¦a©��;¨Pºp°aªd³m®¸��§p�X���Z¬E�;¨|°aªd ��¤�³>¦a���;§�¤�¨y²pª;±
®p¬`¤�¹� ��<µ �z <®p¤�°<�;¥Rªd�pª`¯ ®��p¨ ²p�Z��¬Rªd³Gª|£X�p¦a©��;¨ ¨<¬d�p¨��Z¥R£m¨�²pª;��ªG¹�¤�¥R�X�p�` pª`�
·> ��>©p�Z �¤p� �¦a �°�§�¤pªd ��I�¸�

Bi = F (xj − ej),
³m®��

F (τ)
ªd²��p�X®��X���Z ���°<�;°

F (τ) = 1 − U(τ)
µ �0���p£Z¥`¬`¤�¥R�X�p�` pª�º\£Z¬`¤<®��Z¥R�X�p�R£Z¥`¬Rª`¯�¥Rªd³Gª�º?©�¥Rªs§p�X���Z¬E�;¨

°aªd ��¤�³>¦a���;§�¤�¨� p�f¤�·G¯\�Z �¤<�¸�d£Z�pºE¨<¬d�p¨��Z¥R£m¨£>ªd¬`²��I®��Z �¤p�W·> ��>©p�Z �¤�¨�¥R�Z°�¦a«��X±
³Gª�¦a�pªd¬` �¨s�;°�¥`¤�¬` pª`£Z¥`¤s p�����pªd ��

j
¤y·> ��>©p�Z �¤�¨| ����Z³Gª�¬` p���0 p�>¯�¬Rªd·Gd¦a¹�±

®¸����«��>¯ ¬d¢Eª>®��`µP� �>¥Rª`¯�£X�p¦a©��d� �¦a �°�§�¤pªd ��I�
Bi

²���¤� �¤p¯��d�Z¥|�X®p¤� �¤�©� pª`�
·> ��>©p�Z �¤p�`µ ��£X�p¤|¤p¯\�>�Z¥C¯\�>£Z¥Rª¬`¥Rªd���;¨s£v¢E�>¯��9�>¬Rª;����§�¤�¤�º�¥Rª�>£Z¥`��§p�X���Z¬E�;¨
°aªd ��¤�³>¦a���;§�¤�¨�²p�Z�p�>¯\�>£Z¥`¤<�¸�d£Z�pº`¥Rª �¦a �°�§�¤pªd ��I�

Bi

²���¤p¯\�Z¥, �¦I���Z¬Rª`�^·> ��I±
©p�Z �¤p�`º�¤t p�����pªd 

i
²���¤p¯\�Z¥�·> ��>©p�Z �¤p�

ej + 1
º<���;¬` pª`��®p¬`¦<¯fµ

��)9B8(�(���� ��(�)�#$%�:�&@.�&';�)�#$.�R
��£X�p¤

i
± ¡-�t p�����pªd y p��¨<¬d�p¨��Z¥R£m¨t p�����pªd pª`¯L± §p�X�p��� ¤t p�z£>ª>®��Z�E¹�¤�¥²pª;±

£X���X®p p�Z³Gª�¬0£Z¬Rª`���Cªd°��p�>£Z¥` pª`£Z¥`¤�ºa¥Rª��Z³Gª�¦a�pªd¬R�Z ����;°�¥`¤�¬` pª`£Z¥`¤�²���¤p¯\�Z¥�¦a¬R�X±
�p¤�©p�Z � pª`�C ��y®p¬E�s·> ��>©p�Z �¤p�t¦a�pªd¬` �¨3�;°�¥`¤�¬` pª`£Z¥`¤� p�����pªd ��I±Ñ£>ª`£>�X®¸�

j
ºL¬R�>£

wji

ªd¥�°aªd¥Rªd�pªd³Gª
¨<¬d�p¨��Z¥R£m¨�²pª;��ªG¹�¤�¥R�X�p�` �¡W¯fµ F¸ ��>©p�Z �¤�¨�¬R�>£>ªd¬
wji

º�³m®��
j ∈ si

º�ªd²��p�X®��X�p¨���¥R£m¨ �¦a �°�§�¤p���
Pk

�

Pk =

{
Ω1, k = 1

Ωk + I(
∑k−1

l=1
Ωl), 1 < k 6 n

.
� � !

��¦a �°�§�¤�¨
Pk

�;ªd²������0¤�¬E�d�Z¥��
k
± ³Gªz£>ª`£>�X®¸�

i
± ³Gª� p�����pªd �� � £>ªd³m�¸�d£Z pªz²��pª;±

¤�·>¬Rª;�p�` pª�¦R£Z¥d�; pªd¬d���Z � pª`¯j¦�¤�·I�	�¤�°a£Z¤��pªd¬E�; � pª`¯j¦�²���¤pªd��¤�¥R�Z¥`¦�!j¤ �I¬`¡Wd¤<±
���d�Z¥��²p�Z��¬Rªd³Gª � ¤s�X®p¤� p£Z¥`¬R�Z � pªd³Gª !W¤�·, �¤<¢Pºp¦I®�ªd¬d���Z¥`¬Rªd�E¨���«��Z³Gª²pª;��ªG¹�¤<±
¥R�X�p�` pª`¯j¦C·> ��>©p�Z �¤���¬`¡f���;¹0�Z �¤�¨ � (�! �

Ωk = F (ok) · U(xk(t)) · E(xk(t), w̄ki(t)) · F (g(xi(t), wii(t)))·

·
(
U(xi(t)) · D(xi(t), xk(t)) + F (xi(t))

)
.

� (�!
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F¸ ��>©p�Z �¤�¨�¬R£>�X¢�®p��¦a³>¤<¢�¬R�>£>ªd¬ � £>ªd³m�¸�d£Z pª0� � ! !�£Z¥d�; �¦a¥� �¦I���Z¬`¡W¯j¤�µGF�®��>£Z�
�¦a �°�§�¤�¨

I(τ)
ªd²��p�X®��X���Z ���°<�;°

I(τ) =

{
−c, τ > 0

0, τ 6 0
[
� �

],
³m®��

c >> 1.

�^¡f���;¹0�Z �¤p� � (�!?¨<¬d�p¨��Z¥R£m¨�²pª;��ªG¹�¤�¥R�X�p�` �¡W¯fºa�>£X�p¤�¬`¡f²pª;�p p�Z �E¨a®�¬d¢Eª;±
®p¨<«0¤<¢$¬y p�Z³Gªy¦R£X��ªd¬`¤���º�°aªd¥Rªd��¡W��ªd¥`¬R�Z©�����¥|·I�C°aªd���p�Z°�¥` pª`�²pª`£Z¥`�pª`�Z �¤p�
²pª;�p¨C²pªd¥R�Z �§�¤��I��ªd¬pµ7Aj�d£>£>¯\ªd¥`��¤p¯ �>¥`¤y¦R£X��ªd¬`¤�¨y`ª;���>��²pª>®p�pª`d pª�µ
� *C34#$/$:�& 	���� 3��	47<�:

k
?�/�� 3�:�?�> � 2�<	��
�47<	2	3�:�*1 � � ?@2�:�<���� ?&:�1 =	4'3��	���

�	
�� 3�� 6 1��;3���2�<;>� �?�? � 3�� ?�� � <93������
xk(t) 6= xk(t − 1) ��^¡f²pª;�p p�Z �¤p� �>¥Rªd³Gª�¦R£X��ªd¬`¤�¨y£>ª`ªd¥`¬R�Z¥R£Z¥`¬`¦R�Z¥�²pª;��ªG¹�¤�¥R�X�p�` pª`¯j¦y·> ��>©p�X±

 �¤�� �¦a �°�§�¤�¤
E(xk(t), w̄ki(t))

º�³m®�� �¦a �°�§�¤�¨
E(.)

ªd²��p�X®��X���Z ���°<�;° �

E(τ1, τ2) =

{
1, τ1 6= τ2

0, τ1 = τ2

.

� *C34#$/$:�&
���� 3��	47<�:
k
�@2 >��@3���� � 1 � � ?@2�:����� � <$3������

xk(t) > 0
�-<����

��
���1
U(xk) = 1 �� *C34#$/$:�& ����� 3��	47<�:

i
�@2 >��@3���� ��1 � � ?@2�:����� ?

xk(t) 6 xi(t) ��0���p£Z¥`¬`¤�¥R�X�p�` pª�ºC®¸�; � pª`� ¦R£X��ªd¬`¤p��£Z²����;¬R�X®��p¤�¬Rª�ºy�>£X�p¤ ¬`¡f²pª;�p p�Z pª �
U(xi(t)) · D(xi(t), xk(t)) > 0

º<³m®��
D(.)

ªd²��p�X®��X���Z ���°<�;° �

D(τ1, τ2) =

{
1, τ1 − τ2 > 0

0, τ1 − τ2 < 0
.

� *C34#$/$:�& �!�"� 3��	47<�:
k

2#� <$� 3�:�� 2 4'3�� 3�:�?
t
:@3$1 ��� <��?�?	47<	2�1	: � =	4'3��

=�������� 2�?@3���� � < 3������
ok(t) = 0

� <�����
���1
F (ok(t)) = 1 �� *C34#$/$:�&&%��'� 3��	47<�:

i
1 � � ?@2	3�:��7?9:@3-2	� =�<;>�:@3�:� <	��:�<	2 4'3�� 3�:�:�<"
 � >�<	2�?��

F (xi(t)) > 0
?

U(wii(t)) > 0 ��0���p£Z¥`¬`¤�¥R�X�p�` pª�º<�>£X�p¤Cªd¥R¯\�Z©p�Z � �¡W�2¦R£X��ªd¬`¤�¨¬`¡f²pª;�p p�Z �¡,ºa¥Rª,²pª;��ªG¹�¤<±
¥R�X�p�` �¡W¯�d¦I®��Z¥,·> ��>©p�Z �¤p� �¦a �°�§�¤�¤

g(xi(t), wii(t)) = F (xi(t)) ·U(wii(t))
º

°aªd¥Rªd�pª`��ª`d���;¥`¤�¥y¬C �¦I�p�*�¦a �°�§�¤��
F (g(.))

ºL�<º8£X���X®�ªd¬E�;¥R�X�p�` pª�º�¤ ¬`¡f���I±
¹0�Z �¤p�%� (�!Xµ

)��Z¥`��¦I®p pª$·I�d¯\�Z¥`¤�¥`�pºj©�¥Rª$�>£X�p¤
xi(t) = 0

¤
w̄ii(t) = xi(t − 1) > 0

º
¥Rª

∀j ∈ si wji(t + 1) = 0
ºL¤�ºLªd¥R£���®¸�<º

xi(t + 1) = 0
µL¶L�;°�¤p¯�ª`d���;·Gª`¯fº
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 p�Z¬`¡f²pª;�p p�Z �¤p��¦R£X��ªd¬`¤�¨ � ®��X�¸�d�Z¥t p�����pªd 
i
� ¬` p�0·I�;¬`¤p£Z¤p¯\ª`£Z¥`¤�ªd¥t£>ª`£Z¥Rª;±

¨< �¤�¨t p�����pªd pªd¬d±Ñ£>ª`£>�X®����7!2 p�Z¬Rª`£Z²���¤�¤p¯j©�¤�¬`¡W¯ °|¬` p���0 p�>¯j¦t¬Rªd·Z®����p£Z¥`¬`¤���º
¤t p�����pªd 

i
ª`£Z¥d�d»Z¥R£m¨y¬ª>®p pªd¥d�;°�¥` pª`¯ £>ª`£Z¥RªG¨< �¤�¤|�p� ����;°�¥R�Z�� pª`£Z¥`¤�µ

����	�� # #�� �����
	 "�������������"��������
�E+-/$&')�IK�&'.�:�&�	���� 
 �����$2 � <$� 3�:�� 2 4'3�� 3�:�?

t
:@3��	47<�:�

i
?

j : j ∈ si
���<	2 >@3�� 2�< 4��� � =�<;>�< � ?�� 3 >��:�<$��
 /�:�1 ��3�:�?����
�:�� �?�?
Pk ����� ��� <�� ��1 2

� <$� 3�:�� 2 4'3�� 3�:�?
t + 1

2	3��
wji � 
��	3�� 
 ��1 /	� 2�1 ��� :�1	=	4�1�2 >@3�:�?@3 2�< / 4�1 ���

� 1	:�?�����
�:�� �?�? =�<�� 3�:��?�1 >�1
�

� #$LM�-Q'�"+-& 345$*,+-/$#!� �0���p£Z¥`¬`¤�¥R�X�p�` pª�ºP¬t¯\ª`¯\�Z �¥t¬`�p�>¯\�Z �¤
t
¤�·�¦R£X��ªd¬`¤�¨&�

� £>¯fµ`£Z¥`��µ�������!L£Z²����;¬R�X®��p¤�¬Rª �
xj(t) 6 xi(t)

µ`¶?ªd³m®¸�z¬,¯\ª`¯\�Z �¥,¬`�p�>¯\�Z �¤
t+1¤�·0¦a���;¬` p�Z �¤�¨��;°�¥`¤�¬E�;§�¤�¤  p�����pªd pªd¬�� � !W¤p¯\�>�>¯ �

xj(t + 1) 6 xj(t) + 1 <
xj(t) + 2 = xi(t + 1)

º�©�¥Rª�¤t¥`�p�>`ªd¬E�I��ª`£Z��®�ªd°<�;·I�;¥`�pµ
� � S &'%��".�:�&���z·�¦a¥`¬R�Z�E¹�®��Z �¤�¨$��£X���X®p¦R�Z¥;º;©�¥RªW²p�Z�p�>¯\�Z«��Z �¤p�^¬2 ��;²����;¬d���X±
 �¤�¤C�; �¥`¤�³>���I®p¤p�Z �¥d�0¬0²pª;���W²pªd¥R�Z �§�¤��I��ªd¬ �>°�¬`¤�¬E�I���Z �¥` pª0²p�Z�p�>¯\�Z«��Z �¤��r¬
 ��;²����;¬d���Z �¤�¤y§p�X���Z¬Rª	�y°aªd ��¤�³>¦a���;§�¤�¤�º�·> ��>©p�Z �¤p�,²pªd¥R�Z �§�¤��I�¸��¬�°aªd¥Rªd�pª	�
£>ª`ªd¥`¬R�Z¥R£Z¥`¬`¦R�Z¥³m��ª`R�I�p�` pª`¯j¦|¯j¤� �¤p¯j¦<¯j¦C²pª;�p¨C²pªd¥R�Z �§�¤��I��ªd¬pµ

�!� ��� 	�� J +,�"D�:�#$.��")�.�� 7 *,)�&CK��
� £X�p¦a©��d��²<�¸�; �¤��pªd¬E�; �¤�¨�²�¦a¥R���
¬ £Z¥d�;§�¤pªd ��;�� pª	��£Z�p�X®��C£Z²����;¬R�X®��p¤�¬

�E¨a®s£X���X®p¦���«0¤<¢C¦a¥`¬R�Z�E¹�®��Z �¤���µ

�E+-/$&')�IK�&'.�:�& ���� � >�? :@3 1 � � ?@2�:��� :@3��	47<�:
i � /�1�� ? ��1�3���� � � 2#� <	�

� 3�:�� 2 4'3�� 3�:�?
tk > 1

� � <�3 ��<�1 � � ?@2�:�<������*2 � � <�� � <$� 3�:�� 2 4'3�� 3�:�?
��� 1	:�<	2�?���� �94�1�2�:�<	�

2tk − 1 �

� #$LM�-Q'�"+-& 345$*,+-/$#!� �,�p¨ ®�ªd°<�;·I�;¥R�X�p�R£Z¥`¬E� ¬Rª`£Z²pª;�p�`·>¦R�>¯\£m¨ ²���¤� �§�¤�²pª`¯
ª``ª`d«�»Z � pª	�|¯��;¥R�>¯��;¥`¤�©p�>£Z°aª	�$¤� <®p¦a°�§�¤�¤�µ

� ��! �,�p¨
tk = 2

�;°�¥`¤�¬` pª`£Z¥`�� p�����pªd ��
i
���;¬` ��%��0 ¬R�Z�� pª � ���Z³>°aª²��pª;±

¬R�Z�E¨��Z¥R£m¨y¤�·�¦a���;¬` p�Z �¤�¨s�;°�¥`¤�¬E�;§�¤�¤| p�����pªd pªd¬ � � ! !Xµ
�  ! #z�p�X®p²pª;��ªG¹�¤p¯fº�©�¥Rª ,ªd�p¯j¦I�¸��£Z²����;¬R�X®��p¤�¬E��®��p¨

tk = k
º¸¤$²pªd°<�I±

¹0�>¯fºI©�¥Rª�£Z²����;¬R�X®��p¤�¬E�W®��p¨
tk = k+1

µ��0���p£Z¥`¬`¤�¥R�X�p�` pª�ºd p�G�;°�¥`¤�¬` �¡-�� p���<±
�pªd  ¤�·G¯\�Z �¤�¥s£Z¬Rª`»�£>ª`£Z¥RªG¨< �¤p�`º?�>£X�p¤�¬y�Z³Gªyªd°��p�>£Z¥` pª`£Z¥`¤� ����<®�»Z¥R£m¨�£>ª`£>�X®?º
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¦I®�ªd¬d���Z¥`¬Rªd�E¨���«0¤���¦R£X��ªd¬`¤�¨�¯ ��� � � £>¯fµ�£Z¥`��µ ������!Xµ #z¦R£Z¥`�y¥d�;°aª	�� p�����pªd <±
£>ª`£>�X® £Z¦a«��>£Z¥`¬`¦R�Z¥;µ � ©p�Z¬`¤<®p pª�ºW©�¥Rª�ªd  £Z¥d�I� �;°�¥`¤�¬` �¡W¯  ��

k
±Ñª`¯ ���;³G�`µ

� ¥R£���®¸�y�Z³Gª|�;°�¥`¤�¬` pª`£Z¥`�pºL¤�·�²��p�X®p²pª;��ªG¹0�Z �¤�¨
¤� <®p¦a°�§�¤�¤�º?���;¬` ��
2k − 1

µ
� ªd³m�¸�d£Z pª|¦a���;¬` p�Z �¤�� �;°�¥`¤�¬E�;§�¤�¤ � � !Xº?�;°�¥`¤�¬` pª`£Z¥`�s p�����pªd ��

i
¬s¯\ª`¯\�Z �¥

¬`�p�>¯\�Z �¤
k + 1

d¦I®��Z¥|���;¬` �¨<¥`�R£m¨
(2k − 1) + 2 = 2k + 1

µ �z·²��p�X®p²pª;��ª;±
¹0�Z �¤�¨|¤� <®p¦a°�§�¤�¤�º¸�;°�¥`¤�¬` pª`£Z¥`�C p�����pªd ��

i
¬�¯\ª`¯\�Z �¥�¬`�p�>¯\�Z �¤

k + 1
�>£Z¥`�

2(k +1)− 1 = 2k +1
ºE©�¥Rª0¤®�ªd°<�;·>¡f¬E�d�Z¥�£Z²����;¬R�X®��p¤�¬Rª`£Z¥`��¦a¥`¬R�Z�E¹�®��Z �¤�¨Pµ

�E+-/$&')�IK�&'.�:�& ����� 
 ����� 2 � <$� 3�:�� 2 4'3�� 3�:�?
tk

�47<	2	3�:� 1 � � ?@2�:�<���� ?

:@3��	47<�:�1
i
4�1�2	3�:

xk > 0 � � <�� ��1 2 � <$� 3�:�� 2 4'3�� 3�:�?
tk + k

3 ��< 
�47<	2	3�:�
1 � � ?@2�:�<���� ? =	47? � 3�� /�:�1 ��3�:�?@3

xk + k �
� #$LM�-Q'�"+-& 345$*,+-/$#!� ),�s��¤p£`µ +s²��pªd¤<�����z£Z¥`��¤��pªd¬E�; ��&�>¬Rª;����§�¤�¨�¬Rª$¬`�p�X±
¯\�Z �¤�§p�Z²pªd©�°�¤�¤�·t©p�Z¥`¡f�p»X¢3 p�����pªd pªd¬
£>ªd³m�¸�d£Z pª�¦a���;¬` p�Z �¤�� �;°�¥`¤�¬E�;§�¤�¤
 p�����pªd pªd¬*� � !Xµ"F�®��>£Z�0 p�����pªd 

Ng

¨<¬d�p¨��Z¥R£m¨� p�����pªd pª`¯L± §p�X�p����º<¤�ºa£X���X®�ªd¬E�I±
¥R�X�p�` pª�º?¤p£Z¥Rªd©� �¤�°aª`¯ ���d£Z²��pª`£Z¥`���; p�Z �¤�¨�¬Rª;�p pªd¬`¡�¢ ��pªd �¥Rªd¬ � ®��p¨��>¥Rªd³Gª
 p�����pªd ��
¬` p���0 �¤���¬Rªd·Gd¦a¹�®¸����«0¤�� ¬d¢Eª>® ¤p¯\�>�Z¥��X®p¤� �¤�©� pª`�$·> ��>©p�Z �¤p� !Xµ
#z�p�X®p²pª;�¸�;³Z�d�Z¥R£m¨Pº�©�¥Rª  p�����pªd �¡ §p�Z²pªd©�°�¤� p�y�d£>£>ªd§�¤�¤��pªd¬E�; �¡ £C²��p�Z²�¨<¥d±
£Z¥`¬`¤�¨�¯j¤�µ

A\¤p£`µ@+<µ � ¬Rª;����§�¤�¨y¬Rª�¬`�p�>¯\�Z �¤|§p�Z²pªd©�°�¤y¤�·,©p�Z¥`¡f�p»X¢t p�����pªd pªd¬pµ

)���ªd³>���; �¤�©�¤�¬E�;¨ ª`d«0 pª`£Z¥`¤�ºz���d£>£>¯\ªd¥`��¤p¯ �>¬Rª;����§�¤��  p�����pªd ��
N2

µ
)��Z¥`��¦I®p pª�·I�d¯\�Z¥`¤�¥`�pº�©�¥Rª��Z³Gª ¦a�pªd¬R�Z ����;°�¥`¤�¬` pª`£Z¥`¤ ¬�¯\ª`¯\�Z �¥�¬`�p�>¯\�Z �¤
t = n

²���¤� �¤p¯��d�Z¥·> ��>©p�Z �¤p�
xN2

(t) = (2tf − 1) + (n − 2)
ºp³m®��

2 6 tf 6 n
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0 ¬`�p�>¯j¨Pºd°aªd³m®¸�z p�����pªd 
N2

�I·I�;¹0»Z³G£m¨ �;µE�^¡W`�Z�p�>¯ ²��pªd¤�·>¬Rª;�p�` �¡-��¯\ª`¯\�Z �¥
¬`�p�>¯\�Z �¤

k < n
µ8¶?ªd³m®¸�

xN2
(n) − xN2

(k) = (2tf − 1) + (n − 2) − (2tf −
1) − (k − 2) = n − k

µ � ¥R£���®¸�
xN2

(n) = xN2
(k) + (n − k)

ºp¦a¥`¬R�Z�E¹�®��Z �¤p�
£Z²����;¬R�X®��p¤�¬Rª�µ

�E+-/$&')�IK�&'.�:�& �!��� � >�? :@3 1 � � ?@2�:��� :@3��	47<�:
i
��� 1 > 1 � � ?@2�:��� :�1

k
�5<$� 6 1��;3 ��2�<;>� �?�? � 3�� ?��$1 :@3 1 � � ?@2�:��� :@3��	47<�:

j
:�1

m
�5<$��� � �	3

m > k
� � <

∀t > m
� =	4�1�2	3�� >�?@2�<

xj(t) > xi(t) �

� #$LM�-Q'�"+-& 345$*,+-/$#!� �0���p£Z¥`¬`¤�¥R�X�p�` pª�º�¬Rª`£Z²pª;�p�`·Gªd¬E�;¬��0¤p£Z��¦a¥`¬R�Z�E¹�®��Z �¤�¨a±
¯j¤ +�¤ �<º�¤p¯\�>�>¯ �

xj(m + n) − xi(k + n) = (2m − 1) + (n − m) − (2k −
1) − (n − k) = m − k > 0

º<¦a¥`¬R�Z�E¹�®��Z �¤p��¬R�Z�� pª�µ

�E+-/$&')�IK�&'.�:�& %���� ��� 1 �?�<�:�1�47:�<$�
C
� >�?�:�1�=
 � ? � @3 >�? �@2 >��@3���� �

<�=�� ? � 1 >��:�<	� 2 � 3�� 47?�� 3
L1 �

� #$LM�-Q'�"+-& 345$*,+-/$#!� )���ªd³>���; �¤�©�¤�¬E�;¨
ª`d«0 pª`£Z¥`¤�º����d£>£>¯\ªd¥`��¤p¯ ®p¬`¦E¢�¯\�Z�<±
 �¡-�s£X�p¦a©�����ºp°aªd³m®¸��¬�¯\ª`¯\�Z �¥�¬`�p�>¯\�Z �¤

t
¥Rªd©p�Z©� �¡-� � ²pª����;·G¯\�Z��¦�!f�pª``ªd¥

 ��I¢Eª>®p¤�¥R£m¨�¬C²pªd·>¤�§�¤�¤
(pt, qt)

� £>¯fµ8��¤p£`µ ��!Xµ #z¦R£Z¥`�y§p�X���Z¬E�;¨ ²pªd·>¤�§�¤�¨$ ��I±
¢Eª>®p¤�¥R£m¨y¬����Z¬Rª`¯3¬R�Z�R¢< p�>¯�°�¬E�I®p���; �¥R��ªd¥` pª`£Z¤�¥R�X�p�` pª��pª``ªd¥d�<µ

A\¤p£`µ��<µ`��ªd·G¯\ªG¹� �¡W�W ��;²����;¬d���Z �¤�¨�²p�Z�p�>¯\�Z«��Z �¤���pª``ªd¥d�z¬,£Z¥d�;§�¤pªd ��;�� pª	�
£Z�p�X®��`µ

�
·I�;¬`¤p£Z¤p¯\ª`£Z¥`¤Cªd¥, �¦<¯\�Z���;§�¤�¤ p�����pªd pªd¬�¬,ªd°��p�>£Z¥` pª`£Z¥`¤
i
± ³Gª� p�����pªd ��

�pª``ªd¥�d¦I®��Z¥�²p�Z�p�>¯\�Z«��;¥`�R£m¨�¬�£Z¥Rªd�pªd �¦�ª>®p pªd³Gª�¤�·|£>ª`£>�X®�����º\¦a°<�;·I�; � �¡�¢
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£Z¥`�p�X�p°aª	��µ ��¬E��ª`£Z¥d�;¬��0¤<¢E£m¨|£>ª`£>�X®¸��¤p£Z°<����©�����¥R£m¨t¤�·����d£>£>¯\ªd¥`�p�Z �¤�¨Pºp²pª;±
£Z°aª;�p�`°�¦$ª`R� �I·I�;¹�³m�p¤p£Z���|²pªd·>¹0�`º8©p�>¯� p�����pªd �ºP£>ª`ªd¥`¬R�Z¥R£Z¥`¬`¦���«0¤�� ¥R�Z°�¦E±
«�����²pªd·>¤�§�¤�¤�pª``ªd¥d�<ºR¤�º`¤�·W¦a¥`¬R�Z�E¹�®��Z �¤�¨ � º`¤p¯\����¥,¦a�pªd¬R�Z ��0�;°�¥`¤�¬` pª`£Z¥`¤
`ª;�p���0¤���º8©p�>¯�¦|²pª`£X���X®p p�Z³Gª�µ � ���X®�ªd¬E�;¥R�X�p�` pª�º�²p�Z�p�>¯\�Z«��Z �¤p��¬t£>ª`ªd¥`¬R�Z¥d±
£Z¥`¬`¦���«0¤p�s²pªd·>¤�§�¤�¤ � ¬� ��;²����;¬d���Z �¤�¤ ³>���I®p¤p�Z �¥d�3¬�²pª;���s²pªd¥R�Z �§�¤��I��ªd¬�!
ªd·> ��>©��I��ªd¡ �I¦E¢Eª>® ��ªd¥�§p�X�p¤�µ

#�ª`£Z°aª;�p�`°�¦| �¦<¯\�Z���;§�¤�¨s£>ª`£>�X®�£Z¥`¬E�¨<¬d�p¨��Z¥R£m¨ �¤�°a£Z¤��pªd¬E�; � pª	��º¸�pª``ªd¥;º
£X���X®p¦`¨t�; ��I��ªd³>¤�©� �¡W¯����d£>£Z¦a¹�®��Z �¤�¨�¯fº�²p�Z�p�>¯\�>£Z¥`¤�¥R£m¨C�p¤p`ª0¬0²pªd·>¤�§�¤�� �`º
�p¤p`ª¬�²pªd·>¤�§�¤�� +<µ����I���>�`ºP�; ��I��ªd³>¤�©� pª�º¸�pª``ªd¥td¦I®��Z¥�¤p¯\�Z¥`��p¤��0�Cª>®p �¦
¬Rªd·G¯\ªG¹� pª`£Z¥`�z®p¬`¤�³Z�;¥`�R£m¨�¬z£Z¥Rªd�pªd �¦,§p�X�p¤ �I�p¤p`ª�¬`¬R�Z�R¢�¤�·�²pªd·>¤�§�¤�¤ �`ºG�p¤p`ª
¬d���Z¬Rª�¤�·�²pªd·>¤�§�¤�¤ +<µ
¶L�;°�¤p¯sª`d���;·Gª`¯fºd£Z¥d�; pªd¬`¤�¥R£m¨�ªd©p�Z¬`¤<®p �¡W¯fº;©�¥Rª2 ��f°<�;¹�®�ª`¯ ���;³G���pª``ªd¥

¬R£>�Z³m®¸��²p�Z�p�>¯\�Z«��d�Z¥R£m¨y¬�£Z¥Rªd�pªd �¦C§p�X�p¤�º<¥Rª��>£Z¥`��¬`¡Wd¤����d�Z¥ªd²�¥`¤p¯��I�p�` �¡-�
²�¦a¥`�pµ #z¦R£Z¥`��®��p¨�®�ª`£Z¥`¤�¹0�Z �¤�¨ §p�X�p¤��pª``ªd¥
®��X�¸�d�Z¥

l
���;³Gªd¬pµ �,�p¤� ��

L²�¦a¥`¤�º<²��pª	�<®��Z � pªd³Gª�pª``ªd¥Rª`¯fº��>°�¬`¤�¬E�I���Z �¥` �� �

L =

l∑

i=1

(|xi−1 − xi| + |yi−1 − yi|) =

=

l∑

i=1

|xi−1 − xi| +

l∑

i=1

|yi−1 − yi| = |xs − xg| + |ys − yg|,
����!

³m®��
(xi, yi)

ªd²��p�X®��X�p¨��Z¥2²pªd·>¤�§�¤��3�pª``ªd¥d�f ��
i
±Ñª`¯ ���;³G�`ºI�

(xs, ys)
¤

(xg, yg)�>£Z¥`��°aª`ªd�R®p¤� ��;¥`¡ £Z¥d�;��¥d��¤C§p�X�p¤�ºp£>ª`ªd¥`¬R�Z¥R£Z¥`¬R�Z � pª�µ@�z· ,ªd�p¯j¦I�p¡ ����!�¬`¡�±
¥R�Z°<�d�Z¥;ºp©�¥Rª�²�¦a¥`���pª``ªd¥d��¨<¬d�p¨��Z¥R£m¨yªd²�¥`¤p¯��I�p�` �¡W¯�¬�¯\�Z¥`��¤�°a�

L1

µ

�!� ��� �� � :�.�� S :�%�&'*,LM� 7 *,)�&CK��
2 !�� #,K K�:�.�� S :�%�&'*,L�:�� (�)�&'(879+-*,+-/$:�;
Aj�d£>£>¯\ªd¥`��¤p¯  ��t²���¤p¯\�Z�p��®p¬`¦E¢�¯\�Z�� pªd³Gª|���d`ªd©p�Z³Gª|²pª;�p¨�ª`>¢Eª>®
®p¤� ��I±

¯j¤�©p�>£Z°�¤<¢�²��p�Z²�¨<¥R£Z¥`¬`¤���ºR¬` p�Z·I�;²� pª,¬Rªd·> �¤�°<����«0¤<¢� ���²�¦a¥`¤�®p¬`¤�¹0�Z �¤�¨��pª;±
`ªd¥d�<µ #z¦R£Z¥`��¬�¯\ª`¯\�Z �¥�¬`�p�>¯\�Z �¤

t = tk
 p�Z°aªd¥Rªd���;¨ ²pªd·>¤�§�¤�¨  ���²�¦a¥`¤

�pª``ªd¥d�<º^�d£>£>ªd§�¤�¤��pªd¬E�; � ��;¨ £C p�����pªd pª`¯
j
º�£Z¥d�; pªd¬`¤�¥R£m¨�²pª`¯\�Z©p�Z � pª	� °<�;°

·I�;²��p�Z«�»Z � ��;¨�®��p¨�¥`���;¬R�Z�p£G� � ®p¤� ��d¯j¤�©p�>£Z°aª`�,²��p�Z²�¨<¥R£Z¥`¬`¤p� !Xµ���·I�;¬`¤p£Z¤p¯\ª;±
£Z¥`¤
ªd¥y¥Rªd³Gª�º?©p»Z¥` �¡W¯r¤<�p¤� p�Z©p»Z¥` �¡W¯r¨<¬d�p¨��Z¥R£m¨�©�¤p£X��ª ���;³Gªd¬

m
¯\�Z¹�®p¦
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�pª``ªd¥Rª`¯ ¤�²pªG¨<¬`¤�¬��0¤p¯\£m¨3²��p�Z²�¨<¥R£Z¥`¬`¤p�>¯fºj¬Rªd·G¯\ªG¹� �¡ ®p¬E�|¬E�;��¤��; �¥d�$ª`;±
¢Eª>®¸�0²pª`£X���X®p p�Z³Gª�µ�Aj�d£>£>¯\ªd¥`��¤p¯�`ª;���>��²pª>®p�pª`d pª�£X�p¦a©�����º<°aªd³m®¸�

m
©p»Z¥` pª�µ

� ¥d��£Z¤�¥`¦E�;§�¤�¨t²��pªd¤<�����z£Z¥`��¤��pªd¬E�; �� ��0��¤p£`µ � µ

A\¤p£`µ � µ � >¢Eª>®|®p¤� ��d¯j¤�©p�>£Z°�¤<¢|²��p�Z²�¨<¥R£Z¥`¬`¤�� �
m
0 ©p»Z¥` pª�µ

),����¤p£`µ � ��²pªd°<�;·I�; �¡ ²pª;��ªG¹0�Z �¤p���pª``ªd¥d�<º �I¬R£Z²<�p¡f¬����Z³Gª ��²��p�Z²�¨<¥d±
£Z¥`¬`¤�¨ ¤ §p�X���Z¬Rª	��²pªd·>¤�§�¤�¤�¬y¯\ª`¯\�Z �¥|¬`�p�>¯\�Z �¤

t = tk
µ � ©p�Z¬`¤<®p pª�º�©�¥Rªt¬

¯\ª`¯\�Z �¥�¬`�p�>¯\�Z �¤
t = tk+1

d¦I®��Z¥,£Z¦a«��>£Z¥`¬Rªd¬E�;¥`�� p�����pªd 
i : j ∈ si

ºR�;°�¥`¤�¬d±
 pª`£Z¥`��°aªd¥Rªd�pªd³Gª�¬ �>¥Rªd¥¯\ª`¯\�Z �¥�¬`�p�>¯\�Z �¤s£Z¥d�; p�Z¥ �¦I���Z¬Rª	� � ¤�·�¦R£X��ªd¬`¤�¨ � º
£>¯fµ�£Z¥`��µ ������!Xµ ),� £X���X®p¦���«��>¯ ���;³G� �>¬Rª;����§�¤�¤ £>�Z¥`¤ � ²���¤

t = tk + 2
!

 p�����pªd 
i
¥d�;°�¹0��ª`£Z¥d�; p�Z¥R£m¨ ¬3 p�G�;°�¥`¤�¬` pª`¯ £>ª`£Z¥RªG¨< �¤�¤�ºW²pª`£Z°aª;�p�`°�¦ ®��p¨

 p�Z³Gªs p��d¦I®��Z¥$¬`¡f²pª;�p p�Z pª ¦R£X��ªd¬`¤p� � � £>¯fµj£Z¥`��µ ������!Xµ ),� �>¥Rª`¯ ¹0�C¥d�;°<±
¥R�� p�G�;°�¥`¤�¬` �¡W¯ £Z¥d�; p�Z¥ ª>®p¤� 
¤�·C£>ª`£>�X®����
 p�����pªd ��

i
� ¤�·�¦R£X��ªd¬`¤�¨ +<º?£>¯fµ

£Z¥`��µ'������!Xµ<¶L�;°�¤p¯3ª`d���;·Gª`¯fº�©p�Z�p�Z·�®p¬E��¥d�;°�¥d��²pª`£X��� �I¬R£Z²<�p¡f¥`¤�¨ ��²��p�Z²�¨<¥d±
£Z¥`¬`¤�¨�¬Rªd·> �¤�°� p�Z¥�£Z¬`¨<·>°<�s¤�·�®p¬`¦E¢� p�G�;°�¥`¤�¬` �¡�¢
 p�����pªd pªd¬ � ªd¥R¯\�Z©p�Z � �¡�¢
 ��z��¤p£`µ � ��°�¬E�I®p���;¥d�d¯j¤7!Xºa°aªd¥Rªd���;¨d¦I®��Z¥�²p�Z�p�>¯\�Z«��;¥`�R£m¨�ªd¥,²pªd·>¤�§�¤�¤²��p�X±
²�¨<¥R£Z¥`¬`¤�¨|¬ ��;²����;¬d���Z �¤�¤ ���d£Z²��pª`£Z¥`���; p�Z �¤�¨$¬Rª;�p pªd¬`¡�¢ ��pªd �¥Rªd¬pµ7#z�pª	�<±
®p¨

m/2
���;³Gªd¬pºj�pª``ªd¥ ¤�ª>®p¤� 3¤�·t p�����pªd pªd¬�£Z¬`¨<·>°�¤ �I¬R£Z¥`�p�Z¥I¨<¥R£m¨ � � £>¯fµ

��¤p£`µ � �7!Xµ�¶L�;°�¤p¯�ª`d���;·Gª`¯fº�¬�¯\ª`¯\�Z �¥�¬`�p�>¯\�Z �¤
t = tk + m/2

�;°�¥`¤�¬` pª`£Z¥`�
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 ��d¯j¤�©p�>£Z°aªd³Gª�²��p�Z²�¨<¥R£Z¥`¬`¤�¨�²pªd�pª>®p¤<��ª�¬Rª;�p �¦�·I�;¥`¦E¢a�; �¤�¨ � ¯\�X¢a�; �¤�·G¯�·I�;¥`¦E±
¢a�; �¤�¨|ªd²�¤p£G�; |¬`¡-��� !Xºp³>��¦a²�²��� p�����pªd pªd¬C£Z¥d�I�¸�� p�G�;°�¥`¤�¬` pª	� � �>¥d��³>��¦a²�²��
¤�·G¯\�Z �¨��Z¥R£m¨C¬Rª�¬`�p�>¯\�Z �¤�º�ª>®p¤� C¤�·z²��pª`¯\�Z¹�¦a¥Rªd©� �¡�¢t¯\ª`¯\�Z �¥Rªd¬ �>¬Rª;����§�¤�¤
²pªd°<�;·I�; � ��z��¤p£`µ ���@!XµE��¥Rª�¹0�W¬`�p�>¯j¨PºR �����¤p£`µ����¯\ªG¹� pª�¦a¬`¤<®��Z¥`�pºR©�¥Rª �I¬
²�¦a¥`¤ ��¦a¹0�2 pªd¬E�;¨¬Rª;�p ��0�;°�¥`¤�¬` pª`£Z¥`¤�ºa p�>£Z¦a«��;¨ �;£Z¬R�Z¹�¦��
�0¤� �,ªd�p¯��;§�¤��
ªC£>ª`£Z¥RªG¨< �¤�¤�£Z�p�X®p¡,µP��£X���X®�£Z¥`¬`¤p��²���¤<¢Eª>®¸�$�>¥Rª	� ¬Rª;�p �¡ �;°�¥`¤�¬` �¡W¯j¤�£Z¥d�I±
 �¦a¥� p�����pªd �¡,ºR²��p�>d¡f¬E����«0¤p�f¬, p�G�;°�¥`¤�¬` pª`¯�£>ª`£Z¥RªG¨< �¤�¤�µ�A\¤p£`µ��;�f£>ª`ªd¥`¬R�Z¥d±
£Z¥`¬`¦R�Z¥�£Z¤�¥`¦E�;§�¤�¤�º�°aªd³m®¸��²pª;����²pªd¥R�Z �§�¤��I��ªd¬²pª;�p pª`£Z¥`�����I®¸�;²�¥`¤��pªd¬E�I��ª`£Z�
°t³m��ª`R�I�p�` pª	�s²p�Z�p�>¯\�Z p��¬£Z�p�X®��`µ
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A\¤p£`µ �aµ��R��ª`R�I�p�` ��;¨��I®¸�;²�¥`¤�¬` pª`£Z¥`�|²pª;�p¨ ²pªd¥R�Z �§�¤��I��ªd¬|°�¤�·G¯\�Z p�Z �¤�¨�¯ ¬
£Z�p�X®��`µ

�������2�4��� ����� �j�0���

�	����� 	 �	�$� ����� � ��

� � �
	 � ����� #%"�������������	����#%� 	 ��� 	 # ���
	
� �� ���� � �

C

#z¦R£Z¥`�s¬|���d`ªd©p�>¯ ²��pª`£Z¥`���; p£Z¥`¬R�
W
²p�Z�p�>¯\�Z«�����¥R£m¨�®p¬E�t°<���Z¥Rªd©� �¡�¢

�pª``ªd¥d�<º�®��p¨�°aªd¥Rªd��¡�¢ ·I�I®¸�; �¡  ��>©��I�p�` �¡W�$¤�§p�X���Z¬`¡W�s²pªd·>¤�§�¤�¤�µ #z¦R£Z¥`�
¬R�Z°�¥Rªd��¡

(p1(t), q1(t))
¤

(p2(t), q2(t))
ªd²��p�X®��X�p¨���¥�²pªd·>¤�§�¤�¤ ²p�Z��¬Rªd³Gª3¤

¬`¥Rªd�pªd³Gª��pª``ªd¥d��¬�¯\ª`¯\�Z �¥�¬`�p�>¯\�Z �¤
t
ºd£>ª`ªd¥`¬R�Z¥R£Z¥`¬R�Z � pª�µ���£X�p¤��pª``ªd¥�¤p¯\�>�Z¥

���;·G¯\�Z��`ª;�p�����fª>®p pª	��°<���Z¥`°�¤�º`¥Rª�£>ª`ªd¥`¬R�Z¥R£Z¥`¬`¦���«0¤���¬R�Z°�¥Rªd��ªd²��p�X®��X�p¨��Z¥
²pª;��ªG¹0�Z �¤p��§p�Z �¥`����²��E¨�¯\ªd¦a³Gª;�p�` �¤�°<�<º¸ª>¢<¬E�;¥`¡f¬E����«��Z³Gª��pª``ªd¥d�<µ

� ²��p�X®��X�p¤p¯�£>ªd¬Rªd°�¦a²� pª`��°aªd ��¤�³>¦a���;§�¤pªd � pª`��²��pª`£Z¥`���; p£Z¥`¬Rª
C
°<�;° �
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C = C1 × C2 ⊂ R
4,

� � !

³m®��
C1

¤
C2

�>£Z¥`�s¤� <®p¤�¬`¤<®p¦E�I�p�` �¡W�t°aªd ��¤�³>¦a���;§�¤pªd � �¡W��²��pª`£Z¥`���; p£Z¥`¬E�
°<�;¹�®�ªd³Gª�¤�·��pª``ªd¥Rªd¬pµ�Aj�d£>£>¯\ªd¥`��¤p¯�¬z²��pª`£Z¥`���; p£Z¥`¬R�

C
®p¬`¤�¹0�Z �¤p�f¬R�Z°�¥Rªd���

(p1(t), q1(t), p2(t), q2(t))
µ � ©p�Z¬`¤<®p pª�º?©�¥Rªt���zR�;¨�¥Rªd©�°<�t¬

C
ª>®p pªd·> ��>©� pª

ªd²��p�X®��X�p¨��Z¥�²pª;��ªG¹0�Z �¤p��°<�;¹�®�ªd³Gª�¤�·z�pª``ªd¥Rªd¬�¬0���d`ªd©p�>¯�²pª;���`µ�#�ª`£Z°aª;�p�d±
°�¦s¥`�p�>d¦R�Z¥R£m¨�²<�¸�; �¤��pªd¬E�;¥`�$`�Z·Gªd²��d£Z �¡W�²�¦a¥`¤�ºPªd²�¤����>¯ ¬t²��pª`£Z¥`���; p£Z¥`¬R�
C
®p¬E��¥`¤�²���£Z¥d�;§�¤pªd ��;�� �¡�¢t²��p�Z²�¨<¥R£Z¥`¬`¤���µ�#z¦R£Z¥`��£Z¥d�;§�¤pªd ��;�� �¡W��²��p�Z²�¨<¥d±

£Z¥`¬`¤�¨ � ©�¤p£X��ª °aªd¥Rªd��¡�¢�°aªd p�Z©� pª !�¬ ���d`ªd©p�>¯ ²��pª`£Z¥`���; p£Z¥`¬R�
W
·I�I®¸�; �¡

 ��d`ªd�pª`¯ ¬R�Z°�¥Rªd�pªd¬pºPªd²��p�X®��X�p¨���«0¤p¯�ª`;�¸�d£Z¥`�
Ow = {Owi

} = {(Ai, Bi)}
µ

�,�p¨t`�Z·Gªd²��d£Z pª`£Z¥`¤s²�¦a¥R���t p�>ª`>¢Eª>®p¤p¯\ª¬`¡f²pª;�p p�Z �¤p��£X���X®p¦���«0¤<¢tªd³>���; �¤<±
©p�Z �¤�� �

p1(t) 6= Ai, q1(t) 6= Bi, p2(t) 6= Ai, q2(t) 6= Bi ∀t, i.

� ¥Rª`d���;¹��;¨|¦a°<�;·I�; � �¡W��ªd³>���; �¤�©p�Z �¤�¨|¬£>ªd¬Rªd°�¦a²� pª`�,°aªd ��¤�³>¦a���;§�¤pªd � pª`�
²��pª`£Z¥`���; p£Z¥`¬Rª�ºp²pª;�p¦a©��d�>¯� ��d`ªd�y·I�;²��p�Z«�»Z � �¡�¢t°aªd ��¤�³>¦a���;§�¤��|¬

C
�

{
|p1 − Ai| < 1/2(Rw

1 + 1) + δ
|q1 − Bi| < 1/2(Rh

1 + 1) + δ
∀p2, q2, i,

{
|p2 − Ai| < 1/2(Rw

2 + 1) + δ
|q2 − Bi| < 1/2(Rh

2 + 1) + δ
∀p1, q1, i,

� � !

³m®��
δ ∈ Z

ª``ªd·> ��>©��d�Z¥����d£>£Z¥RªG¨< �¤p�tªd¥s²�¦a¥R�����pª``ªd¥Rªd¬s®�ªs²��p�Z²�¨<¥R£Z¥`¬`¤���µ
� ¥Rªd¥y ��d`ªd��²��p�Z²�¨<¥R£Z¥`¬`¤��
ªd²�¤p£Z¡f¬E�d�Z¥y®p¬R��²<��ª`£Z°aª`£Z¥`¤
���;·G¯\�Z�� pª`£Z¥`¤�®p¬E�<º
²pªd°���¡f¥`¡W��©p�Z¥`¡f�p»X¢�¯\�Z�� �¡W¯j¤�°�¦<R�d¯j¤�µ4F�®��>£Z�

Rw
1

¤
Rh

1

º
Rw

2

¤
Rh

2

�>£Z¥`�pº
£>ª`ªd¥`¬R�Z¥R£Z¥`¬R�Z � pª�º �0¤���¤� ���¤ ¬`¡W£>ªd¥d��²��E¨�¯\ªd¦a³Gª;�p�` �¤�°aªd¬pº�ªd²�¤p£Z¡f¬E����«0¤<¢
°<�;¹�®�ªd³Gª�¤�·0�pª``ªd¥Rªd¬pµ8¶L�;°�¤p¯�ª`d���;·Gª`¯fº¸¤�·

C
¤p£Z°<����©�����¥R£m¨s°aªd ��¤�³>¦a���I±

§�¤�¤�º�²���¤� �¤p¯��;¨s°aªd¥Rªd��¡W���pª``ªd¥`¡ d¦I®p¦a¥� ��I¢Eª>®p¤�¥`�R£m¨$¬�²pªd·>¤�§�¤�¨a¢$£Z¥Rª;�p°<±
 pªd¬R�Z �¤�¨y£z²��p�Z²�¨<¥R£Z¥`¬`¤�¨�¯j¤s¬����d`ªd©p�>¯3²pª;���`µ

�,�p¨�²��p�X®�ªd¥`¬`���;«��Z �¤�¨/¬`·I�;¤p¯j �¡�¢/£Z¥Rª;�p°� pªd¬R�Z �¤��/�pª``ªd¥Rªd¬ ªd²�¤����>¯
�Z«�»�ª>®p¤� y ��d`ªd�|²��p�Z²�¨<¥R£Z¥`¬`¤��|¬

C
�

{
|p1 − p2| < 1/2(Rw

1 + Rw
2 )

|q1 − q2| < 1/2(Rh
1 + Rh

2 )
.

� ����!
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C
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¶L�;°�¤p¯3ª`d���;·Gª`¯fºa ��d`ªd��¡ ªd³>���; �¤�©p�Z �¤�� � � !\¤&� ����!�²pª;�p pª`£Z¥`��� ªd²�¤p£Z¡�±

¬E����¥�ª`;�¸�d£Z¥`�
Oc

£Z¥d�;§�¤pªd ��;�� �¡�¢y²��p�Z²�¨<¥R£Z¥`¬`¤��s¬
C
µ

�	��	�� � "������ �
	 "������ �� ������ ������" 	 ��� � ������� �����$� ����� 	
C

#��¸�; �¤��pªd¬E�; �¤p��²�¦a¥R��� ª`£Z¦a«��>£Z¥`¬d�p¨��Z¥R£m¨ ¬3°aªd ��¤�³>¦a���;§�¤pªd � pª`¯ ²��pª;±
£Z¥`���; p£Z¥`¬R�

C
ºEªd²��p�X®��X��»Z � pª`¯�£>ªd³m�¸�d£Z pª*� � !Xµ � °<�;¹�®�ª	�C®p¤p£Z°��p�Z¥` pª	�t²pªd·>¤<±

§�¤p����¬
C
�d£>£>ªd§�¤�¤��pªd¬E�; � p�����pªd 0²pª;�p¨,¬Rª;�p pªd¬Rª	�� p�����pªd � pª	��£>�Z¥`¤�µ �a�Z p�Z���I±

§�¤�¨�®p¤p£Z°��p�Z¥` �¡�¢C²pªd¥R�Z �§�¤��I��ªd¬pº�²��p�X®�£Z¥d�;¬d�p¨���«0¤<¢C£>ª``ª	�t¬`¡�¢Eª>®p¡  p�����pª;±
 pªd¬�¤$,ªd�p¯j¤���¦���«0¤<¢¬�£>ªd¬Rªd°�¦a²� pª`£Z¥`¤t²pª;���z²pªd¥R�Z �§�¤��I��ªd¬pº�¬`¡f²pª;�p �¨��Z¥R£m¨
£>ªd³m�¸�d£Z pª�¦a���;¬` p�Z �¤�¨�¯ � � ! �'� ��!Xµ

�z·> ��>©��I�p�` pªC¬R£>�, p�����pªd �¡�£>�Z¥`¤s p�G�;°�¥`¤�¬` �¡,µ )������pªd �º¸£>ª`ªd¥`¬R�Z¥R£Z¥`¬`¦��2±
«0¤���§p�X���Z¬Rª	��°aªd ��¤�³>¦a���;§�¤�¤�¬

C
�  p�����pªd <± §p�X�p��!Xº?²pª;�p¦a©��d�Z¥s�X®p¤� �¤�©� pª`�

·> ��>©p�Z �¤p�C ��y¬` p���0 p�>¯ ¬Rªd·Gd¦a¹�®¸����«��>¯ ¬d¢Eª>®���¤�¨<¬d�p¨��Z¥R£m¨Pºjªd¥R£���®¸�<ºL¤p£X±
¥Rªd©� �¤�°aª`¯ ���d£Z²��pª`£Z¥`���; p�Z �¤�¨� p�����pªd � pª	���;°�¥`¤�¬` pª`£Z¥`¤�¬t²pª;����£>�Z¥`¤�µ )����<±
�pªd �¡,º8£>ª`ªd¥`¬R�Z¥R£Z¥`¬`¦���«0¤p��£Z¥d�;§�¤pªd ��;�� �¡W¯ ²��p�Z²�¨<¥R£Z¥`¬`¤�¨�¯ ¬

C
�  p�����pªd �¡�±

²��p�Z²�¨<¥R£Z¥`¬`¤�¨Pº�ªd �¤ �d£>£>ªd§�¤�¤��pªd¬E�; �¡ £C²pªd·>¤�§�¤�¨�¯j¤�¬
C
ºjªd²��p�X®��X��»Z � �¡W¯j¤

£>ªd³m�¸�d£Z pª*� � ! �'� ����! !Xº�²pª;�p¦a©�����¥��X®p¤� �¤�©� pª`�z·> ��>©p�Z �¤p�� ���¬` p���0 �¤<¢C¥Rªd�p¯\ª;±
·>¨<«0¤<¢t¬d¢Eª>®¸�I¢Pµ �  ��I��ªd³>¤�©� pª�º¸�>£X�p¤s p�����pªd 

i
¬�¯\ª`¯\�Z �¥�¬`�p�>¯\�Z �¤

tk
�d£>£>ª;±

§�¤�¤��pªd¬E�;  £�®p¤� ��d¯j¤�©p�>£Z°�¤p¯�²��p�Z²�¨<¥R£Z¥`¬`¤p�>¯fºP¥Rª��Z³Gª�¥Rªd�p¯\ªd·>¨<«��>¯j¦|¬` p����±
 p�>¯j¦0¬d¢Eª>®p¦

oi

¬ �>¥Rªd¥�¯\ª`¯\�Z �¥,¬`�p�>¯\�Z �¤¥d�;°�¹0�W²���¤p£Z¬E�;¤�¬E�d�Z¥R£m¨��X®p¤� �¤�©� pª`�
·> ��>©p�Z �¤p��� �>£X�p¤
²��p�Z²�¨<¥R£Z¥`¬`¤p��·I�;¥R�>¯ �I¦E¢Eª>®p¤�¥��;ºj¥Rª

oi

¬` pªd¬`�$£Z¥d�; pªd¬`¤�¥R£m¨
 �¦I���Z¬`¡W¯ !Xµ
��²��pªd§p�>£>£>� �>¬Rª;����§�¤�¤�£>�Z¥`¤�¦a�pªd¬R�Z ����;°�¥`¤�¬` pª`£Z¥`¤ p�����pªd ��I± §p�X�p¤�£>ª`ªd¥d±

¬R�Z¥R£Z¥`¬`¦R�Z¥³m��ª`R�I�p�` pª`¯j¦y¯j¤� �¤p¯j¦<¯j¦t²pª;�p¨t²pªd¥R�Z �§�¤��I��ªd¬pµ���¥Rª�¹0��¬`�p�>¯j¨Pº
¦a�pªd¬` �¤
�;°�¥`¤�¬` pª`£Z¥`¤�®p��¦a³>¤<¢  p�����pªd pªd¬s¥d�;°aªd¬`¡,º?©�¥Rªy©p�>¯ ;�p¤�¹0� p�����pªd 
j
°� p�����pªd �¦E± §p�X�p¤ � ¬$£>¯j¡W£X���t¯\�Z¥`��¤�°�¤

L1

!Xº?¥R�>¯ ¯\�Z �������·> ��>©p�Z �¤p�t�Z³Gª
¦a�pªd¬` �¨3�;°�¥`¤�¬` pª`£Z¥`¤�µ �z·C·I�d¯\�Z©��; �¤�¨ �  ��s£Z¥`��µ ��� � !0¯\ªG¹� pª £v®��X�¸�;¥`� ¬`¡�±
¬Rª>®?º�©�¥Rª9���;³�¬�£Z¥Rªd�pªd �¦|�; �¥`¤�³>���I®p¤p�Z �¥d��¬²pª;����²pªd¥R�Z �§�¤��I��ªd¬C¤�·�²��pªd¤�·Z±
¬Rª;�p�` pª	��°aªd ��¤�³>¦a���;§�¤�¤�ªd·> ��>©��d�Z¥�²p�Z�p�>¯\�Z«��Z �¤p�f¬z ��;²����;¬d���Z �¤�¤�§p�X���Z¬Rª	�
°aªd ��¤�³>¦a���;§�¤�¤�µ
�0ªd�p¯��I�p�` pª�²����;¬`¤<��ª�²p�Z�p�X¢Eª>®¸�¬�°aªd ��¤�³>¦a���;§�¤��

pj

º¸�d£>£>ªd§�¤�¤��pªd¬E�; <±
 �¦��/£� p�����pªd pª`¯

j
º8¤�·�¥R�Z°�¦a«�����°aªd ��¤�³>¦a���;§�¤�¤

pi

º��d£>£>ªd§�¤�¤��pªd¬E�; � pª	�3£
 p�����pªd pª`¯

i
ºp¯\ªG¹� pª�·I�;²�¤p£G�;¥`��°<�;° �



��HXYaKm_EkzSIHG_EbRHISIHIe�bRKNeRBRHIbRbRHIe�MmKNJGQ ��� �

pi → pj : {wji > 0 || ej > 0}.
� ��� !

��¬`¤�¹0�Z �¤p��¬
C
ºR¥d�;°�¤p¯3ª`d���;·Gª`¯fºa¬R£>�Z³m®¸�� ��;²����;¬d���Z pª0�p¤p`ª�¬�£Z¥Rªd�pªd �¦��; <±

¥`¤�³>���I®p¤p�Z �¥d�C²pª;�p¨$²pªd¥R�Z �§�¤��I��ªd¬ �
wji > 0

ºP£>¯fµ¸·I�d¯\�Z©��; �¤p�� ���£Z¥`��µ ��� � !Xº
�p¤p`ª�·I�;¬R�Z�����d�Z¥R£m¨y²���¤<¢Eª>®�ª`¯3¬�§p�X�p� �

ej > 0
!Xµ � ¥R£���®¸�<º�²p�Z�p�X¢Eª>®s¤�·�°aªd <±

�¤�³>¦a���;§�¤�¤
pi = (pi

1, q
i
1, p

i
2, q

i
2)
¬°aªd ��¤�³>¦a���;§�¤��

pj = (pj
1
, qj

1
, pj

2
, qj

2
)
�>°<±

¬`¤�¬E�I���Z �¥R�Z s²p�Z�p�>¯\�Z«��Z �¤���¬���d`ªd©p�>¯�²pª;���,²p�Z��¬Rªd³Gª�pª``ªd¥d��¤�·,²pªd·>¤�§�¤�¤
(pi

1, q
i
1)
¬�²pªd·>¤�§�¤��
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