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¥V }²>¸F«>©-«�²w z£g }²+«-��ÁD�X©>©>¦�¯�Ã>«w�b�9�g¯Ç©w }®O�X¥g«w�}«w¯j¦o§+¯j©w�SÉF z�}�g¥³¥V }²>¸F«>©:´
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X
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B(X) � £p¤O�9 S�X©³¯j©w�SÉF z�}�g¥a� X
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¯j©w�SÉF z�}�g¥V�-¥V�z b§�±w�zÁ9¯j©w�SÉF z�}�g¥�¯j©w�SÉF z�}�g¥a�
X
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­:�V�|ÊS�p¥V�X°
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X
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Ë]�w¶{�wÄ�£p¦o§{ªw b�w¦o§³Ã>«w�z b�
m1,m2 ∈ Z

­
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�g£g�X°
®z©9�zÃ9�p z¯
ªw b�9�pÃ>«w�b�9 }©>©>¦c¬Ô«>©>�V }²>¥a�O�
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´��B�X¢>ÉF �Á>�w¶

�wÄ�£g�pÊS�
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Ãw }²w }®
n
�g£g�p®z©9�zÃ9�p z¯ ¯j©w�SÉF z�}�g¥V�
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­j�{Ãw }²w }®

N0

� ¯j©w�SÉF z�}�g¥V�
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´ÂÓo¯y z�}�V��¨�²9�X®z¦ ÆO¤@±w�p²a¶@Á9�pÃw }©>©>¦c¬�©9�p£g�p²ÖÁ>�w«J°
©>¦

n
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n
°Ð©9�p£g�p²5ÈX´>��¤V�}�g¡

a � ©w }¢@�p�V�p²>¦c¬
n
°Ð©9�p£g�p²{«
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´ �� }²w }® ���
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�g£g�p®z©9�zÃ9�p z¯

i
°Ð�g¤@Ä ¢@�g�p²VÁw«>©9�X�g¤

a
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Ó�¥V bÁ9 z¯ ©w }¢@�p�V�p²>¦� {±w�p©>¶J�g«>¶0«>®{�V z�p²>«>«·Êz²9�p¨]�p¥+«0�V z�p²>«>«Ö£p¤O�9 }¥g¦o§
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±9�X²>¤
H = (V, E)

­�ÊmÁ9 
V � ¢@�X°

©w }Ã>©w�g �©w }±>¤V�}�V�g 7¯j©w�SÉF z�}�g¥V�³«
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©9�X®z¦c¥a�XÄ%�V�m¶���

���
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E
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¯j©w�SÉF z�}�g¥V��¥V }²>¸F«>©�Êz«>±w }²>Êz²9�p¨��
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±w�zÁ9¯j©w�SÉF z�}�g¥

¯j©w�SÉF z�}�g¥a�
V
Ñ �V�% z�}�g¡

ei ⊆ V
Á>�w¶]�wÄ�£g�pÊS�

i ∈ m
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"�	�	,�-.���	��
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��������� �X z�b�w«F±>²>« ¹ �V�g¯ |V | = n
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"!#����� �j´ �Â�b�w«
e©w }¢@�p�V�p²w�g �²w z£p²w��Êz«>±w }²>Êz²9�p¨���Ñ «J�w«�¤a°ÐÊz«>±w }²>Êz²9�p¨��VÒ

H
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||e||
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H
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||e|| = 1

Á>�w¶��wÄ�£g�pÊS�
e ∈ EH
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À/Ãw }¥g«JÁw©w�>­wÃ>�V�7Êz²9�p¨ ¯y�SÉ7©w��²9�p�z�z¯Â�X�g²>«>¥a�X�g¡(¢J�X¢��}±w }ª>«9�O�w¡g©>¦c¬-�b�w¤a°
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£p¤OÁ9 z¯
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H
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H
­
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V ′ ⊆ e
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�/°ÐÊz«>±w }²>Êz²9�p¨ «J�w«-Êz«>±w }²>Êz²9�p¨
H
¶J¥p�w¶> }�V�m¶

k
°#�	���	�	,0�(­

1 6 k 6 |V |
­

 z�b�w«{�wÄ�£g�g ]¯j©w�SÉF z�}�g¥V�
V ′ ⊆ V

­
|V ′| 6 k

­>¶J¥p�w¶> }�V�m¶³¯j©w�SÉF z�}�g¥V�g¯Ç�z¯y }É�°
©>¦o§�¥V }²>¸F«>©:´

��²w bÁw±w�X�9�SÉ7«w¯c­cÃ>�V�	�wÄ�£g�p¬ Ñ ¤a°ÐÊz«>±w }²>Êz²9�p¨FÒ�Êz«>±w }²>Êz²9�p¨�­c��¢@�p�V�p²>¦�¯
¯j¦ £p¤OÁ9 z¯ «w¯y }�g¡�Á9 b�9�>­B¶J¥p�w¶> }�V�m¶0±w�g¯y }Ãw }©>©>¦�¯c­y�V�- z�}�g¡-©9��¯j©w�SÉF z�}�g¥V 
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′
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�p�X¢J�X¶5­JÃ>�V�
e′i = ι(ei)

Á>�w¶��wÄ�£g�pÊS�
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©>¦%Òb´7�j�p�}¢>²9�p�}¢J�·�p²>Êz²9�p¨���©9�X®z¦c¥a�p }�V�m¶  }ÊS�

⇒
� ����783"����783&�*-j­o z�b�w«Ç©w ��}¤a°

Å� z�}�g¥g¤V }��Áw¤@Ê}��ÁD�X©>©w�pÊS���p²>Êz²9�p¨��J­w«JÁw¤@Å7�X¶³«>®F¥V }²>¸F«>©>¦]­D�p¢>²9�X¸� }©>©w�p¬-¥
¢>²9�p�}©>¦c¬�ª>¥V }�X­5¥{¥V }²>¸F«>©>¤V­:�p¢>²9�X¸� }©>©>¤@Ä
¥{®S b�9 }©>¦c¬�ª>¥V }�X­5�V�³ z�}�g¡³ z�b�w«
(ν−1(1) × ν−1(0)) ∩ EG = ∅

´ �� }²w }®
η↑(G)

Ñ
η⇒(G)

Ò]�g£g�p®z©9�zÃ>«w¯ Ã>«w�b�9�
¥V�z b§

↑
°Ð²9�p�}¢>²9�p�z�p¢·Ñ

⇒
°Ð²9�p�}¢>²9�p�z�p¢DÒoÊz²9�p¨��{Ñ��p²>Êz²9�p¨��VÒ

G
´

�%�D�p�z�0���g�}�p��¶J¥p�w¶> }�V�m¶ ¢J�D�p�z�z�g¯�£p¤O�9 }¥g¦o§ ¨�¤@©>¢>ª>«>¬:­/¢@�p�V�p²>¦c¬ ®O�O°
¯j¢>©>¤@�·�p�g©w�g�}«>�V b�w¡g©w�·�p±w }²9�Xª>«>«Ô�}¤@±w }²>±w�p®z«>ª>«>«:´	��´o���g�}�0±w�p¢J�X®O�O�3­oÃ>�V�



Ì��XÍ � v��oUg`aUV_XMSTOuJMV~gx�v��o^OWO^OWOUVd

�}¤@Å� z�}�g¥g¤V }�]�}Ãw }�g©w�g �¯j©w�SÉF z�}�g¥V���p�X¢>«J§7¢J�D�p�z�z�p¥w­g«7¶J¥g©w���p±>«w�S�O��²w }¸� }�g¢>¤
¹ �g«J§F¢J�D�p�z�z�p¥�º¼»g­g½O¾¿´pÓ�¥V bÁ9 z¯-©w }¢@�p�V�p²>¦� c¢J�D�p�z�}¦Ö���g�}�p�J­g¢@�p�V�p²>¦� c¥�±w�g�b�9 b°Áw¤@Ä%Å� z¯Ö£p¤OÁw¤@��¤@±w�g¯j«>©9�X�g¡V�m¶5´ �B�X¢:­9©9�X±>²>«w¯y }²:­D«w¯y z z¯ �

C1 �
¢J�D�p�z��¥V�z b§

£p¤O�9 }¥g¦o§F¨�¤@©>¢>ª>«>¬ �
C2 �

¢J�D�p�z��¥V�z b§F£p¤O�9 }¥g¦o§F¨�¤@©>¢>ª>«>¬
f
­O�z�z§J²9�X©>¶JÄ%ÅF«J§

0
­>�V�� z�}�g¡�¥V�z b§

f
�p�X¢>«J§5­wÃ>�V�

f(0, . . . , 0) = 0
�
C3 �

¢J�D�p�z�]¥V�z b§³£p¤O�9 }¥g¦o§
¨�¤@©>¢>ª>«>¬

f
­a�z�z§J²9�X©>¶JÄ%ÅF«J§

1
­a�V�F z�}�g¡�¥V�z b§

f
�p�X¢>«J§5­@Ã>�V�

f(1, . . . , 1) = 1
�

C4 = C2 ∩ C3
´

��¤V�}�g¡
(a1, . . . , an)

«
(b1, . . . , bn) � Áw¥a��Áw¥V�p«>Ã>©>¦o§�¥V }¢>�V�p²9�]Á>�w«>©>¦ n

´
��«>¸� z¯

(a1, . . . , an) 6 (b1, . . . , bn)
­w z�b�w«

ai 6 bi
Á>�w¶{�wÄ�£p¦o§

i ∈ n
´ �Â�b�w«

(a1, . . . , an) 6 (b1, . . . , bn)
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²9�p�z�}¤@É�Á9 }©>«>¶-«>®�Á9�p¢J�X®O�X�V b�w¡V�}�g¥a� �3 z�p²w z¯j¦ »g­<©w�(�V }±w }²>¡³�V�X�w¡g¢@�{±w���p�p°
©w�p¸� }©>«>Ä�¢Ö¤a°

(m,n)
°ÐÊz«>±w }²>Êz²9�p¨��p¯ £g }®|¢>²9�X�g©>¦o§Ö²w z£g }²:­�¯j¦ ±w�X�w¤@Ã9�p z¯

�b�9 bÁw¤@Ä%Å� z �¤@�g¥V }²aÉ�Á9 }©>«w g´

���������	��
"!#�
α1(m,n) =

1

m!

∑

D∈Dm

(−1)|ED|λ̂(D) �

���p¢J�XÉF z¯��V }±w }²>¡w­VÃ>�V��ÁD�X©>©>¦c¬�²w }®z¤O�w¡O�p�X��¯y�SÉ7©w�]¤O�w¤@Ã>¸F«>�g¡w­g�p�X¢�Ã>�V�
�}¤J¯y¯j«>²w�p¥a�X©>«w �¥]¥g¦c¸� }±>²>«>¥V bÁ9 }©>©w�p¬�¨]�p²w¯j¤O�9 �£p¤OÁ9 }�]«JÁw�g«��V�X�w¡g¢@�]±w��Ã9�O°
�}�g«³�p²>Êz²9�p¨]�p¥w­9��©w �±w�7¥V�z z¯Ö�p²>Êz²9�p¨��p¯Ö¯j©w�SÉF z�}�g¥a�

Dm
´

À%£g�p®z©9�zÃ>«w¯ Ãw }²w }®
Jm

¯j©w�SÉF z�}�g¥V�·¥V�z b§��p²>Êz²9�p¨]�p¥0«>®
Dm

­�©w |«w¯y b°
Ä%ÅF«J§��p²>«w }©>�g«>²w�p¥a�X©>©>¦c¬�¯Â�X²>¸F²>¤@��Á>�w«>©>¦

> 2
´BÎ]�X®S�p¥V z¯ �p²>Êz²9�p¨�¦
«>®

¯j©w�SÉF z�}�g¥a�
Jm


�C;��� �j´D���g�}¢@�X�w¡g¢>¤|�wÄ�£g�p¬+ }É
J
±w�p®z¥V�X�w¶> }��²9�X®S£p«w }©>«w 

¯j©w�SÉF z�}�g¥a�F�}¥V�p«J§�¥V }²>¸F«>©
V J

©9��Áw¥a�]±w�zÁ9¯j©w�SÉF z�}�g¥a�
V1
«

V2
�p�X¢>«w g­aÃ>�V�

EJ ∩ (V1 × V2) = EJ
­w�V���]±w�X�w©>¦�¯�±>²9�X¥V�g¯�¯y�pÊm�w«+£p¦�¥V¯y z�}�V���V }²w¯j«>©9�

ÆX }É{È�«w�}±w�X�w¡g®S�p¥a�X�g¡��V }²w¯j«>©·ÆSÁw¥g¤OÁ9�X�w¡g©>¦c¬|©9�X±>²9�X¥p�9 }©>©>¦c¬|Êz²9�p¨7ÈX´
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���������	��
����
α1(m,n) =

1

m!

∑

D∈Jm

(−1)|ED|λ̂(D) �

������
���
������������������ �Â�b�w«(Ãw }²w }®
Am

�g£g�p®z©9�zÃ>«w¯0¯j©w�SÉF z�}�g¥V�F¥V�z b§�£g }®z¢@�p©J°
�g¤@²>©>¦o§{�p²>Êz²9�p¨]�p¥�«>®

Dm
­9�FÃw }²w }®

A′
m � ¯j©w�SÉF z�}�g¥V��¥V�z b§³�p²>Êz²9�p¨]�p¥7«>®

Am
­J«w¯y }Ä%ÅF«J§(§a�p�O¶³£p¦��zÁw«>©|±>¤@�g¡�Á>�w«>©>¦

> 2
­>�V�

Jm = Am\A′
m

´
Õ�©9�zÃ9�O�D� ±w�p¢J�XÉF z¯c­�Ã>�V�ÇÁ>�w¶ �wÄ�£g�pÊS�

D ∈ Dm\Am
«w¯y z }� ¯y z�}�V�

F̂(D) = ∅
´����p�X¢:­S±>¤V�}�g¡

D � ©w }¢@�p�V�p²>¦c¬��p²>Êz²9�p¨Ö«>®�¯j©w�SÉF z�}�g¥a� Dm\Am
´

�3�pÊmÁD�-¤
D
 z�}�g¡+¢@�p©>�g¤@²

vi1e1vi2 . . . vik

­
vi1 = vik

´ �3 }±w }²>¡+Á>�w¶��wÄ�£g�pÊS�
f ∈ F(D)

±w�X�w¤@Ã9�p z¯c­yÃ>�V�
f(vi1) ⊆ f(vi2) ⊆ · · · ⊆ f(vik) ⊆ f(vi1)

«:­
�b�9 bÁ9�p¥a�X�V b�w¡g©w�>­

f(vi1) = f(vi2) = · · · = f(vik)
­3«	±w� ¹ �V�g¯j¤ f 6∈ F̂(D)

´
À/�V�}ÄoÁD��±w�X�w¤@Ã9�p z¯c­>Ã>�V�

F̂(D) = ∅
­J«³�V z¯·�S�p¯j¦�¯Ö±w�p¢J�X®O�X©w�>­wÃ>�V�

∑

D∈Dm\Am

(−1)|ED|λ̂(D) = 0.
Ñ�½VÒ

�j�p�z�z¯y�p�g²>«w¯$�V }±w }²>¡
¢J�D�p�z�
A′

m

´��%±w�p²a¶@Á9�pÃ>«w¯�©w }¢@�p�V�p²>¦�¯#�}±w�g�z�X°
£g�g¯ ¥V�z  ±9�X²>¦ ²9�X®}�w«>Ã>©>¦o§�¥V }²>¸F«>©�«>®

V 2
m

¥)±w�g�b�9 bÁ9�p¥a�X�V b�w¡g©w�g�}�g¡
(u′

1, u
′′
1), . . . , (u

′
a0

, u′′
a0

)
­
(a0 = m(m − 1))

´=�j�X®S�g£p¡V z¯ ¯j©w�SÉF z�}�g¥V�
A′

m

©9�
Áw«>® �5Ä%©>¢>�g©>¦� ]¢J�D�p�z�}¦

(A′
m)i
­
i ∈ a0

­>�p�X¢³Ã>�V���p²>Êz²9�p¨
D ∈ A′

m

±>²>«>©9�OÁ>°
�9 }É7«>��¢J�D�p�z�}¤

(A′
m)i

�V�pÊmÁD�(«-�V�X�w¡g¢@���V�pÊmÁD�J­D¢@�pÊmÁD�
D
©w �±>²>«>©9�OÁ>�9 }É7«>�

¯j©w�SÉF z�}�g¥g¤
∪i−1

l=1(A
′
m)l

«0¥
D
�}¤@Å� z�}�g¥g¤V }�-±>²w�g�}�V�p¬·±>¤@�g¡�Á>�w«>©>¦

> 2
�

©9�zÃ9�O�9�g¯Ö¥
u′

i

«³¢@�p©>ªw�g¯Ö¥7¥V }²>¸F«>©w 
u′′

i

´
���}©w�>­�Ã>�V�0�wÄ�£g�p¬�¢J�D�p�z�

(A′
m)i
­

i ∈ a0
­�¯y�SÉ7©w��±>²w bÁ9�}�p�X¥g«>�g¡Ç¢J�X¢

Áw«>® �5Ä%©>¢>�g©w�g (�g£ �: bÁw«>©w }©>«w {½O°¿¯j©w�SÉF z�}�g¥w­j�p�X¢>«J§5­3Ã>�V�|�p²>Êz²9�p¨�¦ «>® ¹ �g«J§±w�zÁ9¯j©w�SÉF z�}�g¥ �p�S�w«>Ã9�XÄ%�V�m¶ �V�X�w¡g¢@� �V z¯c­FÃ>�V� �zÁw«>© «>®�©>«J§
�z�zÁ9 }²aÉ7«>�
Áw¤@Êz¤

(u′
i, u

′′
i )
­c��Áw²>¤@ÊS�p¬ ©w }�X´ �] }Êz¢@�0¤OÁ9�g�}�V�p¥V }²>«>�g¡V�m¶5­�Ã>�V�· z�b�w«Ô�p²>Êz²9�O°

¨�¦
D′ « D′′ �p�S�w«>Ã9�XÄ%�V�m¶��V�X�w¡g¢@�|�V z¯c­:Ã>�V�³�zÁw«>©0�z�zÁ9 }²aÉ7«>��Áw¤@Êz¤ (u, v)Ñ

u, v ∈ V D′ Òb­3��Áw²>¤@ÊS�p¬�©w }�X­:«� z�b�w«�±>²>« ¹ �V�g¯Ô�}¤@Å� z�}�g¥g¤V }�|¥³©>«J§+±>¤@�g¡w­�}¥g¶J®z¦c¥a�XÄ%ÅF«>¬Ö¥V }²>¸F«>©>¤
u
��¥V }²>¸F«>©w�p¬

v
­j�V�

λ̂(D′) = λ̂(D′′)
­y�V�+ z�}�g¡

(−1)|ED′|λ̂(D′) + (−1)|ED′′|λ̂(D′′) = 0
´ �3 }±w }²>¡7¶>�}©w�>­@Ã>�V���b�D�XÊ}�p z¯j¦� ��V�p¬

Ã9�p�}�g«|�}¤J¯y¯j¦�«>®��3 z�p²w z¯j¦ ½J­>¢@�p�V�p²9�X¶��z�g�p�g¥V }�V�}�g¥g¤V }���p²>Êz²9�p¨��p¯·«>®
A′

m

­
¯y�SÉ7©w�]±w }²w }Êz²>¤@±>±>«>²w�p¥a�X�g¡F¥��}¤J¯y¯j¤�±9�X²��b�D�XÊ}�p z¯j¦o§5­V¢@�p�V�p²>¦� ��X©>©>¤O�w«>²>¤a°
Ä%�V�m¶5­J«|�b�9 bÁ9�p¥a�X�V b�w¡g©w��«w¯y z }��¯y z�}�V�7²9�X¥V }©w�}�g¥V�

∑

D∈A′
m

(−1)|ED|λ̂(D) =

a0
∑

i=1

∑

D∈(A′
m)i

(−1)|ED|λ̂(D) = 0.
Ñ�ÌVÒ
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���g�}¢@�X�w¡g¢>¤
Dm

¶J¥p�w¶> }�V�m¶�Áw«>® �5Ä%©>¢>�g©>¦�¯Ô�g£ �: bÁw«>©w }©>«w z¯Ô¯j©w�SÉF z�}�g¥
Jm
­

A′
m

«
Dm\Am

­@�V��¤@�g¥V }²aÉ�Á9 }©>«w �ÁD�X©>©w�p¬{�V z�p²w z¯j¦Ô¶J¥p�w¶> }�V�m¶³�b�9 bÁ9�}�g¥g«w z¯
�3 z�p²w z¯j¦ ½F«{²9�X¥V }©w�}�g¥-Ñ�½VÒ�«�Ñ�ÌVÒb´

��²w�g£X�9 z¯Â��©9�O§a�SÉ�Á9 }©>«>¶(Ã>«w�z b�
λ̂(D)

�S�p¯Â��±w���z z£g c¶J¥p�w¶> }�V�m¶(�b�9�SÉ7©w�p¬
®O�OÁD�zÃw }¬:­Â±w� ¹ �V�g¯j¤0¥g¦cÊS�zÁD���p�+®z©9�zÃ>«>�V b�w¡g©w�pÊS��¤J¯y }©>¡g¸� }©>«>¶·¢@�X�w«>Ãw z�}�g¥a�ÃJ�9 }©w�p¥0¥0�}¤J¯y¯y �«>® �3 z�p²w z¯j¦ ½��}¥V�zÁw«>�V�m¶Ç©9��©w }�X­�«Ç¨]�p²w¯j¤O�D�J­�±>²>«>¥V b°
Á9 }©>©9�X¶0¥ �3 z�p²w z¯y �ÌJ­B«w¯y z }��¯Â�O�9�g {±>²9�X¢>�g«>Ãw z�}¢@�g ³®z©9�zÃw }©>«w g´�� Áw²>¤@ÊS�p¬
�}�V�p²w�p©>¦]­�±w�g�}¢@�X�w¡g¢>¤�¥g¦cÃ>«w�b�w«>�g¡·Ã>«w�b�D�

λ(D)
­�¢J�X¢ ¯j¦ ¤@¥g«JÁw«w¯
¥0�b�9 b°

Áw¤@Ä%Å� z¯�²9�X®}Á9 b�9 g­J¥�±>²>«>©>ª>«>±w �©w }�g²>¤OÁw©w�>­J±w�p±>¦c�p�p z¯y�m¶³�V }±w }²>¡7±w�X�w¤@Ã>«>�g¡
¨]�p²w¯j¤O�w¤V­S±w�zÁ9�g£p©>¤@Ä��V�X�w¡g¢@��Ã>�V�/±w�X�w¤@Ãw }©>©w�p¬:­X©w�/¥%¢@�p�V�p²w�p¬�¥V¯y z�}�V�

λ̂(D)¨�«>Êz¤@²>«>²>¤@Ä%��Ã>«w�b�D�
λ(D)

´
À%£g�p®z©9�zÃ>«w¯�Ãw }²w }®

H(i)(D)
­
i ∈ m

­5¯j©w�SÉF z�}�g¥V��¥V�z b§-¤a°
(m,n)

°ÐÊz«>±w }²J°
Êz²9�p¨]�p¥ «>®

H(D)
­�«w¯y }Ä%ÅF«J§ �V�pÃ>©w�

i
²9�X®}�w«>Ã>©>¦o§
²w z£g }²:´����g�}¢@�X�w¡g¢>¤

H(m)(D) = Ĥ(D)
­>�V�

λ̂(D) = |H(m)(D)|
´ �B�X¢>ÉF g­D�pÃw }¥g«JÁw©w�>­wÃ>�V�

λ(D) =

m
∑

i=1

|H(i)(D)|.

Ó�¥V bÁ9 z¯Ö�g£g�p®z©9�zÃw }©>«w 

σ(i) =
∑

D∈Jm

(−1)|ED||H(i)(D)|.

�3�pÊmÁD�7²w }®z¤O�w¡O�p�X� �3 z�p²w z¯j¦ Ì7¯y�SÉ7©w�7®O�X±>«w�S�X�g¡�¥7¥g«JÁ9 �²9�X¥V }©w�}�g¥a�

σ(m) = α̃1(m,n).

Ó�¦cÃ>«w�b�w«w¯
σ(i)

«�Á>�w¶��b�w¤@Ã9�X¶5­V¢@�pÊmÁD�
i ∈ m − 1

´���©9�zÃ9�O�D��Á9�p¢J�XÉF z¯0�zÁw©w�
¥V�}±w�g¯y�pÊ}�X�V b�w¡g©w�g �¤@�g¥V }²aÉ�Á9 }©>«w g´
� �	� ��

��� ∑

D∈Jm

(−1)|ED| = (−1)m−1 �

������
���
������������������w��¤V�}�g¡

am(x) =

bm2/4c
∑

i=0

am,i xi,
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ÊmÁ9 
am,i �

Ã>«w�b�9�� }ÉF }¬��
m
¥V }²>¸F«>©³«

i
Áw¤@Êb´wÎ� }�g²>¤OÁw©w�7¤@¥g«JÁ9 }�g¡w­>Ã>�V�

am(x) =
m
∑

k=0

(

m

k

)

(−1)kbm−k(x),

ÊmÁ9 

bk(x) =

k
∑

l=0

(

k

l

)

(1 + x)l(k−l), k ∈ N0.

���g�}¢@�X�w¡g¢>¤
bk(−1) = 1

­D¢@�pÊmÁD�
k = 0

­9«
bk(−1) = 2

Á>�w¶³�wÄ�£g�pÊS�
k ∈ N

­
�V�
∑

D∈Jm

(−1)|ED| = am(−1) = (−1)m+2·(−1)m
m
∑

k=1

(−1)k

(

m

k

)

= (−1)m−1.

�� }²w }®
V1(J)

Ñ
V2(J)

Ò]�g£g�p®z©9�zÃ>«w¯ ¯j©w�SÉF z�}�g¥V��¥V�z b§�¥V }²>¸F«>©0 }É��
J ∈

Jm
­B¤�¢@�p�V�p²>¦o§·±w�X�w¤V�}�V }±w }©>¡�®O�O§a�zÁD�ÖÑ «w�e§a�zÁD�VÒ�²9�X¥g©9��©>¤O�wÄ�´ ���}©w�>­jÃ>�V�

V0(J) = V1(J)∩V2(J)
¶J¥p�w¶> }�V�m¶�¯j©w�SÉF z�}�g¥V�g¯·¥V�z b§�«>®S�X�w«>²w�p¥a�X©>©>¦o§�¥V }²J°

¸F«>©:´�1|©w�SÉF z�}�g¥V�
V1(J)\V0(J)

Ñ
V2(J)\V0(J)

Ò]©9�X®S�p¥V z¯ ��

�	=(��
"- Ñ/�	�(C;�
��
"-:ÒFÁ9�X�9 }¬Ô }É��

J
´ �B�X¢>ÉF g­oÃw }²w }®

s(n, k)
«

S(n, k)
�g£g�p®z©9�zÃ>«w¯ Ã>«w�b�D�

Õ��g«>²J�w«>©>Ê}�7±w }²>¥V�pÊS��«{¥g�V�p²w�pÊS��²w�zÁD�J­w�z�g�p�g¥V }�V�}�g¥V }©>©w��º �O¾¿´
� �	� ��
"!#��� ��' ��� !*�����

i ∈ m
���B
8
"5 �B
"7856�2������
"�	785>�*�

σ(i) = (−1)m−i S(m, i) α̃1(i, n) �
������
���
������������������wÓ��z�g�p�g¥V }�V�}�g¥g«>« � �3 z�p²w z¯y�p¬ ÌJ­oÁD�X©>©w�g �²9�X¥V }©w�}�g¥V�
«w¯y z }��¯y z�}�V�{Á>�w¶

i = m
´3Î� ��p±>«>²9�X¶>�}¡�©9�(Á9�p¢J�X®O�X�V b�w¡V�}�g¥V� ¹ �V�pÊS�³Ã9�p�}�p°©w�pÊS���b�w¤@Ã9�X¶5­jÁ9�p¢J�XÉF z¯c­�Ã>�V�-ÁD�X©>©w�g ³²9�X¥V }©w�}�g¥V��«w¯y z }��¯y z�}�V�+Á>�w¶·¥V�z b§

i ∈ m
´>Ó�¥V bÁ9 z¯Ö¯j©w�SÉF z�}�g¥a�
Pj = {X ⊆ B(S) | |X | = j} (j ∈ m), P′

1 = ∅
­

P′
j = {X ∈ Pj | (∃X ′, X ′′ ∈ X ) X ′ ⊆ X ′′ ∧ X ′ 6= X ′′} (j ∈ 2,m)

­
P′′

j = Pj\P
′
j (j ∈ m)

´
 5�p¯y }�g«w¯c­>Ã>�V�

|P′′
i | = |A1(i, n)| = α1(i, n)

Á>�w¶(�wÄ�£g�pÊS�
i ∈ m

´
��«>¢@�}«>²>¤V z¯�©w }¢@�p�V�p²w�g 

i ∈ m
­w«³±>¤V�}�g¡

X ∈ Pi

´DÀ%£g�p®z©9�zÃ>«w¯
F(X ) =

{f : Vm → B(S) | f(Vm) = X}
´j��¤V�}�g¡

F(D;X ) = F(X ) ∩ F(D)
Á>�w¶

�wÄ�£g�pÊS�
D ∈ Dm

´ �� }²w }®
Jm(X )

�g£g�p®z©9�zÃ>«w¯�¯j©w�SÉF z�}�g¥V�Ç¥V�z b§Ô©9�XÊz²>¤a°
ÉF }©>©>¦o§	�p²>Êz²9�p¨]�p¥

(D, f)
�p�X¢>«J§5­BÃ>�V�

D ∈ Jm
«

f ∈ F(D;X )
´j��¤V�}�g¡
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Vm(X;D, f) = {v ∈ Vm | f(v) = X}
Á>�w¶·�wÄ�£g�pÊS�

(D, f) ∈ Jm(X )
«

X ∈ X
´DÀ/Ãw }¥g«JÁw©w���b�9 bÁw¤@Ä%Å� z �²9�X¥V }©w�}�g¥V�n�

σ(i) =
∑

D∈Jm

(−1)|ED||H(i)(D)| =
∑

D∈Jm

(−1)|ED|
∑

X∈Pi

|F(D;X )| =

=
∑

X∈Pi

∑

D∈Jm

(−1)|ED||F(D;X )| =
∑

X∈Pi

∑

(D,f)∈Jm(X )

(−1)|ED| =

=
∑

X∈P′
i

∑

(D,f)∈Jm(X )

(−1)|ED| +
∑

X∈P′′
i

∑

(D,f)∈Jm(X )

(−1)|ED|.

À%£g�p®z©9�zÃ>«w¯ ¥{¥g¦c¸� FÁD�X©>©w�g¯Ç¥g¦c²9�XÉF }©>«>«�±w }²>¥g¤@Ä �}¤J¯y¯j¤|±w�g�b�9 7±w�g�b�9 bÁ>°
©w }ÊS�³®z©9�X¢J�³²9�X¥V }©w�}�g¥a�|Ãw }²w }®

σ1(i)
­j�{¥g�V�p²>¤@Ä � Ãw }²w }®

σ2(i)
´  5�p¯y }�g«w¯c­

Ã>�V�� z�b�w«
i = 1

­>�V�
σ1(i) = 0

­>«|�b�9 bÁ9�p¥a�X�V b�w¡g©w�
σ(i) = 0 + σ2(i) = σ2(i)

´
���p¢J�XÉF z¯c­wÃ>�V�7²9�X¥V }©w�}�g¥V�

σ(i) = σ2(i)
«w¯y z }��¯y z�}�V��Á>�w¶{¥V�z b§

i ∈ m
´

Óo�p®z¡V¯y z¯�©w }¢@�p�V�p²w�g 
X ∈ P′

i

­
i ∈ 2,m

´ �3�pÊmÁD�(�}¤@Å� z�}�g¥g¤@Ä%�
X̂ ′, X̂ ′′ ∈

X
­j�p�X¢>«w g­yÃ>�V�

X̂ ′ ⊆ X̂ ′′ ´y��¤V�}�g¡ X ′ « X ′′ �z�g�p�g¥V }�V�}�g¥V }©>©w�	¯j«>©>«w¯Â�O�w¡p°©>¦c¬ « ¯Â�X¢@�}«w¯Â�O�w¡g©>¦c¬ ¹ �9 z¯y }©>�g¦ ©w }¢@�p�V�p²w�p¬ ªw }±>« ¥
X
­%�z�zÁ9 }²aÉ��XÅ� }¬

¯j©w�SÉF z�}�g¥a�
X̂ ′ « X̂ ′′ ´ �3�pÊmÁD�0¶>�}©w�>­cÃ>�V�	Á>�w¶��wÄ�£g�pÊS� (D, f) ∈ Jm(X )¯j©w�SÉF z�}�g¥a�
V

(1)
m (X ′;D, f) = V1(D) ∩ Vm(X ′;D, f)

«
V

(2)
m (X ′′;D, f) =

V2(D) ∩ Vm(X ′′;D, f)
©w }±>¤V�}�g¦� g´��j�X®S�g£p¡V z¯ ¢J�D�p�z�

Jm(X )
©9��±w�zÁw¢J�D�p�b°

�}¦
[Jm(X )]k

­
k ∈ c0

­y�p�X¢:­ÂÃ>�V�-Áw¥a�-©9�XÊz²>¤@ÉF }©>©>¦o§��p²>Êz²9�p¨��
(D′, f ′)

«
(D′′, f ′′)

±>²>«>©9�OÁ>�9 }É��X�(�zÁw©w�g¯j¤(«��V�g¯j¤(ÉF �±w�zÁw¢J�D�p�z�}¤
[Jm(X )]k

�V�pÊmÁD��«
�V�X�w¡g¢@�|�V�pÊmÁD�J­B¢@�pÊmÁD�

f ′ = f ′′ = f
­
V

(1)
m (X ′;D′, f ′) = V

(1)
m (X ′;D′′, f ′′)

­
V

(2)
m (X ′′;D′, f ′) = V

(2)
m (X ′′;D′′, f ′′)

«
D̂k = (Vm, ED′\E0) =

(Vm, ED′′\E0)
­:ÊmÁ9 

E0 = V
(1)
m (X ′;D′, f) × V

(2)
m (X ′′;D′, f)

´ �3 }±w }²>¡-¯j¦
±w�X�w¤@Ã9�p z¯ �

σ1(X ) =
∑

(D,f)∈Jm(X )

(−1)|ED| =

c0
∑

k=1

∑

(D,f)∈[Jm(X )]k

(−1)|ED| =

=

c0
∑

k=1

(−1)|ED̂k|
∑

E′⊆E0

(−1)|E
′| = 0.

���g�}¢@�X�w¡g¢>¤
σ1(X ) = 0

Á>�w¶7¥V�z b§
X ∈ P′

i

­g�V���p±>¶J�g¡�«w¯y z z¯c­VÃ>�V�
σ1(i) = 0

­
«:­>�b�9 bÁ9�p¥a�X�V b�w¡g©w�>­

σ(i) = σ2(i)
´

�3 }±w }²>¡³±>¤V�}�g¡
X ∈ P′′

i

­
i ∈ m

´� 5�p¯y }�g«w¯c­5Ã>�V�
X ′ 6⊆ X ′′ Á>�w¶��wÄ�£p¦o§Áw¥g¤a§0²9�X®}�w«>Ã>©>¦o§

X ′, X ′′ ∈ X
´'�j�X®S�g£p¡V z¯ ¢J�D�p�z�

Jm(X )
©9�-±w�zÁw¢J�D�p�z�}¦
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[Jm(X )]f
­
f ∈ F(X )

­<�p�X¢+Ã>�V�(©9�XÊz²>¤@ÉF }©>©>¦c¬��p²>Êz²9�p¨
(D′, f ′) ∈ Jm(X )±>²>«>©9�OÁ>�9 }É7«>�F±w�zÁw¢J�D�p�z�}¤

[Jm(X )]f
�V�pÊmÁD��«��V�X�w¡g¢@���V�pÊmÁD�J­V¢@�pÊmÁD�

f ′ = f
´

���X�w¤@Ã9�p z¯c­>Ã>�V�

σ(i) = σ2(i) =
∑

X∈P′′
i

∑

f∈F(X )

∑

(D,f)∈[Jm(X )]f

(−1)|ED|.

��«>¢@�}«>²>¤V z¯+©w }¢@�p�V�p²>¦� 
X = {X1, . . . , Xi} ∈ P′′

i

«
f ∈ F(X )

­p«�±>¤V�}�g¡
ÁD�X©w�{©w }¢@�p�V�p²w�g 

(D, f) ∈ [Jm(X )]f
´ �B�X¢>ÉF �±>¤V�}�g¡

Wk = Vm(Xk;D, f)
­

D′
k = (Wk, ED ∩ W 2

k )
«

mk = |Wk|
Á>�w¶+�wÄ�£g�pÊS�

k ∈ i
´� 5�p¯y }�g«w¯c­3Ã>�V�

ED ∩ (Wk × Wl) = ∅
Á>�w¶0�wÄ�£p¦o§

k, l ∈ i
­
k 6= l

´ �� }²w }®
Dk
­
k ∈ i

­
�g£g�p®z©9�zÃ>«w¯Ô�p²>Êz²9�p¨ «>®

Jmk

­D¢@�p�V�p²>¦c¬�«>®S�g¯y�p²w¨] }©
D′

k

´ ���}©w�>­DÃ>�V��¢@�pÊmÁD�
(D, f)

±>²w�z§a�zÁw«>��¯j©w�SÉF z�}�g¥V�
[Jm(X )]f

­J�V�7�p²>Êz²9�p¨
Dk

±>²w�z§a�zÁw«>�(±w�X�w©w�X°
�}�g¡gÄ ¯j©w�SÉF z�}�g¥V�

Jmk

´ �3�pÊmÁD�J­w±w�X�w¡g®z¤g¶>�}¡ �] z¯y¯y�p¬�»g­>±w�X�w¤@Ã9�p z¯ �
∑

(D,f)∈[Jm(X )]f

(−1)|ED| =
∑

D1∈Jm1

· · ·
∑

Di∈Jmi

(−1)|ED1| . . . (−1)|EDi| =

=
∑

D1∈Jm1

· · ·
∑

Di−1∈Jmi−1

(−1)|ED1| . . . (−1)|EDi−1|
∑

Di∈Jmi

(−1)|EDi| =

= (−1)mi−1
∑

D1∈Jm1

· · ·
∑

Di−1∈Jmi−1

(−1)|ED1| . . . (−1)|EDi−1| = · · · =

= (−1)m1−1 . . . (−1)mi−1 = (−1)m−i.

���g�}¢@�X�w¡g¢>¤
|P′′

i | = α1(i, n)
«

|F(X )| = i!S(m, i)
­c�V�>­c�p¢@�p©>Ã9�X�V b�w¡g©w�>­

±w�X�w¤@Ã9�p z¯c­>Ã>�V�

σ(i) =
∑

D∈Jm

(−1)|ED||H(i)(D)| = (−1)m−i
∑

X∈B′′
i

∑

f∈F(X )

1 =

= (−1)m−iα1(i, n) i!S(m, i) = (−1)m−iS(m, i) α̃1(i, n).

ËF�p¢J�XÉF z¯ �z }¬>Ã9�p� �}±>²9�X¥V bÁ>�w«>¥V�g�}�g¡ ¨]�p²w¯j¤O�w¦]­-¢@�p�V�p²9�X¶ ¶J¥p�w¶> }�V�m¶
�g�}©w�p¥g©w�p¬³¥�²9�p£g�p�V g´

���������	��
����
α1(m,n) =

1

m!

m
∑

i=1

|s(m, i)|
∑

D∈Ji

(−1)|ED|λ(D) �
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������
���
������������������³��¤V�}�g¡

β1(m,n) =
∑

D∈Jm

(−1)|ED|λ(D) =
∑

D∈Jm

(−1)|ED|
m
∑

i=1

|H(i)(D)|.

1� }©>¶J¶�±w�p²a¶@Á9�p¢{�}¤J¯y¯j«>²w�p¥a�X©>«>¶(¥�±w�g�b�9 bÁw©w }¬{�}¤J¯y¯y /«�±>²>«w¯y }©>¶J¶ �] z¯y¯j¤
½J­J±w�X�w¤@Ã9�p z¯c­>Ã>�V�

β1(m,n) =

m
∑

i=1

∑

D∈Jm

(−1)|ED||H(i)(D)| =

m
∑

i=1

(−1)m−i S(m, i) α̃1(i, n).

À/¢@�p©>Ã9�X�V b�w¡g©w�>­9±>²>«w¯y }©>¶J¶{«>©>¥V }²w�}«>Ä
Õ��g«>²J�w«>©>Ê}�³º �O¾¿­>±w�X�w¤@Ã9�p z¯c­>Ã>�V�

α̃1(m,n) =

m
∑

i=1

|s(m, i)|β1(i, n) =

m
∑

i=1

|s(m, i)|
∑

D∈Ji

(−1)|ED|λ(D).

�3 }±w }²>¡�«>®]²9�X¥V }©w�}�g¥a�|Ñ »OÒo�b�9 bÁw¤V }��«w�}¢@�g¯y�g ]²9�X¥V }©w�}�g¥V�>´
�] }Êz¢@�7¤OÁ9�g�}�V�p¥V }²>«>�g¡V�m¶5­9Ã>�V���b�9 bÁw¤@Ä%Å� z �¤@�g¥V }²aÉ�Á9 }©>«w �«w¯y z }��¯y z�}�V�>´

� �	� ��
������ 7 �	�
C1, C2, . . . , Ck �

�*7�
 3&��� �	�*��
"�	56, 7 �	��!*�*-�7��8' <*�	�*7856�
�#��������� �

D �
56�

λ(D) = λ(C1) · λ(C1) · · · · · λ(Ck).

��¤V�}�g¡
Bn(k1, k2, . . . , kn) � Ã>«w�b�9�{¥V�z b§+²9�X®S£p«w }©>«>¬

n
°¿¯j©w�SÉF z�}�g¥a�³©9�

k1 + k2 + · · · + kn
±w�zÁ9¯j©w�SÉF z�}�g¥w­y�}²w bÁw«�¢@�p�V�p²>¦o§��}¤@Å� z�}�g¥g¤V }�|�V�pÃ>©w�

ki

i
°¿¯j©w�SÉF z�}�g¥+Ñ

i ∈ n
Òb´>�]�X¢³«>®z¥V z�}�g©w�>­9¯j©w�pÊS�pÃJ�9 }©>¦

Yn(x1, x2, . . . , xn) =
∑

(k1,k2,...,kn)

Bn(k1, k2, . . . , kn)xk1

1 xk2

2 . . . xkn
n ,

ÊmÁ9 
k1 +2k2 + · · ·+nkn = n

Ñ
ki > 0

Òb­g©9�X®z¦c¥a�XÄ%�V�m¶(¯j©w�pÊS�pÃJ�9 }©9�p¯j« �o b�>�D�
º¼»SÏO¾¿´gÀ%£g�p®z©9�zÃ>«w¯+Ãw }²w }®

J c
m

¯j©w�SÉF z�}�g¥V��¥V�z b§F�b�D�p£g���}¥g¶J®z©>¦o§� }ÉF }¬7«>®o¯j©w�X°
ÉF z�}�g¥a�

Dm
´ �3�pÊmÁD��«>® �3 z�p²w z¯j¦ÇÍ�« �] z¯y¯j¦ Ì�¥g¦c�V }¢J�p }�7�}±>²9�X¥V bÁ>�w«>¥V�g�}�g¡

�b�9 bÁw¤@Ä%Å� }ÊS��¤@�g¥V }²aÉ�Á9 }©>«>¶5´
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���������	��
��#��� �B
8
"5 �B
"7856�.���#��� $ �	�

α1(m,n) =
1

m!

m
∑

i=1

|s(m, i)|Yi(β̂(1, n), β̂(2, n), . . . , β̂(i, n)),

��)�


β̂(j, n) =
∑

D∈J c
j

(−1)|ED|λ(D), j ∈ 1,m.

� ��
�� � ��� ���
λ(D)

Ó ±>²w bÁw¦oÁw¤@Å� z¯Ô²9�X®}Á9 b�9 �ÁD�X©>¦ ¨]�p²w¯j¤O�w¦]­5¢@�p�V�p²>¦� �±>²w�g£X�9 z¯j¤+±w }²w b°
Ã>«w�b�9 }©>«>¶{¢J�D�p�z�z�p¥

A1(m,n)
­>¥7±>²>«>©>ª>«>±w g­w�}¥V�zÁw¶J��¢{±>²w�g£X�9 z¯y ]©9�O§a�SÉ�Á9 b°

©>«>¶ÖÃ>«w�z b�
λ(D)

Ñ
D ∈ Dm

Òb­� z�b�w«:­�¢@�p©w }Ã>©w�>­�±>²>« ¹ �V�g¯
©w ³¤@Ã>«>�g¦c¥a�X�g¡ÆX�}¢@�p²w�g�}�g¡7¥V�p®z²9�p�}�p�X©>«>¶<È�«J§�¢@�X�w«>Ãw z�}�g¥a�J´9Ó ¹ �V�g¯0²9�X®}Á9 b�9 �±>²w bÁ>�D�XÊ}�p }�V�m¶�zÁw«>©��}±w�g�z�g£�Á>�w¶]©9�O§a�SÉ�Á9 }©>«>¶ ¹ �g«J§]Ã>«w�z b��«:­O�b�9 bÁ9�p¥a�X�V b�w¡g©w�>­X±>²>«>¥V�zÁw¶J�V�m¶£g�X�9 z �¤OÁ9�g£p©>¦� �¥a�X²>«9�X©>�g¦ ¨]�p²w¯j¤O�³«>® �3 z�p²w z¯ÖÍ7«�ÏJ´
� �	� ��
������ �B
8
"5 �B
"7856�

λ(D) = ηn
⇒(D)

) ��' ��� !*�����
D ∈ Dm �

������
���
������������������w��¤V�}�g¡
(e1, . . . , em) � ©w }¢@�p�V�p²>¦c¬ ¤a°

(m,n)
°ÐÊz«>±w }²J°

Êz²9�p¨�«>®
H(D)

´� 5�p¯y }�g«w¯c­ÂÃ>�V�
a(ek) 6 a(el)

Ñ
k, l ∈ m

­
k 6= l

Ò��V�pÊmÁD�
«³�V�X�w¡g¢@���V�pÊmÁD�J­w¢@�pÊmÁD�

ek ⊆ el
´<À/�V�}ÄoÁD���b�9 bÁw¤V }�X­9Ã>�V�7Á>�w¶��wÄ�£g�pÊS�

j ∈ n¨�¤@©>¢>ª>«>¶
νj : Vm → {0, 1}

­DÊmÁ9 
νj(vk) = ���

j(a(ek))
Á>�w¶{�wÄ�£g�pÊS�

k ∈ m
­

�p±>²w bÁ9 b�w¶> }�7©w }¢@�p�V�p²>¤@Ä
⇒
°Ð²9�p�}¢>²9�p�}¢>¤��p²>Êz²9�p¨��

D
´ �B�X¢>«w¯Ö�g£p²9�X®S�g¯c­@�wÄ/°

£g�g¯j¤
(e1, . . . , em) ∈ H(D)

¯y�SÉF z¯��}�p�X¥g«>�g¡]¥]�z�g�p�g¥V }�V�}�g¥g«w �©w }¢@�p�V�p²>¦c¬
n
°

©9�p£g�p²
(ν1, . . . , νn) ⇒

°Ð²9�p�}¢>²9�p�z�p¢+�p²>Êz²9�p¨��
D
´ �3 }±w }²>¡�±>¤V�}�g¡

(ν1, . . . , νn)
� ©w }¢@�p�V�p²>¦c¬ n

°Ð©9�p£g�p²
⇒
°Ð²9�p�}¢>²9�p�z�p¢��p²>Êz²9�p¨��

D
´@Õ��p�X¥g«w¯ ¹ �V�g¯j¤�©9�p£g�p²>¤¥³�z�g�p�g¥V }�V�}�g¥g«w �Êz«>±w }²>Êz²9�p¨

(e1, . . . , em)
­5ÊmÁ9 

ei = S[(ν1(vi), . . . , νn(vi))]Á>�w¶7�wÄ�£g�pÊS�
i ∈ m

´ �] }Êz¢@��®O�p¯y }�g«>�g¡w­@Ã>�V�
(e1, . . . , em) ∈ H(D)

´a���g�}¢@�X�w¡p°
¢>¤��g£V�c¥g¦c¸� jÁD�X©>©>¦o§F�z�g�p�g¥V }�V�}�g¥g«>¶�¶J¥p�w¶JÄ%�V�m¶��pÃw }¥g«JÁw©w�/«>©��: }¢>�g«>¥g©>¦�¯j«:­
�V��«w�}¢@�g¯y�g ]²9�X¥V }©w�}�g¥V��«w¯y z }��¯y z�}�V�>´
�3 }±w }²>¡�±w�X�w¡g®z¤g¶>�}¡ �] z¯y¯y�p¬�ÍF«>®��3 z�p²w z¯j¦ Íw­a±w�X�w¤@Ã9�p z¯c­@Ã>�V�F�b�9 bÁw¤@Ä/°

Å� z �¤@�g¥V }²aÉ�Á9 }©>«w ]«w¯y z }��¯y z�}�V�>´

���������	��
����
α1(m,n) =

1

m!

m
∑

i=1

|s(m, i)|
∑

D∈Ji

(−1)|ED|ηn
⇒(D) �
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��¤V�}�g¡
G � ©w }¢@�p�V�p²>¦c¬�Ñ��p²>Êz²9�p¨FÒÂÊz²9�p¨�­a« V1 ⊆ V � ©w }¢@�p�V�p²w�g �¯j©w�X°ÉF z�}�g¥V�� }ÊS�³¥V }²>¸F«>©:´��� }²w }®

G − V
�g£g�p®z©9�zÃ>«w¯ ±w�p²w�SÉ�Á9 }©>©>¦c¬·±w�zÁwÊz²9�p¨

<V G\V >
Ñ��p²>Êz²9�p¨��VÒ�Êz²9�p¨��

G
´

��¤V�}�g¡
u � ©w }¢@�p�V�p²9�X¶|¥V }²>¸F«>©9�7Êz²9�p¨�� G

´ �� }²w }®������
(u)

�g£g�p®z©9�zÃ>«w¯
¯j©w�SÉF z�}�g¥V�|¥V�z b§+¥V }²>¸F«>©:­:�z¯y }É7©>¦o§�¥V }²>¸F«>©w 

u
´:��¤V�}�g¡

v � ©w }¢@�p�V�p²9�X¶
¥V }²>¸F«>©9���p²>Êz²9�p¨��

D
´ �� }²w }®������

(v)
�g£g�p®z©9�zÃ>«w¯�¯j©w�SÉF z�}�g¥V��¥V�z b§�¥V }²>¸F«>©

�z¯y }É7©>¦o§�¢�¥V }²>¸F«>©w 
v
«J�w«	�z¯y }É7©>¦o§�«>®�¥V }²>¸F«>©>¦

v
­:Ãw }²w }®���	�


(v) �¯j©w�SÉF z�}�g¥V��¥V�z b§�¥V }²>¸F«>©�Á9�g�}�g«>É7«w¯j¦o§�«>®
v
­a��Ãw }²w }®
���

(v) � ¯j©w�SÉF z�}�g¥V�¥V�z b§+¥V }²>¸F«>©:­5«>®�¢@�p�V�p²>¦o§�Á9�g�}�g«>É7«w¯Â�{¥V }²>¸F«>©9�
v
´ �Â�b�w«�¥V�p®z¡V¯y z¯c­:Ã>�V�

η⇒(∅) = 1
«

η↑(∅) = 1
­pÊmÁ9 

∅ � ©>¤O�9 }¥V�p¬�Êz²9�p¨Ç«J�w«7©>¤O�9 }¥V�p¬��p²>Êz²9�p¨�­X�V��9 }Êz¢@��¤OÁ9�g�}�V�p¥V }²>«>�g¡V�m¶5­>Ã>�V��«w¯y }Ä%�7¯y z�}�V�7�b�9 bÁw¤@Ä%ÅF«w /Áw¥a�F¤@�g¥V }²aÉ�Á9 }©>«>¶
Ñ��z¯c´J�p�X¢>ÉF (º ÏO¾�Òb´
� ����� ����� ������� ���3Ñ

⇒
°�Á9 }¢@�g¯j±w�p®z«>ª>«w�p©>©9�X¶��9 z¯y¯Â�VÒb´@��¤V�}�g¡

D � ©w }¢@�p�V�X°²>¦c¬³�p²>Êz²9�p¨�´ �3�pÊmÁD�
η⇒(G) = η⇒(G − ({v} ∪

��	�

(v))) + η⇒(G − ({v} ∪

���
(v)))Á>�w¶(�wÄ�£g�pÊS�

v ∈ V G
´

� ����� ����� ������� !#�cÑ
↑
°�Á9 }¢@�g¯j±w�p®z«>ª>«w�p©>©9�X¶��9 z¯y¯Â�VÒb´5��¤V�}�g¡

G � ©w }¢@�p�V�X°
²>¦c¬{Êz²9�p¨ «J�w«|�p²>Êz²9�p¨�´ �3�pÊmÁD�

η↑(G) = η↑(G − {v}) + η↑(G − ({v} ∪
�����

(v)))Á>�w¶(�wÄ�£g�pÊS�
v ∈ V G

´
���X�w¡g®z¤g¶>�}¡�¥g¦c¸� �ÁD�X©>©>¦�¯j«�¨]�p²w¯j¤O�D�p¯j«7¯y�SÉF z¯+�V }±w }²>¡��9 }Êz¢@��¥g¦cÃ>«w�b°

�w«>�g¡�Ñ
η↑(G)

Ò
η⇒(G)

Á>�w¶-�b�w¤@Ã9�X¶�©w }¢@�p�V�p²>¦o§+�}±w }ª>«9�O�w¡g©>¦o§-�g«>±w�p¥�Ñ Êz²9�O°
¨]�p¥�«J�w«|�p²>Êz²9�p¨]�p¥@Òo�p²>Êz²9�p¨]�p¥

G
´

� ��� ����� ���>��¤V�}�g¡
Kn

«
Km,n �

�z�g�p�g¥V }�V�}�g¥V }©>©w��±w�X�w©>¦c¬
n
°Ð¥V }²>¸F«>©J°

©>¦c¬0Êz²9�p¨�«0±w�X�w©>¦c¬·Áw¥g¤OÁ9�X�w¡g©>¦c¬·Êz²9�p¨��(Á9�X�w¶>¯j«·«>®
m
«

n
¥V }²>¸F«>©:´

�3�pÊmÁD�
η↑(Kn) = n + 1

«
η↑(Km,n) = 2m + 2n − 1

´ �Â�b�w«
Pn

±>²w�g�}�p�X¶
ªw }±>¡��

n
¥V }²>¸F«>©9�p¯j«:­V�V�]¯j¦Ö±w�X�w¤@Ã9�p z¯�±w�g�b�9 bÁ9�p¥a�X�V b�w¡g©w�g�}�g¡ ��«w£g�p©9�zÃ>Ã>«

η↑(Pn) = η↑(Pn−1) + η↑(Pn−2)
­
n = 2, 3, . . .

­
η↑(P0) = 1

­
η↑(P1) = 2

´
�3 }±w }²>¡�±>¤V�}�g¡

D � �p²>Êz²9�p¨�´ �Â�b�w«
D � ±>¤@�g¡�Á>�w«>©>¦

n
­w�V�

η⇒(D) =
n + 2

­>©w�
η↑(D) = η↑(Pn+1)

´ �Â�b�w«
D � ¢@�p©>�g¤@²�� n

­
n > 3

­J¥V }²>¸F«>©9�p¯j«:­
�V�

η⇒(D) = 2
­J©w�

η↑(D) = η↑(Pn−1) + η↑(Pn−3)
´

�B�X¢>ÉF /�9 }Êz¢@��¤OÁ9�g�}�V�p¥V }²>«>�g¡V�m¶5­@Ã>�V�� z�b�w«
C1, C2, . . . , Ck �

¥V�z �¢@�g¯j±w�X°
©w }©>�g¦
Ñ��b�D�p£g�p¬|�}¥g¶J®z©w�g�}�g«DÒc�}¥g¶J®z©w�g�}�g«0Ñ��p²>Êz²9�p¨��VÒ�Êz²9�p¨��

G
­>�V�

η(G) = η(C1) · η(C1) · · · · · η(Ck),
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ÊmÁ9 
η
 z�}�g¡�Ñ �w«w£g�

η⇒
­@�w«w£g�

η↑
Ò
η↑
´

�] }Êz¢@�³¤J£g bÁw«>�g¡V�m¶5­:Ã>�V�³©9�{¯j©w�SÉF z�}�g¥V � }ÉF }¬	�g£g �Á9 }¢@�g¯j±w�p®z«>ª>«w�p©>©>¦� 
¨]�p²w¯j¤O�w¦��zÁw«>©9�X¢@�p¥g¦]´VÕÂ�9 bÁ9�p¥a�X�V b�w¡g©w�>­X«w¯y z z¯��b�9 bÁw¤@Ä%Å� z y¤@�g¥V }²aÉ�Á9 }©>«w g´
� �	� ��
��#��� ��' ��� !*����� 
�C;�

D ∈ Jm
���B
8
"5 �B
"7856� ������
"�	785>�*�

η⇒(D) = η↑(D) �
�3 }±w }²>¡w­:«w�}±w�X�w¡g®z¤g¶ �] z¯y¯j¤�ÏJ­5¯y�SÉF z¯�±w }²w }±>«w�S�X�g¡�¨]�p²w¯j¤O�w¤|«>® �3 z�X°

²w z¯j¦ ���b�9 bÁw¤@Ä%ÅF«w¯Ö�}±w�g�z�g£g�g¯c´
���������	��
�� ′ � α1(m,n) =

1

m!

m
∑

i=1

|s(m, i)|
∑

D∈Ji

(−1)|ED|ηn
↑ (D)

´
�� }²w b§a�zÁ�¢F©w�p¥V�g¯j¤��g«>±>¤�²9�p�}¢>²9�p�}¢>«7¥��3 z�p²w z¯y e� ′ ¶J¥p�w¶> }�V�m¶�¨]�p²w¯Â�O�w¡p°©>¦�¯c­B©w�+�p�g©w�g�}«>�V b�w¡g©w� �3 z�p²w z¯j¦ Ï��p©·�}�p�X©w�p¥g«>�V�m¶��}¤@Å� z�}�g¥V }©>©>¦�¯c­j±w�X°

�}¢@�X�w¡g¢>¤|±w�p®z¥V�X�w¶> }��±w }²w }¬>�g«��F }ÉF }¬-©9�7Áw¥g¤OÁ9�X�w¡g©>¦� �Êz²9�p¨�¦ ¥�¨]�p²w¯j¤O�9 
«>® �3 z�p²w z¯j¦ ÏJ­V«��V z¯��S�p¯j¦�¯�ÁD�p }��¥V�p®S¯y�SÉ7©w�g�}�g¡7¤J¯y }©>¡g¸F«>�g¡�¢@�X�w«>Ãw z�}�g¥V�
ÃJ�9 }©w�p¥�¥��z�g�p�g¥V }�V�}�g¥g¤@Ä%Å� }¬��}¤J¯y¯y ]£g�X�9 z g­>Ãw z¯·¥�Áw¥a��²9�X®O�J´

ËF }¬w�}�g¥g«>�V b�w¡g©w�>­3±>¤V�}�g¡
Bc
{s,t} �

¯j©w�SÉF z�}�g¥V��¥V�z b§��}¥g¶J®z©>¦o§+Áw¥g¤OÁ9�X�w¡p°
©>¦o§�Êz²9�p¨]�p¥+��Á9�X�w¶>¯j« ÆX¨�«>¢@�}«>²w�p¥a�X©>©w�pÊS���z�g�}�p�X¥a�@ÈX­Â�z�zÁ9 }²aÉ��XÅF«w¯j«��z�X°
�p�g¥V }�V�}�g¥V }©>©w�

s
«

t
¥V }²>¸F«>©0Ñ ±w�p²a¶@Á9�p¢|Á9�X�9 }¬|©w ]¨�«>¢@�}«>²>¤V }�V�m¶9Ò �

s, t ∈ N
­

s + t = m
´>��¤V�}�g¡

b(s, t) =
∑

B∈Bc
{s,t}

(−1)|EB|ηn
↑ (B), s, t ∈ N, s + t = m.

 5�p¯y }�g«w¯c­JÃ>�V�
b(s, t) = b(t, s)

Á>�w¶(¥V�z b§
s, t ∈ N

­
s + t = m

­J���p�X¢>ÉF g­JÃ>�V�

b(1, t) =
∑

B∈Bc
{1,t}

(−1)|EB|ηn
↑ (B) = (−1)|EK1,t|ηn

↑ (K1,t) = (−1)t(2t + 1)n

Á>�w¶Ö�wÄ�£g�pÊS�
t ∈ N

´ �3 }±w }²>¡·«>® �3 z�p²w z¯j¦)Ï�¥g¦c�V }¢J�p }�Ö�}±>²9�X¥V bÁ>�w«>¥V�g�}�g¡
�b�9 bÁw¤@Ä%Å� }¬{�V z�p²w z¯j¦]´
���������	��
�� ��� �B
8
"5 �B
"7856�.���#��� $ �	�

α1(m,n) =
1

m!

m
∑

i=1

|s(m, i)|Yi(β(1, n), β(2, n), . . . , β(i, n)),
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β(1, n) = 2n �
β(j, n) =

j−1
∑

k=1

(

j

k

)

b(k, j − k), j ∈ 2, i.

� �
T0 �

�
T1 ���

� �����
�
� �����

�/©9�O�9�pÊz«>Ã>©w�/�V�g¯j¤V­O¢J�X¢F¥%�g£pÅ� }¬F�V�p±w�X�9�pÊz«>«F¥g¥V bÁ9 }©>¦0±w�p©>¶J�g«>¶
T0
°P­

T1
°

«
T2
°Ð±>²w�g�}�g²9�X©w�}�g¥w­:�p±>²w bÁ9 b�w«w¯ �b�9 bÁw¤@Ä%ÅF«w �¢J�D�p�z�}¦ Êz«>±w }²>Êz²9�p¨]�p¥w´�:@�p¥V�X°

²>«w¯c­>Ã>�V�³Ñ ¤a°ÐÊz«>±w }²>Êz²9�p¨FÒ�Êz«>±w }²>Êz²9�p¨
H
¶J¥p�w¶> }�V�m¶�Ñ ¤@±w�p²a¶@Á9�pÃw }©>©>¦�¯�ÒP�

� Ò T0
�/���	��

������������� �V�pÊmÁD��«(�V�X�w¡g¢@���V�pÊmÁD�J­@¢@�pÊmÁD�]Á>�w¶��wÄ�£p¦o§�¥V }²>¸F«>©

u, v ∈ V
­
u 6= v

­3�}¤@Å� z�}�g¥g¤V }�|Áw¤@Ê}�
e ∈ EH

­:�p�X¢J�X¶5­BÃ>�V�
(u ∈ e ∧

v 6∈ e ) ∨ (u 6∈ e ∧ v ∈ e)
­

	 Ò
T1
�/���	��

������������� �V�pÊmÁD��«��V�X�w¡g¢@���V�pÊmÁD�J­�¢@�pÊmÁD��Á>�w¶·�wÄ�£g�p¬�±9�X²>¦

¥V }²>¸F«>©
(u, v) ∈ V 2 ­ u 6= v

­<�}¤@Å� z�}�g¥g¤V }�(Áw¤@Ê}�
e ∈ EH

­9�p�X¢J�X¶5­<Ã>�V�
(u ∈ e ∧ v 6∈ e)

­

 Ò T2

�/���	��

������������� �V�pÊmÁD��«��V�X�w¡g¢@���V�pÊmÁD�J­�¢@�pÊmÁD��Á>�w¶·�wÄ�£g�p¬�±9�X²>¦
¥V }²>¸F«>©

(u, v) ∈ V 2 ­ u 6= v
­9�}¤@Å� z�}�g¥g¤@Ä%��Áw¤@Êz«

e1, e2 ∈ EH
­w�p�X¢>«w g­

Ã>�V�
(u ∈ e1 ∧ v ∈ e2 ∧ e1 ∩ e2 = ∅)

´
�] }Êz¢@��©9�X¬>�g«+¨]�p²w¯j¤O�w¤{Á>�w¶�Ã>«w�b�D��¥V�z b§�¤a°

(m,n)
°
T0
°ÐÊz«>±w }²>Êz²9�p¨]�p¥w­:�

�p�X¢>ÉF �Á>�w¶�Ã>«w�b�D��¥V�z b§�¤a°
(m,n)

°
T0
°ÐÊz«>±w }²>Êz²9�p¨]�p¥�£g }®�¢>²9�X�g©>¦o§�Áw¤@Êb´gÕ��g�p�p°

¥V }�V�}�g¥g¤@Ä%ÅF«w �¨]�p²w¯j¤O�w¦ Á>�w¶
(m,n)

°
T0
°ÐÊz«>±w }²>Êz²9�p¨]�p¥w­<���p�X¢>ÉF �Á>�w¶{Ã>«w�b°

�D��¥V�z b§
(m,n)

°
T0
°ÐÊz«>±w }²>Êz²9�p¨]�p¥F£g }®�¢>²9�X�g©>¦o§7Áw¤@Ê/¯y�SÉ7©w�]©9�X¬>�g«�¥�º¼»SÌX¾¿´VÓ

º ÏO¾�«w�z�b�9 bÁw¤V }�V�m¶	£g�X�9 z �¤@®z¢>«>¬�¢J�D�p�z���p�X¢>«J§�Êz«>±w }²>Êz²9�p¨]�p¥w­:¢@�p�V�p²>¦c¬0�}¥g¶@°
®O�X©� z�}�V z�}�g¥V }©>©>¦�¯0�g£p²9�X®S�g¯	�/�zÁw©>«w¯�«>®/¢J�D�p�z�z�p¥����g�}�p�J´@��²>«>¥V bÁ9 z¯�®}Á9 z�}¡
�zÁw«>©³«>®]²w }®z¤O�w¡O�p�X�V�p¥�«>®�º ÏO¾¿­>¢J�p�S�XÄ%ÅF«>¬w�m¶³©9�p�}�V�S¶JÅ� }¬³²9�p£g�p�g¦]´

Ó º ÏX¾�²9�p�z�z¯Â�X�g²>«>¥a�p }�V�m¶Ç±>²w�g£X�9 z¯Â�	±w }²w }Ã>«w�b�9 }©>«>¶Ç¢J�D�p�z�z�p¥
F µ

8 (n|m)Ñ
µ ∈ N

Òb´Â���p¢J�X®O�X©w�>­�Ã>�V� ¹ �p�+±>²w�g£X�9 z¯Â���}¥V�zÁw«>�V�m¶�¢Ö±>²w�g£X�9 z¯y |±w�zÁ9�}Ãw b°�p�
µ
°Ð±w�X�w©>¦o§Ö¤a°

(n,m)
°
T0
°ÐÊz«>±w }²>Êz²9�p¨]�p¥w­�¢@�p�V�p²9�X¶�¥	�}¥V�pÄ)�pÃw }²w bÁw¡0�}¥V�X°

Áw«>�V�m¶{¢{©9�O§a�SÉ�Á9 }©>«>Ä Ã>«w�b�D��¥V�z b§�Êz«>±w }²>Êz²9�p¨]�p¥��]¨�«>¢@�}«>²w�p¥a�X©>©>¦�¯ÖÃ>«w�b°
�9�g¯	¥V }²>¸F«>©�«(²w z£g }²:­w�]�p�X¢>ÉF ���¨�«>¢@�}«>²w�p¥a�X©>©>¦�¯0Ã>«w�b�9�g¯0©w }®O�X¥g«w�}«w¯j¦o§
¯j©w�SÉF z�}�g¥�¥V }²>¸F«>©:´yÓ º ÏX¾o©w }®O�X¥g«w�}«w¯y�g ³¯j©w�SÉF z�}�g¥V��Êz«>±w }²>Êz²9�p¨���«>©>�V }²J°
±>²w }�g«>²>¤V }�V�m¶�Ãw }²w }®� }ÊS�³�z�g�p�g¥V }�V�}�g¥g¤@Ä%ÅF¤@Ä�Ñ��g£g�g£pÅ� }©>©>¤@Ä]Ò

↑
°Ð²9�p�}¢>²9�p�}¢>¤V´

��²>«>¥V bÁ9 z¯ ²w }®z¤O�w¡O�p�X�X­�±w�X�w¤@Ãw }©>©>¦c¬ ¥ º ÏO¾�Á>�w¶ �b�w¤@Ã9�X¶
µ = 2

´]��¤V�}�g¡
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α0(m,n) = |F 2
8 (n|m)|

«
α̂0(m,n) � Ã>«w�b�9��¥V�z b§ ½O°Ð±w�X�w©>¦o§�¤a°

(n,m)
°

T0
°ÐÊz«>±w }²>Êz²9�p¨]�p¥
Ñ ¥ º ÏO¾ ¹ �g« Ã>«w�b�D�Ç�g£g�p®z©9�zÃw }©>¦ �z�g�p�g¥V }�V�}�g¥V }©>©w�ÔÃw }²w }®

α2(m,n) � � � β2(m,n)
Òb´ �] }Êz¢@�7¥g«JÁ9 }�g¡w­JÃ>�V�

α0(m,n) = (1/m!) α̂0(m,n)
´

��¤V�}�g¡
Gk
­
k ∈ N

­ � ¢J�D�p�z��¥V�z b§{Êz²9�p¨]�p¥
G
­w¤�¢@�p�V�p²>¦o§

V G = Vk
´w���p¢J�O°

®O�X©w�>­>Ã>�V�

α0(m,n) =
1

m!



(−1)m(m − 1)! +

m
∑

i=1

s(m, i)
∑

G∈Gi

(−1)|EG| ηn
↑ (G)



 .

Ñ Í@Ò
 5�p¯y }�g«w¯c­DÃ>�V���wÄ�£p¤@Ä ¨�¤@©>¢>ª>«>Ä «>®

F 2
8 (n|m)

¯y�SÉ7©w�(«>©>�V }²>±>²w }�g«>²w�X°
¥a�X�g¡³¥{�V }²w¯j«>©9�O§��V z�p²>«>«�¯j©w�SÉF z�}�g¥�¢J�X¢

m
°¿�z z¯y }¬w�}�g¥V�³²9�X®}�w«>Ã>©>¦o§�±w�zÁ>°

¯j©w�SÉF z�}�g¥�©w }¢@�p�V�p²w�pÊS�
n
°¿¯j©w�SÉF z�}�g¥a�J­D�p�X¢@�g g­9Ã>�V�7�wÄ�£p¦� �Áw¥a�7±w�zÁ9¯j©w�SÉF b°

�}�g¥a� ¹ �V�pÊS���z z¯y }¬w�}�g¥a��«w¯y }Ä%�(©w }±>¤V�}�V�g F±w }²w z�z }Ãw }©>«w  �D©9�X®S�p¥V z¯��p�X¢>«w F�z b°¯y }¬w�}�g¥a�7�z z¯y }¬w�}�g¥a�p¯j«-��©w }±>¤V�}�g¦�¯Ö±w }²w z�z }Ãw }©>«w z¯c´
À%£g�p®z©9�zÃ>«w¯-Ãw }²w }®

γ(m,n)
Ã>«w�b�9��½O°Ð±w�X�w©>¦o§

(n,m)
°ÐÊz«>±w }²>Êz²9�p¨]�p¥�Ñ «J�w«

Ã>«w�b�9���z z¯y }¬w�}�g¥�«>®
m
±w�zÁ9¯j©w�SÉF z�}�g¥

n
°¿¯j©w�SÉF z�}�g¥a�-��©w }±>¤V�}�g¦�¯ ±w }²w z�z b°

Ãw }©>«w z¯ �<�p�V¯y }�g«w¯c­DÃ>�V��±w�zÁ9¯j©w�SÉF z�}�g¥a�{¥ ¹ �g«J§��z z¯y }¬w�}�g¥a�O§-¯y�pÊz¤@��±w�p¥g�V�X°²a¶J�g¡V�m¶9Òb´p���g�}¢@�X�w¡g¢>¤]Ã>«w�b�9�/¤@±w�p²a¶@Á9�pÃw }©>©>¦o§
k
°Ð²9�X®S£p«w }©>«>¬�Ã>«w�b�D�

m
²9�X¥g©w�

(m−1
k−1

) º �O¾¿­J�V�7±w�X�w¤@Ã9�p z¯

γ(m,n) =

m
∑

k=1

(

m − 1

k − 1

)

α0(k, n) =

=
1

m!

m
∑

k=1

m!

k!

(

m − 1

k − 1

)

α̂0(k, n) =
1

m!

m
∑

k=1

L′(m, k)α̂0(k, n),

ÊmÁ9 
L′(m, k)

Ã>«w�b�D� ����Ñ�£g }®�®z©9�X¢J�VÒb­�«J�w«:­�¢J�X¢Ç�p©>«��V�SÉF �©9�X®z¦c¥a�XÄ%�V�m¶5­
Ã>«w�b�D��Õ��g«>²J�w«>©>Ê}�7�g²w }�g¡V }ÊS��²w�zÁD�{º �X¾¿´aË��O�9 z g­w z�b�w«

β0(i, n) =
∑

G∈Gi

(−1)|EG|ηn
↑ (G),

�V��«>®�¨]�p²w¯j¤O�w¦ Ñ Í@Ò�±w�X�w¤@Ã9�p z¯c­>Ã>�V�

γ(m,n)=
1

m!

[

m
∑

k=1

(−1)k(k − 1)!L′(m, k)+
m
∑

k=1

L′(m, k)
m
∑

k=1

s(k, i)β0(i, n)

]

.
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���g�}¢@�X�w¡g¢>¤�±w }²>¥a�X¶³�}¤J¯y¯Â��²9�X¥g©9�
−(m − 1)!

­9�F¥g�V�p²9�X¶³�}¤J¯y¯Â�J­J±w�g�b�9 �«>®}°
¯y }©w }©>«>¶{±w�p²a¶@Áw¢J���}¤J¯y¯j«>²w�p¥a�X©>«>¶³«³±>²>«w¯y }©w }©>«>¶|�z�g�p�g©w�p¸� }©>«>¬	º �O¾

[x]m =
m
∑

k=1

L′(m, k)[x]k, [x]m =
m
∑

k=1

s(m, k)xk «
[x]m =

m
∑

k=1

|s(m, k)|xk,

²9�X¥g©9�
m
∑

i=1

(

m
∑

k=i

L′(m, k)s(k, i)

)

β0(i, n) =

m
∑

i=1

|s(m, i)|β0(i, n),

�V�

γ(m,n) =
1

m!



−(m − 1)! +

m
∑

i=1

|s(m, i)|
∑

G∈Gi

(−1)|EG|ηn
↑ (G)



 ;
Ñ�ÏVÒ

®}Á9 z�}¡
[x]m

«
[x]m � �z�g�p�g¥V }�V�}�g¥V }©>©w��¤J£p¦c¥a�XÄ%ÅF«>¬�«�¥V�p®z²9�p�}�p�XÄ%ÅF«>¬(¨��X¢J°�V�p²>«9�O�w¦ º �X¾¿´

��©>�V }²w z�}©w�7®O�p¯y }�g«>�g¡(¨]�p²w¯Â�O�w¡g©>¤@Ä �e§a�SÉF z�}�g¡�¨]�p²w¯j¤O�w¦ «>® �3 z�p²w z¯j¦
� ′ �c¨]�p²w¯j¤O�D�p¯j«³Ñ Í@Ò3«|Ñ�ÏVÒb´�1|¦Ö�}Ã>«>�p�p z¯c­gÃ>�V���}¤@Å� z�}�g¥g¤V }�]£g�X�9 z oÊm�w¤J£g�p¢>«>¬¢@�g¯y£p«>©9�X�V�p²>©>¦c¬	�z¯j¦��b�3­:�p�g¥V }Ã9�XÄ%ÅF«>¬�®O� ¹ �g¤��e§a�SÉF z�}�g¡w­:§a�p�O¶-©9�p¯ ±w�p¢J�©w �¤OÁD�O�9�g�}¡�¤V�}�p�X©w�p¥g«>�g¡w­9Ã>�V���9 }É7«>��¥��g�}©w�p¥V  ¹ �V�pÊS��¨��X¢>�p�J´ÑY�/°ÐÊz«>±w }²>Êz²9�p¨FÒ#Êz«>±w }²>Êz²9�p¨

H
£g }® ¢>²9�X�g©>¦o§�²w z£g }² ¶J¥p�w¶> }�V�m¶

Ñ/$&�
���	56�	?�
"�	9 �%Ò ���	56�	?�
"�	9 ��­a z�b�w«
e1 6⊆ e2

Á>�w¶��wÄ�£p¦o§�Áw¥g¤a§�²9�X®}�w«>Ã>©>¦o§
²w z£g }²

e1, e2 ∈ EH
­g�V�� z�}�g¡�¯j©w�SÉF z�}�g¥V�

EH
¶J¥p�w¶> }�V�m¶��z z¯y }¬w�}�g¥V�g¯¥
 ±w }²J°

©w }²9��©9��¯j©w�SÉF z�}�g¥V 
V H

´���¤V�}�g¡
H � ±>²w�p«>®z¥V�X�w¡g©9�X¶

(m,n)
°[�X©>�g«>ªw }±>¡

Ñ
(m,n)

°ÐÊz«>±w }²>Êz²9�p¨�­�¶J¥p�w¶JÄ%ÅF«>¬w�m¶ �X©>�g«>ªw }±>¡gÄ]Òb´ ���}©w�>­�Ã>�V� ¯j©w�SÉF z�}�g¥V�
n
°Ð©9�p£g�p²w�p¥

{a(e) | e ∈ EH}
­:¶J¥p�w¶> }�V�m¶�¯j©w�SÉF z�}�g¥V�g¯ ¯j«>©>«w¯Â�O�w¡g©>¦o§	 bÁw«J°

©>«>ª+©w }¢@�p�V�p²w�p¬0¨�¤@©>¢>ª>«>«+«>®
A1(m,n)

�:�g£g�p®z©9�zÃ>«w¯ ¹ �g¤-¨�¤@©>¢>ª>«>Ä
Ãw }²w }®
fH
´wÕ��g�p�g¥V }�V�}�g¥g«w g­w¢@�p�V�p²w�g �Êz«>±w }²>Êz²9�p¨�¤

H
±>²>«>±>«w�}¦c¥a�p }�(¨�¤@©>¢>ª>«>Ä

fH
­

�p±>²w bÁ9 b�w¶> }�7�zÁw©>¤�£p«w }¢>ª>«>Ä��%¯j©w�SÉF z�}�g¥a�F¥V�z b§
(m,n)

°[�X©>�g«>ªw }±w }¬{©9��¯j©w�X°
ÉF z�}�g¥V�

A1(m,n)
´

��¤V�}�g¡
H = (V, E)

­
E = {eλ, λ ∈ Λ}

­ � ©w }¢@�p�V�p²>¦c¬-Êz«>±w }²>Êz²9�p¨�´<À%£g�X°
®z©9�zÃ>«w¯

Λv = {λ ∈ Λ | v ∈ eλ}
Á>�w¶��wÄ�£g�pÊS�

v ∈ V
´ � $&� �	9&�	,0� ���	�

��

������������� Êz«>±w }²>Êz²9�p¨��
H
©9�X®z¦c¥a�p z¯ Êz«>±w }²>Êz²9�p¨

H∗ = (V ∗, E∗)
­oÊmÁ9 

V ∗ = Λ
«
E∗ = {Λv, v ∈ V }

´ �Â�b�w«
H � ±w�g¯y }Ãw }©>©>¦c¬�¤a°ÐÊz«>±w }²>Êz²9�p¨�­D�V�

H∗ �p�X¢>ÉF (¶J¥p�w¶> }�V�m¶�±w�g¯y }Ãw }©>©>¦�¯ ¤a°ÐÊz«>±w }²>Êz²9�p¨]�g¯ �5�w«>©w }¬>©>¦c¬	±w�p²a¶@Á9�p¢
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©9�
V ∗ «>©JÁw¤@ª>«>²w�p¥a�X©��w«>©w }¬>©>¦�¯0±w�p²a¶@Áw¢@�g¯·©9� E ­@«(¤@±w�p²a¶@Á9�pÃw }©>©w�g�}�g¡�²w b°£g }²�¯j©w�SÉF z�}�g¥a�

E∗ «>©JÁw¤@ª>«>²w�p¥a�X©9���w«>©w }¬>©>¦�¯�±w�p²a¶@Áw¢@�g¯c­VÁD�X©>©>¦�¯+©9� V
«

±w�g¯y }Ã9�XÄ%ÅF«w¯
H
´ �] }Êz¢@�F®O�p¯y }�g«>�g¡w­@Ã>�V�F z�b�w«

H � ¤a° (m,n)
°[�X©>�g«>ªw }±>¡w­@�V�

�z�g�p�g¥V }�V�}�g¥g¤@Ä%ÅF«>¬�Áw¤a�O�w¡g©>¦c¬ÇÊz«>±w }²>Êz²9�p¨
H∗ ¶J¥p�w¶> }�V�m¶�¤a° (n,m)

°
T1
°ÐÊz«J°

±w }²>Êz²9�p¨]�g¯c´y��� ¹ �V�g¯j¤	Ã>«w�b�9�+¥V�z b§	±w�g¯y }Ãw }©>©>¦o§·¤@±w�p²a¶@Á9�pÃw }©>©>¦o§ T1
°ÐÊz«J°

±w }²>Êz²9�p¨]�p¥w­>¤�¢@�p�V�p²>¦o§
m
¥V }²>¸F«>©|«

n
²w z£g }²:­w²9�X¥g©w��Ã>«w�b�w¤

α̃1(m,n)
­w«:­

¢J�X¢|¯j¦ ¤@ÉF �¥g«JÁ9 b�w«:­9�p©w�7²9�X¥g©w�
m!α1(m,n)

´
�B�X¢>«w¯ �g£p²9�X®S�g¯c­�«>®|±>²>«>¥V bÁ9 }©>©>¦o§Ç¥g¦c¸� ³²9�p�z�}¤@É�Á9 }©>«>¬ ¥g«JÁw©w�>­�Ã>�V�

�b�9 bÁw¤@Ä%ÅF«w FÃw }�g¦c²w �±>²w�g£X�9 z¯j¦]­:��«w¯y }©>©w�n�<±>²w�g£X�9 z¯Â���p±>²w bÁ9 b�9 }©>«>¶+Ã>«w�b°
�D�

α1(m,n)
­j±>²w�g£X�9 z¯Â��±w }²w }Ã>«w�b�9 }©>«>¶�¯j©w�SÉF z�}�g¥a�+¥V�z b§	¤a°

(n,m)
°
T1
°ÐÊz«J°

±w }²>Êz²9�p¨]�p¥w­@±>²w�g£X�9 z¯Â��ËF bÁ9 }¢>«>©JÁD�F«�±>²w�g£X�9 z¯Â���p±>²w bÁ9 b�9 }©>«>¶{Ã>«w�b�D�F¥V�z b§
�z z¯y }¬w�}�g¥ 
 ±w }²>©w }²9��©9�³¢J�X¢@�g¯B°Ð�V�+¯j©w�SÉF z�}�g¥V g­y¶J¥p�w¶JÄ%�V�m¶5­B¥�±>²>«>©>ª>«>±w g­
¹ ¢>¥g«>¥a�O�9 }©>�g©>¦�¯j«:´

����� ������� � � ���F��� 
	� ���B� �,��������� ��� ��� � �]�c��� �
��� � 

	 � �

��²w�p«J�>�wÄ��}�g²>«>²>¤V z¯�¥V�p®S¯y�SÉ7©w�g�}�g«-¨]�p²w¯j¤O�w¦]­@ÁD�X©>©w�p¬³¥ �3 z�p²w z¯y �	@´
� ��� ����� !#�>Ó�¦cÃ>«w�b�w«w¯ ®z©9�zÃw }©>«>¶

α1(m,n)
­

1 6 m 6 5
´����g�}¢@�X�w¡g¢>¤

b(1, t) = (−1)t(2t + 1)n
«

b(s, t) = b(t, s)
Á>�w¶-�wÄ�£p¦o§

s, t ∈ N
­5�V�{Ã>�V�X°

£p¦ ¥g¦cÃ>«w�b�w«>�g¡
α1(m,n)

­
1 6 m 6 5

­:©>¤@É7©w�| }Å� 7²9�p�z�z¯y�p�g²w }�g¡��V�X�w¡g¢@�
¢J�D�p�z�}¦

Bc
{2,2}

«
Bc
{2,3}

´oÎ]��²>«w�g´�»|ÁD�X©>¦�¥V�z �©w }±w�g¯y }Ãw }©>©>¦� +Áw¥g¤OÁ9�X�w¡p°
©>¦� ÂÊz²9�p¨�¦]­S±>²w bÁ9�}�p�X¥p�w¶JÄ%ÅF«w �¢J�D�p�z�}¦]­O©9��¢@�p�V�p²>¦� �«>®S�g¯y�p²w¨�«>®S¯|Êz²9�p¨]�p¥
²9�X®S£p«>¥a�p }��¯j©w�SÉF z�}�g¥a�

Bc
{2,2}

«
Bc
{2,3}

´y�� }²>¥V�g �Ã>«w�b�9�-¥V�p®}�9 ��wÄ�£g�pÊS��«>®
±>²>«>¥V bÁ9 }©>©>¦o§(Êz²9�p¨]�p¥F¶J¥p�w¶> }�V�m¶�¯y�pÅF©w�g�}�g¡gÄ��z�g�p�g¥V }�V�}�g¥g¤@Ä%Å� }ÊS��¢J�D�p�z�S�J­
¥g�V�p²w�g ÂÁD�p }�%�z�g�p�g¥V }�V�}�g¥g¤@Ä%Å� z �®z©9�zÃw }©>«w 

η↑
Ñ ¤�¥V�z b§]«>®S�g¯y�p²w¨�©>¦o§�Êz²9�p¨]�p¥

¹ �g«{®z©9�zÃw }©>«>¶³�V�SÉ�Á9 z�}�g¥V }©>©>¦%Òb´

�y«w�g´:»g´
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À/�V�}ÄoÁD�J­>«w�}±w�X�w¡g®z¤g¶ �3 z�p²w z¯j¤�	@­>±w�X�w¤@Ã9�p z¯
b(1, 1) = −3n ­ b(1, 2) = 5n ­ b(1, 3) = −9n ­ b(1, 4) = 17n ­
b(2, 2) = −4 · 8n + 7n ­ b(2, 3) = 6 · 14n + 6 · 13n − 6 · 12n + 11n

«
β(1, n) = 2n ­ β(2, n) = −2 · 3n ­ β(3, n) = 6 · 5n ­
β(4, n) = −8 · 9n − 24 · 8n + 6 · 7n ­
β(5, n) = 10 · 17n + 120 · 14n + 120 · 13n − 120 · 12n + 20 · 11n ´

 5�p¯y }©>¶J¶
xi
­
i ∈ 5

­J®z©9�zÃw }©>«w z¯
β(i, n)

¥�¯j©w�pÊS�pÃJ�9 }©9�O§ �o b�>�D�{º¼»SÏX¾
Y1(x1) = x1

­
Y2(x1, x2) = x2

1+x2
­

Y3(x1, x2, x3) = x3
1+3x1x2+x3

­
Y4(x1, . . . , x4) = x4

1 + 6x2
1x2 + 4x1x3 + 3x2

2 + x4
­

Y5(x1, . . . , x5) = x5
1 +10x3

1x2 +10x2
1x3 +15x1x

2
2 +5x1x4 +10x2x3 +x5±w�X�w¤@Ã9�p z¯c­w�z�g�p�g¥V }�V�}�g¥V }©>©w�>­9¥g¦c²9�XÉF }©>«>¶T�

2n,
4n − 2 · 3n,
8n − 6 · 6n + 6 · 5n,
16n − 12 · 12n + 24 · 10n + 4 · 9n − 24 · 8n + 6 · 7n,
32n − 20 · 24n + 60 · 20n + 20 · 18n + 10 · 17n − 120 · 16n − 120 · 15n+

+ 150 · 14n + 120 · 13n − 120 · 12n + 20 · 11n,

«F�p�V�}ÄoÁD�J­X«w�}±w�X�w¡g®z¤g¶F±w }²>¥g¤@Ä�¨]�p²w¯j¤O�w¤�«>® �3 z�p²w z¯j¦ 	@­X¯j¦0�p¢@�p©>Ã9�X�V b�w¡g©w�
©9�O§a�zÁw«w¯c­wÃ>�V�
α1(1, n) = 2n

~
α1(2, n) =

1

2!
(4n − 2 · 3n + 2n)

~

α1(3, n) =
1

3!
(8n − 6 · 6n + 6 · 5n + 3 · 4n − 6 · 3n + 2 · 2n)

~

α1(4, n) =
1

4!
(16n − 12 · 12n + 24 · 10n + 4 · 9n − 18 · 8n + 6 · 7n − 36 · 6n+
36 · 5n + 11 · 4n − 22 · 3n + 6 · 2n)

~
α1(5, n) =

1

5!
(32n − 20 · 24n + 60 · 20n + 20 · 18n + 10 · 17n − 110 · 16n−
120 ·15n +150 ·14n +120 ·13n−240 ·12n +20 ·11n +240 ·10n+
40 · 9n − 205 · 8n + 60 · 7n − 210 · 6n + 210 · 5n + 50 · 4n−
100 · 3n + 24 · 2n)

v
�B�X¢>ÉF g­%ÆX£g }®z¢@�g¯j±>¡gÄ%�V }²>©w�g¯j¤DÈ�¥g¦cÃ>«w�b�9 }©>«>Ä ±w�zÁ>ÁD�p }�V�m¶·«·©9�O§a�SÉ�Á9 b°

©>«w ��b�9 bÁw¤@Ä%ÅF«J§(Áw¥g¤a§{¨]�p²w¯j¤O���
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α1(6, n) =
1

6!
(64n−30 ·48n+120 ·40n+60 ·36n+60 ·34n−12 ·33n−345 ·32n−
720 ·30n +810 ·28n +120 ·27n +480 ·26n +360 ·25n−480 ·24n−
720 ·23n−240 ·22n−540 ·21n +1380 ·20n +750 ·19n +60 ·18n−
210 · 17n − 1535 · 16n − 1820 · 15n + 2250 · 14n + 1800 · 13n−
2820 ·12n +300 ·11n +2040 ·10n +340 ·9n−1815 ·8n +510 ·7n−
1350 · 6n + 1350 · 5n + 274 · 4n − 548 · 3n + 120 · 2n)

~
α1(7, n) =

1

7!
(128n−42·96n+210·80n+140·72n+210·68n−84·66n+14·65n−
819·64n−2520·60n+2730·56n+840·54n+840·52n−420·51n+
2940 · 50n + 630 · 48n − 5040 · 46n + 840 · 45n − 1260 · 44n+
1680 · 43n − 9660 · 42n + 1260 · 41n + 3360 · 40n − 7560 · 39n+
11130 · 38n + 5880 · 37n + 9240 · 36n + 2982 · 35n − 6300 · 34n −
8652 · 33n−
9905 · 32n − 8400 · 31n − 8540 · 30n + 13860 · 29n + 14490 · 28n −
5040 · 27n+
10500 · 26n +10080 · 25n− 8120 · 24n− 15050 · 23n− 5040 · 22n−
11340 · 21n +20580 · 20n +15750 · 19n− 1540 · 18n− 5810 · 17n−
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