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{4|_}E~_�p�k�q���w���E���q~p�~p���q~�|>�>���_�������q�G�q�q�c�E~��c�k�q�k�p���E~\�q�k�q���c�q~p���G�����
�p�6�q~p���q�c|_�������0���k�c���G�k�q�c���p}k�8|_�����q���p�q�p�E~_���G}k�E�k���G�k���d�0���6�������������> 
�c�>�q����}T�c~p�E�U�m�����p�6¡~_�p�k}E~p�����R~I�k���>�q�q�k�p�k�w¢c£¤�G�m}����c�k�c�E~�¥§¦\¨6�E�p�c�G�q�c}c��~p���
�6�c���k�����T�>�q�k�q�k�p�k��}E�U�8�6�c�
�������E~p�����>�q�k�q�c���p�q�p�E~_�y�©���q�.ª_�E�c�i|>�>���_���w�«�
�q�c|p�q�q~_~d}����c�k�c�E~�¥ ¬>¨��E�p�c�G�q�c}c��~p���e~_~X�>�qB�c�����E�y���q~_�p�8�G���q~p���G|_�q~p�m�q�P�k�p�k�
���q�
�6�c�q~p�����d�®�p�q�p�E~_�©�G}k�E�k���G�k���d�®���6���������w¢«¯d�P~_�p�E~����E~_�X�w���q���p�q~\ 
�����>�q�k���d���p�q�p�E~_�°�G}k�E�k���G�E�c}q��}k�d���G±�¡m�8�0�q�k�P~p� �p}E�k~pB���_�k�p�E�B�8�����®²³�G}c 
�E�k���G�E�c}i´ ~\�q}E~\��~p}T�Eµe�®�_�_��~p�T¶�G¡m�8�®}E�_~��c�>��~p}k�����6���������w�«�6�8�G|>�G�����G�
|>�>���_�����>�qB�c�����E�y���q~_�p���·���G|_�q~p�m�q���t¥ ¸>¨¹¢Iºy�G�q~_~k�»}
���c�k�c�E~�¥ ¼k¨4�G}k�E�c�q�k�
�c�d���0�q�c�8�G|>�G�q���w���E�0�����
���>�q���������c�>��~p}k�d�
���6�����������>�qB�c�����E�y���q~_�p���
���G|_�q~p�m�q�������q�k�G��~_�����q�G�q�q�c�k�®�'���q�'���q�c��|_}E�G�q�k���d��p�q�p�E~_�i�G}k�E�k���G�E�c}q�
�®���G¶m~0�q~0}E�_~0�c�>��~p}k�½���6���������®���q�Vª_�E�cB�i���6¶����¾¥ ¿���À8�IÁB¨¹¢�¯d�c|_�����8 
�m��� ����� ª_�E�k�·�G�����G���G�0�_�_�8���G����~_�y�d�.���q~\�q���8�G�E�c}0����ª_�6�p�q~p���q�P~p���c�>�
�
�G}k�E�k���G�c�c�y�w�P�q�c|_}E�G�q�8�V�6���q�k�p�k���k�.���c�8�G|>�G�E~\�q�E�p�k}E�i���c�k�c�k�¾¥ ¼c¨¹¢yÂ��c}k�X�
}T�G�����G�������c�8�G|>�G�E~\�q�E�p�k}T��������}E�_�q���E�U��}����c�p�E�B�8¡~p�����c�k�c�E~k¢
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#4�E�p�k�
E2 = {0, 1}, E∞

2 $
�y�q�B¶m~_�p�k}E��}E�_~\�.�p}E~p�E�T�\���c}

a(1)a(2)...,U��~
a(j) ∈ E2, j = 1, 2, ...;

¢%#4�E�p�k�

f : (E∞
2 )n → (E∞

2 )m

$
�G}k�E�k���G�k���G�'���6����������²³�8¢  ¹���6����������µ\�B�E��~_�p�k���c���d|>�>���c~p�E�U�'�q~p���6���q~p���c 

�q���_�k�c�k�q�c�~p�������y�w�qU��~
q ∈ Q = {q1, ..., qr}

¢




q(1) = q1,
q(t+ 1) = ϕ(q(t), a1(t), ..., an(t)),
bj(t) = ψj(q(t), a1(t), ..., an(t)), j = 1, ...,m.

(1)

#e�G���c�P~p�k�
q
���G|_�X}T�c~p�E�U�·�_�k�p�E�B�8���q~_� �8¢  ¹���6���������

f
�
q1 $

~_~����_���>�q�c 
���R���_�k�p�E�B�8���q~_�X�d}E~p���E�c�

$
�c�6��}k�

a = (a1, ..., an)
�
b = (b1, ..., bm)���G|_�X}T�G±��E�U�t}c�T�_�q�q�c�°�t}k�d�T�_�q�q�c� �c�6��}T�c�y�w�d�i�p}E~p�E�T�\���c}T�

a(1)a(2)...�
b(1)b(2)... $

}c�T�_�q���R� �
}k�d�T�_�q���R� �p}E~p�E�T�\���c}T�c�y�w�y�_�k�c�k}E~p�E�p�k}E~p���q��¢
&����c�_�X}E�_~\���8¢  ¹���6�����������k�k�c|_���_���q�
�q~p�q~p|

Pa
¢�'��\�q�

|Q| = 1
�k�E�e�G}k�E�k���G�c 

���6±½���6��������±�² ¦>µ'�P�B¶��q�
�c�E�B¶��~_�p�k}k���k�����c�>��~p}E�c�V}E~p���E�c�8 ¹���6�������q~p�
ψj(q(t), a1(t), ..., an(t))

���p�����c�G�k���c�>��~p}k�½���6���������V���c�p�k���R� �\�q�6���c~_�
�G}k�E�k���G�k���d�2¢�{4|_}E~_�p�k�q�������E��}E�_~e�c�>��~p}k� ���6�����������q�c�q�B¶���G±��E�U� �_�q�q�c�
���6�������q~p�

x̄ ∨ ȳ
¢

¯ �8���c�_�_~��G}k�E�k���G�k���d�����6���������i}k}E~\��~_� �c�q~p���G�������p�6�q~p���q�c|_���������
�k�c���G�k�q�c���p}k�8|_�w¢)(e�q���p�6�q~p���q�c|_������� �c�>��~_�V�q�p�q�G�q�k|B�c}T�G�k���c�q~p���G�����+*





(ηf)(x1, ..., xn) = f(x2, x3, ..., xn, x1),
(εf)(x1, ..., xn) = f(x2, x1, x3, ..., xn),
(Ωf)(x1, ..., xn−1 = f(x1, x1, x2, ..., xn−1),
(5f)(x1, x2, ..., xn+1) = f(x2, x3, ..., xn+1),
(f ∗ g)(x1, x2, ..., xl+n−1) = f(g(x1, ..., xl), xl+1, ..., xl+n−1).

, �q~p���G�������k�c���G�k�q�c�®�p}k�8|_� ² ��¢ �k¢ µ\�«�����q�P~p�q~p�����G���
i
 ¹�c��}c�T�_�q�q�c�®�

j
 ¹�c�

}k�d�T�_�q�q�c��q~p�q~_�P~p�����R�.-8¢  ¹���6���������
f(x1, . . . , xn) = (y1, . . . , ym)

�>|>�>���c~p�
-8¢  ¹���6��������±

g(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) = (y1, . . . , yi−1, yi+1, . . . , ym),
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}k�X���q�\�q��~_�y�6± �>�qB�c�����E�y���q~_�p��� �\��~\�q�6±�¡m�q���k�c���G|B�k�X¢��I�����c�c~_�X�����E�
��¢n�k¢:�����q�P~p���q�����

f
}0�_�k�p�E�B�8�����

q
�2~_�\�q�

ψj
}��6���G}k�q~p�����°² ¦>µ��������k��}c 

�q��|>�G}k�q�p�����c�
ai
�����

q(t) = q
�:��}k�X���q�\��~p���q~

bs(t)
�k�p�6¡~_�p�k}c�q��~p�E�U�.�q�

�n�T~_�P~




q(1) = q1,
q(t+ 1) = ϕ(q(t), a1(t), ..., ai−1(t), ψj(q(t), a1(t), ...ai−1(t),
ai+1(t), ..., an(t)), ai+1(t), ..., an(t)),

bs(t) = ψs(q(t), a1(t), ..., ai−1(t), ψj(q(t), a1(t), ..., ai−1(t),
ai+1(t), ..., an(t)), ai+1(t), ..., an(t)),

s = 1, 2, ..., j − 1, j + 1, ...,m.

�I�����c�c~_�X�w���E����¢ �k¢2�����q�P~p���q���0�
f
�2~_�\�q���c���������q�P~p���q���0}0���_���>�q�k�q�k�

�_�k�p�E�B�8�����
q1
�>�m��|X~_~I�����q�P~p���q�P�k�p�k��}4�_�k�p�E�B�8�����

q(t)
�\��~\�q�E~p�4�����q�P~p���8 

�P�k�p�k��}��_�k�p�E�B�8�����
q(t+ 1)

¢ #4�E�p�k�
M ⊆ Pa

�8�k�k�c|_���_���q���q~p�q~p|
[M ]

�y�q�G 
¶m~_�p�k}E��}E�_~\� -8¢  ¹���6���������w�w�q�G�q�6���G±�¡m�8�T�U����|

M
���q�k�P�c¡m�k± �c�q~p���G�����

�p�6�q~p���q�c|_�������
���k�c���G�k�q�c���p}k�8|_�w¢w´��q�B¶m~_�p�k}E�
M
���G|_�X}T�c~p�E�U�
�q�G�q���R�X�

~_�\�q�
[M ] = Pa

¢�#4�q�k�G��~_�����q�G�q�q�c�k� ���q�
Pa
�_�k�p�E�c���.} �c���q�B�G�����V}E�_~\�

�q�G�q���d���y�q�B¶m~_�p�k}
M
¢

{��P~_~p���P~_�p�E���E~_�c�q~_��� *
���	��
�����������������������! ��"��#%$'&"$'(��*),+

M ⊂ Pa -�.0/ �!�"$'( / � [M ∪ {x̄ ∨
ȳ}] = Pa . ��12� - &"(3),&" 4�!$'��&65 - � / � - ���*),�879&6 �&"$:�"�<; . 12� / 5 - � / � - ��&=���
5 - � / ��$?>@��A�&"( (22|Q|2+1

)!.

B��
	�� x�RsXx��·u ��uDC<C � z v �E� !�� !�»u���� � �»s���»u !�uGF
C �

, �k�c|_���_���q� �q~p�q~p|
X,1,0, f

�
, f&, f∨

�G}k�E�k���G�k���R~»�����E~p�����q~p�c�G�������q�\ 
�k�����q�k�p�k���d�����6���������w�q�_�k�c�k}E~p�E�p�k}E~p���q���

x̄, 1, 0, x̄1 ∨ x̄2, x1&x2, x1 ∨ x2.(e�q�����G�k�6���>�q�k���d�
D,N

�G}k�E�k���G�k���6± ���6��������± ���6���G}k�q~p�������y��² ¦>µ\�
U��~

m = n = D + N,Q = {1, ..., D + N}
�� ���q� �q±4�k�cB�

a ∈
ED+N

2 ψ(i, a) = 0i−110D+N−i �

ϕ(i, a) =

{
i+ 1

�����
i < D +N,

D + 1
�����

i = D +N



¬��k¬ � a �4a��y<BQ>DEM

���G|B�c}E~_�
(D,N)

 ¹�p�q~p�k�����6�k�
���k�k�c|_���_���q�
�q~p�q~p|
BD,N

¢
BD,N

}k�d���c~p�e}E�_~\ 
U�����_�q�������k��¶m~'�q�k�\��~\���c}T�G�E~\�q�k�q�k�p�k���e�q~p���q�_���k�

N
�����q~\�q�q~p���q�_���k�

D
¢+'��\�q��¶m~��������E~\�
¶m~��E�\���c}k���6�

ψ(i, (a1, . . . , aD+N )) = ai,
�E�����G|B�G 

}E~_�����
(D,N)

 ¹�_~\��~p���E�c�q�k� ���k�k�c|_���_���q� �q~p�q~p|
CD,N

¢w´��q�B¶m~_�p�k}E� }E�_~\�
�p�q~p�k�����6�c}��k�k�c|_���_���q�t�q~p�q~p|

K
¢

�d~p|m�c_���G�����q~p����� �k�c¡m�q�k�p�k�w���c�>��~_���q�_�\��~\���c}T�G�k�������q�G�q�q�c�k���p�q�p�E~\ 
�y�·}k�8���

{f
�
, f}
��U��~

f
|>�>���c~p�E�U���6���G}k�q~p�������y�®² ¦>µ\¢

(e�q�
D, 0 6 D 6 s

�q�k�\��~\���c}T�G�E~\�q�k�q�k�p�k�
²³¬Eµ\�

(a(1), b(1)), (a(2), b(2)), . . . , (a(s), b(s)), (2)

U��~
a(1), . . . , a(s) ∈ En

2 ; q(1), . . . , q(s+1) ∈ Q; b(1), . . . , b(s) ∈ Em
2 ; b(i) =

ψ(q(i), a(i)); q(i + 1) = ϕ(q(i), a(i)), i = 1, . . . , s;

q(1) = q1, ϕ(q(s), a(s)) = q(D + 1)
�����G|B�c}E~_�

(D, s)
ª_�6�p�q~p���q�P~p���E�k�

�e�8¢  ¹���6�������q~p�
f
¢

#4�E�p�k�
i, j

���G�k�6���>�q�k���R~ ���q�\���8�
1 6 i, j 6 s, j 6= i

¢��I�8�G¶m~_�X�
���E�®�8¢  ¹���6���������

f
�8}c�q��~p�E�U�

(j, i)
  |>�G}k�q�p�q�P�c�w��~_�\�q�°���q� � .�� A���# �q�G 

�\��~\���c}T�G�E~\�q�k�q�k�p�k� ²³¬Eµ4}k�X�q�G�q�q~p�q�.�_�k�c�k�q�c�~p���q~i²³¸Eµ\�y�8¢  ¹���6���������
f
���G 

���E�p�8�c~p�®�p�q~p�k�����
BD,N

��~_�\�q�����q�V�q~p�6�c�E�c�q�cB�
s = D + kN

���q±4�c�d�
i 6= j 1 6 i, j 6 s

�8¢  ¹���6���������
f
�q~4�8}c�q��~p�E�U�

(j, i)
  |>�G}k�q�p�q�P�c�w¢

ψ(q(j), a(i)) = b(i)). (3)

{��P~p±����P~_�p�E���\��~\�q�6±�¡m�q~���~_�P�y�e¢
� �� ���������)3�'�!( )3�!$'( � / ���
	� 4�!�"&�� [{f, f

;
}] ⊇ K

( �� ��"� ( � 12A . 7D�����12A . A'�����
	��� 12�9� . (�� -�. �
���"� 12� N � . #"A���( $2� D, s = D+kN
( . ��&��?7G �( �

f
A���5
��$'� . �!( $' 4�!(  �&"�

BD,N �
� �� ���� ��� ( �"��;��!�"&�� / ���
	� 4�!�"&�� [{f, f

;
}] ⊇ K . ��12� - &"(3),&" 4�!$'��&5 - � / � - ���*),� �

��~p�q~p|
Qi ⊆ Q

�k�k�c|_���_���q� �y�q�B¶m~_�p�k}E���_�k�p�E�B�8�������8¢  ¹���6���������
f
���G 

�p�k��¶��q�y�d�®��|0���_���>�q�k�q�cB�
|>�
i
�c�G���E�c}q¢ �I�8�G¶m~_�X�P���E�
�8¢  ¹���6���������

f ��6���G}k�q~p�������y�V² ¦>µX�q�P~_~p�����c�y�8�k��}
j
  �k�X�.�P�k�P~p���G�2~_�\�q�����q���q~p�6�c�E�c�q�cB�

�\���c}T�
α ∈ En

2

���q�����
j − 1

�V�q~p�6�c�E�c���d���c�6��}
a, b, c ∈ En

2

}k�X�q�G�q�q~\ 
�q�

ψ (ϕ(q1, αa), c) 6= ψ(ϕ(q1, αb), c)
�«}����q�c�k��}k�q�k� �\�q�6���c~��p�8�G¶m~_�X�«���E�
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�8¢  ¹���6���������
f
�q~0�q�P~_~p�
���c�y�8�k��}

j
  �k�X�°�P�k�P~p���G¢ , �k�c|_���_���q� �y�q�B¶m~\ 

�p�k}E��}E�_~\� �8¢  ¹���6���������w�R�q~
�q�P~p±�¡m�8�·���c�y�8�k� }
j
  �k�X� �P�k�P~p���G���q~p�q~p|

U(j), j = 0, 1, . . .
� }k�E�k���G�k���G�����6���������

G : E∞
2 → E∞

2

�4�6���G}k�q~p�������y�

q(1) = 0, q(t+ 1) = a(t), b(t) = q(t)

���G|_�X}T�c~p�E�U���G}k�E�k���G�k�q�c�0���6�������q~p���>|>�>��~p�T¶�������8�q���>|>�>��~p�T¶��6�c���G¢�{4|p 
}E~_�p�k�q���:���E�

[{G, f
�
}] = Pa.

��~p�q~p|
λ
�k�k�c|_���_���q� ���E�p�k�6± �c�6��}k�E¢ #4�E�p�k�

p, q, r, s ∈ Q,
�c���q~\��~\�q�q� �c�����G�����R~i�c�k�q�c�~p�����

2,0,1
�����y�q�B¶m~_�p�k}E~

Q×Q
¢

((p, q), (r, s))
�p}k�8|>�G��� �c�k�q�c�~p���q~_�

2,0,1
��~_�\�q�

∃a, b ((ϕ(p, a) = r)&(ϕ(q, b) = s)&(ψ(p, a) 6= ψ(q, a))) ;

∃a ((ϕ(p, a) = r)&(ϕ(q, a) = s)&(ψ(p, a) = ψ(q, a))) ;

∃a, b ((ϕ(p, a)=r)&(ϕ(q, b)=s)&(ψ(p, a)=ψ(q, a))&(ψ(p, b)=ψ(q, b))) ;�_�k�c�k}E~p�E�p�k}E~p���q�������E�p�k�
ALL = 2 ∪ 0 ∪ 1

�����6���������
η : Q2 ×Q2 → {λ, 0, 1, 2}

�c���q~\��~\��~p�����8�G�

η ((p, q), (r, s)) =





λ,
~_�\�q�

((p, q), (r, s)) /∈ ALL,
2,
~_�\�q�

((p, q), (r, s)) ∈ 2,
0,
~_�\�q�

((p, q), (r, s)) ∈ 0\2,
1,
~_�\�q�

((p, q), (r, s)) ∈ 1\{0 ∪ 2}.
#4�E�p�k�

max
�k�k�c|_���_���c~p�����G�6�p�q�y�8�°�c�k�q�k�p���E~\�q�k�q���q�c�T�6�q�8�

λ616062
�

�
max $

�c�k�q�k�p���E~\�q�k�q���q�c�T�6�q�8�
0 6 1 6 2 6 λ

¢
, �k�c|_���_���q� �q~p�q~p|

If
5"�?�"�"+D#V�c���q~p���k���q�c}T�G�����X� _���c� � �q�k�P~p�q~p�8 

���R�y� �q~_�c���c�y�½� �y�q�B¶m~_�p�k}E�k��}E~p���m���
Q × Q

��U��~
η $

���6���������
�c�E�P~p�E�c� �q~_�k~p� � ���G|B�c}E~_�

If
���c�8�>�q�k���R� ���q�e�c�q���G���q�c�����R� _���c�e�k�

�8¢  ¹���6���������
f
¢ (e�q�

X1, X2 ∈ 2Q×Q, X1 6= ∅, X2 6= ∅
�k�k�c|_���_���q�·�q~p�q~p|

E(X1, X2) ⊆ 2Q×Q×Q×Q }E�U�8���6±·�p�q�p�E~_�y��q~_�k~p��_���c�'� If �_�e�p}E�c�q�p�k}E�k�!*}E�U�8�6�k~
x1 ∈ X1 (x2 ∈ X2)

�_�k~\�q���q~p�q�0�q~_�c�q�k�·��|
E(X1, X2)

�
x2 ∈ X2

(x1 ∈ X1)
�:���y�q�B¶m~_�p�k}E�0}E�_~\���c�G���8�.�p�q�p�E~_�

$
�q~p�q~p|

Υ(X1, X2)
¢ , ���q~\ 

��~\�q�q�����6��������±
Θ: 2Q×Q × 2Q×Q → {λ, 0, 1, 2}

���q�
X1 6= ∅, X2 6= ∅

�_�k�c�k�q�c�~p���q~_�

Θ(X1, X2) = max
Υ(X1,X2)

(
max

E∈Υ(X1,X2)
(η(E))

)
.



¬��G¼ � a �4a��y<BQ>DEM

(e�q�
X1 = ∅

�8�q�
X2 = ∅

�c���q~\��~\�q�q�
Θ(X1, X2) = λ.

#��G�q���X���c���q~p�8 
�k���q�c}T�G�����X�i_���c�

Îf
�'�q�k�P~p�q~p�����R�y�
�q~_�c���c�y�.�i�y�q�B¶m~_�p�k}E�k�·}E~p���m���

2Q×Q �yU��~ Θ
���6���������®�c�E�P~p�E�c�w�P���G|B�c}E~_�©U���k�E�>�q�k���R� ���q�e�c�q���G���q�c�8 

���R�®_���c�e�k�t�8¢  ¹���6���������
f
¢ '��\�q�

q ∈ Qi
���E������8�

{(q, q)} E1 X1 E2 X2 . . . Xl−1 El {(q, q)}

}�_���c�e~
Îf
² �_�k�c�k}E~p�E�p�k}E~p���q�

If
µ���G|B�c}E~_�

i
  �k�R� �����8���k�X�I|p��~_�p���q~p�q~p|

E1, . . . El

�k�k�c|_���_�q~p���°�q~_�c���8¢�'��\�q���c�E�P~p�k�����q~_�k~p�
i
  �E�cB�������8���4�c�G�6�c}k�e�

���E�
Θ(E1) = 1, Θ(E2) = 2, Θ(E3) 6= 1, . . .Θ(El) 6= 1,

(η(E1) = 1, η(E2) = 2, η(E3) 6= 1, . . . η(El) 6= 1),
�E�����G|B�c}E~_�°~pB�

i
  �k�R�t���q�e�c�q���G���q�c�����R�°�����8���k�t}�_���c�e~

Îf
² �_�k�c�k}E~p�c 

�p�k}E~p���q�
If
µ\¢

{��P~_~p���P~_�p�E���\��~\�q�6±�¡��G����~_�P���8¢
� �� ���� ������� $'&"$'(��*),+

{f, f
;
}
( . ����#@7  �( � [{f, f

;
}] ⊇ K

&�)3�'�!(
)3�!$'( �

[({f, f
;
}] 3 G

( �� ��"��( � 12A . 7 ��� 12A .���
f /∈ U(i)

5 - & / $ �2> � . (�� -�. �
���"+�> i 7��� � . #"A �!( $2� � . (�� -�. �
���"� � N 6 2|Q|2 ( . ��� �?7� �( � A'��� / $ �2> i > N /1 -�.�� � Îf &�)3�'�!( $2�
i
� ( +D# &"� � � - ) .
	 &"���"�"+D# 	 &"��� �

#4�E�p�k�
Qt

p ⊆ Q
�y�q�B¶m~_�p�k}E�.�_�k�p�E�B�8�����V�8¢  ¹���6���������

f
�����k�p�k��¶��q�y�d�

��|��_�k�p�E�B�8�����
p
|>�

t
�c�G���E�c}q� -

Rl $
�y�q�B¶m~_�p�k}E�®�_�k�p�E�B�8�����w�»��|��6�c�E�G 

���d�°���k�p�k��¶��q�P�°�_�k�p�E�B�8���q~
l
¢ , �k�c|_���_���q�½�q~p�q~p|

Qt
pl = Qt

p ∩ Rl,
�E�G 

U���
Qt+1

pl = {ϕ(p, a)|a ∈ Em
2 , p ∈ Qt

pl} ∩ Rl.
#��k�\��~\���c}T�G�E~\�q�k�q�k�p�k�

Qt
pl, t = 1, 2, . . .

�c�>��~p�t��~p�E~p�q�y�������q�c}T�G���q�c�w�e��|_���_�����G��� �q~p���q�_�q���q~\ 
�p�6�c�w¢X´ �B¶��q��}k�R�c���G�k�V�q~p���q�_� �°���q~\�q�q~p���q�_� ª_�E�c�·�q�k�\��~\���c}T�G�E~\�q�k�q�G 
�p�k� ���G}k���X�w�e���q�©���q�k�p�E�c�k�e�m�_�q�q�k�y� � �E�k�y�©¶m~����q�\�q�

ρ
����� }E�_~\�

p, l ∈ Q
¢ , �q~p}k�8�q���e_���8�E�G���c�q~p���8�

ρ 6 (2|Q|)!
¢6{4�c�G�����q���q±4�c�d�

p, l ∈ Q
Qt

pl = Qt+ρ
pl ,

�����
t = 1, 2, . . . .� �� ���	���4��������������4�	��
����� �

�d~p|½�c_���G�����q~p����� �k�c¡m�q�k�p�k���\�q�6���G���6�c�q~p���q�c� �p�q�p�E~_�y�
M =

{f1, f2, . . . , fk}
�p}E�_�q���E�U�°�°�\�q�6���G±���6�cU���

M
�_�k�p�E�c������| �_�q�q�cB��ªp��~\ 

�P~p���c�
M = {f}

¢2¯»}k�8�q���q~p���q�_�q�����q�k�p�k���q�k�\��~\���c}T�G�E~\�q�k�q�k�p�k�
Qq1

t, t =
1, 2, . . .

���q�c}E~p���8�t�E�\���c}k���
f /∈ U(i)

�p}E�_�q���E�U� � �q~p�q~_�k�c��� |_���_�q~p�����
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i < 2ρ
� }E�_~\�·���6�E~p� ���q����� �q~
�k�G�q�k�~p�

i + 1
�X���q�_�T�_�q�8¡m�8� �q���_�G 

�p�E�B�8������� �8¢  ¹���6���������
f
¢ �4�q�\�����c�G���8�t���6�E~p�°�q~����q~p}E�k�n�T�_�q���

(2n)2ρ., �c¡~_~m���q�\�����c�q~p���G�����i�����i�q~p�q~_�k�c�q~��q~���q~p}E�k�n�T�_�q���
2ρ22nρ,

U��~
ρ <

(2|Q|)!
¢X£¤�G���q� �k�c���G|B�k�X�X�k�c¡~_~ ���q�\���®�c�q~p���G����� �q~����q~p}E�k�n�T�_�q���t���q�\ 

���
2(2|Q|)!(22n(2|Q|)!).

¯°��~_�P�P~m¬m���c�8�G|>�G�����>�qB�c�����E�y���q~_�p�8�G� ���q�c}E~p�T��~\ 
�P�k�p�k��}k�8�q±��q~p�����

[{f, f
�
}]K ⊇ K.ºy�c�_�_�P�c�k���q� ���q�c}E~p�T��~_�P�k�p�k���E�\���c}k���®¦e��~_�P�y�©¸8¢:¯»}k�8�q���q~p���q�_�q���8 

�q�k�p�k� �q�k�\��~\���c}T�G�E~\�q�k�q�k�p�k�
Qq1

t, t = 1, 2, . . .
���q�c}E~p���8�t�E�\���c}k���

f /∈

U(i)
�_�8�G�'ª_�E�R�q�c�8�G|>�G�q�R}R�E~_�c�q~_�P~�¦P|>�G���q���c~p���q~��k�G��~_~

2(2|Q|)!(22n(2|Q|)!).�c�q~p���G�����w¢ , �q~p���q� ���G|B�P~p��� _���c�'�
Îf
¢ , �V�q�P~_~p�i�y�q�B¶m~_�p�k}E�
}E~p���m���

�P�c¡m�q�k�p�k�
R = 2|Q|2 .

(e�q�·���q�c}E~p����� ���>�q�������
i
  �E�cB�V���q�e�c�q���G���q�c�8 

�q�cB�i�����8���.�q~_�k�_�T�_�q�q�P�����q�c}E~p�����k�����q�k�p�k�R~����6�k����|0}E~p���m���w�P���k�p�k�8 
¶��q�y�d����|�}E~p���m�����

{(q1, q1)}
|>�

i + 2
�c�G���c�8¢ �4�q�\���.�c�G���8�����6�E~p���q~

���q~p}E�k�n�T�_�q���
R!
¢w¯d�P~_�p�E�0���q�c}E~p�������p�q~p�k�q�cB�����q�\����|_���_�q~p�����

i
�:���k�p�c�> 

�E�c���q�����q�c}E~p�����k�0�_�k�p�E�B�8��������|m�y�q�B¶m~_�p�k}
Ri $

���k�p�k��¶��q�y�d� |>�
i
�c�G�8 

�E�c}�}E~p���m���·_���c�'�
Îf
¢ '��\�q�

ρρ $
�q~p���q�_� �°���q~\�q�q~p���q�_� �q�k�\��~\���c}T�> 

�E~\�q�k�q�k�p�k�
R1, R2, . . . ,

�E���q~_�k�_�T�_�q�q�P�����q�c}E~p�����k�4}E~p���m��������|d�y�q�B¶m~_�p�k}
R1, R2, . . . , R2ρρ.

, �q~p}k�8�q�q���>���E�
ρρ 6 (2R)!.

£¤�G���q�.�k�c���G|B�k�X�G�k�c¡~_~����q�\ 
�����c�q~p���G���������������q�c}E~p���6~e�E�\���c}k����¬EµI��~_�P�y� ¸m�q~����q~p}E�k�n�T�_�q�������q�\���

(22|Q|2+1

)!.
£«~_�c�q~_������c�8�G|>�G���8¢

� ��� �E� !�� !�»u���� � �»s� ��uDC<C
� �� ���	���4������������ �D�� �� ����� �	����� �
	�� ������� �

#4�E�p�k�
N 6= ρ

�
�q~p�q~p|��8¢  ¹���6���������
f
�
, f
}k�X���G¶m~p���.�8¢  ¹���6���������

g
�

���G}k���G�
B0,N

¢�I�E�0|_���_�����G�w���E�����G�8�q�6�E�U�
k,D, s = D + kN

�c�G���q~k�2���E�
�8¢  ¹���6���������

g
�q~'�8}c�q��~p�E�U�

(j, i)
  |>�G}k�q�p�q�P�c�������

i 6= j(modN)
¢��2�c�����8 

�p�����E~_�®���q�0�c���q~\��~\��~p���q�k�p�k�
i, j, i < j(modN)

¢
#4�E�p�k���8¢  ¹���6���������

g
�q�G�q�6���8���c�p���c�q~p���G���q~p�
�k�c���G�k�q�c�
�p}k�8|_�i��|��8¢  

���6���������
g̃
¢"#��c�8�G¶m~_�X�X���E�

g̃
�c�G��¶m~i�q~ �8}c�q��~p�E�U�

(j, i)
  |>�G}k�q�p�q�P�c�w¢�¯

�B�c�P�k� ��~\��~�*y���E�p�k�iª_�6�p�q~p���q�P~p���°²³¬Eµ\�y�q�G�q�6����}k�m���q�U�V��|�ª_�6�p�q~p���q�P~p���c�
² ¼6µ\�8���G���6���>�

(j, i)
|>�G}k�q�p�q�P�k�p�k�q¢

((a(1), e(1)), (b(1), e(1))), . . . ((a(s), e(s)), (b(s), e(s))). (4)
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I�E���c|_���_���c~p�G�����E�
b = ψ(q(j), a(i)) 6= b(i)

¢ #4�E�p�k��}c�T�_�q���G� �c�6��}T�
a(i)

}
�q���G_���c�P�P~

g
}��_�k�p�E�B�8�����

q(j)
�q�G�q�6���8���c�p�0��|}c�T�_�q�q�c���c�6��}k�

(a(i), e)}�q���G_���c�P�P~
g̃
}��_�k�p�E�B�8�����

q(j)
¢�£«�cU�����q�P~_~_�

ψg̃(q(j), (a(i), e)) = (b, e), ψg̃(q(j), (a(i), e(i))) = (b′, e′).

#��������G}k�8�q� �����q�P~p���q�P�k�p�k����¢ �k¢��q�P~_~_�
e = e′

�w�:~_�\�q�i~_�p�k�0�_�_�8���G�q~p���q~
(j, i)

  |>�G}k�q�p�q�P�k�p�k�����q�
g̃
�:�E�

e′ = e(i)
�w�c�k���>���0�\��~\�q�E~p�

b′ = b = b(i)
�«�

ª_�E���c|_���_���c~p�
�_�_�8���G�q~p���q~
(j, i)

  |>�G}k�q�p�q�P�k�p�k�V���q�
g
�«���E�����q�c�k��}E�c�q~p�����

���G�~_�y�����q~\�q�q�G���B¶m~p����±¢
#4�E�p�k� �E~p�q~p���

g
�q�G�q�6���8���c�p�i�p�6�q~p���q�c|_�����q~p�t�8¢  ¹���6���������

g1
�
g2
�

ª_�6�p�q~p���q�P~p���.²³¬Eµ»�q�G�q�6���8���U����|�ª_�6�p�q~p���q�P~p���E�c}

(a(1), c(1)), ..., (a(s), c(s)), (c(1), b(1)), ..., (c(s), b(s))

�8¢  ¹���6���������
g1
�
g2,
�_�k�c�k}E~p�E�p�k}E~p���q��¢ '��\�q� ���q~\�q�q�G���B¶����k�q�����E�

g1
�

g2
�_�_�8���G���8±��

(j, i)
  |>�G}k�q�p�q�P�k�p�k�q�¤�E���q�G�q�6���q�X�:���E�

g
�c�G��¶m~��_�_�8���G����~p�

(j, i)
  |>�G}k�q�p�q�P�k�p�k�q¢������_�����G�w�T�c�>���c� �_�q���0��|��8¢  ¹���6���������

g1
�8�q�

g2
�q~

�_�_�8���G����~p�
(j, i)

  |>�G}k�q�p�q�P�k�p�k�i���
(D, s)

  ª_�6�p�q~p���q�P~p���c�>�2¢ , �q~p}k�8�q�q���w���E�
�8¢  ¹���6���������

f
� �_�_�8���G����~p�

(j, i)
  |>�G}k�q�p�q�P�k�p�k�.���

(D, s)
  ª_�6�p�q~p���q�P~p���c�>�2¢

#��c}k�E�c�T�8� ª_�k�·���c�_�p�6¶��~p�����2���y�¾�q�G�q�6���q�X�R���E�V�B�c���t�8¢  ¹���6���������
f
�q~��_�_�8���G����~p�

(j, i)
  |>�G}k�q�p�q�P�k�p�k�i���

(D, s)
  ª_�6�p�q~p���q�P~p���c�>�V�����

i 6= j
(modN)

¢
'��\�q�·���q�

(D, s)
  ª_�6�p�q~p���q�P~p���E�c}°}k�X�q�G�q�q~p���

(j, i)
  |>�G}k�q�p�q�P�k�p�k�q���E�

�c�>��~p�4}k�X�q�G�q�q~p���
(j1, i)

  |>�G}k�q�p�q�P�k�p�k�q�TU��~
j1 = j(mod ρ), j1 6= i(modN).¯i�B�c�P�k�0��~\��~�*Bª_�E���\��~\�q�E~p����|I�E�cB���B���E�d���q�e�8�G¶���cB�

p ∈ QD
�����q���8�G¶ 

���cB�
r ∈ Qi−D

p,p

�q�P~_~_�
Qj−i

r,p = Qj1−i
r,p .

£¤�G���8�G�
N 6= ρ

���q�
i = j(modN)�8¢  ¹���6���������

f
�c�G��¶m~e�q~e�c�>��~p�

(j, i)
  |>�G}k�q�p�q�P�c�w¢ #��G�q�6���8���k�p�q�q���E���p�q~p�c 

�����
BD,N

���c���E�p�k�q�.�p�q�p�E~_�P�c�
{f
�
, f}
¢ , �q~p}k�8�q�q���G���E����|����c���E�p�k�q�P�k�p�k�

B0,2ρ
�\��~\�q�E~p�����c���E�p�k�q�P�k�p�k�

B0,ρ
¢qÂ�~_�k�_�T�_�q�q�P�k�p�k�����c�8�G|>�G���8¢

� ��������4������������ �
(e�q�0�����6�p���q�c}T�G�����d�

N,D, k, s = D+ kN
���q~p�6�c�E�c�q�cB�

j
���c�_�_�P�c�c 

���q�t�y�q�B¶m~_�p�k}E��}E�_~\�
(D, s)

  ª_�6�p�q~p���q�P~p���E�c}
P
�m�8¢  ¹���6�������q~p�

f
�8���c���E�\ 

�8�G±�¡~_~e�p�q~p�k�����
BD,N

¢ #4�E�p�k�
|P | = t

�
gj
���G���>����~\�q�k�q�k~m�_�k~\�q���q~p���q~

t�6�c�������8¢  ¹���6���������
f
¢ #4�E�p�k�

gj
�c���q�p�X}T�c~p�E�U�0�6���G}k�q~p�������y��² ¦>µ��

αl ∈ P

$ l
  �k�X�0ª_�6�p�q~p���q�P~p������|

P
�

αl = (a(l)(1), b(l)(1)) (a(l)(2), b(l)(2)), . . . , (a(l)(s), b(l)(s)), l = 1, 2, . . . , t,
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a(i) = (a(1)(i)...a(t)(i)), b(i) = (b(1)(i)...b(t)(i)), i = 1, 2, . . . , s.

´ �B¶��q�¾�p�����c�G�k�q�i���E�¾�p�q~\�q�
a(1), a(2), . . . , a(s)

�q~p�����G}k���d� ² }
���q�c�k��}k�q�k� �\�q�6���c~ �P�B¶��q�©���k�E�G}k���k� �������k��}k���R~ }c�T�_�q� � }k�R�c���G�k�
a(1), a(2), . . . , a(s)

�q�c���G���q���q~'���G}k���R�y��µ\¢2ºy�c�_�_�P�c�k���q�
(D, s)

  ª_�6�p�q~p���8 
�P~p���V²³¬Eµe���8¢  ¹���6�������q~p�

gj
¢ (e�q�

a ∈ En
2

�c���q~\��~\�q�q� �c�>��~p}k�6± }E~p���E�c�8 
���6��������±

hj : Em+n
2 → Em

2 ,

hj(x, y) =

{
a(i)

���q�
x = a(i), y = b(i), i = 1, . . . , s

a(j)
���q�

y = ψ(q(j), x), x ∈ En
2 , y ∈ Em

2 .

I�E���P�B¶��q�4�n��~\���G�k��}k}k�8�q�'�c�E�p�6�E�p�k}k���
(j, i)

  |>�G}k�q�p�q�P�k�p�E~p�w¢T¯��_�k�p�E�B�8�����
q(j)

}k�d�T�_�q���G� ���6���������t�8¢  ¹���6���������
fj(x) = hj(x, gj(x))

���������q���c~p�
|_���_�q~p���q~

a(j)
���q��}E�_~\�
}c�T�_�q���d�®�c�6��}q�«�E� ~_�p�k� �8}c�q��~p�E�U���6�c�q�p�c�G���E�c�w¢

ºy�c�_�_�P�c�k���q�°�8¢  ¹���6��������±
FN,D,k(x) = fs(. . . f2(f1(x)) . . .)

�����_���>�q�k���R�
�_�k�p�E�B�8���q~_�

(q(1), q(1), . . . , q(1))
�y�c�����q�P~_~p�

n
}c�T�_���c}.�

n
}k�d�T�_���c}q¢P¯

�_�k�p�E�B�8�����
(q(j), q(j), . . . , q(j))

�q~B�>�q��|_�E~p�E�U� �6�c�q�p�c�G���c�
a(j).

#��k�\��~
n�����q�P~p�q~p�������c�q~p���G�������k�c���G�k�q�c���p}k�8|_�V�c�i�_�k�c�k}E~p�E�p�k}k�6±�¡m�8�®}k�d�T�_���c}

�°�_�k�c�k}E~p�E�p�k}k�6±�¡m�q� }c�T�_���c� �q�G�q�6�����E�U�·�8¢  ¹���6���������2�»���E�c���q�k�p�k�k±����
�c�>��~p}E�c���q~p�q~p�6�_�q���q�c}k���w�����G}k���G�

BD,N
¢)(m�k�p�c�G�E�c���q�k�p�k�����c�8�G|>�G���8¢

� �� ���	���4������������ �D�� �� � �
¯d�c|_�E�P~_� �c�G�6�c� �\�q�6���G� ���c�p�q�G���B¶m~p����� ���q�_~\�

D < D + ρ < i <
i+ ρ < j < s− ρ < s.

'��\�q�����q�
(D, s)

  ª_�6�p�q~p���q�P~p���E�c}�}k�X�q�G�q�q~p���
(j, i)

 
|>�G}k�q�p�q�P�k�p�k�q�6�E�e���q�

(D1, s1)
  ª_�6�p�q~p���q�P~p���E�c}q�q�c�>��~p�m}k�X�q�G�q�q~p���

(j1, i1)
 

|>�G}k�q�p�q�P�k�p�k�q�«U��~
D1 < D1 + ρ < i1 < D + 2ρ < j1 < s1 < j1 + ρ,

�
D1, D; i1, i; j1, j; s1, s

�q�c���G���q��_�c}k���>���G±����q��P�_�q�>�q±
ρ
¢ I�E��\��~\�q�E~p���|

�E�cB���w���E�����q�
�8�G¶���cB�
p ∈ QD

q1,p

�q�P~_~_�
QD

q1,p = QD1
q1,p, Qi

p,p = Qi1
p,p;���q�
�8�G¶���cB�

r ∈ Qi−D
p,p

�q�P~_~_�
Qj−i

r,p = Qj1−i1
r,p ;

���q���8�G¶���cB�
l ∈ Qj−i

r,p�q�P~_~_�
Qs−j

l,p = Qs1−j1
l,p .¯ �\�q�6���c~��q���6B�cB�i���c�p�q�G���B¶m~p�����t���q�_~\�

D, i, j
�y� �c�G���q�©¶m~��p�q�G 

�_�k�k�k�t�_�c�����G�k�q�t�����E~p��}T�>�q� �P~p¶�q�0���q�\���c�y�
1, D, i, j

¢ ����~\���c}T�G�E~\�q�k�q���
���>�q�����q~��8�q� �c�E�p�6�E�p�k}k�q~

(j, i)
  |>�G}k�q�p�q�P�k�p�k� ���

(D, s)
  ª_�6�p�q~p���q�P~p���c�>�

���G}k�q�k�p�8�q�k�q���©�_�k�c�k}E~p�E�p�k}E~p���q��� ���>�q������± �8�q� �c�E�p�6�E�p�k}k��±
(j1, i1)

 
|>�G}k�q�p�q�P�k�p�k�����

(D1, s1)
  ª_�6�p�q~p���q�P~p���c�>� �����

D1 6 s1 6 5ρ
¢ #��k�\��~\�q�����

�'�G�������q�c}E~p�T��~p�E�U���q~p�q~_�k�c�q�k��}E�_~\�
(D1, s1)

  ª_�6�p�q~p���q�P~p���E�c}q¢
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£¤�G���q�t�k�c���G|B�k�X���E�\���c}k�q~'}k�X���G|_�q�P�k�p�k�.�p�q�p�E~_�P�c�
{f
�
, f}

}E�_~\���6�c�8 
�p�c�G���k���d���8¢  ¹���6�����������>�qB�c�����E�y���q~_�p�������q�c}E~p�T��~_�P��¢��e~_�P����¬����c�8�G|>�> 
���8¢

#4�E�p�k�
I1, I2

�q�G�q���R~�_���c���·���y�q�B¶m~_�p�k}T�c�y��}E~p���m���
P1, P2

�0���6���8 
�������y���c�E�P~p�E�c���q~_�k~p�

χ1 : P1 × P1 → {λ, 0, 1, 2}, χ2 : P2 × P2 → {λ, 0, 1, 2},

�_�k�c�k}E~p�E�p�k}E~p�q��¢ #��G�q���X�._���c���m�y�q�B¶m~_�p�k}E�k�·}E~p���m���
P1 × P2

�.���6���8 
���q~p���c�E�P~p�E�c�

χ : (P1 × P2) × (P1 × P2) → {λ, 0, 1, 2},
U��~

χ(((p1
1, p1

2), (p2
1, p2

2))) = max(χ1((p1
1, p2

1)), χ2((p1
2, p2

2))

���G|B�c}E~_� ���T���y�R� ���q�c��|_}E~\��~p���q~_��_���c�e�c}
I1, I2

�½�k�k�c|_���_���q� �q~p�q~p|
I1 × I2

¢��2���c�
I × . . .× I︸ ︷︷ ︸

l

�c�>��~_� ���G|_�X}T�G�k�
l
  �E�c�t�p�E~p�q~p���k± _���c�'�

I
�

�k�k�c|_���_���G�k���q~p�q~p|
I l ¢

� �����	
�� 	 � � ��� ���
	 1 -�.�� � Îf
$������!$'( / �	�!( i

� ( +D# &"� � � - ) .
	 &"���
��"+D# 	 &"��� ( �� ��"�=( � 12A . 7 ��� 12A . A'��� ���!����( � - � 12�=� . (�� -�. �
���"� 12� l 6

2n|Q|22|Q|2 i
� ( +D# &"� � � - ) .
	 &"���"�"+D# 	 &"��� $������!$'( / �	�!( / 1 -�.�� � (If )l �

� �� ���	���4������������ �!#4�E�p�k�
f
�8¢  ¹���6���������2�y�c���q~\��~\��~p�����G�V�6���G}k�q~p�������y�

² ¦>µ\�
If $

~_~m���c�8�>�q�k���X�
���q�e�c�q���G���q�c�����X��_���c���
Îf $

~_~mU���k�E�>�q�k���X�
���q�e�c�q���G���q�c�����X��_���c���

q ∈ Qi, X0 = {(q, q)}
�

X0
x0→ X1

x1→ . . . Xs−1
xs−1
→ X0

i
  �k�X�®���q�e�c�q���G���q�c�����X�������8�V}

Îf
¢ (e�q�����

s
ª_�E�cB� �����8��� �q~����q~p}E�k�\ 

�T�_�q���
���q�\��� }E~p���m����_���c�'�
Îf
�y�6�c�E�c�q�k~0�q~����q~p}E�k�n�T�_�q���

2|Q|2 ¢ #4�E�p�k�
Υj = Υ(Xj , Xj+1), j = 0, 1, . . . , s−1

�p�q�p�E~_���X�q~_�k~p�'_���c�'�
If
�_�q�X�6�c�E�G 

���R�.}k�R�c���G���e�c�E�P~p�k�8�
xj = max

E∈Υj

χ(E)
�q~_�c���

Xj , Xj+1
_���c�'�

Îf
¢�#4�E�p�k�

l
���q�\���m���G|_���d���q~p�q~p�w�6�8�q�6¡m�8���q�'�q~_�c���c�®�p�q�p�E~_�

Υj , j = 0, 1, . . . , s− 1��|
X0

}
X0
�m�E�cU��� ���q� �q~p�6�c�E�c�q�cB�

l
}

(If )l
�c�>��~p�

i
  �k�X� ���q�e�c�8 

���G���q�c�����X�°�����8�«�»�_�k�p�c�G}c��~p�����X�·��|��6�8�G|>�G�����d�t�q~p�q~p�w¢ �2�c�P~p�k�q�X�I���E�
l 6 |Q|22ns = 2n|Q|22|Q|2 ¢
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, �c���G�k�q��¢ #4�E�p�k�}
(If )l �q�P~_~p�E�U� i   �k�X�0���q�e�c�q���G���q�c�����X�0�����8�«� q ∈ Qi

�

(p0
1, . . . , p

0
l )

x0→ . . .→ (ps−1
1 , . . . , ps−1

l )
xs−1

→ (p0
1, . . . , p

0
l ),

pr
j ∈ Q×Q, r = 1, . . . , s− 1, j = 1, . . . , l, (p0

1, . . . , p
0
l ) = ((q, q), . . . , (q, q))

¢
#4�E�p�k�

Xi = {qi
j |j = 1, 2, . . . , l},

�E�cU��� �����8�
(X0)

y0
→ (X1)

y1
→ . . .

ys−1

→

(X0)
�c�>��~p�eU���k�E�>�q�k���R�����q�e�c�q���G���q�c�����R�������8���k�
}

Îf
¢k¯®�B�c�P�k�i��~\��~�*

y0 = x0 = 1 � y1 = x1 = 2
�q~��P�B¶m~p����|B�P~p�����k�E�U�2�q�c�G���8�G���c���m�6¶m~����G�8 

�p�q���>�q�k���8¢ '��\�q�
xj = 0

�}E�c|_�����8�����p���k�T�G�����2�c�6�cU�������q�m�_�q�q�c���p�q�p�E~_�y�
�q~_�k~p�.�c�E�P~p�k�8�����G}k��� �8�:����q���q���6B�c�

$
¦k���E�cU�������6���������

max
}k�R�k~\ 

�q~p�0�c�E�P~p�k��� �8¢ , �E�P~p�k�8�
λ
}E�c|_���������6�k�0|p��~_�p�0�q~�P�B¶m~p�G¢����k}E~p�T¶��~p���q~

¦����c�8�G|>�G�q��¢
#4�E�p�k�

g(x) = y
�_�q�q�k�P~_�p�k���G�
�8¢  ¹���6��������� �e�6���G}k�q~p�������y��² ¦>µ\�

Ig
~_~

���c�8�>�q�k���X�����q�e�c�q���G���q�c�����X��_���c��¢ #4�6�k�

(p(1), q(1))
x1→ (p(2), q(2))

x2→ . . .
xl−1
→ (p(l), q(l))

}�_���c�e~
Ig
�>�P~p¶�q�'�c�E�P~p�k�8�c�y��6�c�E�c�q�cB���m���6�����������y�

ϕ
�
ψ
}k�X�q�G�q�q~p�q�

�_�k�c�k�q�c�~p���q~.²³¿Eµ\�«���G|B�c}E~_� 5 - & / �!A �!�"�"+G) ² �_�X¢«���q�k¢»¦>µ\¢ ����~_�p�
ψp(a) =

ψ(p, a)
¢

"!
# 

0

���*

HHHj

0

1

"!
# 

-
0, 1

0

p(2)

"!
# 

-
0, 1

1

q(2)

¢_¢_¢

¢_¢_¢

"!
# 

0

p(s)

"!
# 

0

q(s)

-
0, 1

-
0, 1

. . .

. . .

"!
# 

"!
# 

0

p(j)

0

q(j)

-

-

0

1

. . .

. . .

"!
# 

"!
# 

0

p(l)

1

q(l)

-

-

0, 1

0, 1

x1 = 1 x2 = 2 xs = 0 xj = 1 xl = 2
ºP�q�k¢w¦k¢
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ψp(i) ≡ ψq(i) ≡ 0,
�����

xi 6= 2;
ψp(i) ≡ 0, ψq(i) ≡ 1,

�����
xi = 2;

ϕ(p(i), 0) = ϕ(p(i), 1) = p(i+ 1),
�����

xi 6= 1;
ϕ(q(i), 0) = ϕ(q(i), 1) = q(i+ 1),

�����
xi 6= 1;

ϕ(p(i), 0) = p(i+ 1), ϕ(q(i), 1) = q(i+ 1)
�����

xi = 1.

(5)

� �����	
�� 	 � � ��� � ��� ��$'(�� / 1 -�.�� � If &�)3�'�!( $2�
i
� ( +D# 	 &"���=A'�"&"�"+

l$ ��(3)3�!( � . ),& x1, x2, . . . xl

7 ( � 12A .  4� - ��� {f, f
�
} ∪ K / + -�. ��&�) . ��A��"���)3�!$'( � . � . � � � ���"� 	 &�� g 7 / 1 -�.�� � Ig ����( � - ��# &�)3�'�!( $2� i � ( +D# 5 - & / �!A �!�
��"+D# 	 &"��� $9(��*),& � �9��(3)3�!( � . ),& x1, x2, . . . xl �

� �� ���	���4������������ �
#4�E�p�k�V�6�8�G|>�G�����X� �����8� }V_���c�e~

If
�q�P~_~p�V}k�8� ² ���q�k¢�¬Eµ\¢ �»�k�p�E�B�6 

�����
p2, p3, . . . , pl

�k�c���G|_�6±��}E~p�E�8��±�± }E~p�k}k�q���m�_�k�p�E�B�8�����
q2, q3, . . . , ql $����¶���±�± }E~p�k}k�������8���8�

pi, qi ∈ Q, ai, bi ∈ En
2 , ci, di ∈ Em

2 .

"!
# 
q

���*

HHHj

a1

c1

b1
d1

"!
# 

-

q2

p2

"!
# 

-

a2

c2

b2
d2

¢_¢_¢

¢_¢_¢

"!
# 
pj

"!
# 
qj

-
aj

cj

-
bj

dj

"!
# 

"!
# 

pj+1

qj+1

-

-

. . .

. . .

"!
# 

"!
# 

pl

ql

@
@@R

�
���

al

cl

bl

dl
"!
# 
q

"!
# 

-q, q

x1

"!
# 

-p2, q2

x2 ¢_¢_¢
"!
# 

-pj, qj

xj

"!
# 

-pj+1,
qj+1

xj+1¢_¢_¢
"!
# 

-pl, ql

xl

"!
# 
q, q

ºP�q�k¢�¬8¢
, ���q~\��~\�q�q�t���6���������

γj : E2 → En
2 , δj : En

2 ×Em
2 → E2
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�q�
aj , bj , cj , dj

² �_�X¢����q�k¢w¦>µ\�
j = 1, 2, . . . , l

�q�\��~\�q�6±�¡m�q���k�c���G|B�k�!*

γj(z1) =





aj
�����

xj = 0;
aj
�����

xj = 1, z1 = 0;
bj
�����

xj = 1, z1 = 1;
aj
�����

xj = 2, aj = bj , cj 6= dj ;
aj
�����

xj = 2, z1 = 0;
bj
�����

xj = 2, z1 = 1;

δj(z2, y1) =





0
�����

xj = 0, xj = 1;
0
�����

xj = 2, aj = bj, cj 6= dj , z2 = cj , y1 = aj ;
1
�����

xj = 2, aj = bj, cj 6= dj , z2 = dj , y1 = bj ;
0
�����

xj = 2, aj 6= bj, ej 6= cj , z2 = cj , y1 = aj ;
1
�����

xj = 2, aj 6= bj, ej 6= cj , z2 = ej , y1 = aj ;
1
�����

xj = 2, aj 6= bj, ej 6= cj , y1 = bj .
#4�E�p�k���8¢  ¹���6���������

D1, D2 ∈ [{K, f
�
}]
�.�q�P~p±����6���G}k�q~p������²³ÀEµ\� ² Ákµ\�

�_�k�c�k}E~p�E�p�k}E~p���q���

D1 : E∗
2 → (En

2 )∗, D2 : (Em
2 ×En

2 )∗ → E∗
2 .

S1, S2
�y�q�B¶m~_�p�k}T� �_�k�p�E�B�8����� �8¢  ¹���6���������

D1, D2
�'�_�k�c�k}E~p�E�p�k}E~p���q����

S1 = S2 = {1, 2, . . . , l}.
����~_�p�

z1 ∈ E2, y1 ∈ En
2 , z2 ∈ Em

2 , y2 ∈ E2, s1 ∈
S1, s2 ∈ S2. 




s1(1) = 1,
s1(t+ 1) = s1(t) + 1 (mod l),
y1(t) = γs1(t)(z1)

(6)





s2(1) = 1,
s2(t+ 1) = s2(t) + 1 (mod l),
y2(t) = δs2(t)(z2, y1)

(7)

¯ _���c�e~i�_�q�q�k�P~_�p�k�q�c�©�8¢  ¹���6���������
h = D2(f(D1(z1)), D1(z1))

�c�>��~p�
�>�q�c���k��������}E~\��~p�����X���.�����8�®���c�G���q�y�®¶m~��c�E�P~p�k�8�c�y�

x1, . . . , xl

���E�c�
���G|_�����q~p�w�q���E�����q�

xi = 2
�P�c_�6���c�X�k���q}T��}T�G�����G���c���q~p�q~\�T�_���c}��Eµ»���Tµ

² ���q�k¢�¸Eµ\¢
(�>��~_~©�y� �p}E~\��~_�%�\�q�6���G�¾�Tµt�¾�\�q�6���G± �Eµ\¢ #4�E�p�k� �8¢  ¹���6���������

Hj(u, v, z),Hj : (E3
2)

∗
→ E∗

2

�q�P~_~p� �y�q�B¶m~_�p�k}E� �_�k�p�E�B�8�����
S =
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"!
# 

-
0
0 ,

1
0

0

"!
# 

-
1
1 ,

0
1

1

"!
# 

"!
# 

"!
# 

"!
# 

ȳ

pj

1

qj

-

-

0
0

1
1

?

0
1

61
1

"!
# 

"!
# 

�Eµ �Tµ
ºP�q�k¢�¸8¢

{1, 2, . . . , l}
�0�6���G}k�q~p�����




s(1) = 1,
s(t+ 1) = s(t) + 1 (mod l),

Hj(t) =

{
u(t)

���q�
s(t) 6= j,

u(t) + v(t) + z(t)
���q�

s(t) = j.

"!
# 
q, q

���*

HHHj

0

1

"!
# 

-

q2, p2

p2, q2

"!
# 

-

0

1

¢_¢_¢

¢_¢_¢

"!
# 

"!
# 

pj, qj

ȳ + 0 + ȳ

qj, pj

1 + ȳ + ȳ

-
0

-
1

. . .

. . .

"!
# 

"!
# 

ps, qs

qs, ps

-
0

-
1

. . .

. . .

"!
# 

"!
# 

pl, ql

ql, pl

@
@@R

�
���

0

1 "!
# 
q, q

ºP�q�k¢�¼q¢
'��\�q� �q�k�P~p�

j
�_�k�c�k}E~p�E�p�k}k�E~p� �\�q�6���G± �Tµ\�X�E�cU���t�8¢  ¹���6���������

Fj(y) =

Hj(h(y), h(ȳ), ȳ),
�q�P~_~p�������GB�P~p�����q���G_���c�P�y�e�:�q�c�8�G|>�G�����X�i�������q�k¢�¼q�

�'������}E~\��~p�����X�������8���I�E~_�y�¶m~»�c�E�P~p�k�8�c�y�
x1, x2, . . . , xl.

¯��B�c�P�k����~\��~�*
���q�

s(t) 6= j
}k�X�q�G�q�q~p�q�

Fj ≡ h(y)
�«���c�G��¶m~��E�\���c}k���t²³¿Eµ\¢+'��\�q�
�q�P~_~p�
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�P~_�p�E�iª_�E�c���\�q�6���G�w�P�E�.}k�d�T�_�q���G�°���6���������®}
�_�k�p�E�B�8�����
(pj , qj)

² ���q�k¢
¼6µR�c�>��~p���c�G�6�c}T� *

ȳ + 0 + ȳ = 0,
��}��_�k�p�E�B�8�����

(qj , pj)
�c�>��~p��}k�d�T�_�q���G�

���6���������
1 + ȳ + ȳ = 1.

£¤�G���q�·�k�c���G|B�k�X�����q�
Fj(y)

�c�>�q�6��}k�X�q�G�q�q~p���
}E�_~��E�\���c}k��� ²³¿Eµ\�y���q�k�P~�*

ϕ(p(j), 1) = p(j + 1), ϕ(q(j), 0) = q(j + 1)}��\�q�6���c~��Tµ\¢+#4�����q�k�P�c¡m���p���c�E�G�k�X}T�G±�¡~p��}
j
  �k�X�®�P�k�P~p��� �k�c���G�k�q�c�

�p}k�8|_�V�6�8�G|>�G�����X�t�q~\���k�p�c�G�E�c�°�q�p�����G}c�q��~p�E�U�2�I�������GB�P~p���i�q���G_���c�P�y�
������}E�_�q���E�U� �t}k�8�q�����q�k¢�¦ �n�T~_�P�c�w�»��|B�k�c���G¶m~p���q�c�·���
���q�p�6���6~i¿8�IU��~
�8¢  ¹���6���������

wj(x, y)
wj : (E2

2 )
∗
→ E2�q�P~_~p���y�q�B¶m~_�p�k}E���_�k�p�E�B�8�����

S
�0�6���G}k�q~p�����





s(1) = 1,
s(t+ 1) = s(t) + 1 (mod l),

wj(t) =

{
x(t)

���q�
s(t) 6= j,

y(j)
���q�

s(t) = j.

?

x

?

y

?

?

wj

Fj

ºP�q�k¢�¿8¢
���k}E~p�T¶��~p���q~m¬m���c�8�G|>�G�q��¢

� �����	
�� 	 � � ��� � ��� ��$'(�� . � � � ���"� 	 &�� f -�.0/ � .�� � . A � - � �	���
G
7 ( � 12A .� . #"A �!( $2� � . (�� -�. �
���"� � N 6 |Q|2

( . ��� �?7, �( � A'���%�
	��� 12�
i > N

7 /1 -�.�� � If &�)3�'�!( $2�
i
� ( +D# &"� � � - ) .
	 &"���"�"+D# 	 &"��� �

� �� ���	���4������������ �"#4�E�p�k�
f
�_�q�q�k�P~_�p�k���G���8¢  ¹���6��������� � �6���G}k�q~p�������y�² ¦>µ\�«�

f
ª_��}k��}T�>��~p���k���

G
¢�#��k�\��~\���c}T�G�E~\�q�k�q�k�p�k�

{q1}, Q1, Q2, . . .
�q�P~_~p�
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���q~\�q�q~p���q�_�
ρ
���q~p���q�_�

ρ
¢�#4�E�p�k�

i > ρ
�
q ∈ Qi $

�c�G�6�k~4�_�k�p�E�B�8���q~k�T���E�
���q��q±4�k�cB�'�\���c}T�

β ∈ E∗
2

���G�8��~p�E�U���\���c}E�
γ ∈ E∗

2

�c�G�6�k~k�T���E�
ϕ(q, βγ) =

q
²
q $

�_�k�p�E�B�8���q~m��|m�p�8�q�k�q�k�p}k�8|_�q�c�i�6�k�y�q�c�q~p���k��µ\¢ #4�E�p�k���\���c}T�
α, ᾱ ∈

E∗
2

�c�G�6�c}k�e�¤���E�
α = a1a2 . . . aρ, ᾱ = a1 a2 . . . aρ.

ºy�c�_�_�P�c�k���q� ���6�k�
² ���q�k¢IÀEµm}i_���c�e~

If
¢�¯��_�k�p�E�B�8���q~

pj
��|

q
}E~\��~p�
���6�k�

a1a2 . . . aj−1
�P}

�_�k�p�E�B�8���q~
qj $

���6�k�
a1 a2 . . . aj−1

¢

"!
# 
q

���*

HHHj

a1

a1

"!
# 

-
a2

p2

"!
# 

-
a2

q2

¢_¢_¢

¢_¢_¢

"!
# 
pj

"!
# 
qj

-
aj

-
aj

. . .

. . .

"!
# 

"!
# 

pρ

qρ

-

-

aρ

aρ

"!
# 

"!
# 

pρ+1

qρ+1

"!
# 

-q, q

x1

"!
# 

-p2, q2

x2 ¢_¢_¢
"!
# 

-pj, qj

xj ¢_¢_¢
"!
# 

-pρ, qρ

xρ

pρ+1, qρ+1

ºP�q�k¢�À8¢
£¤�G�'�8�G�'}4�8¢  ¹���6���������

f = G
�B}��_�k�p�E�B�8�����

pj
�q~B�>�q��|_�E~p�E�U�m�6�c�q�p�c�G���c�

aj−1
�6��}'�_�k�p�E�B�8�����

qj $
�6�c�q�p�c�G���c�

aj−1
�E�q�G�q�6���c~_�X�T���E�

x1 = 1, x2 =
x3 = . . . = xρ = 2.

{4|��E�cB���y���E�
Qi = Qi+ρ,

�q�P~_~_�
pρ+1, qρ+1 ∈ Qi

¢
(e�q�����G�k�6���>�q�k�q�cB�

s
���c�_�_�P�c�k���q� �y�q�B¶m~_�p�k}E�

Hs = {αs−l(ᾱ)l|l =
1, 2, . . . , s} ⊂ E∗

2

�\���c}0���q�����
sρ
�2�_�k�p�c�G}c��~p�����d����|��\���c}

α
�
ᾱ
¢+#4�E�p�k�

γ, β ∈ Hs
�c�G�6�c}k�e�����E�

γ = αl(ᾱ)s−l, β = αj(ᾱ)s−j,
U��~

l < j
���_�k�p�E�B�6 

�����
rβ , rγ , p ∈ Q

�8�c�G���q~e���E�
rβ = ϕ(q, β), rγ = ϕ(q, γ), p = ϕ(q, αl).¯·_���c�e~

If
��|m���G���

(q, q)
}����G���

(rβ, rγ)
}E~\��~p�����6�k�i² ���q�k¢2Ákµ\���c���q~\��~\ 

�q��~_�y�X�����G�q�c� �\���c}
(β, γ)

�e�c�E�P~p�k�8�c�y�
y1 = . . . = ylρ = 0, ylρ+1 = 1,

ylρ+2 = . . . = yjρ+1 = 2, yjρ+2 = . . . = ysρ = 0.'��\�q�����q~\�q�q�G���B¶����k�q�y���E�0���q�i�q±4�k�cB�
s
�
�q±4�c�d�

γ, β ∈ H, γ 6= β}k�X�q�G�q�q~p�q���X���E�
rβ 6= rγ

�»�E���q�G�q�6���q� ���q�c�k��}E�c�q~p���q~
�.�6�c�q~p���q�k�p�k�k±
�y�q�B¶m~_�p�k}T�'�_�k�p�E�B�8�����0�8¢  ¹���6���������

f
¢	����~\���c}T�G�E~\�q�k�q���6���G�8��~p�E�U���c�G�6�k~

s� �c�G���q~��\���c}T�
γ, β ∈ H, γ 6= β

���q�����
sρ
�����E��}k�X�q�G�q�q~p�q�

rβ = rγ
¢��2�> 

�P~p�k�q�X�����E�
rβ , rγ , p, q ∈ Qi

¢ #4�E�p�k�
δ
�c�G�6�k~�\���c}E�������E�

ϕ(rβ , δ) = q
�q�E�G 
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"!
# 
p

���*

HHHj

ᾱ

α

l + 1

"!
# 

-
ᾱ

"!
# 

-
α

¢_¢_¢

¢_¢_¢
l + 2

"!
# 

"!
# 

-

j

-
ᾱ

-
α

j + 1

ᾱ

-
ᾱ

. . .

. . .

"!
# 

"!
# 

rβ

rγ

-

-

ᾱ

ᾱ

s

"!
# "!
# 

q

?
α1

?
α2

?
αl

@
@

@
@

@
@

@
@@

�
δ

ºP�q�k¢�Á6¢

U�����|e���G���
(p, p)

���_�������c~p�E�U� �q�p�6�k�y�X�
i
  �k�X�����q�e�c�q���G���q�c�����X� �����8�

² ���q�k¢PÁkµ\¢ , �q~p}k�8�q�q���¤���E� }E�U�8�6�k~��_�k�p�E�B�8���q~����k�p�k��¶��q�P�i�\���c}E�k� ���q�����
�q~��k�G�q�k�~p�

|Q|2
¢ ���k}E~p�T¶��~p���q~¸'���c�8�G|>�G�q��¢

� �����	
�� 	 � � ����� ��� ��$'(�� . � � � ���"� 	 &�� h
5"�?�
�� . �!( $2� $���5�� - 5"� ��& 	 &��!#

. � � � ���"� 	 &"# h1, h2
735 - &��8( �?) / 1 -�.�� . > Ih, Ih1

, Ih2

73$'����( / �!( $'( / �!�"�"�87�!$'(�� - � � -�. $9��(3)3�!( � . ),& ((p1, p2), (q1, q2))
x
→ ((r1, r2), (s1, s2)),

(p1, q1)
y
→ (r1, s1), (p2, q2)

z
→ (r2, s2),

( � 12A . ��(3)3�!( ��& x, y, z $ / � � . �"+�$'����( �"��;��!�"&���),&��

(x = 2) → ((y = 2) ∨ (z = 2)),

(x = 0) → ((y = 2) ∨ (y = z = 0)).

� �� ���	���4������������ ��ºy�c�_�_�P�c�k���q� �����GB�P~p���i�q���G_���c�P�y� �8¢  ¹���6���������
h² ���q�k¢ �Eµ\�EU��~R�q�c�8�G|>�G���°}k�d�T�_�q�·�8¢  ¹���6���������

h1, h2
¢�#4�E�p�k�

x = 2
�
c 6= e

�
�E�cU���8��~_�\�q�

c′′ 6= c′
�q�E�

y = 2
��~_�\�q�

c′′ = c′
�q�E�

z = 2
¢ #4�E�p�k�

x = 0, a =
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"!
# 

-
a/c′/c

p1, p2

"!
# 

-
b/d′/d

q1, q2

?
a/c′′/e

"!
# 

r1, r2

"!
# 

s1, s2

"!
# 

"!
# 

p

q

-

-

a/c

b/d

?
a/c′

"!
# 

"!
# 

r

s

����������� ��������	��

b, c = d,
�E�cU���������

c′ 6= d′
�q�P~_~_�

y = 2
��������

c′ = d′
�q�P~_~_�

y = z = 0
¢

���k}E~p�T¶��~p���q~e¼���c�8�G|>�G�q��¢
� �����	
�� 	 � � ����
 ��� ��$'(�� . � � � ���"� 	 &�� h

5"�?�
�� 4�!� . & � . � � � ���"� 	 &"& g5 - & 5"�?),� � & ��5�� -�.
	 &"& ��� -�. ( �"��# $ / � ��&@7 & / 1 -�.�� � Ih �!$'(�� - � � - �
(p, q)

x
→ (r, s),

( � 12A .�/ 1 -�.�� � Ig �!$'(�� - � � - � (p, q)
y
→ (r, s),

& 5 - & �8( �?)��(3)3�!( ��& - � � � - $ / � � . �"+�$'����( �"��;��!�"&���),&��
(x = 2) → (y = 2); (x = 0) → (y 6= 1).

� �� ���	���4������������ ��#4�E�p�k� �8¢  ¹���6���������
h
�q�G�q�6�q~p���t��|��8¢  ¹���6���������

g�.�6���G}k�q~p�������y��² ¦>µ��c�q~p���G���q~p� �k�c���G�k�q�c� �p}k�8|_�w�X�����q�P~p�q~p���q�c� �c�V�q�G 
�\��~\�q�q~pB��}k�d�T�_�������q�k�\��~\�q�q~_�y�0}c�T�_�q�E¢qÂe����q�p�6���6~ �m��|B�k�c���G¶m~p�.�����Gp 
�P~p�����q���G_���c�P�y�¾�8¢  ¹���6���������

h
�����
���q�p�6���6~®¦ �

$
�_�k�c�k}E~p�E�p�k}k�6±�¡m���

~_�y�·�����GB�P~p�����q���G_���c�P�y� �8¢  ¹���6���������
g
�RU��~

e, l, e′, e′′ ∈ E2, a, b ∈
En−1

2 , c, d, c′, c′′ ∈ Em−1
2 .#4�E�p�k�

x = 2, c′ 6= c
�I�°���q~\�q�q�G���B¶��q� ���q�c�k��}k�q�k~

y = 2
�I�E��~_�p�k�

}k�X�q�G�q�q~p�q�
(c′′, e′′) = (c, e).

£¤�G���8�G���q�k�\��~\�q������}k�d�T�_�·�8¢  ¹���6���������
g�q~�|>�G}k�q�p�����c��~_~��q�k�\��~\�q�q~pB�}c�T�_���8�q�'�q~p��}T�G���6�k�y�q�c�q~p���c����c�6��}

(a, e′)�
(a, e)

�_�q����� �c��¶m~k�d|_���_����� ² �_�X¢d���q�k¢4¦ ���_�k�p�E�B�8���q~
q
µ�}k�X�q�G�q�q~p�q�

e′′ = e′ = e.
Â��m�E�cU���

(a, e′) = (a, e)
ª_�E��_�q�������E�c�¶m~�}c�T�_�q�q�c���p��_���>�

�
(c′, e′) = (c′′, e′′) = (c, e).

#��G�q�6���8���k�p�e���q�c�k��}E�c�q~p���q~��d�E~_�X�c���E�
c′ 6= c

�
|_���_�����

y = 2
¢

#4�E�p�k���E~p�q~p���
x = 0, a = b, c = d

² �_�X¢:���q�k¢y¦k¦>µ\�����q~\�q�q�G���B¶��q�·���q�G 
�k��}k�q�k~k�����E�

y = 1
���

(a, e) 6= (b, e)
���E�cU����}k�X�q�G�q�q~p�q�

e′′ = e, c′′ = c, d′′ = d, l′′ = l.
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# 

-
a, e/c, e

p

"!
# 

-
b, l/d, l

q

?

a, e/c′′, e′′

?

a, e′/c′, e′

"!
# 

r

"!
# 

s

"!
# 

"!
# 

p

q

-

-

a, e/c, e

b, l/d, l

?

a, e/c′′, e′′

6
b, l/d′′, l′′

"!
# 

"!
# 

r

s

ºP�q�k¢w¦ �8¢ ºP�q�k¢«¦k¦k¢

£¤�G���8�G�V² �q���c���q~\��~\��~p����± �k�c���G�k�q�c�.�p}k�8|_��µX�q�k�\��~\�q����� }k�d�T�_�.�q~e|>�G}k�8 
�p���.�c� �q�k�\��~\�q�q~pB� }c�T�_���8�¤�q�P~_~_� �_�k�c�k�q�c�~p���q~�*

e′′ = l, l′′ = e
�«|_���_�����

e = l
���c�k���>�����q�G�q�6���c~_�°���q�c�k��}E�c�q~p����}E�k~����G}E~p�q�p�k}E�

(a, e) = (b, l),
|_���> 

�����
y 6= 1

¢ ���k}E~p�T¶��~p���q~¿'���c�8�G|>�G�q��¢
#4�E�p�k�

g(x) = y
�_�q�q�k�P~_�p�k���G���8¢  ¹���6���������.�m�6���G}k�q~p�������y�t² ¦>µ\���q�P~\ 

±�¡��G�����c�y�8�k��}
j
  �k�X���P�k�P~p���G¢��'���GB�P~p�����q���G_���c�P�y�

g
}k�8���0² ���q�k¢2¦B¬Eµ

���G|B�c}E~_�
j
  �k�R�65 - & / �!A �!�"�"+G) �����GB�P~p���E�k�X¢

"!
# 

-

α, |α| = j − 1

"!
# 

0

���*

HHHj

0/0

1/0

"!
# 

0

"!
# 

1

ºP�q�k¢w¦B¬8¢
����~_�p�4}4�_�k�p�E�B�8�����6�m�q�k�P~p�q~p�����d�

0,1
�q~B�>�q��|_�6±��E�U�m}k�d�T�_�q���R~X���6���8 

�����
0, 1
���_�k�c�k}E~p�E�p�k}E~p���q��¢

� �����	
�� 	 � � ����� ��� ��$'(�� . � � � ���"� 	 &�� h
5"�?�
�� . �!( $2� $���5�� - 5"� ��& 	 &��!#

. � � � ���"� 	 &"# h1, h2
7�& A'��� ���!����( � - � 12� i / +D5"�?�"���!�"� h /∈ U(i)

7 ( � 12A .
h1 /∈ U(i)

&��"&
h2 /∈ U(i) �
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"!
# 

-
α/β/γ

"!
# ���*

HHHj

a/c/e1

b/d/e2

"!
# 

-
r/l1/s1

"!
# 

-
r/l2/s2

ºP�q�k¢w¦B¸8¢
� �� ���	���4������������ ��ºy�c�_�_�P�c�k���q�������GB�P~p�����8¢  ¹���6���������

h
² �_�X¢T���q�k¢�¦B¸Eµ\�

�����6�c�E�c�q�k�
���G���6���c~p�E�U���p}E�c�q�p�k}E�
h ∈ U(i)

¢ ����~_�p�
s1 6= s2

¢ '��\�q�
l1 6= l2

�
�E�

h1 /∈ U(i) �
~_�\�q�

l1 = l2
�8�E�

h2 /∈ U(i)
¢ ���k}E~p�T¶��~p���q~mÀ'���c�8�G|>�G�q��¢

� �����	
�� 	 � � ����� ��� ��$'(�� . � � � ���"� 	 &�� h
5"�?�
�� 4�!� . & � . � � � ���"� 	 &"& g��5�� -�.
	 &��!#<��� -�. ( �"��#<$ / � ��&@7�&<A'�������!����( � - � 12� i / +D5"�?�"���!�"� h /∈ U(i)

7
( � 12A . g /∈ U(i) �
� �� ���	���4������������ � #4�E�p�k� �����GB�P~p���.�8¢  ¹���6���������

h
² �_�X¢w���q�k¢¤¸Eµ��q�G�q�T 

���8���U�0����� �c�q~p���G����� �k�c���G�k�q�c� �p}k�8|_����|'�����GB�P~p���c���8¢  ¹���6���������
g
² �_�X¢

���q�k¢2¦p¼6µ\¢

"!
# 

-
α, ε

"!
# ���*

HHHj

a, e1

b, e2

"!
# 
p -

-

c, e3/d, e3

c, e4/d
′′, e′′3

"!
# 
r -

c, e4/d
′, e4

ºP�q�k¢w¦p¼q¢
����~_�p�

d 6= d′
¢�'��\�q�

e3 = e4
�c�E�

g /∈ U(i)
¢ #4�q~\�q�q�G���B¶��q�X�T���E�

e3 6= e4
�

�E�cU�����q�0�c���q~\��~\��~p����± �k�c���G�k�q�c���p}k�8|_�
e3 = e′′3

�:�.|_���_�����G�w�q�0�p��_���>�q�
(c, e4)

}0�_�k�p�E�B�8�����6�
p
�
r
�c�>�q�6���q�G�q�6���G�k�E�U�i���G|_���R~m}k�d�T�_�q���R~��c�6��}k�

(d′′, e3)
�

(d′, e4)
¢ �����_�����G�

g /∈ U(i)
¢ ���k}E~p�T¶��~p���q~Á'���c�8�G|>�G�q��¢

� �� ���	���4������������ �D�� �� � � � ��������4������������ �
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�2�c�����6�p�����E~_�
i > N

¢�¯»�R�k~p�q~_�®}�_���c�e~
Îf i
  �k�X�����q�e�c�q���G���q�c�����X�

�����8�·���q�����
p
¢!#��V�6�k}E~p�T¶��~p����±%¦.}V_���c�e~

(If )l
���q�·�q~p�6�c�E�c�q�cB�

l�p�6¡~_�p�k}k�E~p�
i
  �k�X�·���q�e�c�q���G���q�c�����X� �����8�·���q�����

p
�
j
  �c�G� ���q�k~p�������

�6�c�E�c�q�cB���q�P~_~p���c�E�P~p�k���

x1
ij, . . . , x

p
ij , j = 1, 2, . . . , l

max
j
x1

ij = 1, max
j
x2

ij = 2, max
j
xs

ij 6= 1, s = 3, 4, . . . , p.

#���6�k}E~p�T¶��~p����± ¬���G�8��~p�E�U���_�q�q�k�P~_�p�k���G� �8¢  ¹���6���������

gij ∈ [K ∪ {f, f
�
}],

} ���q�e�c�q���G���q�c���q�k�©_���c�e~��6�c�E�c�q�c�t�p�6¡~_�p�k}k�E~p�.������}E~\��~p�����X�������8�t�
�E~_�y� ¶m~.�c�E�P~p�k�8�c�y�

x1
ij, . . . , x

p
ij , j = 1, 2, . . . , l

² �_�X¢»���q�k¢4¦>µ\¢ #4�E�p�k�
{j|xs

ij = 1} = εi(s), 1 6 s 6 p
¢»{4|.�c���q~\��~\��~p�����·���q�e�c�q���G���q�c���q�cB�

�����8�����\��~\�q�E~p�G�y���E�������
s > 2, εi(s) 6= ∅,

�8�q�������
s = 2

�p�6¡~_�p�k}k�E~p�
���G�k�6���>�q�k�q�k~

ξi(s)
�c�G�6�k~k�����E�

xs
i,ξi(s)

= 2.
ºy�c�_�_�P�c�k���q�·�n�T~_�y��² ���q�k¢¤¦B¿Eµ\�

U��~
H1
�
H2 $

�c�>��~p}k�R~�}E~p���E�c�8 ¹���6���������
H1(z1, z2, s) = (x1, x2, . . . , xl); H2(y1, y2, . . . , yl, s) = (u, v);

u =





yξi(2),
�����

s = 2;
yξi(s),

�����
εi(s) 6= ∅;

0,
�����

εi(s) = ∅;

v =

{
yξi(2)

�����
s = 2;

0
�����

s 6= 2;

xj =





z1
�����

j = ξi(2), s = 2;
z1
�����

j ∈ εi(s), s > 2, εi(s) 6= ∅;
z2
�����

j ∈ εi(s), s = 1;
0
}��k�p�c�>�q�k���d���\�q�6���G�6�2¢

� ¢  ¹���6���������
B0,p, gij , j = 1, 2, . . . , l, $

�y�6�q�c}E�p���q~k�:�\��~\���c}T�G�E~\�q�k�q�������8 
�P~p���q���.�c�q~p���G�����V�k�c���G�k�q�c���p}k�8|_�w¢ &e�G¶���G�®��|��8¢  ¹���6���������

gij
�q�P~_~p�

�q���G_���c�P�y� ² ���q�k¢»¦BÀEµe���E�c���q���m� ���G|_�����q~p�w�¤���E�����q���c�E�P~p�k���
xs

ij = 1�q~p�q~\�T�_� �q~ �8}c�q��~p�E�U�½�k~p|_�E�\���c}k���R�X¢ ���T~_���½² ���q�k¢�¦B¿Eµ��q~B�>�q��|_�E~p���8¢  
���6��������±

fp,i
���q���G_���c�P�P�c� ² ���q�k¢�¦BÀEµ\¢ �d~p|��c_���G�����q~p����� �k�c¡m�q�k�p�k�

�P�B¶��q�V}k�R�c���G�k�V���q�����°�����8���
p
�q~.|>�G}k�q�U�8¡m�6±��c�

i
¢X¯ �B�c�P�k����~\��~�*
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���8�G¶���c��}E~p�k}k�
i
  �E�cB�e�����8���e�P�B¶��q�����k�E�G}k���k�m}E~p�E�8��±�± }E~p�k}k�q�E}k|_�8�k�6±

���q�c��|_}E�G�q�k�q�k~R���q�\���e���G|E�k�E~_�
�B�c�y�R�X�E}k�R�c���G�k�
p
�����G�k���R�i���q�����c�
}E�_~\�

i
  �k�d� ���q�e�c�q���G���q�c�����d�.�����8���c}q�:U��~

ρ 6 i 6 2ρ
¢ (e�q� �8�G¶���cB�

i < N�q� �E�\���c}k��± ��~_�P�y�½¸
f /∈ U(i)

�y|_���_�����
�q�.�6�k}E~p�T¶��~p����±¾¬ ���G�8��~p�E�U�
�8¢  ¹���6���������

gi ∈ [{f, f
�
,K])

���q�P~p±�¡��G�
i
  �k�X��������}E~\��~p�����X� �����GB�P~p���G¢

H2

H1

gi1 gij gil

Bi,p

?
x1

?
y1

?
xj

?
yj

?
xl

?
yl

?
z1

?
u

?
z2

?
v

?

?
s

ºP�q�k¢w¦B¿8¢
£«�cU��� �n�T~_��� ² ���q�k¢�¦>Ákµ ���G}k��� �>|>�>��~p�T¶��6~ �

G
¢ ����~_�p� �8¢  ¹���6���������

D : (EN+p
2 )

∗
→ E∗

2 ,
�q�P~_~p���q���G_���c�P�y�E�q��|B�k�c���G¶m~p�����6±©������q�p�6���6~�¦ �8¢

(m�k�p�c�G�E�c���q�k�p�k�����c�8�G|>�G���8¢
� �	����� �
	�� ������� �
#4�E�p�k�

[{f, f
�
}] ⊇ K

�
[{f, f

�
}] 3 G.

#��c�8�G¶m~_�X�w���E�
f /∈ U(i)

���q�
�q±4�k�cB�����G�k�6���>�q�k�q�cB�

i
¢2¯ �B�c�P�k� ��~\��~�*

G /∈ U(i)
�2�
~_�\�q�

G
�q�G�q�6�q~p���

�q~p�6�c�E�c�q�c���n�T~_�P�c�
h
�T�q�k�\��~\�q���8�0�c�q~p���G�������6�c�E�c�q�c���p�6�q~p���q�c|_���������q}k�T�

���6���������
h1, h2

���E���q���6�k}E~p�T¶��~p����± Á
h1 /∈ U(i)

�8�q�
h2 /∈ U(i).

'��\�q�
�q�k�\��~\�q���8���c�q~p���G�������6�8�G|>�G���q�c���n�T~_�y�

$
�c�q~p���G�������k�c���G�k�q�c���p}k�8|_�w�E�E�

�8¢  ¹���6���������
g
�B��|��6�c�E�c�q�c�m�q�G�q�6�q~p���

G
�B�q�X�6�k}E~p�T¶��~p����± ÁX�k�G���>���c~p���E~_�

¶m~d�p}E�c�q�p�k}E�k�!*
g /∈ U(i).

#4���q�P~p���8�mª_�k����c�_�p�6¶��~p��������_�q�q�c���|d�q�_���T�G 
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1
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1

0
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0, 1
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"!
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-
0, 1

-
0, 1

-

-

"!
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"!
# �

� �8�§¦
�8�§¦

i i+ 1 i+ 2 i+ p− 1

ºP�q�k¢w¦BÀ8¢

D

g1 gN−1 gp,N gp,N+p

?

?x1 . . .

?

?
xN−1

?

?xN . . .

?

?
xN+p

?

?

ºP�q�k¢w¦>Á6¢

�q�8¡m�8�.�8¢  ¹���6���������
g, h1, h2

�:�y� �q~p�q~p|��6�c�q~p���q�k~����q�\�������GB�c}
² ���G}k�q�k~
���q�\�q���c�q~p���G�����°}��6�8�G|>�G���q�c� �n�T~_�P~>µ������8��~_� �t�E�k�y�8�
���E�

f /∈ U(i),�q�c�E�k�y�����E�
f
�

∈ U(i),
������}E�_~\�

i
¢

#����6�k}E~p�T¶��~p����± ¸����G�8��~p�E�U�®�c�G�6�k~
N
�«���E��}.�n�T~_�P~

h
�¤U��~

h = g
�

���q�0�q±4�k�cB�
i > N

}�_���c�e~
Ih
�q�P~_~p�E�U�

i
  �k�X� ���q�e�c�q���G���q�c�����X�i�����8�«¢

'��\�q�
h
�q�G�q�6���8���c�p��c�q~p���G���q~p�0�p�6�q~p���q�c|_�������0��|4�8¢  ¹���6���������

h1, h2
�E�E���

�_�cU���c�p�q���6�k}E~p�T¶��~p����±�¼q�2}0_���c�e~
Ih1

× Ih2

�q�P~_~p�E�U�
i
  �k�X�
���q�e�c�q���> 

���q�c�����X�������8�«¢ '��\�q�
h
�q�G�q�6���8���c�p�m��|

g
�c�q~p���G���q~p�0�k�c���G�k�q�c���p}k�8|_�w�E�E�

�_�cU���c�p�q���6�k}E~p�T¶��~p����± ¿8��}
Ig
�q�P~_~p�E�U�

i
  �k�X�����q�e�c�q���G���q�c�����X� �����8�«¢

#��k�p�6�G�q�k����}�_���c�e~
If
� �q~p� i   �k�d�����q�e�c�q���G���q�c�����d�������8���c}�������}E�_~\�

i
�T�q�G�q�6���c~_�X�6���E�

i
  �k�X�����q�e�c�q���G���q�c�����X�0�����8�����G�8��~p�E�U��}m_���c�e~

(If )l

���q���q~p�6�c�E�c�q�cB�
l
¢ #����6�k}E~p�T¶��~p����±�¦ �\��~\�q�E~p�G�»���E��}�_���c�e~

Îf
�c�G�8 
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# 
xN−1 -"!

# 
xN - . . . "!
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xN+p

6
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