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:<;>=@?BABC@D�EFABGH=@IKJML6=@DKCBNPO8QSRTC@AULUVTWTC@DKXK;>=ZY>[BWTAB\�]^DKC@;TVTG_D�N/LBDa`
NaA6] bcDK?BJMdeDKL6=gf>hi;>]^VTCZ=eLBABIj]^Agk�WTA�lT;TVT?@Y>VHk�DKWTVTDemcn_WTGToTVTV

n
lTDa`

;TDj]^DKWTWTJqprEFA6NaCZ=@C@ABRTWTA/AB?BseDKXKA/LBV_Et=�EFLBn6p_NuY>AB\TWTAB\�WTDK\T;TABWTWTAB\vNaDa`
C@[BweQxlT;TVTRTDj]�mcn_WTGToTVTVv=@GTC@VTL6=@oTVTV�lTDK;TLBABXKAyNuY>AgOU]^ABXKn_C/?BJMC@[yIj=Z`
Et=@WTJzIj=@;>=@WTDKDBQi={LBC@AB;TABXKAv|}Y>VTWTDK\TWTJ�~q:�JM?BAB; LBDjNK={bcDK?BJMdeDKL6=gf
hi;>]^VTCZ=/NaL@OTIj=@WrNeC@Dj]qQtRTC@A/ABW�lTABIKLBA@YTOTDKC�V>]^VTC@VT;TABL6=@C@[/WTAB;>]1=ZY>[@`
WTABD�;>=BNalT;TDuEFDaY>DKWTVTD�;TDKoTDKlTC@AB;TABL>QTG_ABC@AB;TABDcL6NaC@;TDKR>=@DKCBNPOyL�lT;TVT;TAjEFDBQ
W>=@lT;TV>]^DK;�;>=BNalT;TDuEFDaY>DKWTVTD�IK;TVTC@DaY>[BWTJqpr;TDKoTDKlTC@AB;TABL�L�X�YF=@IKDeRTDaY>A@`
LBDKGH=eV�EF;Tn_XKVHp/]�Y>DKG_ABlTVTCZ=@w�seVHpx~

���������4���q�/�y�
�'�@�H�H���j���U�c�1�t�8�T�H�g�x ¢¡Z£�¤_�8¥q¦B�8�x�8¤_§>¨B��¡g©x�8¡Z¤_ª<©x�8¤H�6�S�Z¥�«c§�ªF¤_ T¤6¬

�8¤H¥<©8¤Z�®8¤H¥M�g�8¤H¥¯�@°U�_±c��§T¤_©x�8¤H¡r¤U©x�8�jS¡g _¨6§H�8¥M¤H¡g H�²£�¦F®xªx³x�x�
n
©8�g�8�j¬

¥M�g®x®x±c´�§U§H�tS�y¡g¦F©8�g�x©8¤_µZ�x³x�x�
£�¦F®xªx³x�x¶ ¥M�g®x�H·y�g�@¤U¸x�8¡j��¨�©8�g�8�Z¥M�g®x®x±c´1�
¹ � º��T»�¤6�S¥M¤_�@¤_�8¤_§v¼ ½_¾¿«8¼ À6¾¿«8¼Á�@ÀB¾S���+� Â�� ¹ �x®8¤6�8�_ ¼Á�j¾¿«8¼ Ã6¾S©8¤_ªt¨6µB¨B�8�4«>¸x T¤�ÄZ T¤
S�g¶8¡g H§H�x T�j�8�H®8¤U _¨6ª4«��H¤6�S�Z�� T¤_�@¤x«8®8�g©x�8�g�x±�§H®S¨6Å £�¦F®xªx³x�xÅ

n
©8�g�8�Z¥M�g®x®x±c´

¥M¤@Æ/�g 
�_±� H� ©x�8�jS¡g _¨6§_�S�g®S¨ §�§H�tS�U¡g¦F©8�g�x©8¤_µZ�x³x�x�¢¤Z8®8¤H¥M�Z¡g H®x±c´Ç£�¦F®xªt¬
³x�x¶{��¤_©8�g�S¨6³x�x��¡j�S¤@Æ/�g®x�xÅ1�
º��Z¤H�Z´>¤Z8�8¥M¤H¡g H�U§y _¨6ªF¤_�@¤r�8¤Z�¨/©x�8�jS¡g _¨6§_�S�g®x�xÅF´È§T¤_µZ®x�xªt��¨y©8¤_µg8®8�Z��§

¡g§HÅtµZ�¢¡U�S¨6µZ§H�x H�8�Z¥É T�Z¤_�x�x�¢�²©x�S¨6ªx H�xªx�¢®8�g¶x�8¤_®x®x±c´¢¡Z�g T�g¶4��Ê�¤@Åt§_�S�g®x�8�
®8�g¶x�8¤_®x®x±c´
¡Z�g T�g¶�¡g§HÅtµZ±�§>¨6Ë� È¡Z¤{¡g _¨6 H�T�g¶
Ì��1Í ¨6ªFÎF»�¨B�x�S¤_ªt¨v� Ì��1Ê+�x T¡@¨
¼Á�@ÏB¾¿«+¼ ÏB¾¿«Ð§²ªF¤_ T¤_�8¤_¶�¤_©x�8¡g±�§>¨_�g T¡aÅÑ¥�¨6 T�Z¥�¨6 H�x¸8�Z¡gªt¨6Å�¥M¤ZS�j�8�Ç®8�g¶x�8¤_®S¨²�
®8�g¶x�8¤_®x®8¤_¶ ¡Z�g H�4��ÒÐ±c�S¤�S¤_ªt¨6µB¨6®8¤x«�¸x T¤��_¦B�S�g§T¡gªx�8�/£�¦F®xªx³x�x����ªF¤_®8�g¸x®x±��
¨6§H T¤H¥�¨6 H±�¥M¤_�Z¦F ��_±� H�r©x�8�jS¡g _¨6§_�S�g®x±Ó®8�g¶x�8¤_®x®x±�¥q� ¡Z�g BÅx¥q�4�
Ê�¤_µg8®8�Z�rÔU��Õ�¤_µ@�g®8�6��¨6 H �¼ ÖB¾¿«Á¼Á�B×B¾q©x�8�jx�S¤@Æ��t��¥M¤ZS�j�8�8«�®S¨6µZ§>¨6®x®x¦FËØ�8¥

©8�g�x³8�g©x H�8¤_®8¤H¥Ù�<©x�8�jx�S¤@Æ��t�z¨B�8�@¤_�x�x T¥Ú¤H�_¦F¸8�g®x�xÅÛx�8ÅÛ _¨6ªF¤_¶�¥M¤ZS�j�8�4�
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ÒÐ±c�S¤²©8¤_ªt¨6µB¨6®8¤x«e¸x T¤Ç©8�g�x³8�g©x H�8¤_®x± ¥M¤_�Z¦F ¢�8�g·�¨6 H�¢®8�gªF¤_ T¤_�x±���µB¨B�¨Z¸x�
�H¤6�S�Z�cÄ@£�£��gªx H�x§H®8¤x«6¸8�Z¥ ªF¤H¥q©x�HË� T�g�x±¢ H�S¨B8�x³x�8¤_®x®8¤_¶U¨6�T´t�x T�gªx H¦F�x±�����x¬
®S¨6ªF¤x«S©8¤_µg8®8�Z�H«�¡Z�g�x�T�gµZ®x±�¶ ¥�¨6 T�Z¥�¨6 H�x¸8�Z¡gªx�x¶�¨6®S¨B�8�xµ/©8�g�x³8�g©x H�8¤_®8¤_§v©x�8¤6¬
§T�jS�g®x®x±�¶²Í��iÍ��x®8¡gªx�8¥Ó�����iÊ��g¶x©8�g�x T¤H¥ ¼ ×B¾¿«4§H±�Åt§H�t�Ç¡Z�g�x�T�gµZ®x±��v¤_�Z�S¨B¬
®x�x¸8�g®x�xÅ
®S¨v¤H�6��¨_¡g H��©x�x�8¥M�g®x�8¥M¤H¡g H��©8�g�x³8�g©x H�8¤_®8¤_§8���e®x�4«1§{¸S¨_¡g H®8¤H¡g H�4«
©8¤_ªt¨6µB¨B�8�4«t¸x T¤�®8�gªF¤_ T¤_�x±��+µB¨B�¨Z¸x�4«FªF¤_ T¤_�x±��+§/©x�x�x®x³x�x©8�+¥M¤_�Z¦F ��_±� H�/�8�j¬
·y�g®x±#©8�g�x³8�g©x H�8¤_®8¤H¥�«M¥M¤_�Z¦F  ©8¤_ H�8�Z�H¤_§>¨6 H�
®8�g�8�@¨B�8�H®8¤ �H¤6�8�H·/�t´�§H�8�Z¥M�g®
�t�8�{®8�g�8�@¨B�8�H®8¤��H¤6�8�H·y¤_�@¤rªF¤6�8�x¸8�Z¡g H§>¨�®8�g¶x�8¤_®8¤_§8�
�²�¨B�8�H®8�g¶x·y�Z¥²¤_�Z�S¨6®x�x¸8�g®x�xÅv�_±c�8�{¤H¡j��¨_�6�S�g®x±<©x¦F T�Z¥�µB¨_¥M�g®x±<£�¦F®xªt¬

³x�x¶È¨6ªx H�x§>¨6³x�x��®8�g¶x�8¤_®8¤_§r¡+©8¤_�8¤_�@¤_§H±c´v®S¨y¡g�x�@¥M¤_�t8®x±��H�	��¨6ª4«x§{�@�HÖH�/�@¤6¬
8¦T«M���
���8�H�g®xªF¤�¼ �6¾¿«M»��ÐÔ�¦F®S¨B´F¨6·/��¼Á�@�6¾���»����+¤_�x®x�xª�¼Á�g½_¾¿«M®8�gµB¨6§H�8¡g�8¥M¤
S¤_ªt¨6µB¨B�8�²¡j�S�j8¦FË�/�x¶�£�¨6ªx 	�1©x¦T¡g H�

ψ � £��xªF¡g�x�8¤_§>¨6®x®x§>¨6Å�¡g�x�@¥M¤_�t8®S¨6Å£�¦F®xªx³x�xÅ1«q¨
f � ®8�g©x�8�g�x±�§H®S¨6ÅÇ®S¨�ªF¤H¥q©S¨6ªx T� K ⊂ R

n £�¦F®xªx³x�xÅ n ©8�j¬�8�Z¥M�g®x®x±c´1���i¤_�a�¨
f
¥M¤@Æ�®8¤�¨6©x©x�8¤_ªF¡g�8¥q�x�8¤_§>¨6 H� §È¡Z¥q±�¡j�S�r�S¨6§H®8¤H¥M�g�x®8¤6¬

�@¤r©x�x�8�6�8�xÆ/�g®x�xÅ ¸8�g H±��8�j´>¡j�S¤_¶x®8¤_¶�¡Z�g H�HË�� 8§>¨�¡j�S¤@Å�¡gªx�x±� H±c´��j«�©x�x�x¸8�Z¥
£�¦F®xªx³x�x�{¨6ªx H�x§>¨6³x�x�È©8�g�x§T¤_�@¤y�v©8¤H¡j�S�j8®8�g�@¤r¡j�S¤@ÅU�8�x®8�g¶x®x±�«S¨�©x�8¤H¥M�gÆ�¦>¬
 T¤_¸x®x±c´ � �S¨6§H®x± ψ.Õ����+�j´t _¬¿º+�t�8�T¡Z�g®
¼Á�@°B¾SS¤_ªt¨6µB¨B�v©x�8�jS¡g _¨6§H�8¥M¤H¡g H��®8�g©x�8�g�x±�§H®8¤_¶{£�¦F®xªt¬
³x�x�È¥q®8¤_�Z�t´{©8�g�8�Z¥M�g®x®x±c´�¡+©8¤H¥M¤�/�HËÓ8§H¦>´>¡j�S¤_¶x®8¤_¶È®8�g¶x�8¤_®x®8¤_¶�¡Z�g H��¡

nªF¤H¥q©8¤_®8�g®x _¨_¥q�U§_´>¤Z8®8¤_�@¤�¡g�x�Z®S¨B��¨t«
2n+1

ªF¤H¥q©8¤_®8�g®x _¨_¥q�U©8�g�x§T¤_�@¤�� ¡gªx�x±c¬
 T¤_�@¤���¡j�S¤@Å�¡�¡g�x�@¥M¤_�t�¨B�8�H®x±�¥É£�¦F®xªx³x�xÅx¥q�²¨6ªx H�x§>¨6³x�x�²�

M
ªF¤H¥q©8¤_®8�g®t¬

 _¨_¥q�v§H T¤_�8¤_�@¤y¡j�S¤@Åv¡�®8�g�xµZ§T�Z¡g H®x±�¥q�È£�¦F®xªx³x�xÅx¥q�È¨6ªx H�x§>¨6³x�x�4����¨6ªx�8¥²¤H�6¬
�S¨6µ@¤H¥�«>§�®8�gªF¤_®8¡g H�x¦Fªx H�x§H®8¤_¶È£�¤_�8¥M�e�_±c��¨�S¤_ªt¨6µB¨6®S¨/�8�g·�¨_�Z¥M¤H¡g H�/µB¨B�¨Z¸x�
©x�8�jS¡g _¨6§_�S�g®x�xÅ²£�¦F®xªx³x�x��S¤H¡g _¨6 T¤_¸x®8¤�©x�8¤_�xµZ§T¤6�8�H®8¤_�@¤ §H�t�¨{®S¨{®8�g¶x�8¤_®t¬
®8¤_¶È¡Z�g H�4�
���¨6®x®8¤_¶È�S¨_�H¤_ T��S¤_ªt¨6µZ±�§>¨_�g T¡aÅ1«S¸x T¤�§��x®x T�g�Z�S¨B�8�H®8¤_¶ ¥M�g H�x�xªF��¡+§T�j¬

¡Z¤H¥����Z�_±�·y�g§>¨@Î����8¥q�x _¨U§T¤_µ@¥M¤@Æ�®8¤U©x�x�8�6�8�xÆ/�g®x�8�y©x�8¤_�xµZ§T¤6�8�H®8¤_¶
£�¦F®xªt¬
³x�x�

n
©8�g�8�Z¥M�g®x®x±c´�8§H¦>´>¡j�S¤_¶x®8¤_¶¢®8�g¶x�8¤_®x®8¤_¶�¡Z�g H�HËy«q©x�x�x¸8�Z¥É£�¦F®xªx³x�x�

¨6ªx H�x§>¨6³x�x�È©8�g�x§T¤_�@¤�¡j�S¤@Å{¥M¤_�Z¦F r�_±� H��µB¨B�¨6®x± µB¨6�S¨6®8�Z�H«S¨�§H T¤_�8¤_�@¤ � �8�t¬®8�g¶x®x±��

�����! i�#"����#$ �&%y��')(+*-,+.�/0.1$
�Ð§T�jS�Z¥Ç®8�Z¤H�Z´>¤Z8�8¥q±��/¤_©x�8�jS�j�S�g®x�xÅ1�

2-3)4)5�6+587�5�9):)5<;�= Ê+¦T¡g H�
n ∈ N = {1, 2, . . .}. An � ÄZ T¤�¥q®8¤@Æ/�Z¡g H§T¤r§T¡Z�j´¨_£�£��x®x®x±c´y£�¦F®xªx³x�x¶��xµ

R
n §

R,
 T¤��Z¡g H��£�¦F®xªx³x�x¶�§H�t�¨

A(x) = w̄ · x̄+b
«

�aS�
x̄
�
w̄ � §T�gªx T¤_�S¨y�xµ R

n «8¨ b ∈ R.
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2-3)4)5�6+587�5�9):)5�� = Ê+¦T¡g H�
ρ(x̄) = exp

(

−1
2

n
∑

i=1
x2

i

)

� §T�Z¡����Z�_±�·y�g§>¨@Î
���8¥q�x _¨t«Ð¨

Lp,ρ(R
r) � ¥q®8¤@Æ/�Z¡g H§T¤��xµ@¥M�g�x�8¥q±c´¢©8¤����Z�H�g�Z¦Ç£�¦F®xªx³x�x¶ n©8�g�8�Z¥M�g®x®x±c´

f(x1, . . . , xn),
 _¨6ªx�t´1«x¸x T¤�ªF¤_®8�g¸x®S¨r¡j�S�j8¦FË��¨6Å{®8¤_�8¥�¨ �

‖f(·)‖p,ρ =























λp,n





∫

Rn

|f(x̄)ρ(x̄)|pdx1 . . . dxn





1/p

,
©x�x�

1 6 p <∞;

esssup
x̄∈Rn

|f(x̄)ρ(x̄)|,
©x�x�

p = ∞,

�aS�
λp,n =

( p
2π

)n/2p � ®8¤_�8¥q�x�8¤_§T¤_¸x®x±�¶�ªF¤_Ä@£�£��x³x�8�g®x 6�2-3)4)5�6+587�5�9):)5�� = Ê+¦T¡g H�
G � �xµ@¥M�g�x�8¥�¨6Å�£�¦F®xªx³x�xÅ�� n ∈ N

�MÒÐ¦BS�Z¥
¤H�H¤_µZ®S¨Z¸S¨6 H�

Σn(G) =
{

f : R
n → R

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f(x̄) =

q
∑

j=1

βjG(Aj(x̄)) ,

x̄ ∈ R
n, βj ∈ R, Aj ∈ An, q ∈ N

}

� ¥q®8¤@Æ/�Z¡g H§T¤
£�¦F®xªx³x�x¶4«4©8¤_�8¤@Æy�¨_�Z¥q±c´Ç£�¦F®xªx³x�8�g¶ G «�¡r©8¤H¥M¤�/�HË ¨_£+¬£��x®x®x±c´v©x�8�Z¤H�_�S¨6µ@¤_§>¨6®x�x¶
¨6�x�Z¦t¥M�g®x _¨��v�8�x®8�g¶x®8¤_¶�ªF¤H¥M�_�x®S¨6³x�x�4�
2-3)4)5�6+587�5�9):)5���= Ô�¦F®xªx³x�xÅ

Ψ(x) : R → [0, 1]
®S¨6µZ±�§>¨_�g T¡aÅ�¡g�x�@¥M¤_�t8®8¤_¶4«

�Z¡j�8�
Ψ(x)

®8��¦t�_±�§>¨_�g r®S¨
R
�

lim
x→−∞

Ψ(x) = 0, lim
x→∞

Ψ(x) = 1.
2-3)4)5�6+587�5�9):)5
	 = Ê+¦T¡g H�

M ⊂ Lp,ρ(R
n) � ®8�gªF¤_ T¤_�8¤H��¥q®8¤@Æ/�Z¡g H§T¤y£�¦F®xªt¬³x�x¶4���1¨_¥q±�ªt¨6®x�8�Z¥ ¥q®8¤@Æ/�Z¡g H§>¨

M
§U¥M�g H�x�xªF�

Lp,ρ(R
n)
®S¨6µZ±�§>¨_�g T¡aÅ ¥q®8¤6¬

Æ/�Z¡g H§T¤r£�¦F®xªx³x�x¶

[M]p,ρ =
{

f ∈ Lp,ρ(R
n)

∣

∣

∣ ∃ {fk}
∞
k=1 ⊂ M,

 _¨6ªt¨6ÅÈ¸x T¤
lim

k→∞
‖f − fk‖p,ρ = 0

}

.

2-3)4)5�6+587�5�9):)5� = Ê+¦T¡g H�
M ⊂ R

n � ®8�gªF¤_ T¤_�8¤H�+�xµ@¥M�g�x�8¥M¤H��¥q®8¤@Æ/�Z¡g H§T¤x���¨6�S¨6ªx T�g�x�8¡g H�x¸8�Z¡gªF¤_¶ £�¦F®xªx³x�8�g¶�¥q®8¤@Æ/�Z¡g H§>¨r®S¨6µZ±�§>¨_�g T¡aÅ

χM (x1, . . . , xn) =

{

1,
©x�x�

(x1, . . . , xn) ∈M ;

0,
©x�x�

(x1, . . . , xn) 6∈M.
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2-3)4)5�6+587�5�9):)5�� = ÒÐ¦BS�Z¥É¤H�H¤_µZ®S¨Z¸S¨6 H�
Cρ(R

n)
¥q®8¤@Æ/�Z¡g H§T¤�§T¡Z�j´Ç®8�g©x�8�j¬

�x±�§H®x±c´È£�¦F®xªx³x�x¶
n
©8�g�8�Z¥M�g®x®x±c´1«x _¨6ªx�t´1«8¸x T¤

lim
x̄→∞

|f(x̄)ρ(x̄)| = 0.

� 5���4)5�����;�=
	�������
ψ(x) ��������������� � ��!#"%$& �('*)+���#, !#"%$.-/��!#0�1 � $32 1 6

p <∞. 43��'5, "
[Σn(ψ)]p,ρ = Lp,ρ(R

n).

6 � � '5��)+�  �#��� " )+� 2 Σn(ψ) � �7 , � ���#� ��! �8� Lp,ρ(R
n) 9

� 5���4)5���� � =
	�������
ψ(x) ��������������� � ��!#"%$. �('*)+���#, !#"%$.-/��!#0�1 � $32 p =

∞. 43��'5, "
Cρ(R

n) ⊂ [Σn(ψ)]∞,ρ .6 � � '5��)+�  �#��� " )+� 2 Σn(ψ) � �7 , � ���#� ��! �8� L∞,ρ(R
n) ∩Cρ(R

n).

:;�#��5�<=��9):)5 ; � ªr T�Z¤_�8�Z¥M��Ã��j�H»���¨_¡Z¡g±Û£�¦F®xªx³x�x¶
[Σn(ψ)]∞,ρ

�
Cρ(R

n)
®8�

¡Z¤_§H©S¨B�¨6Ë� 6�1�/�g¶8¡g H§H�x T�j�8�H®8¤x«M£�¦F®xªx³x�xÅ
ψ ∈ [Σn(ψ)]∞,ρ

®8��¤H�@ÅtµB¨6 T�j�8�H®8¤
®8�g©x�8�g�x±�§H®S¨t�t»+�8¤H¥M�� T¤_�@¤x«>�xµ@¥M�g®x�x§

f ∈ [Σn(ψ)]∞,ρ

®S¨�¥q®8¤@Æ/�Z¡g H§T� ���Z�H�j¬
�@¤_§T¤_¶È¥M�g�x±Ñ®x¦B�8�y©8¤6�8¦F¸x�8¥¢£�¦F®xªx³x�xËy«F©x�x�x®S¨Bx�S�gÆy¨ /¦FË

[Σn(ψ)]∞,ρ ,
®8¤

®8�+Åt§_�8ÅtË�/¦FË+¡aÅv®8�g©x�8�g�x±�§H®8¤_¶4�
:;�#��5�<=��9):)5 � � ªv T�Z¤_�8�Z¥M��Ã��j�F»���¨_¡Z¡g±Ñ£�¦F®xªx³x�x¶

[Σn(ψ)]∞,ρ

�
L∞,ρ(R

n)®8�U¡Z¤_§H©S¨B�¨6Ë� 6�i�/�g¶8¡g H§H�x T�j�8�H®8¤x«M£�¦F®xªx³x�xÅ
f(x) = ρ−1(x) = ex2/2,

¤_¸8�j¬
§H�t8®8¤x«t©x�x�x®S¨Bx�S�gÆ��x 

L∞,ρ(R
n). > ¡j�8�È©8¤_©x±� _¨6 H�T¡aÅ{©x�x�8�6�8�xµZ�x H�U�Z�+¡�©8¤6¬

¥M¤�/�HË
f1(x) =

K
∑

k=1

ckψ(akx+ bk),
©8¤6�8¦F¸x�8¥

lim
x→±∞

(f(x) − f1(x))ρ(x) = 1 − lim
x→±∞

f1(x)ρ(x) = 1,

©8¤H¡gªF¤6�8�Hªx¦
f1(x) � ¤_�Z�S¨6®x�x¸8�g®x®S¨6Å £�¦F®xªx³x�xÅ1� �e¸8�g§H�t8®8¤x«

‖f(·) −
f1(·)‖∞,ρ > 1,

¨ µZ®S¨Z¸x�x 
f(·) 6∈

[

Σ1(ψ)
]

∞,ρ
.
��¨6ªx�8¥ ¤H�_�S¨6µ@¤H¥�«

[Σn(ψ)]∞,ρ 6= L∞,ρ(R
n)
�

���8Å�S¤_ªt¨6µB¨6 T�j�8�T¡g H§>¨  T�Z¤_�8�Z¥q± ©8¤_ H�8�Z�_¦FË� T¡aÅ²¡j�S�j8¦FË�/�8�U§T¡g©8¤H¥M¤_�g¨B¬
 T�j�8�H®x±��+�S�Z¥M¥q± �
? 5��@����;�=
	�������

Ψ � !(A ��� A ��B;� !#"%$C �('*)+���#, !#"%$D-/��!#0�1 � $ � ψ �E������F
������� � ��!#"%$G �('*)+���#, !#"%$G-/��!#0�1 � $ 9H43��'5, " Ψ ∈

[

Σ1(ψ)
]

p,ρ
.
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� ��� ������� 587���	
���(��= Õq¨_¡Z¡Z¥M¤_ H�x�8¥�©x�8¤_�xµZ§T¤6�8�H®8¤H�
ε > 0,

�H�gµ�¤_�Z�S¨6®x�x¸8�g®x�xÅ
¤H��/®8¤H¡g H� �S¨_¡Z¡g¦FÆyS�g®x�x¶
¥M¤@Æ�®8¤{¡g¸x�x _¨6 H�

ε < 1.
�c¤_µZ�T¥M�Z¥

Q ∈ N
 _¨6ªF¤H�H«

¸x T¤ 1
Q < ε

2

�
M > 0,

 _¨6ªF¤H�H«x¸x T¤
ψ(−M) < ε

2Q

�
ψ(M) > 1− ε

2Q .
��¦�y�j¬

¡g H§T¤_§>¨6®x�8�� _¨6ªF¤_�@¤
M
§H±� T�gªt¨_�g ��xµ�¤_©x�8�jS�j�S�g®x�xÅ�¡g�x�@¥M¤_�t8®8¤_¶�£�¦F®xªx³x�x�4�

Ê�¤H¡gªF¤6�8�Hªx¦
Ψ(x)

®8�g©x�8�g�x±�§H®S¨��Û®8��¦t�_±�§>¨_�g �®S¨
R,
 T¤�¡g¦�y�Z¡g H§H¦T�g 

¤H�_�S¨6 H®S¨6Å{ªÈ®8�g¶
Ψ−1(y) = max{x : Ψ(x) = y},

¤_©x�8�jS�j�S�g®x®S¨6ÅÈ®S¨
(−1, 1)�r®8�g©x�8�g�x±�§H®S¨6ÅU¡g©x�S¨6§>¨t� �e¸8�g§H�t8®8¤x«

Ψ
(

Ψ−1(y)
)

= y,
©x�x�r§T¡Z�j´

0 < y < 1.���H¤_µZ®S¨Z¸x�8¥

rj =











Ψ−1
(

1
2Q

)

,
©x�x�

j = 0,

Ψ−1
( j

Q

)

,
©x�x�

j = 1, 2, . . . , Q− 1

Ψ−1
(

1 − 1
2Q

)

,
©x�x�

j = Q.

Ê+¦T¡g H�
1 6 r < s 6 Q

�
Ar,s(x) = −M + 2M x−s

r−s �
¨_£�£��x®x®S¨6Å £�¦F®xªt¬

³x�xÅ1«�¤_ T¤H�_�S¨6Æy¨6Ë��¨6Å ¤_ H�8�gµ@¤_ª
[r, s]

§
[−M,M ].

Õq¨_¡Z¡Z¥M¤_ H�x�8¥
Hε(x) =

Q−1
∑

j=0

1
Qψ(Arj ,rj+1

(x)).
Ê+¦T¡g H�

x ∈ (rj0 , rj0+1].
�i¤_�a�¨Èx�8Å

ψ(Arj ,rj+1
)
§H±c¬

©8¤6�8®8�g®x±Ñ®8�g�S¨6§T�g®8¡g H§>¨ �
� �

1 − ε
2Q < ψ(Arj ,rj+1

(x)) < 1,
©x�x�

j < j0;Ã��
0 < ψ(Arj ,rj+1

(x)) < 1,
©x�x�

j = j0;°��
0 < ψ(Arj ,rj+1

(x)) < ε
2Q ,

©x�x�
j > j0

�
Ì+¥q®8¤@Æy¨6ÅÈ®8�g�S¨6§T�g®8¡g H§>¨�®S¨ 1

Q

�È¡g¦t¥M¥q�x�x¦HÅ{©8¤
j,
©8¤6�8¦F¸x�8¥

j0

Q

(

1 −
ε

2Q

)

< Hε(x) <
j0 + 1

Q
+ (Q− j0)

ε

2Q2
.

��� �

Â+µ�§H±��H¤_�S¨
rj
§H±� T�gªt¨6Ë� È®8�g�S¨6§T�g®8¡g H§>¨ j0

Q < Ψ(x) 6
j0+1

Q .
���S¨6§H®x�x§>¨6Å�

��� �j«i©8¤6�8¦F¸x�8¥
|Ψ(x) −Hε(x)| < ε

x�8Å��8Ë+�H¤_�@¤
x ∈ (rj0 , rj0+1].

¹ ®S¨B�S¤6¬
�Z�x¸x®8¤�©x�8¤_§T�g�>ÅtË� T¡aÅÈ®8�g�S¨6§T�g®8¡g H§>¨yx�8Å

x ∈ (−∞, r0]
�
x ∈ (rQ,+∞).Â+ _¨6ª4«�x�8Å �8Ë+�H¤_�@¤

ε > 0,
¡g¦�y�Z¡g H§H¦T�g �£�¦F®xªx³x�xÅ

Hε(x) ∈
Σ1(ψ),

 _¨6ªt¨6Å1«�¸x T¤
sup
x∈R

|Ψ(x) − Hε(x)| < ε,
¨'¡j�S�jS¤_§>¨6 T�j�8�H®8¤ �

‖Ψ(x) −Hε(x)‖p,ρ < ε
�

? 5��@��� � =
	�������
ψ(x) � ������������� � ��!#"%$G �('*)+���#, !#"%$G-/��!#0�1 � $ 9H43��'5, "

cos(x) ∈
[

Σ1(ψ)
]

p,ρ
.
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6 � � '5��)+�  �#��� " )+� 2 ,�� $ � 7�� ��'5� ε > 0
���� A �� � ��A � -/��!#0�1 � $ cosε(x) ∈

Σ1(ψ),
��"�0�"%$32���� � ‖ cos(·) − cosε(·)‖p,ρ < ε.

� ��� ������� 587���	
���(��= �1¨_£��xªF¡g�x�x¦T�Z¥
ε > 0

�È§H±��H�g�8�Z¥
r ∈ N

 _¨6ªF¤H�H«8¸x T¤

‖χ[2πr,∞)(·)‖p,ρ = ‖χ(−∞,2πr](·)‖p,ρ <
ε

4
.

� Ã��
Õq¨_¡Z¡Z¥M¤_ H�x�8¥Û£�¦F®xªx³x�xË

f(x) =

{

cos x, x ∈ [−2πr, 2πr];

1, x 6∈ [−2πr, 2πr]
.

�e¸8�g§H�t8®8¤x«8�xµ � Ã��
‖ cos(·) − f(·)‖p,ρ <

ε

2
.

� °��
Ô�¦F®xªx³x�xÅ

f(x)
®8�g©x�8�g�x±�§H®S¨���ªF¤_®8�g¸x®8¤_¶ §>¨6�x�S¨6³x�x� ®S¨

R,
©8¤H¡gªF¤6�8�Hªx¦

∞
V
−∞

f =
2πr
V

−2πr
f = 8πr.

��¨6ªx�8¥<¤H�_�S¨6µ@¤H¥�«�¤_®S¨�©x�8�jS¡g _¨6§H�8¥�¨U§�§H�tS�
f(x) =

f+(x) − f−(x),
�aS�

f+ � f− � ®8�g©x�8�g�x±�§H®x±��/®8�g¦t�_±�§>¨6Ë�/�8�y£�¦F®xªx³x�x�4����8År¤_©x�8�jS�j�S�g®x®8¤H¡g H�vµB¨B�¨B8�8¥��t´�§�ªF¤_®x³S¨B´�¤_ H�8�gµZªt¨ �F©x¦T¡g H�
f+(−2πr) =

1
«t T¤_�a�¨

f−(−2πr) = 0; f+(2πr) = 1 + 8πr; f−(2πr) = 8πr.�/¤_ªt¨6Æ/�Z¥�«S¸x T¤
f+ ∈

[

Σ1(ψ)
]

p,ρ
.
Ê+¦T¡g H�

ε1 = ε
32πr .

Õq¨_¡Z¡Z¥M¤_ H�x�8¥

A(t) =
t− f+(−2πr)

f+(2πr) − f+(−2πr)

� ¨_£�£��x®x®8¤H�¯©x�8�Z¤H�_�S¨6µ@¤_§>¨6®x�8�H«�¤_ T¤H�_�S¨6Æy¨6Ë�y�Z�Ù¤_ H�8�gµ@¤_ª
[f+(−2πr),

f+(2πr)]
§

[0, 1].
�i¤_�a�¨

A(f+(x)) � ¡g�x�@¥M¤_�t8®S¨6Å¢£�¦F®xªx³x�xÅ1«M¨�µZ®S¨Z¸x�x 6«©8¤/�S�Z¥M¥M�r��¡g¦�y�Z¡g H§H¦T�g 
ψ+ ∈ Σ1(ψ),

 _¨6ªt¨6Å1«8¸x T¤

‖A(f+(·)) − ψ+(·)‖p,ρ < ε1.

Õq¨_¡Z¡Z¥M¤_ H�x�8¥Û£�¦F®xªx³x�xË

f+
ε (x) = A−1

(

ψ+(x)
)

= f+(−2πr) +
(

f+(2πr) − f+(−2πr)
)

ψ+(x).

�e¸8�g§H�t8®8¤x«
f+

ε (x) ∈ Σ1(ψ).
Ê�¤H¡gªF¤6�8�Hªx¦

f+(x) = A−1
(

A(f+(x)
)

= f+(−2πr)+
(

f+(2πr)− f+(−2πr)
)

A
(

f+(x)
)

,
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 T¤

‖f+(·) − f+
ε (·)‖p,ρ 6

6 (f+(2πr) − f+(−2πr))‖A(f+(·) − ψ+(·)‖p,ρ <

< 8πr
ε

32πr
=
ε

4
.
� ½��

¹ ®S¨B�S¤_�Z�x¸x®8¤yS¤_ªt¨6µZ±�§>¨_�g T¡aÅ ¡g¦�y�Z¡g H§T¤_§>¨6®x�8�
f−ε ∈ Σ1(ψ),

 _¨6ªF¤_¶4«8¸x T¤

‖f+(·) − f+
ε (·)‖p,ρ <

ε

4
.

� À��
Â+µ�®8�g�S¨6§T�g®8¡g H§v°t«x½���Ày§H±� T�gªt¨_�g �¦F H§T�g�>ÆyS�g®x�8���S�Z¥M¥q±zÃt�
? 5��@��� � =
	�������

1 6 p <∞;n ∈ N; ai, bi ∈ R, i = 1, 2, . . . , n. 43��'5, "

χ[a1,b1]×[a2,b2]×···×[an,bn](·) ∈ [Σn(cos(·))]p,ρ .

� ��� ������� 587���	
���(��= �Ð±��H�g�8�Z¥Ó©x�8¤_�xµZ§T¤6�8�H®8¤H�
0 < ε < 1.

º��U¤_�Z�S¨6®x�x¸x�t¬
§>¨6Å�¤H��/®8¤H¡g H�²�S¨_¡Z¡g¦FÆyS�g®x�x¶¢¥M¤@Æ�®8¤
¡g¸x�x _¨6 H�

ai = −1, bi = 1, i =
1, 2, . . . , n,

©8¤H¡gªF¤6�8�Hªx¦²©x�8¤_�xµZ§T¤6�8�H®x±�¶¢�Z�x©8�g�xªx¦t��¨_£�£��x®x®x±�¥q��©x�8�Z¤H�_�S¨B¬
µ@¤_§>¨6®x�xÅx¥q��¥M¤@Æ�®8¤�¤_ T¤H�_�S¨6µZ�x H��§��j8�x®x�x¸x®x±�¶4���Ð±��H�g�8�Z¥

r ∈ N,
 _¨6ªF¤H�H«

¸x T¤
‖χRn\[−πr,πr]n(·)‖p,ρ <

ε

6

� Ï��
�{�S¨_¡Z¡Z¥M¤_ H�x�8¥�£�¦F®xªx³x�xË � ¡Z¥��x�x�8¡H�4� �

χδ
[−1,1](x) =











0, |x| > 1;

1, |x| 6 1 − δ;
1−|x|

δ , 1 − δ < |x| < 1.

�e¸8�g§H�t8®8¤x«
‖χ[−1,1] − χδ

[−1,1]‖p,ρ < 2δλp,1.
� ×8�

�Ð±��H�g�8�Z¥
δ = ε

3nλp,1
,
��¤H�H¤_µZ®S¨Z¸x�8¥

fδ(x1, . . . , xn) =

n
∏

i=1

χδ
[−1,1](xi).
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ÕM�8¡H�i�H�x�1�S¨_£��xª�£�¦F®xªx³x�x�
χδ

[−1,1](x)
�

�i¤_�a�¨��xµ/×/§H±� T�gªt¨_�g 

‖χ[−1,1]n − fδ‖p,ρ <
ε

3
.

� Ö��
Ê�¤H¡gªF¤6�8�Hªx¦

fδ
®8�g©x�8�g�x±�§H®S¨t«S©8¤r T�Z¤_�8�Z¥M���c�g¶8�g�x·/ H�S¨_¡Z¡@¨�x�8ÅÈ£�¦F®xªx³x�x¶

n©8�g�8�Z¥M�g®x®x±c´ ��¼ °B¾ �r¡g¦�y�Z¡g H§H¦T�g � _¨6ªF¤H�
N
�Û _¨6ªF¤_¶< H�x�x�@¤_®8¤H¥M�g H�x�x¸8�Z¡gªx�x¶

©8¤6�8�x®8¤H¥

PN (x1, . . . , xn) =

N
∑

k1=1

N
∑

k2=1

. . .

N
∑

kn=1

ck1...kn
cos

k1x1

r
cos

k2x2

r
·. . .·cos

knxn

r
,

¸x T¤
sup

x̄∈[−πr,πr]n
|fδ(x̄− PN (x̄)| <

ε

3
.

� ���

�#¡g¦t¥M¥M�{¤_ T¡g¦F T¡g H§H¦FË� 
¸t�S�g®x±�«�¡Z¤ZS�g�>Æy¨ /�8�
sin kixi

r

«q©8¤H¡gªF¤6�8�Hªx¦Ç£�¦F®xªt¬
³x�xÅ

fδ
Åt§_�8Åx�g T¡aÅÛ¸8�g H®8¤_¶<©8¤�§T¡Z�Z¥Ù¨6�x�Z¦t¥M�g®x _¨_¥�� �� T¤�®8��¤_�Z�S¨6®x�x¸x�x§>¨_�g 

¤H��/®8¤H¡g H�
�S¨_¡Z¡g¦FÆyS�g®x�x¶4�iº��Z¡j�S¤@Æ�®8¤ÈµB¨_¥M�g H�x H�8«1¸x T¤
PN (·) ∈ Σn(cos(·)),©8¤H¡gªF¤6�8�Hªx¦È©x�8¤_�xµZ§T�jS�g®x�8�

cos k1x1

r cos k2x2

r · . . . · cos knxn

r

�S�g�ZªF¤r©x�8�Z¤H�_�S¨B¬
µ@¤_§>¨6 H�y§�¡g¦t¥M¥q¦T«F©x�x�8¥M�g®x�x§

n
�S¨6µ�£�¤_�8¥q¦B�8¦

cosα cos β = 1
2(cos(α+ β) +

cos(α − β)).
Â+µ

2πr−
©8�g�x�8¤Z8�x¸x®8¤H¡g H�

PN (x1, . . . , xn)
©8¤�§T¡Z�Z¥ ¨6�x�Z¦t¥M�g®t¬

 _¨_¥¢¡j�S�j8¦T�g 6«8¸x T¤
sup

x̄∈R\[−πr,πr]n
|PN (x̄)| = sup

x̄∈[−πr,πr]n
|PN (x̄)|.

��¨6ªx�8¥¢¤H�_�S¨6µ@¤H¥�«8¦F¸x�x H±�§>¨6Å��t«x©8¤6�8¦F¸x�8¥

sup
x̄∈[−πr,πr]n

|PN (x̄)| < 1 +
ε

3
< 2.

���@���



�c;TVT?@Y>VHk�DKWTVTD�mcn_WTGToTVT\yWTDK\T;TABWTWTJ�]^V�NaDKCjO>]^V �@�H°

Â+µ�®8�g�S¨6§T�g®8¡g H§vÏt«S�/���@�y©8¤6�8¦F¸x�8¥0�

‖fδ(·) − PN (·)‖p,ρ 6 sup
x̄∈[−πr,πr]n

|fδ(x̄) − PN (x̄)| · ‖χ[−πr,πr]n(·)‖p,ρ+

+ sup
x̄6∈[−πr,πr]n

|PN (x̄)| · ‖χRn\[−πr,πr]n(·)‖p,ρ <
ε

3
+ 2

ε

6
=

2ε

3
.

Ì�¸x�x H±�§>¨6Å�Öt«t�8¥M�Z�Z¥

‖χ[−1,1]n(·) − PN (·)‖p,ρ < ε,

¸x T¤y�È H�8�Z�H¤_§>¨B�S¤H¡g�rS¤_ªt¨6µB¨6 H�8�
? 5��@��� ��=
	�������

ψ(x) � ������������� � ��!#"%$  �('*)+���#, !#"%$ -/��!#0�1 � $32
B ⊂ R

n � ����) A ����)+� A �#��� A ��A ' � ) ! ��� A �� ����9H43��'5, "

χB(·) ∈ [Σn(ψ)]p,ρ .

� ��� ������� 587���	
���(��= �Ð±��H�g�8�Z¥
M > 0

 _¨6ªF¤H�H«8¸x T¤

‖χRn\[−M,M ]n(·)‖p,ρ <
ε

2
.

���H� �
Ê�¤H¡gªF¤6�8�Hªx¦

BM = B ∩ [−M,M ]n
�xµ@¥M�g�x�8¥M¤{©8¤
���Z�H�g�Z¦T«1 T¤{¡g¦�y�Z¡g H§H¦T�g 

Bε =
N
⋃

i=1
[a1

i , b
1
i ] × [a2

i , b
2
i ] × · · · × [an

i , b
n
i ],
 _¨6ªF¤H�H«8¸x T¤

µ
(

BM4Bε

)

<
ε

4
,

���@Ã��
�aS�

µ(·) � ¥M�g�S¨ ���Z�H�g�g¨t« 4 � ¡g�8¥M¥M�g H�x�x¸8�Z¡gªt¨6ÅÈ�S¨6µZ®8¤H¡g H��¥q®8¤@Æ/�Z¡g H§8�8Â+µ�S�Z¥M¥#Ã �Û°
§H±� T�gªt¨_�g 
χBε(·) ∈ [Σn(ψ)]p,ρ .

�i¤_�a�¨�¡g¦�y�Z¡g H§H¦T�g 
fε(·) ∈

[Σn(ψ)]p,ρ ,
 _¨6ªt¨6Å1«8¸x T¤

‖χBε(·) − fε(·)‖p,ρ <
ε

4
.

���@°��
���S�jS¤_§>¨6 T�j�8�H®8¤x«S�xµr�H�H«4�@Ã/���@°/�8¥M�Z�Z¥0�

‖χB(·) − fε(·)‖p,ρ 6 ‖χB(·) − χBM
(·)‖p,ρ + ‖χBM

(·) − χBε(·)‖p,ρ+

+ ‖χBε(·) − fε(·)‖p,ρ <
ε

2
+
ε

4
+
ε

4
= ε,



�@�6½ � ~ :Ð~��MY>DKGHNaDKDKL
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���(� � �i�Z¤_�8�Z¥q± � �j�
�Ð±��H�g�8�Z¥

M > 0,
 _¨6ªF¤H�H«8¸x T¤

‖f(·) − fM (·)‖p,ρ <
ε

3
,

���g½��

�aS�
fM((̄x)) =

{

f(x̄),
©x�x�

x̄ ∈ [−M,M ]n

0,
©x�x�

x̄ 6∈ [−M,M ]n
.
�e¸8�g§H�t8®8¤x«

fM(·)
�xµ@¥M�g�x�t¬

¥�¨/©8¤ ���Z�H�g�Z¦v�
∫

[−M,M ]n

|f(x̄)|pdx1 . . . dxn 6

6 exp

(

npM2

2

)
∫

[−M,M ]n

|f(x̄)ρ(x̄)|pdx1 . . . dxn 6

6 exp

(

npM2

2

)

‖f(·)‖p,ρ <∞.

��¨6ªx�8¥ ¤H�_�S¨6µ@¤H¥�«
f(·) ∈ Lp

(

[−M,M ]n
)

.
���S�jS¤_§>¨6 T�j�8�H®8¤x«�¡g¦�y�Z¡g H§H¦T�g 

g(·) =
N
∑

k=1

ckχBk
(·),
�aS�

Bk ⊂ [−M,M ]n � �xµ@¥M�g�x�8¥q±��/©8¤ ���Z�H�g�Z¦�¥q®8¤6¬Æ/�Z¡g H§>¨t«8 _¨6ªx�8�H«x¸x T¤

‖fM (·) − g(·)‖p,ρ 6 λp,n‖fM (·) − g(·)‖p <
ε

3
.

���@À��
�Ð¤_�a��¨_¡g®8¤��S�Z¥M¥M��½8«8¡g¦�y�Z¡g H§H¦T�g 

gε(·) ∈ Σn(ψ),
 _¨6ªt¨6Å1«8¸x T¤

‖g(·) − gε(·)‖p,ρ <
ε

3
.

���@Ï��
Â+µ�®8�g�S¨6§T�g®8¡g H§��g½8«4�@À/���@Ït«t�8¥M�Z�Z¥

‖f(·)−gε(·)‖p,ρ 6 ‖f(·)−fM (·)‖p,ρ+‖fM(·)−g(·)‖p,ρ+‖g(·)−gε(·)‖p,ρ <

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε,

¸x T¤y�È H�8�Z�H¤_§>¨B�S¤H¡g�rS¤_ªt¨6µB¨6 H�8�
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M > 0
 _¨6ªF¤H�H«8¸x T¤

‖f(·) − fM(·)‖∞,ρ <
ε

3
,

���B×8�

�aS�
fM(x̄) =

{

f(x̄),
©x�x�

x̄ ∈ [−M,M ]n;

0,
©x�x�

x̄ 6∈ [−M,M ]n.Ê�¤� T�Z¤_�8�Z¥M���c�g¶8�g�x·/ H�S¨_¡Z¡@¨�x�8Åy£�¦F®xªx³x�x¶
n
©8�g�8�Z¥M�g®x®x±c´r¡g¦�y�Z¡g H§H¦T�g 

 H�x�x�@¤_®8¤H¥M�g H�x�x¸8�Z¡gªx�x¶�©8¤6�8�x®8¤H¥

PN (x1, . . . , xn) =
N

∑

k1=1

N
∑

k2=1

. . .

N
∑

kn=1

ck1...kn
cos

(πk1x1

M
+ b1k1...kn

)

· . . .

. . . · cos
(πknxn

M
+ bnk1...kn

)

,

 _¨6ªF¤_¶4«8¸x T¤
sup

x̄∈[−M,M ]n
|fM (x̄− PN (x̄)| <

ε

3
.

���@Ö��
Â+µ��S�Z¥M¥q±�Ã��vS¤_ªt¨6µB¨6 T�j�8�T¡g H§>¨y�S�Z¥M¥q±�°�§H±� T�gªt¨_�g �¡g¦�y�Z¡g H§T¤_§>¨6®x�8�

ψε ∈
Σn(ψ),

 _¨6ªF¤_¶4«8¸x T¤
‖PN (·) − ψε(·)‖∞,ρ <

ε

3
.

���@���
Â+µ�®8�g�S¨6§T�g®8¡g H§��B×F«4�@Ö/���@�/�8¥M�Z�Z¥

‖f(·) − ψε(·)‖∞,ρ < ε,

¸x T¤y�È H�8�Z�H¤_§>¨B�S¤H¡g�rS¤_ªt¨6µB¨6 H�8�

������� "���� �q�/�y� .Ð��"0%y��� $��É�
	 .�/���¯� *-,  ��q�#/
� 5���4)5���� � =
	�������

ψ(x) � !(A � " � !#"%$ 0 � !#���"�!#� A 2 ��' � "�! � ��A !#!#"%$32!(A ��� A ��B;� !#"%$ � )+� ! � � � !#! �D���%� � "����"�7���"%$ -/��!#0�1 � $ 9 	�������
1 6 p 6

∞ � f(·) ∈ Lp,ρ(R
n),

A  �#� p < ∞, � f ∈ Cρ(R
n),

A  �#� p = ∞. 43��'5, "-/��!#0�1 � 7 f : R
n → R )+��� ! � " �#����� 0� ��)+������� "���� �.) A � ��� 0�A ������F�� � "�!#�� � " Lp,ρ(R

n)
!(A�� ��� !#! � � %A ����7 ��C �#� $ )+� 9�� ��!#0�1 �#� "�0�� �(� " F1 �#� ,�� $ � A � ����'5�  �#� $ � ψ(x),

" ,�� $ � � � ����'5�D� �#� !(A��#! B 9
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� ��� ������� 587���	
���(��= Ê�¤  T�Z¤_�8�Z¥�¨_¥ �v�ÛÃ��8Ë+�_¦FË £�¦F®xªx³x�xË ¦Fªt¨6µB¨6®x®8¤_�@¤
§H�t�¨�¥M¤@Æ�®8¤�©x�x�8�6�8�xµZ�x H�²£�¦F®xªx³x�xÅx¥q��§H�t�¨

fε(x̄) =
N
∑

n=1
βnψ(αn1x1 +

. . . + αnrxr),
 _¨6ª4«i¸x T¤H�_±

‖f − fε‖p,ρ < ε.
�e¸8�g§H�t8®8¤x«i®8�g¶x�8¤_®x®S¨6Å²¡Z�g H�8«

�xµ@¤H�_�S¨6Æ/�g®x®S¨6ÅÈ®S¨y�x�8¡H�SÃ/�8�@¨B�8�xµZ¦T�g �¦Fªt¨6µB¨6®x®x¦FËÉ£�¦F®xªx³x�xË
fε(x̄).:;�#��5�<=��9):)5	= �z¤_ @�8�x¸x�8��¤_ È T�Z¤_�8�Z¥q± �+�j´t _¨@ÎFº+�t�8�T¡Z�g®S¨�¼Á�@°6¾¿«^ T�Z¤_�8�Z¥�¨�°

Åt§_�8Åx�g T¡aÅUªF¤_®8¡g H�x¦Fªx H�x§H®8¤_¶4�F�/�g¶8¡g H§H�x T�j�8�H®8¤x«x©x¦T¡g H�yµB¨B�¨6®S¨y¨6©x©x�8¤_ªF¡g�8¥q�t¬
�x¦T�Z¥�¨6Åy£�¦F®xªx³x�xÅ

f(x̄)
��£�¦F®xªx³x�xÅ�¨6ªx H�x§>¨6³x�x�

ψ(x)
©8¤_µZ§T¤6�8Åx�g �§H±��S¨6µZ�x H�

 H�x�x�@¤_®8¤H¥M�g H�x�x¸8�Z¡gªx�8�/£�¦F®xªx³x�x�È§�Åt§H®8¤H¥Ç§H�tS�H«x®S¨6©x�x�8¥M�g�

ψ(x) =











0,
©x�x�

x 6 −π
2

1+sin x
2 ,

©x�x�
− π

2 < x 6
π
2

1,
©x�x� π

2 < x

� £�¦F®xªx³x�xÅ{�t¨B�x��¨6®x _¨@ÎF��¨6¶x _¨ ¼Á�@ÖB¾ .
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�i¤_�a�¨t«��8¡g©8¤6�8�HµZ¦HÅ �¨6®x®x¦FË �S¨_�H¤_ H¦ � �S¨_�H¤_ H± ��ÆÈ�<��Æ/�gªF¡Z¤_®S¨ �
��� º��6Òc�g�x®x·/ T�g¶x®S¨/¼ °B¾¿«F¼Á�H�j¾¿«F¼Á�@ÃB¾¿«6¥M¤@Æ�®8¤�©8¤H¡g H�8¤_�x H�+§�Åt§H®8¤H¥�§H�tS��®8�g¶x�8¤_®t¬
®x¦FË�¡Z�g H�8«8¨6©x©x�8¤_ªF¡g�8¥q�x�x¦FË�/¦FË

f(x̄)
§r¥M�g H�x�xªF��©x�8¤H¡g H�S¨6®8¡g H§>¨

Lp,ρ(R
n)¡�µB¨B�¨6®x®8¤_¶� T¤_¸x®8¤H¡g H�HË

ε
�>»+�8¤H¥M�� T¤_�@¤x«>£�¦F®xªx³x�x�U¨6ªx H�x§>¨6³x�x�v¡Z�g H�r�8¥M�gË� 

S¤_§T¤6�8�H®8¤�©x�8¤H¡g T¤_¶Ç§H�tÇ�4«�¡j�S�jS¤_§>¨6 T�j�8�H®8¤x«�¥M¤_�Z¦F  �_±� H� �8�@¨B�8�xµ@¤_§>¨6®x±Ú§
§H�tS��®8�gªF¤_ T¤_�x±c´ÈÄg�S�gªx H�8¤_®x®x±c´{¦T¡g H�8¤_¶8¡g H§8�
¹ §H T¤_�<§H±��S¨6Æy¨_�g ��6��¨6�@¤Z�¨6�x®8¤H¡g H��©x�8¤H£��Z¡Z¡Z¤_�x¦Û�+� Ò+�c»+¦B8�>Åt§H³8�g§H¦<�

S¤_³8�g®x H¦ ¹ � ��� �� H�8¤_�g¨B�S¤_§H¦ÈµB¨y©x�x�x§_�S�g¸8�g®x�8��§H®x�8¥�¨6®x�xÅÈªÈµB¨B�¨Z¸8�/¤H�H¤H¡g®8¤6¬
§>¨6®x�xÅ�ªF¤_�x�8�gªx H®8¤H¡g H�¢©x�x�8¥M�g®8�g®x�xÅ²®8�g¶x�8¤_®x®x±c´²¡Z�g T�g¶²§ ¥M¤ZS�j�8�x�8¤_§>¨6®x�x�
¡g§T¤_¶8¡g H§U®8�g©x�8�g�x±�§H®x±c´�¤_ T¤H�_�S¨6Æ/�g®x�x¶
��µB¨r¤H�H¡g¦FÆyS�g®x�xÅ�§r´>¤ZS�/�Z���8�g·y�j¬
®x�xÅ1�
Õq¨_�H¤_ _¨�§H±�©8¤6�8®8�g®S¨�©x�x�r¸S¨_¡g H�x¸x®8¤_¶�©8¤ZxS�g�>Æ�ªF�e�Z�S¨6®x _¨�ÕÐÔ�Ô/Â��Ú�HÃ@Î
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