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1. �¢¥¤¥¨¥

�¤¥±¼ ¨ ¤ «¥¥ ¨§®¡° ¦¥¨¥¬ g ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ´³ª¶¨¾ g�� :

f(i; j); i = 1; n; j = 1; mg ! R
1 , ¥¥ § ·¥¨¥ gij 2 R1  §®¢¥¬ ¿°ª®-

±²¼¾ ¨§®¡° ¦¥¨¿ g ¢ ²®·ª¥ (i; j) ¯®«¿ §°¥¨¿, f(i; j); i = 1; n; j =

1; mg. �§®¡° ¦¥¨¥ g ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¬ ²°¨¶¥© m� n, ¬ ²°¨·-

»© ½«¥¬¥² gij ª®²®°®© ¥±²¼ ¿°ª®±²¼ g ¢ ²®·ª¥ (i; j) ¯®«¿ §°¥¨¿,

i = 1; : : : ; m, j = 1; : : : ; n. �¯°¥¤¥«¨¬ ®¯¥° ¶¨¨  ¤ ¨§®¡° ¦¥¨¿¬¨

{ ³¬®¦¥¨¥ ¨§®¡° ¦¥¨¿ g   ·¨±«® � 2 R1 ¨ ±³¬¬³ ¨§®¡° ¦¥¨©

g ¨ f { ² ª ¦¥, ª ª ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ®¯¥° ¶¨¨  ¤

¬ ²°¨¶ ¬¨ ¢ «¨¥©®©  «£¥¡°¥: (�g)ij = �gij , (f + g)ij = fij + gij ,

i = 1; n; j = 1; m. �¯°¥¤¥«¨¬ ² ª¦¥ ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¨§®-

¡° ¦¥¨© f ¨ g: (f; g) =

nX
i=1

mX
j=1

fijgij . � ¬¥²¨¬, ·²® ¨§®¡° ¦¥¨¥

¬®¦¥² ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼±¿ ª ª ¢¥ª²®° N -¬¥°®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° -

±²¢  RN , N = m � n, ¯°¨ ½²®¬ § ·¥¨¿ gij , i = 1; n; j = 1; m,

¿¢«¿¾²±¿ ¥£® ª®®°¤¨ ² ¬¨.

� ±±¬®²°¨¬ § ¤ ·³ ³§ ¢ ¨¿ ¶¨´°, ¨§®¡° ¦¥¨¿ ª®²®°»µ ¨±-

ª ¦¥» ¸³¬®¬, ¢ ª®²®°®© ¨§¢¥±²®  ·¥°² ¨¥ ¨ ° §¬¥° ¶¨´°; ¤«¿

�� ¡®²  ¢»¯®«¥  ¯°¨ ´¨ ±®¢®© ¯®¤¤¥°¦ª¥ ����, £° ² 44/99{�.
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±° ¢¥¨¿ ¯®¬¥µ®§ ¹¨¹¥®±²¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»µ ¨¦¥  «£®°¨²¬®¢

¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® § ¸³¬«¥»¥ ¨§®¡° ¦¥¨¿, ¯°¥¤º¿¢«¿¥¬»¥

¤«¿ ³§ ¢ ¨¿, ´®°¬¨°³¾²±¿ ¯® ¨§¢¥±²®¬³ § ª®³.

�³±²¼ ¤   ±®¢®ª³¯®±²¼ ¤¥±¿²¨ ½² «®»µ ¨§®¡° ¦¥¨© ¶¨´°,

f
(k) = ff (k)ij ; i = 1; n; j = 1; mg 2 R

N , k = 0; 9,   ª®²®°»µ ¨¬¥¥²-

±¿ ¢±¥£® ¤¢  ³°®¢¿ ¿°ª®±²¨, À¡¥«»©Á, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© § ·¥¨¾

f
(k)
ij = 1, ¨ À·¥°»©Á { f

(k)
ij = 0. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¤«¿ ³§ ¢ ¨¿

¯°¥¤º¿¢«¿¥²±¿ ¨§®¡° ¦¥¨¥ g, ¯®«³·¥®¥ ¯³²¥¬ ¤®¡ ¢«¥¨¿ ª ®¤®-

¬³ ¨§ ½² «®»µ ¨§®¡° ¦¥¨© f
(k), ¢»¡° ®¬³ ±«³· ©®,  ¤¤¨²¨¢-

®£® ¸³¬  � = f�ij ; i = 1; n; j = 1; mg 2 RN ¯® ±µ¥¬¥

g = f
(k) + �: (1)

1.1. � ©¥±®¢±ª®¥ °¥¸¥¨¥ [1, 4]

�±«¨ ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°  � ¥§ ¢¨±¨¬», ®¤¨ ª®¢® ° ±¯°¥¤¥«¥-

», ¨ pr(�) { ¯«®²®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¢¥°®¿²®±²¥© § ·¥¨© ª®®°-

¤¨ ² �ij, 8i; j, ¸³¬  �, ²® ¯«®²®±²¼ ³±«®¢®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¢¥°®-
¿²®±²¥© § ·¥¨© ¿°ª®±²¨ ¢ ²®·ª µ ¯®«¿ §°¥¨¿ g = fgijg 2 RN ¯°¨

³±«®¢¨¨, ·²® ®® ´®°¬¨°®¢ «®±¼   ®±®¢¥ ½² «®®£® ¨§®¡° ¦¥¨¿

f
(k) ¶¨´°» ÀkÁ ¯® ±µ¥¬¥ (1), ° ¢ 

pr(gjÀkÁ) =
nY
i=1

mY
j=1

pr(gij � f
(k)
ij ):

�®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¤«¿ ¯®±²°®¥¨¿ ¡ ©¥±®¢±ª®£® °¥¸ ¾¹¥£® ¯° ¢¨« 

¥§ ¢¨±¨¬®±²¼ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ �ij, i = 1; n; j = 1; m ¥±³¹¥-

±²¢¥ ; ¥®¡µ®¤¨¬® ²®«¼ª®, ·²®¡» ¡»«  ¨§¢¥±²  ¯«®²®±²¼ ¨µ ±®-

¢¬¥±²®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ pr�(�). �®£¤ 

pr(gjÀkÁ) = pr�(g � f
(k)):

�³±²¼ Pr(ÀkÁ) {  ¯°¨®° ¿ ¢¥°®¿²®±²¼ ²®£®, ·²® ¯°¥¤º¿¢«¥®¥

¤«¿ ³§ ¢ ¨¿ ¨§®¡° ¦¥¨¥ ¡³¤¥² ¨§®¡° ¦¥¨¥¬ ¶¨´°» ÀkÁ, k = 0; 9.

� ©¥±®¢±ª ¿ ±²° ²¥£¨¿ ¯°¥¤¯¨±»¢ ¥²  ©²¨ ² ª®© ®¬¥° k
�, ¯°¨ ª®-

²®°®¬ ³±«®¢ ¿ ¢¥°®¿²®±²¼ ²®£®, ·²® ¯°¥¤º¿¢«¥®¥ ¨§®¡° ¦¥¨¥

g ¿¢«¿¥²±¿ ¨±ª ¦¥»¬ ¨§®¡° ¦¥¨¥¬ ¶¨´°» ÀkÁ,
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Pr(ÀkÁjg) = pr(gjÀkÁ) Pr(ÀkÁ)
9P

l=0

pr(gjÀlÁ) Pr(ÀlÁ)
; k = 0; : : : ; 9;

¯°¨¨¬ «  ¬ ª±¨¬ «¼®¥ ¯® k § ·¥¨¥:

k
� = k

�(g) = arg max
k=0; 9

Pr(ÀkÁjg); g 2 RN :

�«¿ ¯°®±²®²» ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® Pr(ÀkÁ) = 1=10, k = 0; 9. �®£¤ 

§ ¤ ·  Pr(ÀkÁjg) � max
k

° ¢®±¨«¼  § ¤ ·¥ pr(gjÀkÁ) � max
k

¨, ±«¥¤®-

¢ ²¥«¼®, ¥±«¨  ¡«¾¤ ¥²±¿ ¨§®¡° ¦¥¨¥ g, ²® ±®£« ±® ¡ ©¥±®¢±ª®©

±²° ²¥£¨¨ ±«¥¤³¥² ±·¨² ²¼, ·²® ®® ¿¢«¿¥²±¿ ¨±ª ¦¥»¬ ¨§®¡° -

¦¥¨¥¬ ¶¨´°» Àk�Á, £¤¥

k
� = arg max

k=0; 9
pr(gjÀkÁ) = arg max

k=0; 9
pr�(g � f

(k)); g 2 RN : (2)

�±«¨ ª®®°¤¨ ²» �ij ¢¥ª²®°  � 2 RN , i = 1; n; j = 1; m, ±² ²¨±²¨·¥-

±ª¨ ¥§ ¢¨±¨¬» ¨ ¨¬¥¾² ®¤¨ ª®¢®¥ ° c¯°¥¤¥«¥¨¥ pr(�), ²®

k
� = arg max

k=0; 9

0@ nY
i=1

mY
j=1

pr(gij � f
(k)
ij )

1A : (3)

�®ª ¦¥¬, ·²® ² ª ¿ ±²° ²¥£¨¿ ¬¨¨¬¨§¨°³¥² ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥

®¦¨¤ ¨¥ ·¨±«  ®¸¨¡®·»µ °¥¸¥¨©.

�¡®§ ·¨¬ �(�) = (�0(�); : : : ; �9(�)) : RN ! � ¢¥ª²®°®§ ·³¾

´³ª¶¨¾, § ·¥¨¥ �(g) ª®²®°®© ¯°¨ «¾¡®¬  °£³¬¥²¥ g 2 R
N «¥-

¦¨² ¢ 9-¬¥°®¬ ±¨¬¯«¥ª±¥ �, § ¬ª³²®¬ ¢»¯³ª«®¬ ¯®¤¬®¦¥±²¢¥

¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ±²¢  R10 :

�(g) 2 � =

(
(�0; : : : ; �9) :

9X
k=0

�k = 1; �k > 0; 8k = 0; 9

)
; g 2 RN :

(4)

�³ª¶¨¿ �(�) ®¯°¥¤¥«¿¥² ¯°®¨§¢®«¼³¾ ° ¤®¬¨§¨°®¢ ³¾ ±²° -

²¥£¨¾: ¥±«¨ ¤«¿ ³§ ¢ ¨¿ ¯°¥¤º¿¢«¥® ¨§®¡° ¦¥¨¥ g 2 R
N , ²®

°¥¸¥¨¥ ÀkÁ ¯°¨¨¬ ¥²±¿ ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ �k(g), k = 0; 9.
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� ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ ·¨±«  ®¸¨¡®·»µ °¥¸¥¨© ¯°¨ ¨±-

¯®«¼§®¢ ¨¨ ±²° ²¥£¨¨ �(�) ¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® ¤«¿ ³§ ¢ ¨¿ ¯°¥¤º-

¿¢«¿¥²±¿ ¨±ª ¦¥®¥ ¸³¬®¬ ¨§®¡° ¦¥¨¥ ¶¨´°» ÀlÁ, ° ¢®

R(ÀlÁ; �(�)) =
9X

k=0

(1� �kl)

Z
RN

�k(g)p(gjÀlÁ)dg;

£¤¥ �kl { ±¨¬¢®« �°®¥ª¥° . �±«¨ ¨§¢¥±²»  ¯°¨®°»¥ ¢¥°®¿²®±²¨

Pr(ÀlÁ), l = 0; 9, ²® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ ·¨±«  ®¸¨¡®·»µ °¥-

¸¥¨© ¯°¨ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¨ ±²° ²¥£¨¨ �(�) ¨¬¥¥² ¢¨¤

R(�(�)) =
9X

l=0

Pr(ÀlÁ)

9X
k=0

(1� �kl)

Z
RN

�k(g)p(gjÀlÁ)dg: (5)

� ±±¬®²°¨¬ § ¤ ·³ R(�(�)) � min
�(�)

, ³·¨²»¢ ¿ ¢ (5) ª®ª°¥²»¥

§ ·¥¨¿  ¯°¨®°»µ ¢¥°®¿²®±²¥©, Pr(ÀlÁ) = 1=10, l = 0; 9:

R(�(�)) = 1

10

9X
l=0

9X
k=0

Z
RN

�k(g)p(gjÀlÁ)dg� 1

10

9X
l=0

Z
RN

�l(g)p(gjÀlÁ)dg � min
�(�)

;

�²  § ¤ ·  ½ª¢¨¢ «¥²  § ¤ ·¥

9X
l=0

Z
RN

�l(g)p(gjÀlÁ)dg � max
�(�)

; (6)

¯®±ª®«¼ª³
1

10

9X
l=0

9X
k=0

Z
RN

�k(g)p(gjÀlÁ)dg = 1: � ±±¬®²°¨¬ ±«³· ©, ª®-

£¤  max
k=0; 9

p(gjÀkÁ) ¤®±²¨£ ¥²±¿ ¯°¨ ¥¤¨±²¢¥®¬ § ·¥¨¨ ¨¤¥ª±  k.

�®£¤  ¡ ©¥±®¢±ª ¿ ±²° ²¥£¨¿ (2) ¢ ²¥°¬¨ µ ´³ª¶¨© �(�) ¨¬¥¥² ¢¨¤

�
�

l (g) =

8<:1; ¥±«¨ p(gjÀlÁ) = max
k=0; 9

p(gjÀkÁ)
0; ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥

; g 2 RN :
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�³ª¶¨¿ ��(�) = (��0(�); : : : ; ��9(�)) ¿¢«¿¥²±¿ °¥¸¥¨¥¬ § ¤ ·¨ (6)

¢ ª« ±±¥ ¥° ¤®¬¨§¨°®¢ »µ ±²° ²¥£¨©. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¯®¬¥¿¥¬ ¢

(6) § ª ¨²¥£° «  ¨ § ª ±³¬¬» ¬¥±² ¬¨. �¥¸¥¨¥ § ¤ ·¨ ® ¬ ª±¨-

¬¨§ ¶¨¨ ¨²¥£° «  ¡³¤¥  ©¤¥®, ¥±«¨  ©²¨ °¥¸¥¨¥, ¬ ª±¨¬¨§¨°³-

¾¹¥¥ ¯®¤»²¥£° «¼³¾ ´³ª¶¨¾ ¯°¨ ª ¦¤®¬ § ·¥¨¨ ¯¥°¥¬¥®©

¨²¥£°¨°®¢ ¨¿. � ª¨¬ ®¡° §®¬, °¥¸¥¨¥ § ¤ ·¨

8g 2 RN :

9X
l=0

�l(g)p(gjÀlÁ) � max
�(g)

(7)

±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ ª« ±±¥ °¥¸¥¨© § ¤ ·¨ (6). �®, ·²® �
�(�) ¿¢«¿¥²±¿ °¥-

¸¥¨¥¬ § ¤ ·¨ (7), ®·¥¢¨¤®.

�®±ª®«¼ª³ ª« ±± ¯°®¨§¢®«¼»µ ±²° ²¥£¨© �(�) ®¡° §³¥² ¢»¯³ª«®¥
§ ¬ª³²®¥ ¬®¦¥±²¢® ¢ ¯°¿¬®¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¨L10 ¤¥±¿²¨ ¥¢ª«¨¤®¢»µ

¯°®±²° ±²¢ L ´³ª¶¨© '(�) : RN ! R
1 , ¨ ¯®±ª®«¼ª³ ´³ª¶¨® «,

±²®¿¹¨© ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ (6), «¨¥¥ ¯® �(�), ²® ¬ ª±¨¬³¬ ¢ (6) ¤®-

±²¨£ ¥²±¿ ¢ ³£«®¢»µ ²®·ª µ1 ¬®¦¥±²¢  ¯°®¨§¢®«¼»µ ±²° ²¥£¨©, ²®

¥±²¼   ¥° ¤®¬¨§¨°®¢ »µ ±²° ²¥£¨¿µ (±¬.,  ¯°¨¬¥°, [2]). �²®

¤®ª §»¢ ¥² ®¯²¨¬ «¼®±²¼ ±²° ²¥£¨¨ �
�(�), ±®¢¯ ¤ ¾¹¥© ± (2).

�² ª, ¡ ©¥±®¢±ª®¥ °¥¸¥¨¥ ¬¨¨¬¨§¨°³¥² ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨-

¤ ¨¥ ·¨±«  ®¸¨¡®ª, ®¡¥±¯¥·¨¢ ¿ ¥³«³·¸ ¥¬»© °¥§³«¼² ² ¢ ¤®±² -

²®·® ¤«¨®© ±¥°¨¨ ¨±¯»² ¨©. �¤ ª® ®® ¯°¥¤¯®« £ ¥² ¨ ¢»¯®«-

¥¨¥ ®·¥¼ ¦¥±²ª¨µ ²°¥¡®¢ ¨© ª ²¥®°¥²¨ª®-¢¥°®¿²®±²®© ¬®¤¥«¨

´®°¬¨°®¢ ¨¿ ¯°¥¤º¿¢«¿¥¬»µ ¤«¿ ³§ ¢ ¨¿ ¨§®¡° ¦¥¨©,   ¨¬¥-

®, ¥®¡µ®¤¨¬® ²®·®¥ § ¨¥ ¯«®²®±²¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¢¥°®¿²®-

±²¥© ¢¥ª²®°  ¸³¬  ¨  ¯°¨®°»µ ¢¥°®¿²®±²¥© Pr(ÀkÁ), k = 0; 9.

1.2. �®°´®«®£¨·¥±ª®¥ °¥¸¥¨¥

�«¿ ¯®±²°®¥¨¿ ¬®°´®«®£¨·¥±ª®£® °¥¸ ¾¹¥£® ¯° ¢¨«  ¢ ° ±±¬ -

²°¨¢ ¥¬®© § ¤ ·¥ ¢¢¥¤¥¬ ¯®¿²¨¥ ´®°¬» ¨§®¡° ¦¥¨¿ [5].

�³±²¼ �(k);q = f�(k);qij ; i = 1; n; j = 1; mg { ¨¤¨ª ²®° ¿ ´³ª¶¨¿
¬®¦¥±²¢ 2 ¯®±²®¿®© ¿°ª®±²¨   ½² «®®¬ ¨§®¡° ¦¥¨¨ f (k), k =

1�®§¬®¦®, ¥ ²®«¼ª® ¢ ¨µ.
2�±«¨ § ¤ ® ¬®¦¥±²¢® A ²®·¥ª (i; j) ¯®«¿ §°¥¨¿, ²® ¯®¤ ¨¤¨ª ²®°®©

´³ª¶¨¥© ¬®¦¥±²¢  A ¡³¤¥¬ ¯®¨¬ ²¼ ¢¥ª²®° �A = f�Aij ; i = 1; n; j = 1; mg 2
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0; 9. � ¤ ®¬ ±«³· ¥ ¨¤¥ª± q ¯°¨¨¬ ¥² ¤¢  § ·¥¨¿,  ¯°¨¬¥° 0 ¨

1, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¬®¦¥±²¢ ¬ ·¥°»µ ¨ ¡¥«»µ ²®·¥ª, ¨ ½² «®®¥

¨§®¡° ¦¥¨¥ ¶¨´°» ÀkÁ ° ¢® f (k) = 0 � �(k);0 + 1 � �(k);1, k = 0; 9.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1. �®°¬®© ½² «®®£® ¨§®¡° ¦¥¨¿ f
(k)  §»¢ ¥²-

±¿ ¢»¯³ª«®¥ ¨ § ¬ª³²®¥ ¢ RN ¬®¦¥±²¢® Vf(k) ¢±¥¢®§¬®¦»µ ¨§®-

¡° ¦¥¨©, ª®²®°»¥ ¬®£³² ¡»²¼ ¯®«³·¥» ¨§ ½² «®®£® ¨§®²®»¬

(±®µ° ¿¾¹¨¬ ³¯®°¿¤®·¥®±²¼) ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥¬ ¿°ª®±²¥©,

Vf(k) =

(
f = ffijg 2 RN j f =

X
q

cq�
(k);q

; c0 6 c1

)
; (8)

¨«¨ { ®¯¥° ²®° Pf(k) ¯°®¥¶¨°®¢ ¨¿   Vf(k) , ª®²®°»© ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿

±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

Pf(k)g =
X
q

c
�

q�
(k);q

; g 2 RN ; (9)

£¤¥ c�0 = c
�

0(g), c
�

1 = c
�

1(g) { °¥¸¥¨¥ ±«¥¤³¾¹¥© ¢ °¨ ¶¨®®© § ¤ ·¨:

8g 2 RN

nX
i=1

mX
j=1

 
gij �

X
q

c
�

q�
(k);q
ij

!2

= min
c06c1

nX
i=1

mX
j=1

 
gij �

X
q

cq�
(k);q
ij

!2

;

k = 0; 9: (10)

�³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¨ ¥¤¨±²¢¥®±²¼ °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨ (10) ¯®ª §   ¢ [5].

�®®¡¹¥, ¯³±²¼ ¤ ® ¨§®¡° ¦¥¨¥

f =

sX
i=1

c
f
i �

(i)

f ; (11)

R
N , ª®®°¤¨ ²» ª®²®°®£® ¯°¨¨¬ ¾² § ·¥¨¿

�
A
ij =

(
1; ¥±«¨ (i; j) 2 A

0; ¥±«¨ (i; j) 62 A
; i = 1; n; j = 1; m:
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£¤¥ �
(i)

f 2 RN { ¨¤¨ª ²®° ¿ ´³ª¶¨¿ ¬®¦¥±²¢  ¯®±²®¿®© ¿°ª®-

±²¨ c
f
i 2 R1 ¨§®¡° ¦¥¨¿ f , i = 1; s; �

(1)

f
; : : : ; �

(s)

f
{ ¢§ ¨¬® ®°²®£®-

 «¼»¥ ¢¥ª²®°» ¢ RN , ª®®°¤¨ ²» ª®²®°»µ ¯°¨¨¬ ¾² § ·¥¨¿

0 «¨¡® 1,   ¿°ª®±²¨ ci 2 R1 , i = 1; s ³¯®°¿¤®·¥» ±®£« ±® ¥° ¢¥-

±²¢ ¬

0 6 c
f
1 < c

f
2 < : : : < c

f
s ;

¨ ®¡° §³¾² ¢¥ª²®° c
f = (c

f
1 ; : : : ; c

f
s ) 2 Rs . �¡®§ ·¨¬ C � R

s { ¬®-

¦¥±²¢® ¢±¥µ ¢¥ª²®°®¢ c 2 R
s , ª®®°¤¨ ²» ª®²®°»µ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾²

¥° ¢¥±²¢ ¬

0 6 c1 6 c2 6 : : : 6 cs: (12)

�®°¬®© ¨§®¡° ¦¥¨¿ f (11) ¢ ² ª®¬ ±«³· ¥  §»¢ ¥²±¿ ¢»¯³ª«®¥

§ ¬ª³²®¥ ¬®¦¥±²¢® Vf ¢±¥µ ¢¥ª²®°®¢ g 2 RN , ¯°¥¤±² ¢¨¬»µ ¢ ¢¨¤¥

g =

sX
i=1

ci�
(i)

f
; c = (c1; : : : ; cs) 2 C;

¨«¨ ®¯¥° ²®° Pf ¯°®¥¶¨°®¢ ¨¿   Vf , ®¯°¥¤¥«¥»© ¥° ¢¥±²¢®¬

Pfg =

sX
i=1

c
�

i�
(i)

f ; g 2 RN ;

¢ ª®²®°®¬ c
� = (c�1; : : : ; c

�

s) 2 C { °¥¸¥¨¥ § ¤ ·¨   ¬¨¨¬³¬: 8g 2
R
N g �

sX
i=1

c
�

i�
(i)

f


2

= min
c2C

g �
sX

i=1

ci�
(i)

f


2

: (13)

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2. �¨¨¬ «¼®¥ ¯® ¢ª«¾·¥¨¾ «¨¥©®¥ ¯®¤¯°®-

±²° ±²¢® Lf � R
N , ±®¤¥°¦ ¹¥¥ ¬®¦¥±²¢® Vf ,  §»¢ ¥²±¿ ´®°¬®©

¨§®¡° ¦¥¨¿ f ¢ ¸¨°®ª®¬ ±¬»±«¥.

�£® ° §¬¥°®±²¼, ®·¥¢¨¤®, ° ¢  s, ¨ Lf ±®¢¯ ¤ ¥² ±

L(�
(1)

f
; : : : ; �

(s)

f
) { «¨¥©®© ®¡®«®·ª®©,  ²¿³²®©   ¨¤¨ª ²®°»¥

´³ª¶¨¨ ¬®¦¥±²¢ ¯®±²®¿®© ¿°ª®±²¨ ¨§®¡° ¦¥¨¿ f .
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�®£« ±® ²¥®°¥¬¥ ® ²° §¨²¨¢®±²¨ ¯°®¥¶¨°®¢ ¨¿ [6], °¥¸¥¨¥

§ ¤ ·¨ (13) ½ª¢¨¢ «¥²® ¯°®¥¶¨°®¢ ¨¾ g   ´®°¬³ ¢ ¸¨°®ª®¬

±¬»±«¥, ²® ¥±²¼ ¢»·¨±«¥¨¾ ®°²®® «¼®© ¯°®¥ª¶¨¨ eg ¨§®¡° ¦¥¨¿
g   Lf

eg = sX
i=1

eci�(i)f ; eci = (g; �
(i)

f )

k�(i)
f
k2

; i = 1 : : : s;

¨ ¯®±«¥¤³¾¹¥¬³ °¥¸¥¨¾ § ¤ ·¨ ¢»¯³ª«®£® ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ¨¿:

8ec 2 Rs
kc� � eck2Hf

= min
c2C

kc� eck2Hf
;

£¤¥ kxk2Hf
= (x; Hfx), x 2 Rs ,Hf =

0BBBB@
k�(1)f k2 0 : : : 0

0 k�(2)f k2 : : : 0

: : : :

0 0 : : : k�(s)f k2

1CCCCA.
� ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© § ¤ ·¥ ³§ ¢ ¨¿ ¬®°´®«®£¨·¥±ª®¥ °¥¸ ¾-

¹¥¥ ¯° ¢¨«® ¯°¥¤¯¨±»¢ ¥² ±·¨² ²¼ ¯°¥¤º¿¢«¥®¥ ¨§®¡° ¦¥¨¥ g

¨§®¡° ¦¥¨¥¬ ¶¨´°» Àk�Á, ¥±«¨

k
� = argmin

k
kg � Pf(k)gk2: (14)

� ·¥ £®¢®°¿, ¨§®¡° ¦¥¨¥ g ª« ±±¨´¨¶¨°³¥²±¿ ª ª ¨§®¡° ¦¥¨¥

¶¨´°» Àk�Á, ¥±«¨, ª ª ½²® ®²¬¥·¥® ¢ (14), ®® ¡«¨¦¥ ¢±¥£® ª ´®°¬¥

¨§®¡° ¦¥¨¿ ½² «®  Àk�Á.

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢ (1) ª®®°¤¨ ²» �ij ¢¥ª²®°  ¸³¬  � ®¤¨-

 ª®¢® ° ±¯°¥¤¥«¥», ¥§ ¢¨±¨¬», E�ij = 0 ¨ E�
2
ij = �

2
< 1,

i = 1; n; j = 1; m. � ª ¯®ª § ® ¢ [9], ¯°¨ ² ª¨µ ³±«®¢¨¿µ ±«³· © ¿

¢¥«¨·¨  k�k2=�2 ¨¬¥¥² ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥, ¡«¨§ª®¥ ª ¶¥²° «¼®¬³ �
2-

° ±¯°¥¤¥«¥¨¾ ± N = m� n ±²¥¯¥¿¬¨ ±¢®¡®¤», ¥±«¨ N ¤®±² ²®·®

¢¥«¨ª®.

� ±±¬®²°¨¬ ±«³· ©³¾ ¢¥«¨·¨³ �
(k) = kg � Pf(k)gk2=�2. �³±²¼

g = f
(l) + �, ²®£¤  �(k) = kf (l)+ � �Pf(k)(f

(l) + �))k=�2. �°¨ ¡®«¼¸¨µ
N ¨ rankPf(k) � N , k = 0; 9, ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨  �

(k) ¨¬¥¥² ° ±-

¯°¥¤¥«¥¨¥, ¡«¨§ª®¥3 ª ° ±¯°¥¤¥«¥¨¾ �
2 ± N � rankPf(k) ±²¥¯¥¿¬¨

3�°¨ ¡®«¼¸®¬ N ¨ ¥¡®«¼¸®¬ ª®«¨·¥±²¢¥ s� N ³°®¢¥© ¿°ª®±²¨   ½² «®-
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±¢®¡®¤», ¶¥²° «¼®¬³, ¥±«¨ k = l, ¨ ¨¬¥¾¹¥¬³ ¯ ° ¬¥²° ¥¶¥-

²° «¼®±²¨ t
2
k = kf (l) � Pf(k)f

(l)k > 0, ¥±«¨ k 6= l ¨ ¨§®¡° ¦¥¨¥ f (l)

¥ ±° ¢¨¬® ¯® ´®°¬¥4 ± f (k).

�³±²¼ ¨¬¥¥²±¿ 10 ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ �
(0)
; : : : ; �

(9), ® ª®²®°»µ

¨§¢¥±²®, ·²® ¢±¥ ®¨ ¨¬¥¾² ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ �
2 ± ®¤¨ ª®¢»¬ ·¨-

±«®¬ ±²¥¯¥¥© ±¢®¡®¤» ¨ ° §»¬¨ ¯ ° ¬¥²° ¬¨ ¥¶¥²° «¼®±²¨

t
2
0; : : : ; t

2
9. �³±²¼ ¨§¢¥±²® ² ª¦¥, ±°¥¤¨ ¨µ ¥±²¼ «¨¸¼ ®¤  ±«³· ©-

 ¿ ¢¥«¨·¨ , �(k
�), ¨¬¥¾¹ ¿ ¶¥²° «¼®¥ �2-° ±¯°¥¤¥«¥¨¥, t2k� = 0,

y
(k) { °¥ «¨§ ¶¨¿ ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» �

(k), pr�2(�; t2k) { ¯«®²®±²¼

° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ �
2 ± ¤ »¬ ·¨±«®¬ ±²¥¯¥¥© ±¢®¡®¤» (� N) ¨ ¯ -

° ¬¥²°®¬ ¥¶¥²° «¼®±²¨ t
2
k, k = 0; 9. �³±²¼ ¯°¥¤º¿¢«¥» ¤¥±¿²¼

§ ·¥¨© y(0); : : : ; y(9) ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ �(0); : : : ; �(9), ®²¢¥· ¾¹¨µ

®¤®© °¥ «¨§ ¶¨¨ ¸³¬  �. �±«¨ ±²®¨² § ¤ ·  ®²»±ª ¨¿ ±«³· ©-

®© ¢¥«¨·¨» ± ¯ ° ¬¥²°®¬ ¥¶¥²° «¼®±²¨, ° ¢»¬ ³«¾, ²®, ª ª

¨§¢¥±²® [3, 4], °¥¸ ¾¹¥¥ ¯° ¢¨«®, ¬¨¨¬¨§¨°³¾¹¥¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥-

±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ · ±²®²» ¯®¿¢«¥¨¿ ®¸¨¡®·»µ °¥¸¥¨©, ¯°¥¤¯¨±»-

¢ ¥² ±·¨² ²¼ ² ª®¢®© ²³, °¥ «¨§ ¶¨¿ ª®²®°®© ° ¢  yk
�

, £¤¥

k
� = argmax

k
p�2(y

(k)
; t

2
k) = argmin

k
y
(k)
: (15)

� ª ¢¨¤®, °¥¸ ¾¹¥¥ ¯° ¢¨«® (15) ±®¢¯ ¤ ¥² ± (14).

�¥¬¬  1. �³±²¼ ¢ ° ¢¥±²¢¥ (1) ª®®°¤¨ ²» �ij ¢¥ª²®°  ¸³¬ 

� ®¤¨ ª®¢® ° ±¯°¥¤¥«¥», ¥§ ¢¨±¨¬», E�ij = 0 ¨ E�
2
ij = �

2
<

1, i = 1; n; j = 1; m. �®£¤  ¬®°´®«®£¨·¥±ª®¥ °¥¸ ¾¹¥¥ ¯° ¢¨«®

(14)  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ¯°¨ N !1 ¬¨¨¬¨§¨°³¥² ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥

®¦¨¤ ¨¥ ·¨±«  ®¸¨¡®·»µ °¥¸¥¨©.

»µ ¨§®¡° ¦¥¨¿µ ¬®¦® ¥ ³·¨²»¢ ²¼ ²®² ´ ª², ·²® ®¯¥° ²®° Pf(k) , ¢®®¡¹¥

£®¢®°¿, ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ®°²®£® «¼»¬ ¯°®¥ª²®°®¬ ¯°¨  «¨·¨¨ ³±«®¢¨© ¢¨¤  (12),

² ª ª ª ¥®°²®£® «¼®±²¼ ¯°®¥ª²®°  Pf(k) ¢«¥·¥² ¥° ¢¥±²¢® rankPf(k) 6 s

¢¬¥±²® ° ¢¥±²¢  rankPf(k) = s, ¨ ½²® ° §«¨·¨¥ ¯°¨ N � s ¥ ¨£° ¥² °®«¨ ¢

¯®±«¥¤³¾¹¥¬ ° ±±³¦¤¥¨¨.
4�§®¡° ¦¥¨¥ g  §»¢ ¥²±¿ ±° ¢¨¬»¬ ¯® ´®°¬¥ ± ¨§®¡° ¦¥¨¥¬ f , ¥±«¨ g 2

Vf [6].
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2. �¥®°¥²¨ª®-¢®§¬®¦®±²»¥   «®£¨ ²° -

¤¨¶¨®»µ °¥¸¥¨©

�® ¢¢¥¤¥¨¨ ¯°¥¤±² ¢«¥» ±² ¢¸¨¥ ³¦¥ ²° ¤¨¶¨®»¬¨ °¥¸ ¾-

¹¨¥ ¯° ¢¨« , ®¯²¨¬ «¼®±²¼ ª®²®°»µ ¢ ²®¬ ¨«¨ ¨®¬ ±¬»±«¥ ¤®ª -

§   ²¥®°¥²¨·¥±ª¨.

� ½²®¬ ° §¤¥«¥ ¯®±²°®¥» ±²° ²¥£¨¨ °¥¸¥¨©,   «®£¨·»¥ ²° -

¤¨¶¨®»¬, ® ±´®°¬³«¨°®¢ »¥ ¤«¿ ²¥®°¥²¨ª®-¢®§¬®¦®±²»µ

¬®¤¥«¥©, ° ±±¬®²°¥»µ ¢ [8]. �¤¥±¼ ¨ ¤ «¥¥ ¡³¤³² ¯°¨¢¥¤¥» ¥-

ª®²®°»¥ °¥§³«¼² ²» ¨§ ½²®© ª¨£¨.

2.1. �¥®°¥²¨ª®-¢®§¬®¦®±²®¥ ¬®°´®«®£¨·¥±ª®¥ °¥-

¸¥¨¥

�³±²¼, ª ª ¨ ° ¥¥, f (k) = ff (k)ij g 2 Rm�n { ½² «®®¥ ¨§®¡° ¦¥-

¨¥ ¶¨´°» ÀkÁ, i = 1; m, j = 1; n, ¯°¨·¥¬ f
(k) = 0 � �(k);0 + 1 � �(k);1;

�
(k);q 2 Rm�n , q = 0; 1 { ¨¤¨ª ²®°»¥ ´³ª¶¨¨ ¬®¦¥±²¢ ¯®±²®¿-

®© ¿°ª®±²¨ (0 ¨ 1)   f (k), k = 0; 9.

�°¥¤º¿¢«¿¥¬®¥ ¤«¿ ³§ ¢ ¨¿ ¨§®¡° ¦¥¨¥ g 2 R
N ¡³¤¥¬ ±·¨-

² ²¼ § ·¥¨¥¬ ¥·¥²ª®£® ¢¥ª²®°  �, ª®²®°»© ´®°¬¨°³¥²±¿ ª ª ±³¬-

¬  ¢¥ª²®°  f ({) { ½² «®®£® ¨§®¡° ¦¥¨¿ ®¤®© ¨§ ¶¨´° { ¨ ¥·¥²-

ª®£® ¢¥ª²®°  � 2 R
N , ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ª®²®°®£® ¥¨§¢¥±²®, ¬®¤¥«¨-

°³¾¹¥£® ¸³¬. �¤¥±¼ { { ¥·¥²ª¨© ½«¥¬¥², ¨¬¥¾¹¨© ¤¨±ª°¥²®¥

° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¢®§¬®¦®±²¥©, ¯°¨¨¬ ¾¹¨© § ·¥¨¿ ®² 0 ¤® 9 (¤«¿

¯°®±²®²» ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® P ({ = k) = 1; 8k = 0; 9, ²® ¥±²¼ ¢±¥

¨§®¡° ¦¥¨¿ ¶¨´°, ¯°¥¤º¿¢«¿¥¬»¥ ¤«¿ ³§ ¢ ¨¿,  ¯°¨®°¨ ° ¢®-

¢®§¬®¦»).

�®°¬³ Vf(k) ½² «®®£® ¨§®¡° ¦¥¨¿ f
(k) ®¯°¥¤¥«¨¬ ª ª ¤¢³¬¥°-

®¥ «¨¥©®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® ¢ RN , «¨¥©³¾ ®¡®«®·ª³,  ²¿³²³¾

  �(k);0 ¨ �
(k);1, ²® ¥±²¼

Vf(k) =
�
h 2 Rm�n : h =

1X
q=0

cq�
(k);q

; �1<c0<+1; �1<c1<+1	;
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¨ ±®®²¢¥²±²¢¥® Pf(k) { ª ª ®°²®£® «¼»© ¯°®¥ª²®°   Vf(k) :

Pf(k)g =

1X
q=0

c
(k)
q (g)�(k);q; g 2 RN ;

£¤¥ c
(k)
q (g) =

(g; �(k);q)

k�(k);qk2 , k = 0; 9, q = 0; 1.

� ±±¬®²°¨¬ ¢¥ª²®° c
(k)(g) =

 
c
(k)
0 (g)

c
(k)
1 (g)

!
2 R

2 . �¢¥¤¥¬ ®¡®§ ·¥-

¨¿: e =

�
1

1

�
2 R

2 , H(k) =

�k�(k);0k2 0

0 k�(k);1k2
�
. �³¬¬ ° ¿ ¿°-

ª®±²¼ ¯°®¥ª¶¨¨ ¯°¥¤º¿¢«¥®£® ¨§®¡° ¦¥¨¿ g   ´®°¬³ Vf(k) ° ¢-

  (c(k)(g);H(k)
e). � ¤°³£®© ±²®°®», ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ®© ±³¬¬ °®©

¿°ª®±²¨ ¯°®¥ª¶¨¨, ¢¥«¨·¨  c
(k)
1 (g) � c

(k)
0 (g) ²¥¬ ¡®«¼¸¥, ·¥¬ ª®-

²° ±²¥¥ ¨§®¡° ¦¥¨¥ ¯°®¥ª¶¨¨ Pf(k)g.

�±²¥±²¢¥® ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® ¯°¨ ¯°®·¨µ ° ¢»µ ³±«®¢¨¿µ (²®

¥±²¼ ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ®© ±°¥¤¥© ¿°ª®±²¨) ·¥¬ ª®²° ±²¥¥ ¯°®¥ª-

¶¨¿ ¨§®¡° ¦¥¨¿ g   ´®°¬³ ½² «®®£® ¨§®¡° ¦¥¨¿ ¶¨´°» ÀkÁ,

²¥¬ ¡®«¼¸¥ ¢®§¬®¦®±²¼ ²®£®, ·²® g ¿¢«¿¥²±¿ ¨§®¡° ¦¥¨¥¬ ¶¨´°»

ÀkÁ.

� ³·¥²®¬ ½²¨µ ° ±±³¦¤¥¨©, ³±«®¢³¾ ¯°¨ ³±«®¢¨¨ � = g ¢®§-

¬®¦®±²¼ ²®£®, ·²® ¯°¥¤º¿¢«¥®¥ ¨§®¡° ¦¥¨¥ g ¢ ¤¥©±²¢¨²¥«¼®-

±²¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¨±ª ¦¥»¬ ¸³¬®¬ ¨§®¡° ¦¥¨¥¬ ¶¨´°» k, ®¯°¥¤¥«¨¬

±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

P ({ = kj� = g) = F

 
(c(k)(g); b)

(c(k)(g); H(k)e)

!
; (16)

£¤¥ ´³ª¶¨¿ F (�) ±²°®£® ¬®®²®® ¢®§° ±² ¥² ®² 0 ¤® 1   ¢±¥©

®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿,   b = (�1; 1) 2 R2 .
�¥¸¥¨¥, ¬¨¨¬¨§¨°³¾¹¥¥ ¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ®¸¨¡ª¨, ¯°¨¨¬ ¥²±¿

¯® ¬ ª±¨¬³¬³ ³±«®¢®© ¢®§¬®¦®±²¨, [8], ²® ¥±²¼ ¢»¡¨° ¥²±¿ ®¬¥°

¶¨´°» k
�, ² ª®©, ·²®

k
� = arg max

k=0:::9
P ({ = kj� = g): (17)
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2.2. �¥®°¥²¨ª®-¢®§¬®¦®±²»©   «®£ ¡ ©¥±®¢±ª®©

±²° ²¥£¨¨

�°¥¤º¿¢«¿¥¬®¥ ¤«¿ ³§ ¢ ¨¿ ¨§®¡° ¦¥¨¥ g ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼ § -

·¥¨¥¬ ¥·¥²ª®£® ½«¥¬¥²  �, ª®²®°»© ´®°¬¨°³¥²±¿ ª ª ±³¬¬  ¥-

·¥²ª®£® ¢¥ª²®°  f
({) { ½² «®®£® ¨§®¡° ¦¥¨¿ ®¤®© ¨§ ¶¨´°

{ ¨ ¥·¥²ª®£® ¢¥ª²®°  �, ¬®¤¥«¨°³¾¹¥£® ¸³¬, £¤¥ ¥·¥²ª¨© ½«¥-

¬¥² { 2 f0; : : : ; 9g. �³±²¼ § ¤ ® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¢®§¬®¦®±²¥©

'
�ij (�) = '(�) ¤«¿ ª®®°¤¨ ² ¢¥ª²®°  ¸³¬ , i = 1; m, j = 1; n, ¨

ª®®°¤¨ ²» � ¥§ ¢¨±¨¬» ¢ ²¥®°¥²¨ª®-¢®§¬®¦®±²®¬ ±¬»±«¥, [8].

�»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ³±«®¢®£® ¯°¨ ³±«®¢¨¨ { = k ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¢®§¬®¦-

®±²¨ ¥·¥²ª®£® ½«¥¬¥²  � ¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® � ±´®°¬¨°®¢ ®  

®±®¢ ¨¨ ½² «®®£® ¨§®¡° ¦¥¨¿ ¶¨´°» ÀkÁ, ¨¬¥¥² ¢¨¤

'
�j{(gjk) = min

i=1;m
min
j=1;n

'(gij � f
(k)
ij ); g 2 RN ; k = 0; : : : ; 9:

� ·¥¨¥ '�j{(gjk) ¥±²¼ ¢®§¬®¦®±²¼ ° ¢¥±²¢  � = g ¯°¨ ³±«®¢¨¨,

·²® { = k. �®±ª®«¼ª³ [8]

P ({ = k; � = g) = min('�j{(gjk); P ({ = k));

²® ¢ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¨ ® ° ¢®¢®§¬®¦®±²¨ P ({ = k) = 1, 8k = 0; 9,

P ({ = k; � = g) = min
i=1;n

min
j=1;m

'(gij � f
(k)
ij ):

�²° ²¥£¨¿, ±®£« ±® ª®²®°®© °¥¸¥¨¥ ® ¯°¨ ¤«¥¦®±²¨ ¯°¥¤º-

¿¢«¥®£® ¤«¿ ³§ ¢ ¨¿ ¨§®¡° ¦¥¨¿ g ª ª« ±±³ Àk�Á=Àk�(g)Á ¯°¨-

¨¬ ¥²±¿ ¯® ¬ ª±¨¬³¬³ ½²®© ¢®§¬®¦®±²¨, ²® ¥±²¼

k
�(g) = argmax

k
P ({ = k; � = g): (18)

�¥¬¬  2. �³±²¼ ¢ (1) ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°  ¸³¬  � ±³²¼ § ·¥¨¿

®¤¨ ª®¢® ° ±¯°¥¤¥«¥»µ ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¥·¥²ª¨µ ½«¥¬¥²®¢,   f {

§ ·¥¨¥ ¥·¥²ª®£® ¢¥ª²®°  f
({), ¯°¨·¥¬ ¢±¥ § ·¥¨¿ k ¥·¥²ª®£®

½«¥¬¥²  { ° ¢®¢®§¬®¦». �®£¤  °¥¸ ¾¹¥¥ ¯° ¢¨«® (18) ¬¨¨¬¨-

§¨°³¥² ¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ®¸¨¡ª¨, [8].
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3. �² ²¨±²¨·¥±ª®¥ ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¥ ¥·¥²ª®-

£® ½«¥¬¥² 

� ° §¤¥«¥ 2.2 ¬®¤¥«¼¾ ¸³¬  ±«³¦¨« ¥·¥²ª¨© ½«¥¬¥². �°¨ ¨±±«¥-

¤®¢ ¨¨ ±¢®©±²¢ ²¥®°¥²¨ª®-¢®§¬®¦®±²»µ °¥¸¥¨©   ��� ¢ ª ·¥-

±²¢¥ °¥ «¨§ ¶¨¨ ¥·¥²ª®£® ½«¥¬¥²  ¢»¡¨° ¥²±¿ ¨±µ®¤ ±²®µ ±²¨·¥-

±ª®£® ½ª±¯¥°¨¬¥² . �±«¨ ¥®¡µ®¤¨¬® ¯®«³·¨²¼ °¥ «¨§ ¶¨¾ ¥±ª®«¼-

ª¨µ ¥·¥²ª¨µ ½«¥¬¥²®¢, ±²®µ ±²¨·¥±ª¨© ½ª±¯¥°¨¬¥² ¤®«¦¥ ¯°®¢®-

¤¨²¼±¿ ±® ±«³· ©»¬ ¢¥ª²®°®¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ° §¬¥°®±²¨. �°¨

½²®¬ ¢®§¨ª ¥² ¢®¯°®±: ª ª®¬³ ª« ±±³ ¤®«¦® ¯°¨ ¤«¥¦ ²¼ ° ±-

¯°¥¤¥«¥¨¥ ¢¥°®¿²®±²¥© ±«³· ©®£® ¢¥ª²®° , ·²®¡» ¬®¤¥«¨°³¥¬»©

± ¥£® ¯®¬®¹¼¾ ¥·¥²ª¨© ¢¥ª²®° ¨¬¥« § ° ¥¥ § ¤ ®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥-

¨¥ ¢®§¬®¦®±²¥©? �²®¬³ ¢®¯°®±³ ¯®±¢¿¹¥  ±²®¿¹¨© ¯ ° £° ´.

3.1. �¢¿§¼ ¤¨±ª°¥²®£® ¢¥°®¿²®±²®£® ¨ ¤¨±ª°¥²-

®£® ¢®§¬®¦®±²®£® ¯°®±²° ±²¢

�³±²¼ 
 { ª®¥·®¥ ¨«¨ ±·¥²®¥ ¬®¦¥±²¢®, 
 = f!1; !2; : : : ; !N ;
: : : g, F = P(
) { �- «£¥¡°  ¢±¥µ ¥£® ¯®¤¬®¦¥±²¢, Pr(�) ¨ P (�) {
±®®²¢¥²±²¢¥® ¢¥°®¿²®±² ¿ ¨ ¢®§¬®¦®±² ¿ ¬¥°», § ¤ »¥  

½«¥¬¥² µ F ¨ ¯°¨¨¬ ¾¹¨¥ § ·¥¨¿ ¢ [0; 1]. �°®©ª¨ (
; F; Pr) ¨

(
; F; P ) ±³²¼ ¢¥°®¿²®±²®¥ ¨ ¢®§¬®¦®±²®¥ ¯°®±²° ±²¢ .

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3. �®§¬®¦®±²®¥ ¯°®±²° ±²¢® (
; F; P ) ¡³¤¥¬  -

§»¢ ²¼ ±®£« ±®¢ »¬ ± ¢¥°®¿²®±²»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ (
; F; Pr),

¥±«¨ 8A; B 2 F : Pr(A) > Pr(B)) P (A) > P (B).

�°¥¤¨ ¢±¥µ ¢®§¬®¦®±²»µ ¯°®±²° ±²¢ (
; F; P ), ±®£« ±®¢ -

»µ ± ¤ »¬ ¢¥°®¿²®±²»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ (
; F; Pr), ±³¹¥±²¢³-

¥², ®·¥¢¨¤®, ¯°®±²° ±²¢® ± ²°¨¢¨ «¼®© ¬¥°®© P (�): 8A 2 F; A 6=
? : P (A) = 1, P (?) = 0, ²® ¥±²¼ ª« ±± ±®£« ±®¢ »µ ± (
; F; Pr)

¢®§¬®¦®±²»µ ¯°®±²° ±²¢ ¥ ¯³±².

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 4. �®§¬®¦®±²®¥ ¯°®±²° ±²¢® (
; F; P ) ¡³¤¥¬  -

§»¢ ²¼ ¬ ª±¨¬ «¼® ±®£« ±®¢ »¬ ± ¢¥°®¿²®±²»¬ ¯°®±²° -

±²¢®¬ (
; F; Pr), ¥±«¨ (
; F; P ) ±®£« ±®¢ ® ± (
; F; Pr), ¨ ¤«¿ «¾¡®-

£® ¤°³£®£® (
; F; P 0), ±®£« ±®¢ ®£® ± (
; F; Pr) ¢»¯®«¿¥²±¿ ³±«®-

¢¨¥

8A; B 2 F : P 0(A) > P
0(B)) P (A) > P (B):
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�¯°¥¤¥«¥¨¿ 3.1, 3.1 ¤ » ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± [8], £«. 5, x1.
� ¬ ¦¥ ³ª §   «£®°¨²¬ ¯®±²°®¥¨¿ ¢®§¬®¦®±²®£® ¯°®±²° ±²¢ 

(
; F; P ), ¬ ª±¨¬ «¼® ±®£« ±®¢ ®£® ± ¤ »¬ ¢¥°®¿²®±²»¬

¯°®±²° ±²¢®¬ (
; F; Pr). �®«³·¥®¬³ ¢ [8] °¥§³«¼² ²³ ¬®¦® ¤ ²¼

±«¥¤³¾¹³¾ ´®°¬³«¨°®¢ª³. �¥°¥³¬¥°³¥¬ ½«¥¬¥²» 
 ² ª¨¬ ®¡° -

§®¬, ·²®¡» ¢»¯®«¿« ±¼ ¶¥¯®·ª  ¥° ¢¥±²¢

Pr(f!1g) > Pr(f!2g) > : : : > Pr(f!Ng) > : : : > 0; (19)

¨±ª«¾·¨¢ ²¥¬ ± ¬»¬ ½«¥¬¥²» ± ³«¥¢®© ¢¥°®¿²®±²¼¾. �±«®¢¨¿

(19) ¤ «¥¥ ¢±¾¤³ ¯°¥¤¯®« £ ¾²±¿ ¢»¯®«¥»¬¨. �¡®§ ·¨¬ pk =

P (f!kg), prk = Pr(f!kg) ¨ Fk =

kX
j=1

prj , k = 1; 2; : : : , F0 � 0.

�¥®°¥¬  1. �«¿ ²®£®, ·²®¡» ¯°®±²° ±²¢® (
; F; P ) ¡»«® (¬ ª-

±¨¬ «¼®) ±®£« ±®¢ »¬ ± ¯°®±²° ±²¢®¬ (
; F; Pr), ¥®¡µ®¤¨¬®

¨ ¤®±² ²®·®, ·²®¡» ¢»¯®«¿«¨±¼ ³±«®¢¨¿ ±®£« ±®¢ ®±²¨ (¬ ª-

±¨¬ «¼®© ±®£« ±®¢ ®±²¨): p1 = 1; pk = pk+1, ¥±«¨ prk 6 1� Fk, ¨

pk > pk+1 (pk > pk+1) ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥, k = 1; 2; : : : .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®ª ¦¥¬ ± · «  ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ²¥®°¥¬», ®²-

®±¿¹¨¥±¿ ª ³±«®¢¨¿¬ ±®£« ±®¢ ®±²¨ ¯°®±²° ±²¢  (
; F; P ) ±

(
; F; Pr).

�³±²¼ (
; F; P ) ±®£« ±®¢ ® ± (
; F; Pr). �¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ²°¥¡®-

¢ ¨¿ p1 = 1 ¢»²¥ª ¥² ¨§ ²®£®, ·²® ±®£« ±® ³±«®¢¨¾ (19)

1 = P (
) = P

 
1[
k=1

f!kg
!
= sup

k=1:::1

pk ¨

1 = p1 > p2 > : : : > pN > : : : : (20)

�³±²¼ prk 6 1 � Fk, ® pk > pk+1. �»¡¥°¥¬ ±®¡»²¨¿ A =

f!k+1; !k+2; : : : g ¨ B = f!kg. �®£¤  Pr(A) = 1 � Fk, Pr(B) = prk,

² ª ·²® Pr(A) > Pr(B). � ¤°³£®© ±²®°®»,

P (A) = sup
i=k+1:::1

pi = pk+1 < pk = P (B);
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² ª ·²® ³±«®¢¨¥ ±®£« ±®¢ ®±²¨ ¢®§¬®¦®±²®£® ¯°®±²° ±²¢  ±

¢¥°®¿²®±²»¬ ¥ ¢»¯®«¥®. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¥±«¨ prk 6 1 � Fk, ²®

pk 6 pk+1, ·²® ¢¬¥±²¥ ± (20) ®§ · ¥² pk = pk+1. �¥¬ ± ¬»¬ ¯®ª §  

¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ¢±¥µ ³±«®¢¨© ²¥®°¥¬».

�³±²¼ ³±«®¢¨¿ ²¥®°¥¬» ¢»¯®«¥». �·¥¢¨¤®, ·²® 8A 2 F; A 6=
? : 9kA : prkA 6 Pr(A) 6 1 � FkA�1. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, «¾¡®¥ A 2 F

¯°¥¤±² ¢¨¬® ¢ ¢¨¤¥ A =

1[
i=1

(A \ f!ig), ¨ ¥±«¨ A 6= ?, ²® ±°¥¤¨ ·¨±¥«

i : A \ f!ig 6= ? ¬®¦® ¢»¡° ²¼ ¬¨¨¬ «¼®¥. �¡®§ ·¨¬ ¥£® kA:

kA = min
i=1:::1

fi j i = 1; 2; : : : ; !i 2 Ag:

�®£¤ 

prkA6Pr(A) =

1X
i=1

Pr(A\f!ig)=
1X

i=kA

Pr(A\f!ig)6
1X

i=kA

pri = 1�FkA�1:

�»¡¥°¥¬ ¯°®¨§¢®«¼»¥ A; B 2 F, Pr(A) > Pr(B) > 0. �®£¤ 

Pr(A) = prkA +

1X
i=kA+1

Pr(A \ f!ig);

Pr(B) = prkB +

1X
i=kB+1

Pr(B \ f!ig);

¨ ¨§ Pr(A) > Pr(B) ¢»²¥ª ¥² 1 � FkA�1 > prkB , ¨¡® 1 � FkA�1 >

prkA +

1X
i=kA+1

Pr(A \ f!ig) > prkB +

1X
i=kB+1

Pr(B \ f!ig) > prkB . �

¤°³£®© ±²®°®», P (A) = pkA , P (B) = pkB . �±«¨ kA 6 kB , ²®

P (A) > P (B). �±«¨ ¦¥ kA > kB , ²®, ¯®±ª®«¼ª³ prkB 6 1 � FkA�1,

±¯° ¢¥¤«¨¢» ¥° ¢¥±²¢ 

prkA 6 prkA�1 6 : : : 6 prkB 6 1� FkA�1 6 : : : 6 1� FkB ;

²® ¥±²¼ 8j = kB ; : : : ; kA � 1 : prj 6 1 � Fj . �®£¤ , ¢ ±¨«³ ³±«®¢¨©

²¥®°¥¬», 8j = kB ; : : : ; kA�1 : pj = pj+1, ¢ · ±²®±²¨, P (A) = pkA =

pkB = P (B).
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�¥¯¥°¼ ¯¥°¥©¤¥¬ ª ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ¥®¡µ®¤¨¬®±²¨ ³±«®¢¨© ²¥®°¥-

¬» ¤«¿ ¬ ª±¨¬ «¼®© ±®£« ±®¢ ®±²¨ (
; F; P ) ± (
; F; Pr). �³±²¼

prk > 1 � Fk, ® pk = pk+1. �®£¤  ¢®§¼¬¥¬ ¤°³£³¾ ¢®§¬®¦®±²-

³¾ ¬¥°³ P
0(�), ² ª³¾, ·²® (
; F; P 0) ±®£« ±®¢ ® ± (
; F; Pr) ¨

P
0(f!kg) > P

0(f!k+1g). �«¿ ¬®¦¥±²¢ A = f!kg ¨ B = f!k+1g
P
0(A) > P

0(B), ® P (A) = P (B), ² ª ·²® (
; F; P ) ¿¢«¿¥²±¿ ¢®§¬®¦-

®±²»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬, ±®£« ±®¢ »¬, ® ¥ ¬ ª±¨¬ «¼® ±®£« -

±®¢ »¬ ± (
; F; Pr). �¥¬ ± ¬»¬ ¤®ª §   ¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ³±«®¢¨¿

±® ±²°®£¨¬ ¥° ¢¥±²¢®¬; ¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ®±² «¼»µ ³±«®¢¨© ®·¥¢¨¤-

 .

�³±²¼ ¢»¯®«¥» ³±«®¢¨¿ ¬ ª±¨¬ «¼®© ±®£« ±®¢ ®±²¨

(
; F; P ) ± (
; F; Pr). �®£¤ , ª ª ¡»«® ¯®ª § ® ° ¥¥, ¢®§¬®¦®±²-

®¥ ¯°®±²° ±²¢® (
; F; P ) ±®£« ±®¢ ® ± ¢¥°®¿²®±²»¬ ¯°®±²° -

±²¢®¬ (
; F; Pr). �®§¼¬¥¬ ¤°³£³¾ ¢®§¬®¦®±²¼ P
0(�), ² ª³¾, ·²®

(
; F; P 0) ±®£« ±®¢ ® ± (
; F; Pr), ¨ ¢»¡¥°¥¬ ¤¢  ¬®¦¥±²¢  A; B 2
F: P 0(A) > P

0(B). �®£¤  P
0(A) = P

0(f!kAg) > P
0(B) = P

0(f!kBg),
®²ª³¤  kA < kB ¨ 9j : kA 6 j 6 kB � 1 : prj > 1�Fj . �«¥¤®¢ ²¥«¼®,

¤«¿ ½²®£® ®¬¥°  j : pj > pj+1,   ¯®²®¬³ P (A) = pkA > pj > pj+1 >

pkB = P (B). �®±² ²®·®±²¼ ³±«®¢¨© ¤®ª §  .

� ±±¬®²°¨¬ ±¨²³ ¶¨¾, ¢ ¥ª®²®°®¬ ±¬»±«¥ ®¡° ²³¾ ¯°¥¤»¤³-

¹¥©, ¢ ª®²®°®© § ¤ ® ¢®§¬®¦®±²®¥ ¯°®±²° ±²¢® (
; F; P ), ¤«¿

ª®²®°®£® ¢»¯®«¿¾²±¿ ±®®²®¸¥¨¿

1 = p1 > p2 > : : : > pN > : : : > 0; (21)

£¤¥ pk = P (f!kg), k = 1; 2; : : : , ¨ ²°¥¡³¥²±¿ ¯®±²°®¨²¼ ª« ±± ¢¥°®-

¿²®±²»µ ¯°®±²° ±²¢ (
; F; Pr), ± ª ¦¤»¬ ¨§ ª®²®°»µ (
; F; P )

(¬ ª±¨¬ «¼®) ±®£« ±®¢ ®. �°¥¡®¢ ¨¥ (21) ®£° ¨·¨¢ ¥² ª« ±± ° ±-

±¬ ²°¨¢ ¥¬»µ ¢®§¬®¦®±²»µ ¯°®±²° ±²¢, ¨¡® ¥ ¢±¿ª ¿ ±·¥² ¿

¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ pk, k = 1; 2; : : : , ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯³²¥¬ ¯¥°¥³¬¥-

° ¶¨¨ ½«¥¬¥²®¢ ¯°¨¢¥¤¥  ª ¢¨¤³ (21). � ¯°¨¬¥°, ¨§ ° ±±¬®²°¥¨¿

¯°¨¤¥²±¿ ¨±ª«¾·¨²¼ ² ª¨¥ ±·¥²»¥ ¢®§¬®¦®±²»¥ ¯°®±²° ±²¢ , ¢

ª®²®°»µ,  ·¨ ¿ ± ¥ª®²®°®£® ®¬¥°  k > 1, pk < pk+1 < pk+2 <

: : : 6 1. � ¤°³£®© ±²®°®», ¢ ±«³· ¥ ª®¥·»µ ¢®§¬®¦®±²»µ ¯°®-

±²° ±²¢ ²°¥¡®¢ ¨¥ (21) ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢»¯®«¥® ¢±¥£¤ .
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�¥®°¥¬  2. 1. �«¿ ²®£®, ·²®¡» ¢®§¬®¦®±²®¥ ¯°®±²° ±²¢®

(
; F; P ), ¢ ª®²®°®¬ ¢®§¬®¦®±²¼ P ®¯°¥¤¥«¥  § ·¥¨¿¬¨

P (f!ig) = pi, i = 1; 2; : : : , ³¯®°¿¤®·¥»¬¨ ±®£« ±® (21), ¡»«®

±®£« ±®¢ ® ± ¢¥°®¿²®±²»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ (
; F; Pr), ¥®¡µ®-

¤¨¬® ¨ ¤®±² ²®·®, ·²®¡» ´³ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¢¥°®¿²®±²¥©

Fs =

sX
k=1

prk, s = 1; 2; : : : , £¤¥ prk = Pr(f!kg), k = 1; 2; : : : , ³¤®¢«¥-

²¢®°¿¾² ³±«®¢¨¾ (19), ¯°¨ ¤«¥¦ «  ª« ±±³

Q =

8<:Fs = 1� 1

2s
+

1

2s+1

sX
j=1

2j"j ; s = 1; 2; : : : ; f"1; "2; : : : g 2 E
9=; ;

£¤¥5 E =
n
f"1; "2; : : : g : j"sj < 1

2s

�
2 �

s�1X
j=1

2j"j
�
; s = 1; 2; : : : ; "s 6

1

2s

�
2 �

s�1X
j=1

2j"j
�
+ "s�1; s = 2; 3; : : : , lim

N!1

1

2N+1

�
2 �

NX
s=1

2s"s
�

=

0; ¯°¨·¥¬ "s > 0 ¯°¨ ps > ps+1; s = 1; 2; : : :
o
.

2. �«¿ ²®£®, ·²®¡» ¤ ®¥ ¢®§¬®¦®±²®¥ ¯°®±²° ±²¢®

(
; F; P ) ¡»«® ¬ ª±¨¬ «¼® ±®£« ±®¢ ® ± ¢¥°®¿²®±²»¬ ¯°®-

±²° ±²¢®¬ (
; F; Pr), ¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²®·®, ·²®¡» ¢»¯®«-

¿«¨±¼ ³±«®¢¨¿ ¯³ª²  1  ±²®¿¹¥© ²¥®°¥¬» ¯°¨ ¤®¯®«¨²¥«¼»µ

®£° ¨·¥¨¿µ   "s: "s 6 0, ¥±«¨ ps = ps+1, s = 1; 2; : : : .

3. �« ±± Q ¥¯³±² ª ª ¢ ¯³ª²¥ 1, ² ª ¨ ¢ ¯³ª²¥ 2.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. 1. �³±²¼ ¢®§¬®¦®±²®¥ ¯°®±²° ±²¢® (
; F; P )

±®£« ±®¢ ® ± ¢¥°®¿²®±²»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ (
; F; Pr). �¡®§ ·¨¬

"s = prs�(1� Fs): (22)

�§ (22) ¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ Fs =

sX
k=1

prk ¯®«³· ¥²±¿ °¥ª³°°¥²®¥ ±®®²®-

¸¥¨¥ ¤«¿ Fs:

2Fs = 1 + Fs�1 + "s; s = 1; 2; : : : ; F0 = 0; (23)

5�®¤° §³¬¥¢ ¥²±¿, ·²® ¯°¨ k = 0

kX
j=1

2
j
"j = 0.
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ª®²®°®¥, ª ª ¥²°³¤® ³¡¥¤¨²¼±¿, ½ª¢¨¢ «¥²® ±®®²®¸¥¨¿¬

Fs = 1� 1

2s
+

1

2s+1

sX
j=1

2j"j ; s = 1; 2; : : : ; (24)

¨ prs =
1

2s
+
"s

2
� 1

2s+1

s�1X
j=1

2j"j ; s = 1; 2; : : : : (25)

�«¿ ²®£®, ·²®¡» ¢¥«¨·¨» prs, s = 1; 2; : : : , ¯°¥¤±² ¢«¿«¨ ±®¡®©

¢¥°®¿²®±²¨, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿¬ (19), ¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² -

²®·®, ·²®¡» ¢ (24), (25)

Fs�1 < Fs < 1; s = 1; 2; : : : ; prk > prk+1 > 0; k = 1; 2; : : : : (26)

�®¤±² ¢«¿¿ ¢ (26) ¢»° ¦¥¨¿ (24), ¯®«³·¨¬

1� 2�s+1 + 2�s
s�1X
j=1

2j"j < 1� 2�s + 2�s�1
sX

j=1

2j"j < 1:

¨«¨, ·²® ½ª¢¨¢ «¥²®,

j"sj < 1

2s

0@2� s�1X
j=1

2j"j

1A ; s = 1; 2; : : : : (27)

�®¤±² ¢«¿¿ ¢® ¢²®°³¾ £°³¯¯³ ¥° ¢¥±²¢ (26) ¢»° ¦¥¨¿ (25), ¯®-

«³·¨¬ ³±«®¢¨¥

"s 6
1

2s

�
2�

s�1X
j=1

2j"j
�
+ "s�1; s = 2; 3; : : : : (28)

�±«®¢¨¥ ®°¬¨°®¢ª¨ lim
N!1

FN = 1 ¯°¨ ¯®¤±² ®¢ª¥ ¢»° ¦¥¨¿ ¤«¿

FN ¥¯®±°¥¤±²¢¥® ¨§ (24) ¤ ¥²

lim
N!1

1

2N+1

�
2�

NX
s=1

2s"s
�
= 0: (29)
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� ª®¥¶, ¥±«¨ ps > ps+1, ²®, ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ²¥®°¥¬®© 1, "s =

prs�(1�Fs) > 0. �¥¬ ± ¬»¬ ¤®ª §   ¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ³±«®¢¨© ¯³ª-

²  1  ±²®¿¹¥© ²¥®°¥¬».

�§ ²¥®°¥¬» 1 ±«¥¤³¥², ·²®, ±®£« ±® (22),

"s > 0, ps > ps+1;

  ¯®²®¬³ ³±«®¢¨¿ ¯³ª²  1 ¿¢«¿¾²±¿ ¨ ¤®±² ²®·»¬¨ ¤«¿ ²®£®, ·²®-

¡» ¢®§¬®¦®±²®¥ ¯°®±²° ±²¢® (
; F; P ) ¡»«® ±®£« ±®¢ ® ± ¢¥°®-

¿²®±²»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ (
; F; Pr).

2. � ª±¨¬ «¼ ¿ ±®£« ±®¢ ®±²¼ ¯°®±²° ±²¢  (
; F; P ) ±

(
; F; Pr) ¢ ®¡®§ ·¥¨¿µ  ±²®¿¹¥© ²¥®°¥¬» ½ª¢¨¢ «¥²  ¢»¯®«-

¥¨¾ ³±«®¢¨©

"s > 0, ps > ps+1;

"s 6 0, ps 6 ps+1:
(30)

�®¬¡¨¨°³¿ °¥§³«¼² ²» ²¥®°¥¬» 1 ¨ ¯³ª²  1  ±²®¿¹¥© ²¥®°¥¬»,

¥²°³¤® ¯®«³·¨²¼ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¯³ª²  2.

3. �®ª ¦¥¬, ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ "s, s = 1; 2; : : : ,

³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹ ¿ ³±«®¢¨¿¬ (27), (28), (29) ¨ (30).

�·¥¢¨¤®, ·²® ¤«¿ s = 1 ³±«®¢¨¥ (27) ¯°¥¢° ¹ ¥²±¿ ¢ j"1j < 1,  

¯®²®¬³ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢»¯®«¥®. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ®® ¢»¯®«¿¥²±¿

¤«¿ ¢±¥µ s = 1; 2; : : : ; k. �®£¤ 

j"kj+� =
1

2k

0@2� k�1X
j=1

2j"j

1A ; � > 0:

�«¿ s = k + 1 ³±«®¢¨¥ (27) ¢»£«¿¤¨² ª ª

j"k+1j < 1

2

1

2k

0@2� k�1X
j=1

2j"j

1A� 1

2
"k: (31)
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� ¤°³£®© ±²®°®»,

1

2

1

2k

0@2� k�1X
j=1

2j"j

1A� 1

2
"k >

1

2

1

2k

0@2� k�1X
j=1

2j"j

1A� 1

2
j"kj =

=
1

2

1

2k

0@2� k�1X
j=1

2j"j

1A� 1

2

0@ 1

2k

0@2� k�1X
j=1

2j"j

1A��

1A =
�

2
> 0;

®²ª³¤  ±«¥¤³¥², ·²® ³±«®¢¨¥ (31) ² ª¦¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢»¯®«¥® (¯° -

¢ ¿ · ±²¼ ¥° ¢¥±²¢  ¯®«®¦¨²¥«¼ ).

�±«®¢¨¥ (27) ¯®§¢®«¿¥² ¢»¡° ²¼ «¾¡®¥ "s ª ª ¡®«¼¸¨¬ 0, ² ª ¨

¬¥¼¸¨¬ «¨¡® ° ¢»¬ 0, ·²® ®§ · ¥², ·²® (30) ² ª¦¥ ¬®¦¥² ¡»²¼

¢»¯®«¥®.

�»¡¨° ¿ ²¥¯¥°¼ "s = 0, ¥±«¨ ps = ps�1, ¯®«³·¨¬, ·²® ³±«®¢¨¥

(28) ¢»¯®«¿¥²±¿ ¢±¥£¤ , ² ª ª ª ®® ¿¢«¿¥²±¿ ±«¥¤±²¢¨¥¬ (27) ¯°¨

"s�1 > 0.

� ª®¥¶, ¯°¨ ² ª®¬ ¢»¡®°¥ "s, "s > 0, ³±«®¢¨¥ ®°¬¨°®¢ª¨ (29)

¢±¥£¤  ¢»¯®«¥®, ¯®±ª®«¼ª³ 0 6

sX
j=1

2s"s < 2, 8s = 1; 2; : : : .

� ¬¥· ¨¥. �«¿ ±«³· ¿ ª®¥·®£® ·¨±«  N ½«¥¬¥²®¢ ¬®¦¥±²¢  


²¥®°¥¬  2 ®±² ¥²±¿ ±¯° ¢¥¤«¨¢®©. � ³±«®¢¨¨ ®°¬¨°®¢ª¨ ¨±·¥§ ¥²

¯°¥¤¥«, ¨ ®® ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢»¯®«¥® ¯°¨ «¾¡®¬ ¢»¡®°¥ "k, k < N ,

¥±«¨ ²®«¼ª® ¤«¿ ½²¨µ "k ¢»¯®«¿¥²±¿ (27). �®£¤ , ¢»¡° ¢

"N =
1

2N

0@2� N�1X
j=1

2j"j

1A ; (32)

¯®«³·¨¬ FN = 1.

3.2. �®¤¥«¨°®¢ ¨¥ ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¥·¥²ª¨µ ½«¥¬¥-

²®¢

�¥²°³¤® ¢¨¤¥²¼, ·²® § ¤ ·  ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¿ ±®¢®ª³¯®±²¨ N ¥-

§ ¢¨±¨¬»µ ¥·¥²ª¨µ ½«¥¬¥²®¢ ± ®¤¨ ª®¢»¬ ¤¨±ª°¥²»¬ ° ±¯°¥¤¥-

«¥¨¥¬ '(�) ±¢®¤¨²±¿ ª ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¾ ®¤®£® ¥·¥²ª®£® ½«¥¬¥²  ±
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¤¨±ª°¥²»¬ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥¬. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¯³±²¼ (
N
; F(
N); PN )

{ ¢®§¬®¦®±²®¥ ¯°®±²° ±²¢®, £¤¥ 
N = 
 � 
 � : : : � 
 { ¯°¿-

¬®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ N ±·¥²»µ ¬®¦¥±²¢ 
; F(
N) { �- «£¥¡°  ¢±¥µ

¯®¤¬®¦¥±²¢ ² ª®£® ¯°¿¬®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿; PN (�) { ¢®§¬®¦®±²¼,

®¯°¥¤¥«¥ ¿   F(
N) ¨ ®¡« ¤ ¾¹ ¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ±¢®©±²¢®¬:

PN (f!k1g � : : :� f!kN g) = min
i=1:::N

'(!ki):

�®£¤  ¥·¥²ª¨¥ ½«¥¬¥²» �1; �2; : : : ; �N , ª ¦¤»© ¨§ ª®²®°»µ ¯°¨¨-

¬ ¥² § ·¥¨¿ ¢ 
 ± ¢®§¬®¦®±²¼¾ P (�k = !l) = '(!l) = pl, ®¡° -

§³¾² ¥·¥²ª¨© ¢¥ª²®° � = (�1; �2; : : : ; �N ) 2 
N c ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥¬

¢®§¬®¦®±²¥© '
�(x) = PN (fxg), x 2 
N ; ¥£® ª®®°¤¨ ²» ¿¢«¿¾²±¿

¥§ ¢¨±¨¬»¬¨ ¢ ²¥®°¥²¨ª®-¢®§¬®¦®±²®¬ ±¬»±«¥.

�®±²°®¨¬ ¢¥°®¿²®±²®¥ ¯°®±²° ±²¢® (
N
; F(
N); PrN ), ² ª®¥,

·²® ®¯°¥¤¥«¥®¥ ¢»¸¥ ¢®§¬®¦®±²®¥ ¯°®±²° ±²¢® ¬ ª±¨¬ «¼® ±

¨¬ ±®£« ±®¢ ®. �³±²¼ ±«³· ©»© ¢¥ª²®° � ª®²°®«¨°³¥²±¿ ° ±-

¯°¥¤¥«¥¨¥¬ ¢¥°®¿²®±²¥© pr�(�) : pr�(x) = PrN (fxg), x 2 
N . �¥ -

«¨§ ¶¨¾ ±«³· ©®£® ¢¥ª²®°  � ¬®¦® ¨²¥°¯°¥²¨°®¢ ²¼ ª ª ±®¢®-

ª³¯®±²¼ § ·¥¨© N ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¥·¥²ª¨µ ½«¥¬¥²®¢, ª ¦¤»© ¨§

ª®²®°»µ ¨¬¥¥² ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ '(�) ¢®§¬®¦®±²¥© ¥£® § ·¥¨©.

� ¯°¨¬¥°, ° ±±¬®²°¨¬ ±¨²³ ¶¨¾, ª®£¤  ²°¥¡³¥²±¿ ¬®¤¥«¨°®¢ ²¼

¤¢  ¥§ ¢¨±¨¬»µ ®¤¨ ª®¢® ° ±¯°¥¤¥«¥»µ ¥·¥²ª¨µ ½«¥¬¥²  �1

¨ �2, ¯°¨¨¬ ¾¹¨µ § ·¥¨¿ ¢ 
 = f1; 2; 3; 4g ± ¢®§¬®¦®±²¿¬¨

P (�i = j) = pj, i = 1; 2; j = 1; 4, 1 = p1 > p2 > p3 > p4 > 0.

�®¢¬¥±²®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ½²¨µ ¥·¥²ª¨µ ½«¥¬¥²®¢, ¨«¨ ° ±¯°¥¤¥-

«¥¨¥ ¥·¥²ª®£® ½«¥¬¥²  � = (�1; �2), ¯°¨¨¬ ¾¹¥£® § ·¥¨¿ ¢ 

2,

¬®¦® ¨§®¡° §¨²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬ (  ¯¥°¥±¥·¥¨¨ ±²°®ª¨ i ¨

±²®«¡¶  j §¤¥±¼ ±²®¨² ¢®§¬®¦®±²¼ ¬®¦¥±²¢  f!ig � f!jg � 
2,

i; j = 1; 4):

1 2 3 4

1 p1 p2 p3 p4

2 p2 p2 p3 p4

3 p3 p3 p3 p4

4 p4 p4 p4 p4

�®£« ±® ¨§«®¦¥®© ¢»¸¥ ±µ¥¬¥ § ·¥¨¥¬ ¥·¥²ª®£® ½«¥¬¥² 

� 2 
2 ±«¥¤³¥² ±·¨² ²¼ ®¤³ °¥ «¨§ ¶¨¾ ±«³· ©®£® ¢¥ª²®°  � =
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(�1; �2) 2 
2, ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¢¥°®¿²®±²¥© ª®²®°®£® ¢»£«¿¤¨²,  -

¯°¨¬¥°, ² ª (  ¯¥°¥±¥·¥¨¨ ±²°®ª¨ i ¨ ±²®«¡¶  j §¤¥±¼ ±²®¨² ¢¥°®-

¿²®±²¼ ¬®¦¥±²¢  f!ig � f!jg � 
2, i; j = 1; 4):

1 2 3 4

1 pr1 pr2 pr3 pr4
2 pr2 pr2 pr3 pr4
3 pr3 pr3 pr3 pr4
4 pr4 pr4 pr4 pr4;

¯°¨·¥¬

1

2
< pr1 < 1;

1� pr1
4

< pr2 <
1� pr1

3
;

1� pr1�3 pr2
6

< pr3 <
1� pr1�3 pr2

5
;

pr4 =
1� pr1�3 pr2�5 pr3

7
:

�®±«¥¤¥¥ ° ¢¥±²¢®, ®·¥¢¨¤®, ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥² ®°¬¨°®¢ª³. �®ª ¦¥¬,

ª ª ¯®«³·¥ ,  ¯°¨¬¥°, ¯ °  ¥° ¢¥±²¢ ¢® ¢²®°®© ±²°®ª¥ (¥° -

¢¥±²¢  ¢ ¤°³£¨µ ±²°®ª µ ¯®«³·¥»   «®£¨·®). � ±±¬®²°¨¬ ¬®-

¦¥±²¢  A = f!2g � f!2g = f!2g2 ¨ B = (
 � 
) n ((f!1g � f!1g) [
(f!2g � f!1g) [ (f!1g � f!2g) [ (f!2g � f!2g)) = 
2 n f!1; !2g2. �«¿
¨µ P2(A) = p2 > p3 = P2(B), ² ª ·²® ¤«¿ ¬ ª±¨¬ «¼®© ±®£« -

±®¢ ®±²¨ ¯®«³· ¥¬ ³±«®¢¨¥ Pr2(A) > Pr2(B). �® Pr2(A) = pr2,  

Pr2(B) = 1 � pr1�3 pr2, ®²ª³¤  ±«¥¤³¥² «¥¢®¥ ¥° ¢¥±²¢® ¢® ¢²®-

°®© ±²°®ª¥. �®±ª®«¼ª³ ¬®¦¥±²¢® A ¨¬¥¥² ¬¨¨¬ «¼³¾ ¢¥°®¿²-

®±²¼ ±°¥¤¨ ¥¯³±²»µ ¬®¦¥±²¢, ¢ª«¾·¥»µ ¢ f!1; !2g2,   ¬®¦¥-
±²¢® B { ¬ ª±¨¬ «¼³¾ ¢¥°®¿²®±²¼ ±°¥¤¨ ¬®¦¥±²¢, ¢ª«¾·¥»µ

¢ 
2 n f!1; !2g2, ²® ¯®«³·¥®¥ ¥° ¢¥±²¢® ¿¢«¿¥²±¿ ¥®¡µ®¤¨¬»¬

¨ ¤®±² ²®·»¬. �° ¢®¥ ¥° ¢¥±²¢® ¢® ¢²®°®© ±²°®ª¥ ¥®¡µ®¤¨¬® ¨

¤®±² ²®·® ¤«¿ ²®£®, ·²®¡» ¯°¨ ³¦¥ ¢»¡° »µ pr1 ¨ pr2 ¬®¦® ¡»-

«® ¢»¡° ²¼ ®±² ¢¸¨¥±¿ prk > 0, k = 3; 4; ®® ±«¥¤³¥² ¨§ ²°¥¡®¢ ¨¿

Pr2(f!1; !2g2) = pr1+3pr2 < 1.

�  ¯° ª²¨ª¥ ¯°¨ ±²®µ ±²¨·¥±ª®¬ ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¨ ¥·¥²ª¨µ ½«¥-

¬¥²®¢   ��� ¢¬¥±²® ±®¢¬¥±²»µ ° ±¯°¥¤¥«¥¨© ¢¥°®¿²®±²¥©
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³¤®¡¥¥ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¬ °£¨ «¼»¥ ¨ ³±«®¢»¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿. �

° ±±¬®²°¥®¬ ¯°¨¬¥°¥ ¬ °£¨ «¼»¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¢¥°®¿²®±²¥©

±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ �1 ¨ �2 ±®¢¯ ¤ ¾² ¨ ° ¢» Pr(�k = i) =
4X

j=1

min(pri; prj), i 2 
, k = 1; 2,   ³±«®¢®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ �2 ¯°¨

³±«®¢¨¨ �1

Pr(�2 = ij �1 = j) =
min(prj; pri)

4X
k=1

min(prk; prj)

; i; j = 1; 4;

ª ª ¢¨¤®, § ¢¨±¨² ®² § ·¥¨¿ �1, ²® ¥±²¼ ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨»,

ª®²®°»¬¨ ¬®¤¥«¨°³¾²±¿ ¥§ ¢¨±¨¬»¥ ¢ ²¥®°¥²¨ª®-¢®§¬®¦®±²®¬

±¬»±«¥ ¥·¥²ª¨¥ ½«¥¬¥²», ¤®«¦» ¡»²¼ § ¢¨±¨¬» ¢ ²¥®°¥²¨ª®-

¢¥°®¿²®±²®¬ ±¬»±«¥.

�¥¬¬  3. �«¿ ±²®µ ±²¨·¥±ª®£® ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¿ N ¥§ ¢¨±¨¬»µ

®¤¨ ª®¢® ° ±¯°¥¤¥«¥»µ ¥·¥²ª¨µ ½«¥¬¥²®¢ �k, k = 1; : : : ; N ,

¯°¨¨¬ ¾¹¨µ § ·¥¨¿ ¢ ª®¥·®¬ ¬®¦¥±²¢¥ 
 = f!1; !2; : : : ; !mg
± ¢®§¬®¦®±²¿¬¨ 1 = p1 > : : : > pm > 0, ¬®¦® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ N

±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ �k, k = 1; : : : ; N , ² ª¨µ, ·²® ¬ °£¨ «¼®¥ ° ±-

¯°¥¤¥«¥¨¥ ª ¦¤®© ¨§ ¨µ ° ¢®

Pr(�k = !j) =

mX
i1=1

� � �
mX

iN�1=1

min(prj; pri1 ; : : : ; priN�1); j = 1; : : : ; m;

  ³±«®¢»¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿

Pr(�k+1 = !jk+1j�1 = !j1 ; : : : ; �k = !jk) =

=

mX
ik+2=1

: : :

mX
iN=1

min(prj1 ; : : : ;prjk+1 ;prik+2 ; : : : ;priN )

mX
ik+1=1

: : :

mX
iN=1

min(prj1 ; : : : ;prjk ;prik+1 ; : : : ;priN )

;

k = 1; : : : ; N � 1; jk = 1; : : : ; m;

¯°¨·¥¬
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1�
k�1X
r=1

�
r
N � (r � 1)N

�
prr

kN � (k � 1)N + 1
< prk <

1�
k�1X
r=1

�
r
N � (r � 1)N

�
prr

kN � (k � 1)N
;

£¤¥ k = 1; : : : ; m� 1,   prm ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¨§ ³±«®¢¨¿ ®°¬¨°®¢ª¨:

�
m

N � (m� 1)N
�
prm = 1�

m�1X
r=1

�
r
N � (r � 1)N

�
prr :

�°¨ ½²®¬ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¥·¥²ª®£® ¢¥ª²®°  (�1; : : : ; �N ) ¡³¤¥²

¬ ª±¨¬ «¼® ±®£« ±®¢ »¬ ± ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥¬ ±«³· ©®£® ¢¥ª²®° 

(�1; : : : ; �N ).

4. �° ¢¨²¥«¼»©   «¨§ ° ¡®²»  «£®°¨²-

¬®¢

� ½²®¬ ° §¤¥«¥ ¯°¨¢¥¤¥» °¥§³«¼² ²» ¢»·¨±«¨²¥«¼»µ ½ª±¯¥-

°¨¬¥²®¢, ¢ ª®²®°»µ ¡»«¨ °¥ «¨§®¢ » ¯°¨¢¥¤¥»¥ ¢»¸¥ ¬¥²®¤»

° ±¯®§ ¢ ¨¿.

� §¬¥° ¯®«¿ §°¥¨¿ ¤«¿ ¨§®¡° ¦¥¨© ¡»« ¢»¡°  ° ¢»¬ 100 �
60; ¨§®¡° ¦¥¨¿ ½² «®»µ ¶¨´° ¨¬¥«¨ ¢±¥£® ¤¢  ³°®¢¿ ¿°ª®±²¨

(±¬. °¨±. 1, ª° ©¨© ±«¥¢ ). �®¤¥«¨°®¢ «¨±¼ ®¯¨± »¥ ¢»¸¥  «-

£®°¨²¬» ¯°¨ ±«¥¤³¾¹¨µ ³±«®¢¨¿µ: ª ¨±µ®¤®¬³ ¨§®¡° ¦¥¨¾ ¤®-

¡ ¢«¿«±¿  ¤¤¨²¨¢»© ¸³¬, ¨¬¥¾¹¨©  ) ®°¬ «¼®¥ N(0; �2) ° ±-

¯°¥¤¥«¥¨¥ ¢¥°®¿²®±²¥© (¯«®²®±²¼ ª ¦¤®© ¨§ ª®®°¤¨ ² ° ¢ 

pr(x) =
1p
2��

e
�

x2

2�2 , �1 < x < 1), ¡) ° ¢®¬¥°®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥

¢¥°®¿²®±²¥© U(��=p2; �=p2) (¯«®²®±²¼ ° ¢  pr(x) = (
p
2�)�1,

¥±«¨ jxj 6 �=
p
2, ¨ pr(x) = 0 ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥) ¨ ¢) ° ±¯°¥¤¥«¥-

¨¥ ¢®§¬®¦®±²¥©, ¢ ¥ª®²®°®¬ ±¬»±«¥ ±®£« ±®¢ ®¥ ± ®°¬ «¼»¬

° ±¯°¥¤¥«¥¨¥¬ ¢¥°®¿²®±²¥©  ) (±¬. °¨±. 1, ¢²®°®©, ²°¥²¨© ¨ ·¥-

²¢¥°²»© ±«¥¢  ±®®²¢¥²±²¢¥®).
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�¨±. 1. �§®¡° ¦¥¨¿ ¶¨´° À9Á, À7Á, À5Á, À2Á: ½² «®»¥ (ª° ©¨© ±«¥-

¢  ±²®«¡¥¶), ¨±ª ¦¥»¥ ®°¬ «¼® ° ±¯°¥¤¥«¥»¬ ¸³¬®¬ (¢²®°®©

±«¥¢  ±²®«¡¥¶), ° ¢®¬¥°® ° ±¯°¥¤¥«¥»¬ ¸³¬®¬ (¢²®°®© ±¯° ¢ 

±²®«¡¥¶) ¨ ¸³¬®¬, ¬®¤¥«¨°³¾¹¨¬ ¥§ ¢¨±¨¬»¥ ®¤¨ ª®¢® ° ±¯°¥-

¤¥«¥»¥ ¥·¥²ª¨¥ ½«¥¬¥²» (ª° ©¨© ±¯° ¢  ±²®«¡¥¶). �¨±¯¥°±¨¿

ª®®°¤¨ ² ±«³· ©®£® ¸³¬  (¯® ®²®¸¥¨¾ ª ¿°ª®±²¨ ¡¥«»µ ²®·¥ª

  ½² «®®¬ ¨§®¡° ¦¥¨¨) ¨ À½´´¥ª²¨¢ ¿ ¸¨°¨ Á ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿

¢®§¬®¦®±²¥© ¥·¥²ª®£® ¸³¬  ° ¢»: 4.0 { ¤«¿ ¶¨´°» À9Á, 6.0 { ¤«¿

À7Á, 8.0 { ¤«¿ À5Á, ¨ 14.0 { ¤«¿ À2Á.

�®·¥¥, ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ²¥®°¥¬®© 1 ¡»«® ¯®±²°®¥® ° ±¯°¥¤¥-

«¥¨¥ ¥·¥²ª®£® ½«¥¬¥² , ¬ ª±¨¬ «¼® ±®£« ±®¢ ®¥ ± ¤¨±ª°¥²¨-

§®¢ ®© ¢¥°±¨¥© ®°¬ «¼®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ N(0; �2). � ²¥¬ ¤«¿

±®¢®ª³¯®±²¨ ¨§ N ¥§ ¢¨±¨¬»µ ª®¯¨© ² ª®£® ¥·¥²ª®£® ½«¥¬¥² ,

¯®  «£®°¨²¬³, ³ª § ®¬³ ¢ «¥¬¬¥ 3, ¡»«® ¯®«³·¥® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥

¢¥°®¿²®±²¥© N -¬¥°®© ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨», ª®®°¤¨ ²» ª®²®°®©
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�¨±. 2. � ¢¨±¨¬®±²¼ · ±²®²» ®¸¨¡®·»µ °¥¸¥¨© ®² ¤¨±¯¥°±¨¨ ®°-

¬ «¼® ° ±¯°¥¤¥«¥®£® ¸³¬ . �«¿ ¯®«³·¥¨¿ ª ¦¤®© ²®·ª¨ ¯°®¢¥-

¤¥® 10000 ¨±¯»² ¨©. �¯«®¸ ¿ «¨¨¿ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¡ ©¥±®¢±ª®-

¬³  «£®°¨²¬³, ¸²°¨µ¯³ª²¨° { ²° ¤¨¶¨®®¬³ ¬®°´®«®£¨·¥±ª®¬³

°¥¸¥¨¾, ¯³ª²¨° { ²¥®°¥²¨ª®-¢®§¬®¦®±²®¬³ ¢ °¨ ²³ ¬®°´®«®-

£¨·¥±ª®£®  «£®°¨²¬ .

�¨±. 3. � ¢¨±¨¬®±²¼ · ±²®²» ®¸¨¡®·»µ °¥¸¥¨© ®² À½´´¥ª²¨¢®©

¸¨°¨»Á ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¢®§¬®¦®±²¥© ¥·¥²ª®£® ¸³¬ . �«¿ ¯®«³-

·¥¨¿ ª ¦¤®© ²®·ª¨ ¯°®¢¥¤¥® 10000 ¨±¯»² ¨©. �¯«®¸ ¿ «¨¨¿

±®®²¢¥²±²¢³¥² ¥·¥²ª®¬³ ¡ ©¥±®¢±ª®¬³  «£®°¨²¬³, ¸²°¨µ¯³ª²¨°

{ ²° ¤¨¶¨®®¬³ ¬®°´®«®£¨·¥±ª®¬³ °¥¸¥¨¾, ¯³ª²¨° { ²¥®°¥²¨-

ª®-¢®§¬®¦®±²®¬³ ¢ °¨ ²³ ¬®°´®«®£¨·¥±ª®£®  «£®°¨²¬ .

®ª § «¨±¼ § ¢¨±¨¬»¬¨ ¢ ²¥®°¥²¨ª®-¢¥°®¿²®±²®¬ ±¬»±«¥, ¨ ¨µ °¥-

 «¨§ ¶¨¨ ®²¢¥· «¨ § ·¥¨¿¬ ¬®¤¥«¨°³¥¬®£® ¸³¬ . �¨±¯¥°±¨¿ �
2
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À¨±µ®¤®£®Á ®°¬ «¼®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¢¥°®¿²®±²¥© ¡»«   §¢  

À½´´¥ª²¨¢®© ¸¨°¨®©Á ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¢®§¬®¦®±²¥© ¬®¤¥«¨°³¥¬®-

£® ² ª¨¬ ®¡° §®¬ ¥·¥²ª®£® ½«¥¬¥² .

�«¿  µ®¦¤¥¨¿ ¡ ©¥±®¢±ª®£® °¥¸¥¨¿ ¨±¯®«¼§®¢ « ±¼ ´®°¬³« 

(3). �®°´®«®£¨·¥±ª®¥ °¥¸¥¨¥ ¡»«® ¯®±²°®¥®   ®±®¢ ¨¨ ¢»° -

¦¥¨¿ (14). �  «£®°¨²¬¥, ®±®¢ ®¬   ²¥®°¥²¨ª®-¢®§¬®¦®±²®¬

  «®£¥ ¬®°´®«®£¨·¥±ª®£® °¥¸¥¨¿ ¨±¯®«¼§®¢ « ±¼ ´®°¬³«  (17),  

¥·¥²ª®¥ ¡ ©¥±®¢±ª®¥ °¥¸¥¨¥ ®¯°¥¤¥«¥® ¢ (18).

�¥§³«¼² ²» ·¨±«¥®£® ½ª±¯¥°¨¬¥²  ¯°¨¢¥¤¥»   £° ´¨ª µ

(°¨±. 2, 3).

�² ²¨±²¨·¥±ª¨© ¢ °¨ ² ¡ ©¥±®¢±ª®£®  «£®°¨²¬  ¨±±«¥¤®¢ «±¿

¯°¨ ¤®¡ ¢«¥¨¨ ²®«¼ª® ®°¬ «¼®£® ¨ ° ¢®¬¥°® ° ±¯°¥¤¥«¥®£®

¸³¬ . �²®² ¬¥²®¤, ª ª ¨ ±«¥¤®¢ «® ®¦¨¤ ²¼, ¯®ª § «  ¨¡®«¼¸³¾

¯®¬¥µ®§ ¹¨¹¥®±²¼ ¨ ª ·¥±²¢®. �®°´®«®£¨·¥±ª®¥ °¥¸¥¨¥ (ª ª

²° ¤¨¶¨®®¥, ² ª ¨ ¥£® ¥·¥²ª¨©   «®£) ¨±±«¥¤®¢ «®±¼ ¤«¿ ¢±¥µ

¢ °¨ ²®¢ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¢¥ª²®°  ¸³¬  ¨ ¯®ª § «® ¢»±®ª³¾ ³±²®©-

·¨¢®±²¼ ¨ ª ·¥±²¢®. � ·¥±²¢® ²° ¤¨¶¨®®£® ¬®°´®«®£¨·¥±ª®£® °¥-

¸¥¨¿ ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¥®²«¨·¨¬® ®² ª ·¥±²¢  ¡ ©¥±®¢±ª®£® °¥¸¥¨¿;

¥±ª®«¼ª® ¨¦¥ ª ·¥±²¢® ¥·¥²ª®£®   «®£  ¬®°´®«®£¨·¥±ª®£®  «-

£®°¨²¬ .

�¥·¥²ª¨©   «®£ ¡ ©¥±®¢±ª®£®  «£®°¨²¬  (°¥¸¥¨¥ ¬ ª±¨¬ «¼-

®© ¢®§¬®¦®±²¨) ±° ¢¨¢ ¥²±¿ ± ¬®°´®«®£¨·¥±ª¨¬¨  «£®°¨²¬ ¬¨

¯°¨ ³±«®¢¨¨ ¤®¡ ¢«¥¨¿ ª ½² «®»¬ ¨§®¡° ¦¥¨¿¬ ¢¥ª²®°  ¸³-

¬ , ¬®¤¥«¨°³¾¹¥£® § ·¥¨¥ ¥·¥²ª®£® ¢¥ª²®°  ± ¥§ ¢¨±¨¬»¬¨ ¢

²¥®°¥²¨ª®-¢®§¬®¦®±²®¬ ±¬»±«¥ ®¤¨ ª®¢® ° ±¯°¥¤¥«¥»¬¨ ª®-

®°¤¨ ² ¬¨. �®¬¥µ®³±²®©·¨¢®±²¼ ½²®£®  «£®°¨²¬  ®ª § « ±¼ ±³¹¥-

±²¢¥® ¢»¸¥, ·¥¬ ³  «£®°¨²¬®¢, ®±®¢ »µ   ¬®°´®«®£¨·¥±ª¨µ

¬¥²®¤ µ. �²® ¬®¦® ®¡º¿±¨²¼ ²¥¬, ·²® ±² ²¨±²¨·¥±ª¨¥ ±¢®©±²¢ 

¸³¬ , ¬®¤¥«¨°³¾¹¥£® ¥·¥²ª¨© ¢¥ª²®° ± ¥§ ¢¨±¨¬»¬¨ ª®®°¤¨-

 ² ¬¨, ¥ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ²°¥¡®¢ ¨¿¬, ª®²®°»¥ ¯°¥¤º¿¢«¿¾²±¿ ª

¸³¬³ ¤«¿ ®¡¥±¯¥·¥¨¿  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®© ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ¬®°´®«®£¨-

·¥±ª¨µ ¬¥²®¤®¢ (  ¨¬¥®, ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°  ¸³¬  § ¢¨±¨¬» ¢

²¥®°¥²¨ª®-¢¥°®¿²®±²®¬ ±¬»±«¥, ±¬. «¥¬¬³ 1). �¬¥±²¥ ± ²¥¬ ¥·¥²-

ª¨©   «®£ ¡ ©¥±®¢±ª®£® °¥¸¥¨¿ ¯®«®±²¼¾ ³·¨²»¢ ¥² ² ª³¾ ¬®-

¤¥«¼ ´®°¬¨°®¢ ¨¿ ¨§®¡° ¦¥¨©, ·²® ¨ ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥² ¥£® ¢»±®ª³¾

½´´¥ª²¨¢®±²¼.



90 �.�. �»²¼¥¢, �.�. �¨¢®²¨ª®¢

�¯¨±®ª «¨²¥° ²³°»

[1] �®°®¢ª®¢ �.�. � ²¥¬ ²¨·¥±ª ¿ ±² ²¨±²¨ª . �.: � ³ª , 1984.

[2] � ±¨«¼¥¢ �.�. �¥ª¶¨¨ ¯® ¬¥²®¤ ¬ °¥¸¥¨¿ ½ª±²°¥¬ «¼»µ § -

¤ ·. �.: �§¤-¢® ���, 1974.

[3] � ª± �. �¥®°¨¿ ±² ²¨±²¨·¥±ª¨µ ¢»¢®¤®¢. �.: �¨°, 1975.

[4] �¥¬  �. �°®¢¥°ª  ±² ²¨±²¨·¥±ª¨µ £¨¯®²¥§. M.: � ³ª , 1979.

[5] �»²¼¥¢ �.�. �®°´®«®£¨·¥±ª¨©   «¨§ ¨§®¡° ¦¥¨©. ��� ��-

��. 1983. �. 269. Â5. �. 1061{1064.

[6] �»²¼¥¢ �.�. � ¤ ·¨ ¬®°´®«®£¨·¥±ª®£®   «¨§  ¨§®¡° ¦¥¨© //

� ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ¬¥²®¤» ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ¯°¨°®¤»µ °¥±³°±®¢ �¥¬-

«¨ ¨§ ª®±¬®± . �.: � ³ª , 1984. �. 41{82.

[7] Pyt'ev Yu.P. Morphological Image Analysis // Pattern Recognition

and Image Analysis. 1993. Vol. 3. No. 1. Pp. 19{28.

[8] �»²¼¥¢ �.�. �®§¬®¦®±²¼. �«¥¬¥²» ²¥®°¨¨ ¨ ¯°¨¬¥¥¨¿.

�.: �¤¨²®°¨ « ����, 2000.

[9] �¨«ª± �. � ²¥¬ ²¨·¥±ª ¿ ±² ²¨±²¨ª . �.: � ³ª , 1967.


