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�¢¥¤¥¨¥

�®£¨¥ °¥ «¼»¥ ¯°®¶¥±±» ¨¬¥¾² ¨¥° °µ¨·¥±ª³¾ ±²°³ª²³°³.

�§³·¥¨¥ ² ª¨µ ±²°³ª²³° ¨ ¯°¨¬¥¥¨¥ ¯®«³·¥»µ °¥§³«¼² ²®¢ ¤«¿

  «¨§  °¥ «¼»µ ®¡º¥ª²®¢ ¨ ¯°®¶¥±±®¢ ®¯¨± ®,  ¯°¨¬¥°, ¢ [7, 9].

�¥²®¤» ²¥®°¨¨ ¥·¥²ª¨µ ¬®¦¥±²¢ ¿¢«¿¾²±¿ ³¤®¡»¬ ±°¥¤±²¢®¬

¬®¤¥«¨°®¢ ¨¿,   «¨§  ¨ ±¨²¥§  ·¥«®¢¥ª®-ª®¬¯¼¾²¥°»µ ±¨±²¥¬

[5]. �®½²®¬³ ¨§³·¥¨¥ ¥·¥²ª¨µ ¨¥° °µ¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ ¯°¥¤±² ¢«¿-

¥²±¿  ª²³ «¼®© § ¤ ·¥©, ¨¬¥¾¹¥© ¥ ²®«¼ª® ²¥®°¥²¨·¥±ª®©, ® ¨

¯° ª²¨·¥±ª¨© ¨²¥°¥±. �¤¨¬ ¨§ ¢ ¦»µ ¯°¨«®¦¥¨©   «¨§  ² -

ª¨µ ±¨±²¥¬ ¬®£³² ±«³¦¨²¼ ±¨±²¥¬» ¨´®°¬ ¶¨®®£® ¬®¨²®°¨£ 

[4, 10].

1. �¯¨± ¨¥ ¯°®¡«¥¬»

�³±²¼ ¬®¤¥«¼¾ ®¡º¥ª²  ¨«¨ ¯°®¶¥±±  ¿¢«¿¥²±¿ ¤¥°¥¢® D ± ¢¥°-

¸¨ ¬¨ dj (j = 0; :::; ND), ª ¦¤®© ¨§ ª®²®°»µ ¯®±² ¢«¥® ¢ ±®®²¢¥²-

±²¢¨¥ ¥ª®²®°®¥ ¬®¦¥±²¢® «¨£¢¨±²¨·¥±ª¨µ § ·¥¨© Xj , µ ° ª²¥-

°¨§³¾¹¨µ ±®±²®¿¨¥ ¢¥°¸¨». � ¦¤®© ¥ ª®¶¥¢®© ¢¥°¸¨¥ ² ª¦¥

¯°¨¯¨±  ¥ª®²®°»© ®¯¥° ²®°  £°¥£¨°®¢ ¨¿ ¨´®°¬ ¶¨¨, ¯®§¢®«¿-

¾¹¨©   ®±®¢¥ ®¶¥®ª ±®±²®¿¨¿ ¯®¤·¨¥»µ ¢¥°¸¨ ¢»·¨±«¿²¼

¥¥ ±®±²®¿¨¥ (²® ¥±²¼ ¢»¡¨° ²¼ ®¤¨ ¨§ ½«¥¬¥²®¢ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥-

£® ¬®¦¥±²¢  § ·¥¨©). � ±²® ¢»¡®° ² ª®£® ®¯¥° ²®°  ®¯°¥¤¥«¿-

¥²±¿ ±¢®©±²¢ ¬¨ ¬®¤¥«¨. � ¯°¨¬¥°, ¥±«¨ ¬» ¨¬¥¥¬ ®¶¥ª¨  «¨·¨¿

  ±ª« ¤¥ ª®«¥±, ª®°¯³±®¢, ¤¢¨£ ²¥«¥© ¨ ².¯. ¨ µ®²¨¬ ®¶¥¨²¼ ¢®§-

¬®¦®±²¼ ±¡®°ª¨  ¢²®¬®¡¨«¿, ¢ ª ·¥±²¢¥ ¥±²¥±²¢¥®£® ®¯¥° ²®° 
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 £°¥£¨°®¢ ¨¿ ¬» ¤®«¦» ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¬¨¨¬³¬ (¯°¨ ®²±³²±²¢¨¨

µ®²¿ ¡» ®¤®£® ª®¬¯®¥²  ¬» ¥ ±¬®¦¥¬ ±®¡° ²¼  ¢²®¬®¡¨«¼). �¤-

 ª® · ±²® ½²®² ¢»¡®° ¥ ¿¢«¿¥²±¿  ±²®«¼ª® ®·¥¢¨¤»¬ ( ¯°¨-

¬¥°, ¤«¿ § ¤ · ¨§ ®¡« ±²¨ ¯®«¨²®«®£¨¨, ±®¶¨®«®£¨¨ ¨«¨ ¬¥¤¨¶¨»).

� ½²®¬ ±«³· ¥ ¥®¡µ®¤¨¬  ° §° ¡®²ª  ¬¥²®¤®¢ ¢»¡®°   ¤¥ª¢ ²»µ

®¯¥° ²®°®¢  £°¥£¨°®¢ ¨¿   ®±®¢¥ ¤®±²³¯®© ¨´®°¬ ¶¨¨ ®² ½ª±-

¯¥°²®¢ ¨   «¨§  ´³ª¶¨®¨°®¢ ¨¿ ¬®¤¥«¨. �®¤µ®¤» ª °¥¸¥¨¾

½²®© ¯°®¡«¥¬» ®¯¨± » ¢  ±²®¿¹¥© ±² ²¼¥.

2. �®¿²¨¥  ¤¥ª¢ ²®£® ®¯¥° ²®°   £°¥£¨-

°®¢ ¨¿ ¨´®°¬ ¶¨¨

� ±±¬®²°¨¬ ¥ª®²®°³¾ ¥ ª®¶¥¢³¾ ¢¥°¸¨³ dj0 ± ¯®¤·¨¥-

»¬¨ ¥© (¢ ±¬»±«¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®£® ¤¥°¥¢  D) ¢¥°¸¨ ¬¨ dj1 ,

dj2 ; : : : ; djN0
. �®£¤  ®¯¥° ²®°  £°¥£¨°®¢ ¨¿ ¨´®°¬ ¶¨¨ (���) Oj0

¥±²¼ ´³ª¶¨¿, ®¯°¥¤¥«¥ ¿   ¬®¦¥±²¢¥ ¢±¥µ ¢®§¬®¦»µ § ·¥¨©

¯®¤·¨¥»µ ¢¥°¸¨ ¨ ¯°¨¨¬ ¾¹ ¿ § ·¥¨¿ ¢ ¬®¦¥±²¢¥ Xj0 :

Oj0 : Xj1 �Xj2 � � � � �XjN0
! Xj0 : (1)

�®¦¥±²¢  Xj (j = 0; :::; ND) ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®©  ¡®° «¨£¢¨-

±²¨·¥±ª¨µ § ·¥¨© a1j , a
2
j ; : : : ; a

Nj

j .

�¡®§ ·¨¬ ¬®¦¥±²¢® ®¯¥° ²®°®¢  £°¥£¨°®¢ ¨¿ ¨´®°¬ ¶¨¨

¤«¿ ¢¥°¸¨» dj0 ·¥°¥§ M [Oj0 ]. �±®, ·²® ¤«¿ ª®ª°¥²®£® ½«¥¬¥² 

¬®¤¥«¨ ¯°®¡«¥¬» dj0 ·¨±«® ¢®§¬®¦»µ ��� ¿¢«¿¥²±¿ ¡®«¼¸¨¬: ¨§

(1) ¥¯®±°¥¤±²¢¥® ±«¥¤³¥², ·²®

jM [Oj0 ]j = jXj0 j
jXj1 j�jXj2 j�����

�
�
�XjN0

�
�
�
:

� ¸¥© § ¤ ·¥© ¿¢«¿¥²±¿ ¢»¡®° ª®ª°¥²®£® ®¯¥° ²®°  oj 2

M [Oj ] ¤«¿ ¢±¥µ ¥ ª®¶¥¢»µ ¢¥°¸¨ dj ¤¥°¥¢ -¬®¤¥«¨ D.

�²®² ¢»¡®° ¡ §¨°³¥²±¿   ¥ª®²®°®© ¨´®°¬ ¶¨¨ Ij ®¡ À¨¤¥ «¼-

®¬Á ��� ^̂oj 2 M [Oj ]. �²  ¨´®°¬ ¶¨¿ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¤¢ 

¬®¦¥±²¢ :

Ij = I
(1)
j [ I

(2)
j ;
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£¤¥ I
(1)
j { ¬®¦¥±²¢® ¢»±ª §»¢ ¨© ½ª±¯¥°²®¢ ® À¯° ¢¨«¼®¬ ¯®¢¥-

¤¥¨¨Á ôj;

I
(2)
j { ¬®¦¥±²¢® °¥§³«¼² ²®¢ ° ¡®²» ¢»¡° ®£® ���.

�°¨¬¥° ¬¨ ½«¥¬¥²®¢ I
(1)
j ¬®£³² ±«³¦¨²¼ ¢»±ª §»¢ ¨¿ ²¨¯ 

À�°¨ dj1 = a1j1 ¨ dj2 = a1j2 ¨ ... ¨ djN0
= a1jN0

, § ·¥¨¥ dj0 = a1j0Á,

À�°¨ ±¨«¼®¬ ¢®§° ±² ¨¨ dj1 § ·¥¨¥ dj0 ³¡»¢ ¥²Á, À� ·¥¨¥

dj0¬®®²®® ¨§¬¥¿¥²±¿ ¯® ¢±¥¬  °£³¬¥² ¬Á ¨ ².¯.

�®¦¥±²¢® I
(2)
j ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ² ¡«¨¶³ ±«¥¤³¾¹¥£® ¢¨¤ .

(dj1 ; dj2 ; : : : ; djN0
) dj0

a1j1 ; a
1
j2
; : : : ; a1jN0

~o(a1j1 ; a
1
j2
; : : : ; a1jN0

)

a1j1 ; a
1
j2
; : : : ; a2jN0

~o(a1j1 ; a
1
j2
; : : : ; a2jN0

)

...
...

a1j1 ; a
1
j2
; : : : ; a

NN0

jN0

~o(a1j1 ; a
1
j2
; : : : ; a

NN0

jN0

)

...
...

a
Nj1

j1
; a

Nj2

j2
; : : : ; a

NN0

jN0

~o(a
Nj1

j1
; a

Nj2

j2
; : : : ; a

NN0

jN0

)

� «¥¢®¬ ±²®«¡¶¥ ² ¡«¨¶» ° ±¯®«®¦¥» ¢±¥ ¯®¯ °® ° §«¨·»¥

§ ·¥¨¿ dj1 , dj2 ; : : : ; djN0
, ¢ ¯° ¢®¬ { § ·¥¨¿ dj0 , ¯®«³·¥»¥  

®±®¢¥ ¨´®°¬ ¶¨¨ I
(1)
j (²® ¥±²¼ ¤«¿ ½²¨µ ±²°®ª ~oj = ôj), ¨«¨ § ·¥-

¨¿ dj0 , ¯®«³·¥»¥ ¢ µ®¤¥ ° ¡®²» ± ±¨±²¥¬®©, ¨«¨ ¯³±²»¥ § ·¥¨¿.

�  · «¥ ° ¡®²» ± ±¨±²¥¬®© ² ¡«¨¶  ±®¤¥°¦¨² ²®«¼ª® § ·¥¨¿

dj0 ¯¥°¢®£® ²¨¯  (¯®«³·¥»¥   ®±®¢¥ ¨´®°¬ ¶¨¨ I
(1)
j ). �® ¬¥°¥

¯®«³·¥¨¿ ¨ ®¶¥ª¨ ¯®«¼§®¢ ²¥«¥¬ ¨´®°¬ ¶¨¨ ² ¡«¨¶  § ¯®«¿¥²±¿

  ®±®¢¥ ¢»·¨±«¥¨© ¤«¿ ¢»¡° ®£® ®¯¥° ²®°  ôj ¤® ¬®¬¥² , ª®-

£¤  ¯®«¼§®¢ ²¥«¼ ¥ ±®£« ±¥ ± À²¥®°¥²¨·¥±ª¨¬Á § ·¥¨¥¬ dj0 . �±«¨

² ª®¥ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥ ¥ ¢®§¨ª ¥², § ·¨² ®¯¥° ²®° ôj ¢»¡°  ³¤ ·®

¨ ¿¢«¿¥²±¿  ¤¥ª¢ ²»¬ ��� ¤«¿ ¤ ®£® ³§«  ¤¥°¥¢ -¬®¤¥«¨. �±«¨

¯°®²¨¢®°¥·¨¥ ¢®§¨ª ¥² { ¥®¡µ®¤¨¬® ¯®¢²®°¨²¼ ¯°®¶¥¤³°³ ¢»¡®° 

 ¤¥ª¢ ²®£® ���, ®   ®±®¢¥ ¤®¯®«¥®© ¨, ¡»²¼ ¬®¦¥², ³²®·-

¥®© ± ½ª±¯¥°²®¬ ¨´®°¬ ¶¨¨ I 0
(1)
j ¨ I

(2)
j . �²®² ¯°®¶¥±± ¯®¢²®°¿-

¥²±¿ ¤® ²¥µ ¯®°, ¯®ª  ¢±¿ ² ¡«¨¶  ¥ ¡³¤¥² § ¯®«¥ . �®«³·¥ ¿

§ ¯®«¥ ¿ ² ¡«¨¶  ¨ ¥±²¼  ¤¥ª¢ ²»© ��� ¤«¿ ¤ ®© ¢¥°¸¨»

dj0 .
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3. �»¡®°  ¤¥ª¢ ²»µ ®¯¥° ²®°®¢  £°¥£¨°®-

¢ ¨¿ ¨´®°¬ ¶¨¨

�¯¨±  ¿ ®¡¹ ¿ ±µ¥¬  ¢»¡®°  ��� ¤®¯³±ª ¥² ¥±ª®«¼ª® °¥ -

«¨§ ¶¨© ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ¨²¥°¯°¥² ¶¨© ¬®¦¥±²¢  Xj . �» ¬®¦¥¬

¨²¥°¯°¥²¨°®¢ ²¼ ¤ ®¥ ¬®¦¥±²¢® ª ª  ¡®° ¤¨±ª°¥²»µ ¨«¨ ª ª

 ¡®° ¥·¥²ª¨µ § ·¥¨© ½«¥¬¥²  dj . �²  ¨²¥°¯°¥² ¶¨¿ § ¢¨±¨²

®² ±¢®©±²¢ ¯°¥¤¬¥²®© ®¡« ±²¨ (¯°®¡«¥¬»). � ª, ¥±«¨ ¯°¨ ®¶¥ª¥

¨´®°¬ ¶¨¨  ¡®°  § ·¥¨© a1j , a
2
j ; : : : ; a

Nj
j ¤®±² ²®·® (±¨²³ ¶¨¨,

ª®£¤  ®¶¥ª   µ®¤¨²±¿ À¬¥¦¤³Á ±®±¥¤¨¬¨ § ·¥¨¿¬¨, «¨¡® ®²±³²-

±²¢³¾², «¨¡® ¨µ ¬ «®), ²® ¬» ¬®¦¥¬ £®¢®°¨²¼ ® ¤¨±ª°¥²®© ¬®¤¥«¨

¢»¡®°  ���. �±«¨ ¦¥ · ±²® ¯°¨ ®¶¥ª¥ ¯®±²³¯ ¾¹¥© ¢ ±¨±²¥¬³ ¨-

´®°¬ ¶¨¨ ¢®§¨ª ¾² ±¨²³ ¶¨¨, ª®£¤  ®¶¥ª   µ®¤¨²±¿ À¬¥¦¤³Á ±®-

±¥¤¨¬¨ § ·¥¨¿¬¨ aij, a
i+1
j , ¯°¨·¥¬ ¯®«¼§®¢ ²¥«¼ ¬®¦¥² £®¢®°¨²¼,

·²® ®  ¡®«¥¥ ¡«¨§ª ,  ¯°¨¬¥°, ª aij, ·¥¬ ª ai+1j , ²® ¬» ¤®«¦» ¨±-

¯®«¼§®¢ ²¼ ¥·¥²ª³¾ ¬®¤¥«¼ ¢»¡®°  ���. � ¬¥²¨¬, ·²® ¤¨±ª°¥² ¿

¬®¤¥«¼ ¿¢«¿¥²±¿ · ±²»¬ ±«³· ¥¬ ¥·¥²ª®© ¨ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®«³·¥-

  ¯°¨ § ¬¥¥ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¥·¥²ª¨µ ¬®¦¥±²¢   ¬®¦¥±²¢ 

³°®¢¿ 0,5 ¤«¿ ¯®«»µ ®°²®£® «¼»µ ±¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ¯°®±²° ±²¢.

�» ¥¥ ¢»¤¥«¿¥¬, ®¤ ª®, ¯®²®¬³, ·²® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¢®§¬®¦  ° §° -

¡®²ª  ±¯¥¶¨ «¼»µ  «£®°¨²¬®¢ ¢»¡®°  ���. � ¬¥²¨¬ ² ª¦¥, ·²®,

ª ª ¯®ª §»¢ ¥² ¯° ª²¨ª , ¤¨±ª°¥² ¿ ¬®¤¥«¼ ¿¢«¿¥²±¿ ¤®¯³±²¨¬®©

¯°¨ ±²¥¯¥¨ ¥·¥²ª®±²¨ �(dj) 6 0; 2 [5].

� § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ¤®±²³¯®© ¨´®°¬ ¶¨¨ I
(1)
j ¢ ° ¬ª µ ¤¨±ª°¥²-

®© ¬®¤¥«¨ ¬®¦® ¢»¤¥«¨²¼ ¤¢  ¯®¤µ®¤  ª ¢»¡®°³ ���: £¥®¬¥²°¨-

·¥±ª¨© ¨ «®£¨·¥±ª¨©. �¥°¢»© ¯°¨¬¥¨¬ ²®£¤ , ª®£¤  ½ª±¯¥°² ¬®-

¦¥² ²®«¼ª® ®¯°¥¤¥«¨²¼ § ·¥¨¥ ôj   ¥ª®²®°»µ  ¡®° µ § ·¥¨©

(dj1 ; dj2 ; : : : ; djN0
). �²®°®© { ª®£¤  ª°®¬¥ ½²®£® ¢®§¬®¦  ´®°¬³«¨-

°®¢ª  ¥ª®²®°»µ ³±«®¢¨©   À¯®¢¥¤¥¨¥Á ôj . �²¨ ¯®¤µ®¤» ®¯¨± » ¢

° §¤¥« µ 3.1 ¨ 3.2 ±®®²¢¥²±²¢¥®.

� ° ¬ª µ ¥·¥²ª®£® ¯®¤µ®¤  ² ª¦¥ ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® ¨§¢¥±²-

» § ·¥¨¿ ôj   ¥ª®²®°»µ  ¡®° µ § ·¥¨© (dj1 ; dj2 ; : : : ; djN0
).

�²  ¨´®°¬ ¶¨¿ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ «®£¨·¥±ª¨µ ¢»±ª §»¢ ¨©

¢¨¤  À�±«¨ dj1 = ak1j1 ¨ dj2 = ak2j2 ¨ ... ¨ djN0
= a

k
N0

jN0

, ²® dj0 = ôj0(a
k1
j1
,

ak2j2 , ... a
k
N0

jN0

)Á ¤«¿ ¢±¥µ ¨§¢¥±²»µ  ¡®°®¢ (dj1 ; dj2 ; : : : ; djN0
). � ª®¥

¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ I
(1)
j ¯®§¢®«¿¥² ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ®¡³·¥¨¥ «¨¡®   ®±®¢¥
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£¥¥²¨·¥±ª¨µ  «£®°¨²¬®¢ (¯°¨ ¢»¯®«¥¨¨ ¤®±² ²®·® ¥±²¥±²¢¥-

»µ ³±«®¢¨© ¬®®²®®±²¨, ª®¬¬³² ²¨¢®±²¨ ¨  ±±®¶¨ ²¨¢®±²¨

���), «¨¡®   ®±®¢¥ ¥©°®»µ ±¥²¥© (¯°¨ ¥ ¢»¯®«¥¨¨ ¤ »µ

³±«®¢¨©). �²¨ ¯®¤µ®¤» ®¯¨± » ¢ ° §¤¥« µ 3.3 ¨ 3.4 ±®®²¢¥²±²¢¥®.

3.1. �¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ¯®¤µ®¤

� »© ¯®¤µ®¤ ¿¢«¿¥²±¿ ¨±²®°¨·¥±ª¨ ¯¥°¢»¬ ¨ ®±®¢    ¯°¥¤-

±² ¢«¥¨¨ ®¯¥° ²®°   £°¥£¨°®¢ ¨¿ ¨´®°¬ ¶¨¨ ¢ ³§«¥, ¨¬¥¾¹¥¬ n

¯®²®¬ª®¢, ª ª ¥ª®²®°®© ¯®¢¥°µ®±²¨ ¢ (n+1)-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥

[1].

�°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® ½ª±¯¥°² ¬®¦¥² ®¯°¥¤¥«¨²¼ § ·¥¨¥ ¢ ³§«¥ {

°®¤¨²¥«¥   ¥ª®²®°»µ  ¡®° µ § ·¥¨© ³§«®¢ { ¯®²®¬ª®¢. �²¨  -

¡®°» § ·¥¨© ¨ § ·¥¨¥ ¢ ³§«¥ { °®¤¨²¥«¥ ¨²¥°¯°¥²¨°³¾²±¿ ª ª

²®·ª¨ ¢ (n+1)-¯°®±²° ±²¢¥. � «¥¥, ¨±µ®¤¿ ¨§ ½²¨µ ²®·¥ª ¨ ¥ª®²®-

°»µ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨© ±²°®¨²±¿ ¯®¢¥°µ®±²¼. �°¨¬¥°» ² ª¨µ ¯°¥¤¯®-

«®¦¥¨©:

� ¯®±ª®«¼ª³ ¬» ¥ ¨¬¥¥¬ ¨´®°¬ ¶¨¨ ® § ·¥¨¿µ ®¯¥° ²®°   

¥ ®¯°¥¤¥«¥»µ ½ª±¯¥°²®¬  ¡®° µ, ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼ ¨±ª®¬³¾

¯®¢¥°µ®±²¼ ª³±®·®-«¨¥©®© (¢ ±¬»±«¥ n-¬¥°»µ £¨¯¥°¯«®±-

ª®±²¥©);

� ¤«¿ ³¤®¡±²¢  µ° ¥¨¿ ®¯¥° ²®°   £°¥£¨°®¢ ¨¿ ¡³¤¥¬ ±·¨-

² ²¼, ·²® ¨±ª®¬ ¿ ¯®¢¥°µ®±²¼ ¿¢«¿¥²±¿ £« ¤ª®© ¨ ®¯¨±»¢ ¥²±¿

¯®«¨®¬®¬ (k + 1)-© ±²¥¯¥¨, £¤¥ k { ·¨±«® ¨§¢¥±²»µ ²®·¥ª ¢

 ¸¥¬ ¯°®±²° ±²¢¥.

�¥±®¬¥»¬¨ ¤®±²®¨±²¢ ¬¨ ¤ ®£® ¯®¤µ®¤  ¿¢«¿¾²±¿ ¥£®

¯°®±²®²  ¨  £«¿¤®±²¼.

�¥¤®±² ²ª ¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ § ²¼ § ·¥¨¥ ®¯¥° ²®-

°   £°¥£¨°®¢ ¨¿ µ®²¿ ¡»    ¡®°¥ (n + 1) § ·¥¨© ¨ ¥¢®§¬®¦-

®±²¼ ¢ ¥£® ° ¬ª µ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¿ ¤®¯®«¨²¥«¼®© ¨´®°¬ ¶¨¨ ®²

½ª±¯¥°²®¢ ® ¯®¢¥¤¥¨¨ ®¯¥° ²®°   £°¥£¨°®¢ ¨¿.

3.2. �®£¨·¥±ª¨© ¯®¤µ®¤

�±«¨ ¬» ¨¬¥¥¬ ª®¥·®¥ ¬®¦¥±²¢® § ·¥¨© ®¶¥®ª ¢ ª ¦¤®¬

³§«¥ ¤¥°¥¢  ¬®¤¥«¨ k, ²® ¬» ¬®¦¥¬ ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ®¯¥° ²®°  £°¥£¨°®-

¢ ¨¿ ¨´®°¬ ¶¨¨ ª ª ¥ª®²®°³¾ ´³ª¶¨¾ k-§ ·®© «®£¨ª¨. �±«¨
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ª®«¨·¥±²¢® ¢µ®¤®¢ ³§«  ° ¢® n, ²® ¢ ¥¬ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¨±¯®«¼§®¢  

¢ ª ·¥±²¢¥ ®¯¥° ²®°   £°¥£¨°®¢ ¨¿ ®¤  ¨§ ´³ª¶¨© k-§ ·®© «®-

£¨ª¨ ®² n ¯¥°¥¬¥»µ. �¡®§ ·¨¬ ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ² ª¨µ ´³ª¶¨©

·¥°¥§ P k
n .

� ª¨µ ´³ª¶¨© ®·¥¼ ¬®£® (kk
n
). � ª ¢»¡° ²¼ ®¤³ ¨§ ¨µ ¤«¿

¨±¯®«¼§®¢ ¨¿ ¢ ª ·¥±²¢¥ ®¯¥° ²®°   £°¥£¨°®¢ ¨¿ ¨´®°¬ ¶¨¨?

�¡»·® ½ª±¯¥°² ¬®¦¥² ®¯°¥¤¥«¨²¼ § ·¥¨¥ ´³ª¶¨¨   ¥ª®²®°»µ

 ¡®° µ ¥¥  °£³¬¥²®¢. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¬» £®¢®°¨¬ ® · ±²¨·® ®¯°¥-

¤¥«¥®© ´³ª¶¨¨. �³±²¼ ¨§¢¥±²» § ·¥¨¿ ´³ª¶¨¨   t  ¡®° µ.

�¡®§ ·¨¬ ª« ±± ² ª¨µ ´³ª¶¨© ·¥°¥§ P k
n;t. �¨±«® ² ª¨µ ´³ª¶¨©

¯°¨ ¡®«¼¸®© ° §¨¶¥ kn� t ² ª¦¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¥®¡®§°¨¬»¬. �±«¨ ½ª±-

¯¥°² ¬®¦¥² ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ±®¤¥°¦ ²¥«¼»¥ ³±«®¢¨¿   ¯®¢¥¤¥¨¥

¨±ª®¬®© ´³ª¶¨¨ ²¨¯  À�°¨ ±¨«¼®¬ ¢®§° ±² ¨¨ ¯¥°¢®£®  °£³¬¥-

²  § ·¥¨¥ ´³ª¶¨¨ ±«¥£ª  ³¡»¢ ¥²Á, À�°¨ ±®¢¬¥±²®¬ ¢®§° ±² ¨¨

 °£³¬¥²®¢ 3 ¨ 5 § ·¥¨¥ ´³ª¶¨¨ ±¨«¼® ¢®§° ±² ¥²Á ¨ ².¯., ¬»

¬®¦¥¬ £®¢®°¨²¼ ® ¥·¥²ª® § ¤ »µ ¯®¤ª« ±± µ k-§ ·®© «®£¨ª¨.

� ±±¬®²°¨¬ P k
n;t ¨ ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ S ¬®¦¥±²¢® ¥·¥²ª¨µ ³±«®-

¢¨©   ¯®¢¥¤¥¨¥ ´³ª¶¨© ¨§ P k
n;t. �®¦® ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ±«¥¤³¾-

¹¨¥ § ¤ ·¨.

� ¤ ·  1. �¢«¿¾²±¿ «¨ ³±«®¢¨¿ S   ¯®¢¥¤¥¨¥ ª®ª°¥²®© ´³ª¶¨¨

f 2 P k
n;t ±®¢¬¥±²¨¬»¬¨ ¨«¨ ¯°®²¨¢®°¥·¨¢»¬¨?

� ¤ ·  2. �±«¨ ³±«®¢¨¿ ¥ ¯°®²¨¢®°¥·¨¢», ¬®¦® «¨ ª ª¨¬-«¨¡®

®¡° §®¬ ®¯¨± ²¼ ª« ±± ´³ª¶¨© S(P k
n;t), ¨¬ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ? �

· ±²®±²¨, ¬®¦® «¨ ¯°¥¤«®¦¨²¼ ¯°®¶¥¤³°³ ¢»·¨±«¥¨¿ ±²¥¯¥¨

¯°¨ ¤«¥¦®±²¨ «¾¡®© f 2 P k
n;t ¥·¥²ª¨¬ ³±«®¢¨¿¬ S ?

� ¤ ·  3. �±«¨ ³±«®¢¨¿ S ¯°®²¨¢®°¥·¨¢», ¬®¦® «¨ ±´®°¬³«¨°®-

¢ ²¼ ³±«®¢¨¿ S� (S� � S), ¬ ª±¨¬ «¼® ¯®µ®¦¨¥   S ¨ ¿¢«¿¾¹¨¥±¿

¥¯°®²¨¢®°¥·¨¢»¬¨?

�¥°¥·¨±«¥»¥ § ¤ ·¨ ¢§ ¨¬®±¢¿§ ». �¤®¡¥¥ ± · «  ¯°¨¢¥±²¨

°¥¸¥¨¥ § ¤ ·¨ 2, ² ª ª ª °¥¸¥¨¥ § ¤ ·¨ 1 ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®«³·¥®

ª ª ¥ª®²®°®¥ ±¢®©±²¢® °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨ 2.

�¤¥¿  «£®°¨²¬  °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨ 2 ®¯¨±   ¢ [3]. �  ¡ §¨°³¥²±¿

  ¯°¥¤±² ¢«¥¨¨ ¥·¥²ª®£® ³±«®¢¨¿ ¢ ¢¨¤¥ ¥ª®²®°®£® ¥·¥²ª®£®

®²®¸¥¨¿. � ®¥ ®²®¸¥¨¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿   ¤¥ª °²®¢®¬ ª¢ ¤° ²¥

®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ´³ª¶¨¨ ¨ ®¯¨±»¢ ¥² ¯®¢¥¤¥¨¥ ´³ª¶¨¨, ¥¬³

³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥©,   ±®±¥¤¨µ § ·¥¨¿µ ®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿.

�«¿  £«¿¤®±²¨ ± · «  ° ±±¬®²°¨¬ ¯°®±²¥©¸¨© ±«³· ©. �³±²¼
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³  ± ¥±²¼ ®¤® ¥·¥²ª®¥ ³±«®¢¨¥   ¯®¢¥¤¥¨¥ ´³ª¶¨¨ ®² ®¤®©

¯¥°¥¬¥®©.

�¥·¥²ª®¥ ®²®¸¥¨¥ ~S, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ¥·¥²ª®¬³ ³±«®¢¨¾ S,

®¯¨±»¢ ¥² ¯°¨ ¤«¥¦®±²¼ ´³ª¶¨¨ ª ¤ ®¬³ ª« ±±³   ®±®¢ ¨¨

§ ·¥¨© ´³ª¶¨¨ ¢ ²®·ª µ i ¨ i + 1 (1 6 i 6 k � 1). � ·¥¨¥

� ~S(p; q) ¥±²¼ ±²¥¯¥¼ ¯°¨ ¤«¥¦®±²¨ ´³ª¶¨¨ ª ¤ ®¬³ ª« ±±³ ¯°¨

³±«®¢¨¨, ·²® f(i) = p, f(i + 1) = q, (0 6 p; q 6 k � 1). �°¨¢¥¤¥¬

¯°¨¬¥°» ² ª®© ´®°¬ «¨§ ¶¨¨ ®¡»·»µ ¨ ¥·¥²ª¨µ ³±«®¢¨©.

�°¨¬¥° 3.1. � ±±¬®²°¨¬ ®¡»·®¥, ¥ ¥·¥²ª®¥, ³±«®¢¨¥ ¢®§° ±² -

¨¿ ´³ª¶¨¨. �® ° §¡¨¢ ¥²±¿   ±«¥¤³¾¹¨¥ «®ª «¼»¥ ²°¥¡®¢ ¨¿:

8i(1 6 i 6 k � 1)f(i) < f(i+ 1):

� ²°¨¶ , ®¯¨±»¢ ¾¹ ¿ ½²® ³±«®¢¨¥, ¨¬¥¥² ±«¥¤³¾¹¨© ¢¨¤:

f(i) n f(i+ 1) 0 1 2 3 4 5

0 0 1 1 1 1 1

1 0 0 1 1 1 1

2 0 0 0 1 1 1

3 0 0 0 0 1 1

4 0 0 0 0 0 1

5 0 0 0 0 0 0

� °³¦»¥ ±²°®ª  ¨ ±²®«¡¥¶ ±®¤¥°¦ ² ¢±¥ ¢®§¬®¦»¥ § ·¥¨¿

´³ª¶¨¨ ¢ ¤¢³µ ±®±¥¤¨µ ²®·ª µ (i ¨ i + 1). �  ¯¥°¥±¥·¥¨¨ p-®©

c²°®ª¨ ¨ q-£® ±²®«¡¶  ¬ ²°¨¶»  µ®¤¨²±¿ ·¨±«® ¨§ f0; 1g, µ ° ª²¥-

°¨§³¾¹¥¥ ±²¥¯¥¼ ¯°¨ ¤«¥¦®±²¨ ´³ª¶¨¨ ª ®¯¨±»¢ ¥¬®¬³ ª« ±±³

¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® f(i) = p, f(i+ 1) = q.

�±®, ·²® ² ª³¾ ¬ ²°¨¶³ ¬®¦® ¯®±²°®¨²¼ ¨ ¤«¿ ³±«®¢¨¿ ³¡»-

¢ ¨¿ ´³ª¶¨¨.

�°¨¬¥° 3.2. � ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¥·¥²ª®¥ ³±«®¢¨¥ À �°¨ ¢®§° -

±² ¨¨ x ´³ª¶¨¿ f(x) ±«¥£ª  ¢®§° ±² ¥²Á. � ²°¨¶ , ®¯¨±»¢ ¾¹ ¿

½²® ³±«®¢¨¥, ¬®¦¥² ¨¬¥²¼ ¢¨¤, ¯°¨¢¥¤¥»© ¢ ±«¥¤³¾¹¥© ² ¡«¨¶¥.

� ª ¦¥ ª ª ¨ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ¯°¨¬¥°¥,  °³¦»¥ ±²°®ª  ¨ ±²®«-

¡¥¶ ±®¤¥°¦ ² ¢±¥ ¢®§¬®¦»¥ § ·¥¨¿ ´³ª¶¨¨ ¢ ¤¢³µ ±®±¥¤¨µ ²®·-

ª µ (i ¨ i+ 1). �  ¯¥°¥±¥·¥¨¨ p-®© c²°®ª¨ ¨ q-£® ±²®«¡¶  ¬ ²°¨¶»

 µ®¤¨²±¿ ·¨±«® ¨§ [0,1], µ ° ª²¥°¨§³¾¹¥¥ ±²¥¯¥¼ ¯°¨ ¤«¥¦®±²¨
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f(i) n f(i+ 1) 0 1 2 3 4 5

0 0.6 1 0.6 0.2 0 0

1 0 0.6 1 0.6 0.2 0

2 0 0 0.6 1 0.6 0.2

3 0 0 0 0.6 1 0.6

4 0 0 0 0 0.6 1

5 0 0 0 0 0 0.6

´³ª¶¨¨ ª ®¯¨±»¢ ¥¬®¬³ ª« ±±³ ¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® f(i) = p; f(i+1) =

q.

�³ª¶¨¿ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¥·¥²ª®¬³ ³±«®¢¨¾, ¥±«¨ ®  ³¤®¢«¥²¢®-

°¿¥² ¥¬³ ¤«¿ ¢±¥µ § ·¥¨© i (1 6 i 6 k � 1). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯® ¬ -

²°¨¶¥ ¥·¥²ª®£® ®²®¸¥¨¿ ~S ±²¥¯¥¼ ¯°¨ ¤«¥¦®±²¨ «¾¡®© ´³ª-

¶¨¨ f 2 P k
1 ½²®¬³ ³±«®¢¨¾ ¢»·¨±«¿¥²±¿ ®¤®§ ·®. �  ¡³¤¥² ° ¢-

  ¥ª®²®°®© t-®°¬¥ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ±²¥¯¥¥© ¯°¨ ¤«¥¦®±²¨

¨§ ¬ ²°¨¶»:

�S(f) =
k�1

T
i=1

� ~S(f(i); f(i+ 1)):

�°¨¬¥° 3.3. � ±±¬®²°¨¬ ¤¢¥ ´³ª¶¨¨: ¢®§° ±² ¾¹³¾ ¨ À¯®µ®¦³¾Á

  ¢®§° ±² ¾¹³¾ (f1 ¨ f2 ±®®²¢¥²±²¢¥®):

x f1 f2
0 0 0

1 1 1

2 2 2

3 3 2

4 4 4

5 5 5

� ª ·¥±²¢¥ t-®°¬» ¢®§¼¬¥¬ ³¬®¦¥¨¥. �²® ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿

³¤®¡»¬, ² ª ª ª ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¯°¨ ¯®¤±·¥²¥ ±²¥¯¥¨ ¯°¨ ¤«¥¦-

®±²¨ ´³ª¶¨¨ ¬» ¡³¤¥¬ ³·¨²»¢ ²¼ ¥¥ ¯®¢¥¤¥¨¥ ¢® ¢±¥µ ±®±¥¤¨µ

²®·ª µ. �³±²¼ S1 { ³±«®¢¨¥ ±²°®£®£® ¢®§° ±² ¨¿ ´³ª¶¨¨ (² ¡«¨¶ 

¨§ ¯°¨¬¥°  3.1), S2 { ³±«®¢¨¥ À±«¥£ª  ¢®§° ±² ¥²Á, § ¤ ¢ ¥¬®¥ ² ¡«¨-

¶¥© ¨§ ¯°¨¬¥°  3.2. �®£¤ 
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�S1(f1)=� ~S1
(0; 1)�� ~S1

(1; 2)�� ~S1
(2; 3)�� ~S1

(3; 4)�� ~S1
(4; 5)=1�1�1�1�1=1;

�S1(f2)=� ~S1
(0; 1)�� ~S1

(1; 2)�� ~S1
(2; 2)�� ~S1

(2; 4)�� ~S1
(4; 5)=1�1�0�1�1=0;

�S2(f1)=� ~S2
(0; 1)�� ~S2

(1; 2)�� ~S2
(2; 3)�� ~S2

(3; 4)�� ~S2
(4; 5)=1�1�1�1�1=1;

�S2(f2)=� ~S2
(0; 1)�� ~S2

(1; 2)�� ~S2
(2; 2)�� ~S2

(2; 4)�� ~S2
(4; 5)=

=1�1�0:6�0:6�1=0:36:

�¥·¥²ª®¥ ®²®¸¥¨¥ ~S, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ¥·¥²ª®¬³ ³±«®¢¨¾ S,

¬®¦¥² ±«³¦¨²¼ ®±®¢®© ¤«¿ ¯®±²°®¥¨¿ ¥·¥²ª®£® ®²®¸¥¨¿
~~S, ®¯¨-

±»¢ ¾¹¥£® ¢±¥ ´³ª¶¨¨, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ³±«®¢¨¾ S ¨ ¥ª®²®°®¬³

 · «¼®¬³ ³±«®¢¨¾.

� ±±¬®²°¨¬ ¤«¿ ¯°®±²®²» ª®ª°¥²»© ª« ±± ´³ª¶¨© P k
1;1. �²-

®¸¥¨¥
~~S ² ª¦¥, ª ª ¨ ®²®¸¥¨¥ ~S, ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿   ¤¥ª °²®¢®¬

ª¢ ¤° ²¥ ®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ´³ª¶¨© ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®£® ª« ±± .

�³±²¼  · «¼»¬ ³±«®¢¨¥¬ ¿¢«¿¥²±¿ f(0) = 0. �®£¤  ¯¥°¢®© ±²°®ª®©

¬ ²°¨¶» ¥·¥²ª®£® ®²®¸¥¨¿
~~S, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® § ·¥¨¾  °-

£³¬¥²  0, ¿¢«¿¥²±¿ ±²°®ª  (1, 0, ..., 0) { ª ª ¢»° ¦¥¨¥  · «¼®£®

³±«®¢¨¿.

� ±±¬®²°¨¬ § ·¥¨¥ � ~~S
(2; 1). �® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ±¨²³ ¶¨¨, ª®-

£¤  f(1) = 0. �·¨²»¢ ¿  · «¼®¥ ³±«®¢¨¥, ¬» ¬®¦¥¬ ±´®°¬³«¨°®-

¢ ²¼ ¢®¯°®± ¯® ¤°³£®¬³: ± ª ª®© ±²¥¯¥¼¾ ´³ª¶¨¿ f ³¤®¢«¥²¢®°¿¥²

³±«®¢¨¾ S, ¥±«¨ f(0) = 0 ¨ f(1) = 0? �·¥¢¨¤®, ½²® ½«¥¬¥² ¬ ²°¨¶»

®²®¸¥¨¿ ~S ± ª®®°¤¨ ² ¬¨ (1,1).

� ±±¬®²°¨¬ § ·¥¨¥ � ~~S
(2; 2). �® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ±¨²³ ¶¨¨, ª®-

£¤  f(1) = 1. �·¨²»¢ ¿  · «¼®¥ ³±«®¢¨¥, ¬» ¬®¦¥¬ ±´®°¬³«¨°®-

¢ ²¼ ¢®¯°®± ¯® ¤°³£®¬³: ± ª ª®© ±²¥¯¥¼¾ ´³ª¶¨¿ f ³¤®¢«¥²¢®°¿¥²

³±«®¢¨¾ S, ¥±«¨ f(0) = 0 ¨ f(1) = 1? �·¥¢¨¤®, ½²® ½«¥¬¥² ¬ ²°¨¶»

®²®¸¥¨¿ ~S ± ª®®°¤¨ ² ¬¨ (1,2).

�®¢²®°¨¢ ½²¨ ° ±±³¦¤¥¨¿ k ° §, ¬» ¯®«³·¨¬, ·²® ¢²®° ¿ ±²°®-

ª  ¬ ²°¨¶» ®²®¸¥¨¿
~~S ¢ ²®·®±²¨ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¯¥°¢®© ±²°®ª®©

¬ ²°¨¶» ®²®¸¥¨¿ ~S.

� ±±¬®²°¨¬ § ·¥¨¥ � ~~S
(3; 1). �® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ±¨²³ ¶¨¨, ª®-

£¤  f(2) = 0. �·¨²»¢ ¿  · «¼®¥ ³±«®¢¨¥, ¬» ¬®¦¥¬ ±´®°¬³«¨°®-

¢ ²¼ ¢®¯°®± ¯® ¤°³£®¬³: ± ª ª®© ±²¥¯¥¼¾ ´³ª¶¨¿ f ³¤®¢«¥²¢®°¿¥²

³±«®¢¨¾ S, ¥±«¨ f(0) = 0 ¨ f(2) = 0? �²¢¥²   ½²®² ¢®¯°®± ¬®¦®

±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:
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¥±«¨ f(1)=0; ²® f(2)=0 ±® ±²¥¯¥¼¾ ³¢¥°¥®±²¨ �S(1; 1) ¨«¨

¥±«¨ f(1)=1; ²® f(2)=0 ±® ±²¥¯¥¼¾ ³¢¥°¥®±²¨ �S(2; 1) ¨«¨
...

¥±«¨ f(1)=k � 1; ²® f(2)=0 ±® ±²¥¯¥¼¾ ³¢¥°¥®±²¨ �S(k; 1)

9>>>=
>>>;
(2)

� ¬¥²¨¬, ·²® ±²¥¯¥¼ ¢»¯®«¨¬®±²¨ ³±«®¢¨© f(1) = i (0 6 i 6

k � 1) ¯° ¢®© · ±²¨ ¯°¨¢¥¤¥»µ ¢»±ª §»¢ ¨© ¢ ²®·®±²¨ ±®¢¯ -

¤ ¥² ±® ¢²®°®© ±²°®ª®© ¬ ²°¨¶» ®²®¸¥¨¿
~~S ¯°¨   «¨§¨°³¥¬®¬

 · «¼®¬ ³±«®¢¨¨. �²® ®§ · ¥², ·²® ¬» ¬®¦¥¬ ¯¥°¥¯¨± ²¼ ³±«®¢¨¿

(2) ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

� ~~S
(3; 1) =

k

?
i=1

� ~~S
(2; i) � � ~S(i; 1) (3)

�®¢²®°¨¢ ¯°¨¢¥¤¥»¥ ° ±±³¦¤¥¨¿ ¤«¿ � ~~S
(3; j), (2 6 j 6 k),

¯®«³·¨¬ ±«¥¤³¾¹¨¥   «®£¨ (3):

� ~~S
(3; j) =

k

?
i=1

� ~~S
(2; i) � � ~S(i; j); (1 6 j 6 k): (4)

� ±±¬®²°¨¬ § ·¥¨¥ � ~~S
(l; 1) (3 < l 6 k). �®¢²®°¨¢ ° ±±³¦¤¥¨¿

¤«¿ � ~~S
(3; 1), ¯®«³·¨¬ ±«¥¤³¾¹¨©   «®£ (3):

� ~~S
(l; 1) =

k

?
i=1

� ~~S
(l � 1; i) � � ~S(i; 1) (5)

¨,   «®£¨·® (4), ¥£® ®¡®¡¹¥¨¥:

� ~~S
(l; j) =

k

?
i=1

� ~~S
(l � 1; i) � � ~S(i; j); (1 6 j 6 k; 2 6 l 6 k): (6)

�®°¬³«³ (6) ¬®¦® ¨²¥°¯°¥²¨°®¢ ²¼ ª ª ±¢®¥®¡° §®¥ ³¬®¦¥-

¨¥ ¯°¥¤»¤³¹¥© ±²°®ª¨ ¬ ²°¨¶» ®²®¸¥¨¿
~~S   ±²®«¡¶» ¬ ²°¨¶»

®²®¸¥¨¿ ~S, £¤¥ ¢¬¥±²® ®¯¥° ¶¨¨ ±«®¦¥¨¿ ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ®¯¥° ¶¨¿

¢§¿²¨¿ t-ª®®°¬». � ¬¥²¨¬ ¯°¨ ½²®¬, ·²® ¯¥°¢»© ±²®«¡¥¶ ¬ ²°¨¶»

¥·¥²ª®£® ®²®¸¥¨¿
~~S ±®¢¯ ¤ ¥² ±  · «¼»¬ ³±«®¢¨¥¬.



�¡  £°¥£¨°®¢ ¨¨ ¨´®°¬ ¶¨¨ ¢ ¥·¥²ª¨µ ±¨±²¥¬ µ 351

� ±±¬®²°¨¬ ±¨²³ ¶¨¾, ª®£¤   · «¼®¥ ³±«®¢¨¥ ±´®°¬³«¨°®¢ -

® ¥ ¤«¿ f(0),   ¤«¿ f(k � 1). �³±²¼, ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥®±²¨, ½²® ¡³¤¥²

³±«®¢¨¥ f(k�1) = q, (1 6 q 6 k�1). �²® ³±«®¢¨¥,   «®£¨·® ° ±±¬®-

²°¥®¬³ ¢»¸¥ ±«³· ¾, ®¯°¥¤¥«¿¥² k-±²°®ª³ ¬ ²°¨¶» ®²®¸¥¨¿
~~S

{ ±²°®ª  ±®¤¥°¦¨² ®¤¨ ³«¨ §  ¨±ª«¾·¥¨¥¬ 1 ¢ q ±²®«¡¶¥.

� ±±¬®²°¨¬ § ·¥¨¥ � ~~S
(k � 2; 1). �® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ±¨²³ ¶¨¨,

ª®£¤  f(k� 2) = 0. �·¨²»¢ ¿  · «¼®¥ ³±«®¢¨¥, ¬» ¬®¦¥¬ ±´®°¬³-

«¨°®¢ ²¼ ¢®¯°®± ¯® ¤°³£®¬³: ± ª ª®© ±²¥¯¥¼¾ ´³ª¶¨¿ f ³¤®¢«¥-

²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¾ S, ¥±«¨ f(k � 2) = 0 ¨ f(k � 1) = q? �·¥¢¨¤®, ½²®

½«¥¬¥² ¬ ²°¨¶» ®²®¸¥¨¿ ~S ± ª®®°¤¨ ² ¬¨ (1; q).

� ±±¬®²°¨¬ § ·¥¨¥ � ~~S
(k � 2; 2). �® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ±¨²³ ¶¨¨,

ª®£¤  f(k� 2) = 1. �·¨²»¢ ¿  · «¼®¥ ³±«®¢¨¥, ¬» ¬®¦¥¬ ±´®°¬³-

«¨°®¢ ²¼ ¢®¯°®± ¯® ¤°³£®¬³: ± ª ª®© ±²¥¯¥¼¾ ´³ª¶¨¿ f ³¤®¢«¥-

²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¾ S, ¥±«¨ f(k � 2) = 1 ¨ f(k � 1) = q? �·¥¢¨¤®, ½²®

½«¥¬¥² ¬ ²°¨¶» ®²®¸¥¨¿ ~S ± ª®®°¤¨ ² ¬¨ (2; q).

�®¢²®°¨¢ ½²¨ ° ±±³¦¤¥¨¿ k ° §, ¬» ¯®«³·¨¬, ·²® (k�1)-±²°®ª 

¬ ²°¨¶» ®²®¸¥¨¿
~~S ¢ ²®·®±²¨ ±®¢¯ ¤ ¥² ± q-±²®«¡¶®¬ ¬ ²°¨¶»

®²®¸¥¨¿ ~S.

� ±±¬®²°¨¬ § ·¥¨¥ � ~~S
(k � 3; 1). �® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ±¨²³ ¶¨¨,

ª®£¤  f(k � 3) = 0. �·¨²»¢ ¿  · «¼®¥ ³±«®¢¨¥, ¬» ¬®¦¥¬ ±´®°-

¬³«¨°®¢ ²¼ ¢®¯°®± ¯® ¤°³£®¬³: ± ª ª®© ±²¥¯¥¼¾ ´³ª¶¨¿ f ³¤®-

¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¾ S, ¥±«¨ f(k � 1) = q ¨ f(k � 3) = 0? �²¢¥²  

½²®² ¢®¯°®±,   «®£¨·® ° ±±¬®²°¥®¬³ ¢»¸¥ ±«³· ¾ ±  · «¼»¬

³±«®¢¨¥¬   f(0), ¬®¦® ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

¥±«¨ f(k � 2) = 0; ²® f(k � 3) = 0

±® ±²¥¯¥¼¾ ³¢¥°¥®±²¨ �S(1; 1) ¨«¨

¥±«¨ f(k � 2) = 1; ²® f(k � 3) = 0

±® ±²¥¯¥¼¾ ³¢¥°¥®±²¨ �S(1; 2) ¨«¨
...

¥±«¨ f(k � 2) = k � 1; ²® f(k � 3) = 0

±® ±²¥¯¥¼¾ ³¢¥°¥®±²¨ �S(1; k)

9
>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>;

(7)

� ¬¥²¨¬, ·²® ±²¥¯¥¼ ¢»¯®«¨¬®±²¨ ³±«®¢¨© f(k � 2) = i, (0 6

i 6 k � 1) ¯° ¢®© · ±²¨ ¯°¨¢¥¤¥»µ ¢»±ª §»¢ ¨© ¢ ²®·®±²¨ ±®-

¢¯ ¤ ¥² ± (k� 1) ±²°®ª®© ¬ ²°¨¶» ®²®¸¥¨¿
~~S ¯°¨   «¨§¨°³¥¬®¬
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 · «¼®¬ ³±«®¢¨¨. �²® ®§ · ¥², ·²® ¬» ¬®¦¥¬ ¯¥°¥¯¨± ²¼ ³±«®¢¨¿

(7) ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

� ~~S
(k � 3; 1) =

k

?
i=1

� ~~S
(k � 2; i) � � ~S(1; i) (8)

�®¢²®°¨¢ ° ±±³¦¤¥¨¿ ¢»¢®¤  ´®°¬³«» (6), ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾-

¹¨©   «®£ ½²®© ´®°¬³«» ¤«¿  · «¼®£® ³±«®¢¨¿   f(k � 1):

� ~~S
(l; j) =

k

?
i=1

� ~~S
(l + 1; i) � � ~S(j; i); (1 6 j 6 k; 1 6 l 6 k � 2): (9)

�®°¬³«³ (9) ¬®¦® ² ª¦¥ ¨²¥°¯°¥²¨°®¢ ²¼ ª ª ³¬®¦¥¨¥ ¯°¥-

¤»¤³¹¥© ±²°®ª¨ ¬ ²°¨¶» ®²®¸¥¨¿
~~S   ±²°®ª¨ ¬ ²°¨¶» ®²®¸¥-

¨¿ ~S, £¤¥ ¢¬¥±²® ®¯¥° ¶¨¨ ±«®¦¥¨¿ ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ®¯¥° ¶¨¿ ¢§¿²¨¿

t-ª®®°¬». � ¬¥²¨¬, ·²® ¤ ®¥ ®²«¨·¨¥ ¢ ¯®±²°®¥¨¨ ¬ ²°¨¶» ®²-

®¸¥¨¿
~~S ¤«¿  · «¼»µ ³±«®¢¨©   f(0) ¨ f(k) ¢¨¤® ³¦¥ ¨§ ±° ¢-

¥¨¿ ³±«®¢¨© (2) ¨ (7). �³¤¥¬  §»¢ ²¼ ¯°®¶¥¤³°³ ¯®±²°®¥¨¿
~~S ¤«¿

 · «¼®£® ³±«®¢¨¿   f(0) ¯®±²°®¥¨¥¬ ±¢¥°µ³ ¢¨§,   ¤«¿ ³±«®¢¨¿

  f(k) { ¯®±²°®¥¨¥¬ ±¨§³ ¢¢¥°µ.

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ±¨²³ ¶¨¾, ª®£¤   · «¼®¥ ³±«®¢¨¥ ±´®°¬³-

«¨°®¢ ® ¤«¿ ¥ª®²®°®£® ¯°®¬¥¦³²®·®£® § ·¥¨¿ f(l�), (1 < l� <

k � 1). �³±²¼, ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥®±²¨, ½²® ¡³¤¥² ³±«®¢¨¥ f(l�) = q,

(1 6 q 6 k � 1). �²® ³±«®¢¨¥,   «®£¨·® ° ±±¬®²°¥»¬ ¢»¸¥ ±«³-

· ¿¬, ®¯°¥¤¥«¿¥² l-±²°®ª³ ¬ ²°¨¶» ®²®¸¥¨¿
~~S { ±²°®ª  ±®¤¥°¦¨²

®¤¨ ³«¨ §  ¨±ª«¾·¥¨¥¬ 1 ¢ q ±²®«¡¶¥. �®±² ²®·® ®·¥¢¨¤®, ·²®

¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ±²°®ª¨ ¬ ²°¨¶» ®²®¸¥¨¿
~~S, ° ±¯®«®¦¥»¥ ¢»¸¥ l

{ ±²°®ª¨, ±²°®¿²±¿ ±¨§³ ¢¢¥°µ,   ±²°®ª¨, ° ±¯®«®¦¥»¥ ¨¦¥ ¥¥ {

±¢¥°µ³ ¢¨§.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ®¡¹¨© ¬¥²®¤ ¯®±²°®¥¨¿ ¬ ²°¨¶» ®²®¸¥¨¿
~~S

®¯¨±»¢ ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¥© ´®°¬³«®©:

� ~~S
(l; j) =

8><
>:

k

?
i=1

� ~~S
(l + 1; i)� � ~S(j; i) ¯°¨ 1 6 l < l�

k

?
i=1

� ~~S
(l � 1; i)� � ~S(i; j) ¯°¨ l

� < l 6 k
; (1 6 l; j 6 k):

(10)
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� ª ¯®±²°®¥ ¿ ¬ ²°¨¶  ®²®¸¥¨¿
~~S ¯®§¢®«¿¥² ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¢±¥

´³ª¶¨¨ f 2 P k
1;1, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ¥·¥²ª®¬³ ³±«®¢¨¾ S ±® ±²¥¯¥-

¼¾ ¯°¨ ¤«¥¦®±²¨ ¥ ¨¦¥ § ¤ ®©. �¥©±²¢¨²¥«¼®, «¾¡ ¿ ² ª ¿

´³ª¶¨¿ ®¯°¥¤¥«¿¥² ¯³²¼ ¢
~~S, ¢¥°¸¨» ª®²®°®£® «¥¦ ² ¯® ®¤®©

  ª ¦¤®© ±²°®ª¥ ¬ ²°¨¶». � ¦¤®¬³ ¨§ k � 1 °¥¡°  ½²®£® ¯³²¨

¯°¨¯¨±»¢ ¥²±¿ ·¨±«®, ° ¢®¥ § ·¥¨¾ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ½«¥¬¥² 

¬ ²°¨¶». � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ²®£® ·²®¡» ¢»¯¨± ²¼ ¢±¥ ´³ª¶¨¨,

³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥  ¸¥¬³ ¥·¥²ª®¬³ ³±«®¢¨¾ ±® ±²¥¯¥¼¾ ¯°¨ ¤-

«¥¦®±²¨ ¥ ¨¦¥ § ¤ ®©, ¥®¡µ®¤¨¬® ¢»¯¨± ²¼ ¨§ ¬ ²°¨¶» ®²-

®¸¥¨¿
~~S ¢±¥ ¯³²¨, ¯°®µ®¤¿¹¨¥ ·¥°¥§ ¢¥°¸¨», § ·¥¨¿ ª®²®°»µ

¥ ¨¦¥ § ¤ ®£® ·¨±« . �®±«¥ ½²®£® ±²¥¯¥¼ ¯°¨ ¤«¥¦®±²¨ ª -

¦¤®© ´³ª¶¨¨ ±·¨² ¥²±¿ ª ª t-®°¬  § ·¥¨© °¥¡¥°. �²® ¯®§¢®«¿¥²

³²¢¥°¦¤ ²¼, ·²® § ¤ ·  2  ¬¨ °¥¸¥  ¯®«®±²¼¾.

� ®¥ ±¢®©±²¢® ®²®¸¥¨¿
~~S ¯®§¢®«¨²  ¬ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ °¥-

¸¨²¼ § ¤ ·³ 1 { ¢»¿±¥¨¥ ¯°®²¨¢®°¥·¨¢®±²¨ ¥·¥²ª¨µ ³±«®¢¨©  

¯®¢¥¤¥¨¥ ´³ª¶¨© ¨§ P k
n;t.

� · «  ° ±±¬®²°¨¬ ±¨²³ ¶¨¾, ª®¤  ¤«¿ ´³ª¶¨¨ ®² ®¤®© ¯¥-

°¥¬¥®© § ¤ ® ®¤® ¥·¥²ª®¥ ³±«®¢¨¥ ¨ t  · «¼»µ ³±«®¢¨©, ²®

¥±²¼ ±¨²³ ¶¨¾ jSj = 1 ¨ ª« ±± P k
1;t, t > 1. �²® ®§ · ¥² ²°¥¡®¢ ¨¥

¤«¿ ´³ª¶¨¨ ¢»¯®«¥¨¿ ¢±¥µ  · «¼»µ ³±«®¢¨©. � ° ¬ª µ ²¥®°¨¨

¥·¥²ª¨µ ¬®¦¥±²¢ ¤ ®¥ ²°¥¡®¢ ¨¥ ®§ · ¥² ¢§¿²¨¥ ¥ª®²®°®©

t-®°¬». � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¥±«¨  · «¼»µ ³±«®¢¨© ¥±ª®«¼ª®, ²® ¬ -

²°¨¶ 
~~Si ±²°®¨²±¿ ¤«¿ ª ¦¤®£® i-³±«®¢¨¿ ¢ ®²¤¥«¼®±²¨ (1 < i 6 t),

  ¨²®£®¢ ¿ ¬ ²°¨¶ 
~~S ¯®«³· ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

~~S =
t

T
i=1

~~Si: (11)

� § ª«¾·¥¨¥ ¨§³·¥¨¿ ª« ±±  P k
1;t ° ±±¬®²°¨¬ ±«³· © jSj = s >

1. �«¿ ª ¦¤®£® ¨§ ¥·¥²ª¨µ ³±«®¢¨© Sr (1 6 r 6 s) ¬» ¬®¦¥¬

¯®±²°®¨²¼ ¬ ²°¨¶³ ®²®¸¥¨¿
~~Sr, ®¯¨±»¢ ¾¹³¾ ¢±¥ ´³ª¶¨¨, ¥¬³

³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥. �²®¡» ®¯°¥¤¥«¨²¼ ±®¢¬¥±²¨¬®±²¼ ½²¨µ ³±«®¢¨©,

¥®¡µ®¤¨¬® ¯®«³·¨²¼ ®¡®¡¹¥³¾ ¬ ²°¨¶³
~~Ss, ª®²®° ¿ ¡» ®¯¨±»-

¢ «  ´³ª¶¨¨, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ¢±¥¬ ³±«®¢¨¿¬ Sr (1 6 r 6 s). �

¤ ®© ±¨²³ ¶¨¨ ½²® ®§ · ¥², ·²® f 2 S(P k
1;t) , 8r (1 6 r 6

s); f 2 Sr(P k
1;t). � «®£®¬ ½²®£® ¢»±ª §»¢ ¨¿ ¤«¿ ¬ ²°¨¶ ®²®¸¥-

¨© Sr ¿¢«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¢»° ¦¥¨¥:
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~~Ss =
s

T
r=1

~~Sr: (12)

�  ®±®¢¥ ±´®°¬³«¨°®¢ »µ ±¢®©±²¢ ¬ ²°¨¶» ®²®¸¥¨¿
~~S, ¬»

¬®¦¥¬ ³²¢¥°¦¤ ²¼, ·²® ¥±«¨ ¯®«³·¥ ¿ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± (12) ¬ -

²°¨¶ 
~~Ss ¨¬¥¥² µ®²¿ ¡» ®¤³ ³«¥¢³¾ ±²°®ª³, ²® ¬®¦¥±²¢® ³±«®-

¢¨© fSrgsr=1 ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®²¨¢®°¥·¨¢»¬, ² ª ª ª «¾¡ ¿ ´³ª¶¨¿ f

¨§ P k
1;t ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¨¬ ± ³«¥¢®© ±²¥¯¥¼¾ (¢ ±¨«³ ±¢®©±²¢  ®£° -

¨·¥®±²¨ t-®°¬»). �®«¥¥ ²®£®, ¨±¯®«¼§³¿ ¬ ²°¨¶³ ®²®¸¥¨¿
~~Ss,

¬»,   «®£¨·® ±«³· ¾ ± ®¤¨¬ ¥·¥²ª¨¬ ³±«®¢¨¥¬, ±¬®¦¥¬ ®¯¨± ²¼

¢±¥ ´³ª¶¨¨, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ¥·¥²ª¨¬ ³±«®¢¨¿¬ fSrgsr=1 . � ª¨¬

®¡° §®¬, «¾¡®¥ ª®«¨·¥±²¢® ¥·¥²ª¨µ ³±«®¢¨© ¯® ®¤®© ¯¥°¥¬¥®©

´®°¬ «¼® «¥£ª® ±¢®¤¨²±¿ ª ®¤®¬³ ¥·¥²ª®¬³ ³±«®¢¨¾ ¯® ½²®© ¯¥°¥-

¬¥®©. �·¨²»¢ ¿ ¤ ®¥ § ¬¥· ¨¥, ¢ ¯®±«¥¤³¾¹¨µ ° ±±³¦¤¥¨¿µ

¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¯® ª ¦¤®© ¯¥°¥¬¥®© ¡®«¼¸¥ ®¤®£® ³±«®¢¨¿ ¥

¤ ¥²±¿.

�¯¨± ³¾ ²¥µ¨ª³ «¥£ª® ®¡®¡¹¨²¼   ±«³· © ´³ª¶¨© ®² ¥-

±ª®«¼ª¨µ ¯¥°¥¬¥»µ. � ±±¬®²°¨¬ ª« ±± ´³ª¶¨© P k
n;t ¨ ¬®¦¥±²¢®

¥·¥²ª¨µ ³±«®¢¨© S. �«¿ ¯°®±²®²» ¨§«®¦¥¨¿ ¯®«®¦¨¬ n = 2 ¨

jSj = 2. �³±²¼ ¯¥°¢®¥ ¥·¥²ª®¥ ³±«®¢¨¥ ®¯°¥¤¥«¥® ¯® ¯¥°¢®© ¯¥-

°¥¬¥®©, ¢²®°®¥ ³±«®¢¨¥ { ¯® ¢²®°®© ¯¥°¥¬¥®©.

�» ¬®¦¥¬ ®¯¨± »¬ ¢»¸¥ ±¯®±®¡®¬ ¯®±²°®¨²¼ ¬ ²°¨¶» ®²®-

¸¥¨©
~~S1 ¨

~~S2. �¤®¢«¥²¢®°¥¨¥ ³±«®¢¨¿¬ S ®§ · ¥² ®¤®¢°¥¬¥®¥

³¤®¢«¥²¢®°¥¨¥ ³±«®¢¨© S1 ¨ S2. �²® ¢ ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼ ®§ · ¥², ·²®

   ¡®°¥ (i1; i2) § ·¥¨© ¯¥°¥¬¥»µ x1 ¨ x2 (i1; i2 2 f0; 1; :::; k�1g)

¬» ¢ ª ·¥±²¢¥ § ·¥¨¿ ±²°®ª¨ ¬ ²°¨¶» ®²®¸¥¨¿
~~S ¤®«¦» ¢§¿²¼

t-®°¬³ (i1 + 1) ±²°®ª¨ ¬ ²°¨¶» ®²®¸¥¨¿
~~S1 ¨ (i2 + 1) ±²°®ª¨

~~S2.

�®«³·¥ ¿ ² ª¨¬ ®¡° §®¬ ¬ ²°¨¶  ° §¬¥°®¬ (k2�k) ¨ ¡³¤¥² ¨±ª®-

¬®©.

�  ¿ ¬ ²°¨¶  ®¡« ¤ ¥² ¢±¥¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨ ¬ ²°¨¶ ®²®¸¥¨©

¤«¿ ®¤®© ¯¥°¥¬¥®©. �» ²®·® ² ª¦¥ ¬®¦¥¬ ¯®±² ¢¨²¼ ¢ ±®®²-

¢¥²±²¢¨¥ «¾¡®© ´³ª¶¨¨ ¨§   «¨§¨°³¥¬®£® ª« ±±  ¯³²¼ ¢ ¬ ²°¨¶¥

¨ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ±®£« ±®¢ ®±²¼/¯°®²¨¢®°¥·¨¢®±²¼ ¥·¥²ª¨µ ³±«®¢¨©

  ¯®¢¥¤¥¨¥ ´³ª¶¨© ¨ ¢»·¨±«¨²¼ ±²¥¯¥¼ ³¤®¢«¥²¢®°¥¨¿ «¾¡®©

´³ª¶¨¨ ½²¨¬ ³±«®¢¨¿¬. � ª¨¬ ®¡° §®¬, § ¤ ·¨ 1 ¨ 2 °¥¸¥» ¨ ¢

®¡¹¥¬ ±«³· ¥.
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� ±±¬®²°¨¬ § ¤ ·³ 3. �³±²¼ ³  ± ¥±²¼ ¯°®²¨¢®°¥·¨¢ ¿ ±¨±²¥¬ 

S ¨§ n ¥·¥²ª¨µ ³±«®¢¨©. �«¿ °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨ ¬®¦® ¯°¥¤«®¦¨²¼

±«¥¤³¾¹¨© ¤®±² ²®·® ®·¥¢¨¤»© ¨ ¯¥°¥¡®°»© ¯® ±¢®¥© ¯°¨°®¤¥

 «£®°¨²¬.

�°®¢¥°¨¬   ¯°®²¨¢®°¥·¨¢®±²¼ ¢±¥ ¥·¥²ª¨¥ ³±«®¢¨¿ ±¨±²¥¬»

¯®¯ °®. �²¬¥²¨¬ ¯°®²¨¢®°¥·¨¢»¥ ¯ °». � «¥¥ ¯°®¢¥°¿¥¬   ¯°®-

²¨¢®°¥·¨¢®±²¼ ¢±¥ ²°®©ª¨ ¥·¥²ª¨µ ³±«®¢¨©, ¢ ª®²®°»¥ ¥ ¢µ®¤¿²

¯°®²¨¢®°¥·¨¢»¥ ¯ °». �²¬¥²¨¬ ¯°®²¨¢®°¥·¨¢»¥ ²°®©ª¨. �²  ®¯¥-

° ¶¨¿ ¯®¢²®°¿¥²±¿, ¯®ª    ¸ £¥ s; 1 6 s 6 n � 1 ¥ ®ª ¦¥²±¿,

·²® ¢±¥ ª®°²¥¦¨ ¤«¨» s+ 1 ¥·¥²ª¨µ ³±«®¢¨© ¯°®²¨¢®°¥·¨¢». �®-

£¤  ¬ ª±¨¬ «¼® ¯®µ®¦¨¬¨   S ¥¯°®²¨¢®°¥·¨¢»¬¨ ¯®¤±¨±²¥¬ ¬¨

®ª ¦³²±¿ ¯®¤±¨±²¥¬», ¢»¯¨± »¥   ¸ £¥ s � 1 ¨ ±®±²®¿¹¨¥ ¨§ s

¥·¥²ª¨µ ³±«®¢¨©.

3.3. �¡³·¥¨¥   ®±®¢¥ £¥¥²¨·¥±ª¨µ  «£®°¨²¬®¢

�¡³·¥¨¥   ®±®¢¥ £¥¥²¨·¥±ª¨µ  «£®°¨²¬®¢ ¯°¨¬¥¨¬® ¤«¿ ¥-

·¥²ª®© ¬®¤¥«¨ ¢»¡®°  ®¯¥° ²®°®¢  £°¥£¨°®¢ ¨¿ ¨´®°¬ ¶¨¨, ²®

¥±²¼ ª®£¤  ¯°¨ ®¶¥ª¥ ¯®±²³¯ ¾¹¥© ¢ ±¨±²¥¬³ ¨´®°¬ ¶¨¨ ¢®§¨-

ª ¾² ±¨²³ ¶¨¨, ª®£¤  ®¶¥ª   µ®¤¨²±¿ À¬¥¦¤³Á ±®±¥¤¨¬¨ § ·¥-

¨¿¬¨ aij; a
i+1
j , ¯°¨·¥¬ ¯®«¼§®¢ ²¥«¼ ¬®¦¥² £®¢®°¨²¼, ·²® ®  ¡®«¥¥

¡«¨§ª ,  ¯°¨¬¥°, ª aij, ·¥¬ ª ai+1j . � ¯®¬¨¬, ·²® ¢ ° ¬ª µ ¥·¥²ª®-

£® ¯®¤µ®¤  ² ª¦¥ ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® ¨§¢¥±²» § ·¥¨¿ ôj   ¥-

ª®²®°»µ  ¡®° µ § ·¥¨© (dj1 ; dj2 ; : : : ; djN0
). �²  ¨´®°¬ ¶¨¿ ¯°¥¤-

±² ¢«¿¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ «®£¨·¥±ª¨µ ¢»±ª §»¢ ¨© ¢¨¤  À�±«¨ dj1 = ak1j1 ¨

dj2 = ak2j2 ¨ ... ¨ djN0
= a

k
N0

jN0

, ²® dj0 = ôj0(a
k1
j1
, ak2j2 , ... a

k
N0

jN0

)Á ¤«¿ ¢±¥µ

¨§¢¥±²»µ  ¡®°®¢ (dj1 ; dj2 ; : : : ; djN0
). �°®¬¥ ½²®£®, ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿,

·²® ��� ¿¢«¿¥²±¿ ¬®®²®»¬, ª®¬¬³² ²¨¢»¬ ¨  ±±®¶¨ ²¨¢»¬

(²® ¥±²¼ ¨¬¥¥² ±¬»±« ®¡®¡¹¥»µ ®¯¥° ¶¨© À�Á, À���Á). � ° ¬ª µ

²¥®°¨¨ ¥·¥²ª¨µ ¬®¦¥±²¢ ½²¨ ®¯¥° ²®°» ¢  ¨¡®«¥¥ ®¡¹¥¬ ¢¨¤¥

¢»° ¦ ¾²±¿ ·¥°¥§ t-®°¬» (À�Á) ¨ t-ª®®°¬» (À���Á) [5]. � ª¨µ t-

®°¬ ¨ t-ª®®°¬ ¡¥±ª®¥·® ¬®£®. � ª³¾ ¨§ ¨µ ¢§¿²¼ ¢ ª ·¥±²¢¥

®¯¥° ²®°   £°¥£¨°®¢ ¨¿, ±¨¬ ¾¹¥£® ¯°®²¨¢®°¥·¨¥ ¢ ±¨±²¥¬¥?

�°¥¤« £ ¥²±¿ ¤«¿ ¢»¡®°  ² ª®£® ®¯¥° ²®°  ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¯°®¶¥-

¤³°³ ®¡³·¥¨¿   ®±®¢¥ £¥¥²¨·¥±ª¨µ  «£®°¨²¬®¢ [6].

� ¨¡®«¥¥  ª²¨¢® ¯°®¶¥¤³°» ®¡³·¥¨¿ ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ¯°¨ ° §° -
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¡®²ª¥ ¥·¥²ª¨µ ª®²°®««¥°®¢ [5], ²® ¥±²¼  ¯¯ ° ²® °¥ «¨§®¢ »µ

±¨±²¥¬ ¯° ¢¨« ¥·¥²ª®£® «®£¨·¥±ª®£® ¢»¢®¤ . �¥·¥²ª¨¥ ª®²°®««¥-

°» ¢ ²¥·¥¨¥ § ·¨²¥«¼®£® ¢°¥¬¥¨ ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ¢® ¬®£¨µ ®¡« -

±²¿µ ®² ¡»²®¢®© ²¥µ¨ª¨ ¤® ±¨±²¥¬ ¢®®°³¦¥¨© ¨ ¯®ª § «¨ ±¢®¾

¯°®±²®²³,  ¤¥¦®±²¼ ¨ ½´´¥ª²¨¢®±²¼. �¡³·¥¨¥ ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ¯³-

²¥¬ ª®°°¥ª¶¨¨ ¯® ®¯°¥¤¥«¥»¬ ¯° ¢¨« ¬ ´³ª¶¨© ¯°¨ ¤«¥¦®±²¨

¨±¯®«¼§³¥¬»µ ¥·¥²ª¨µ ¯¥°¥¬¥»µ.

�¥¯®±°¥¤±²¢¥®¥ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥ ² ª®£® ²¨¯  ¯°®¶¥¤³° ¯°¨ ®¡³-

·¥¨¨ ¥·¥²ª¨µ ¨¥° °µ¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ ¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¥±²¥±²¢¥-

»¬, ² ª ª ª ¯°¨¢®¤¨² ª ° §®© ´®°¬ «¨§ ¶¨¨ ®¤¨µ ¨ ²¥µ ¦¥ «¨-

£¢¨±²¨·¥±ª¨µ § ·¥¨© ¢ ° §»µ ³§« µ ¬®¤¥«¨. �®½²®¬³ ¯°¥¤« £ -

¥²±¿ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¯ ° ¬¥²°  ®¡³·¥¨¿ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¥ ´³ª¶¨¨ ¯°¨-

 ¤«¥¦®±²¨,   ¯ ° ¬¥²°» t-®°¬ ¨ t-ª®®°¬. � ¼¸¥ ² ª § ¤ · 

®¡³·¥¨¿ ¥ ±² ¢¨« ±¼. � ª ·¥±²¢¥ ±°¥¤±²¢  ¥¥ °¥¸¥¨¿ ¡»«® ¯°¥¤-

«®¦¥® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ £¥¥²¨·¥±ª¨¥  «£®°¨²¬» (±¬.,  ¯°¨¬¥°, [8]).

�«¿ ®¶¥ª¨ °¥ «¨§³¥¬®±²¨ ² ª®© ¯°®¶¥¤³°» ®¡³·¥¨¿ ¡»«  ° §-

° ¡®²   ±¨±²¥¬ , ®¯¨± ¨¥ ª®²®°®© ¯°¨¢®¤¨²±¿ ¨¦¥.

�®§¼¬¥¬ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®© t-®°¬» ±²°®£³¾  °µ¨¬¥¤®-

¢³ t-®°¬³:

H� =
�A � �B

�+ (1� �)(�A + �B � �A � �B)
; £¤¥ 0 6 � 61:

� · ±²»µ ±«³· ¿µ ¨¬¥¥¬ ¨§¢¥±²»¥ ¢ ° ¬ª µ ²¥®°¨¨ ¥·¥²ª¨µ

¬®¦¥±²¢ ´®°¬ «¨§ ¶¨¨ ®¯¥° ¶¨¨ ¯¥°¥±¥·¥¨¿:

- ¯°¨ � = 0 H0 =
�A � �B

�A + �B � �A � �B
;

- ¯°¨ � = 1 H1 = �A � �B;

- ¯°¨ � =1 H1 =

8<
:

�A; ¥±«¨ �B = 1;

�B ; ¥±«¨ �A = 1;

0; ¨ ·¥:

�«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ¢»µ®¤  ±¨±²¥¬» ¯° ¢¨« ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ±²°®£ ¿  °-

µ¨¬¥¤®¢  t-ª®®°¬ :

H�
� =

�A + �B � (2� �) � �A � �B

1� (1� �) � (�A � �B)
:
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�«¿ ¤¥´ §¨´¨ª ¶¨¨ ¢»µ®¤  ±¨±²¥¬» ¯° ¢¨« ¢®§¼¬¥¬ ¬¥²®¤  µ®-

¦¤¥¨¿ ¶¥²°  ²¿¦¥±²¨ ª®¬¯®§¨¶¨¨ t-®°¬» ¨ t-ª®®°¬»,  ¨¡®«¥¥

· ±²® ¨±¯®«¼§³¥¬»© ¨ ± ¬»© ²¨¯¨·»©.

�«¿ ¯®¨±ª  ¯ ° ¬¥²°®¢ ¯¥°¢® · «¼® ¡»« ®¯°®¡®¢  ª« ±±¨·¥-

±ª¨© £¥¥²¨·¥±ª¨©  «£®°¨²¬.

�°®¬®±®¬» { ¡¨ °»¥ ±²°®ª¨, ¯°¥¤±² ¢«¿¾¹¨¥ ¤¢®¨·»© ª®¤

¢¥¹¥±²¢¥»µ ¯ ° ¬¥²°®¢, ° §¬¥°®±²¨ 32*(R+1) (¯® ·¨±«³ ¡¨²®¢

®²¢¥· ¾¹¨µ §  ¯ ° ¬¥²°   ·¨±«® ¯° ¢¨« ¢ ±¨±²¥¬¥ ¨ ®¤¨ ¯ -

° ¬¥²° t-ª®®°¬»). �»«® °¥ «¨§®¢ ® ®¤®²®·¥·®¥ ±ª°¥¹¨¢ ¨¥,

®±² ¢«¿¾¹¥¥ ¤¢³µ ¯®²®¬ª®¢, ¨ ¬³² ¶¨¿ { ¡¨ °»© ª®¤ ±«³· ©®£®

¢¥¹¥±²¢¥®£® ·¨±« , «¥¦ ¹¥£® ¢ ®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯ ° ¬¥²° .

�³ª¶¨¿ ¯°¨£®¤®±²¨ ¢»·¨±«¿« ±¼ ª ª ±°¥¤¥ª¢ ¤° ²¨· ¿ ®¸¨¡-

ª , ®¯°¥¤¥«¿¥¬ ¿ ° ±±²®¿¨¥¬ ¬¥¦¤³ ~Y -¢»µ®¤®¬ ª®²°®««¥°  ¨ Y �-

¢»µ®¤®¬ ®¡³· ¾¹¥© ¢»¡®°ª¨:

~Y 0 =

vuut
DX
i�1

(Yi � Y �
i )

2 /D

£¤¥ D { ° §¬¥°®±²¼ ¢»¡®°ª¨.

�¤ ª®, ¯°¨ ½ª±¯¥°¨¬¥² µ ± ¯°®£° ¬¬®© ¢®§¨ª «¨ ±¨²³ ¶¨¨

¥¥ ¥¯®§¢®«¨²¥«¼® ¤®«£®© (¤® ¥±ª®«¼ª¨µ · ±®¢) ° ¡®²» ¨«¨ ¥¤®-

±²¨¦¥¨¨ ²°¥¡³¥¬®© ®¸¨¡ª¨. �«¿ ®¯²¨¬¨§ ¶¨¨ ±² ¤ °²®£® £¥¥-

²¨·¥±ª®£®  «£®°¨²¬  ¡»«® ®¯°®¡®¢ ® ³±¨«¥¨¥ ¬³² ¶¨¨ (ª ª ³¢¥-

«¨·¥¨¥ ¥¥ ¢¥°®¿²®±²¨, ² ª ¨ ° §°¥¸¥¨¥ ¬³² ¶¨¨ ¥ ¢ ®¤®¬,  

¢ ¥±ª®«¼ª¨µ £¥ µ µ°®¬®±®¬»), ¢»¦¨¢ ¨¥ ²®«¼ª® ®¤®£® ¯®²®¬ª 

±ª°¥¹¨¢ ¨¿ ¨µ ª®¬¡¨ ¶¨¨. �¤ ª® ½²® ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¥ ¯®¢«¨¿«®

  ¥£® ±µ®¤¨¬®±²¼ (¥ª®²®°»¥ °¥§³«¼² ²» ½ª±¯¥°¨¬¥²®¢ ¯°¨¢¥¤¥»

¢ ² ¡«¨¶¥ 2).

�«¿ ¯°¥®¤®«¥¨¿ ³ª § »µ ²°³¤®±²¥© ¡»«® ¯°¥¤¯°¨¿²® ¨§¬¥-

¥¨¥ ± ¬®£® ¯°¨¶¨¯  ª®¤¨°®¢ ¨¿ ¤ »µ. �±¯®«¼§®¢ «®±¼ ª®¤¨-

°®¢ ¨¥, ®²° ¦ ¾¹¥¥ ±²°³ª²³°³ ¯°®±²° ±²¢  ¯®¨±ª  { ¯°¥¤±² ¢«¥-

¨¥ µ°®¬®±®¬», ª ª ¬ ±±¨¢  ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥« ° §¬¥°®±²¨ R+1

(¯ ° ¬¥²°» t-®°¬» ª ¦¤®£® ¯° ¢¨«  ¨ ¯ ° ¬¥²° t-ª®®°¬»). �²®

¯®¢«¥ª«® §  ±®¡®© ¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ° §° ¡®² ²¼ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ®¯¥-

° ²®°» °¥ª®¬¡¨ ¶¨¨.

�³² ¶¨¿ ¡»«  °¥ «¨§®¢   ª ª ¯®«³·¥¨¥ ±«³· ©®£® ·¨±«  ¯°¨-

 ¤«¥¦ ¹¥£® ®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¯ ° ¬¥²°  � (®² 0 ¤®1). �¥°®¿²-

®±²¼ ¬³² ¶¨¨ ¯°®±·¨²»¢ « ±¼ ¤«¿ ª ¦¤®© µ°®¬®±®¬» ¯®¯³«¿¶¨¨.
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�¨±«® ¯®-

ª®«¥¨©

�¨±«® § ¯³±-

ª®¢  «£®°¨²¬ 

�°¥¤¿¿ ¬¨¨¬ «¼ ¿ ®¸¨¡ª  ¯®-

±«¥¤¥£® ¯®ª®«¥¨¿

�« ±±¨·¥±ª¨©

 «£®°¨²¬

�®¤¨´¨¶¨°®¢ »©

 «£®°¨²¬

3000 5 - 0,00000000005

2000 5 - 0,0000000001

1000 10 0,000009412333 0,0000000042

500 10 0,00007227655 0,0000059195

200 10 0,000136715 0,0000554

100 10 0,00014429 0,0001553

� ¡«¨¶  1.

� ª ·¥±²¢¥   «®£  ±ª°¥¹¨¢ ¨¿ ¨±¯®«¼§®¢ «±¿ ®¢»© ®¯¥° ²®°

{ À¯®·ª®¢ ¨¥Á, ¢ª«¾· ¾¹¨© ¢ ±¥¡¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ½² ¯»:

� ¢»¡®° ±«³· ©®£® ·¨±«  ¡«¨§ª®£® ª £¥³ À°®¤¨²¥«¼±ª®©Á µ°®-

¬®±®¬» (®ª®«® 10% ®² ¢¥«¨·¨» ± ¬®£® ·¨±« );

� ¯®¢²®°¥¨¥ ¯¥°¢®£® ¸ £  ¤«¿ ª ¦¤®£® £¥  µ°®¬®±®¬».

� ¯°®£° ¬¬®© °¥ «¨§ ¶¨¨ ½²®² ®¯¥° ²®° ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®©

¤®¡ ¢«¥¨¥ ª £¥³ ®°¬ «¼® ° ±¯°¥¤¥«¥®©, ¡«¨§ª®© ª ³«¾ ±«³-

· ©®© ¢¥«¨·¨» (¯®«®¦¨²¥«¼®© ¨«¨ ®²°¨¶ ²¥«¼®©). �¯° ¢«¥¨¥

À¬ ±¸² ¡®¬Á ®±³¹¥±²¢«¿«®±¼ ¨§¬¥¥¨¥¬ ¤¨±¯¥°±¨¨ ½²®£® ±«³· ©-

®£® ·¨±« . �¥°®¿²®±²¼ ¯®·ª®¢ ¨¿ ² ª¦¥ ¯°®±·¨²»¢ « ±¼ ¤«¿ ª -

¦¤®© µ°®¬®±®¬» ¯®¯³«¿¶¨¨.

� ª ·¥±²¢¥ ®¯¥° ²®°  ®²¡®°  ¨±¯®«¼§®¢ «±¿ ¯°®±²®© (¥ ½«¨²-

»©) ¯°®¯®°¶¨® «¼»© ®²¡®° ¯® ´³ª¶¨¨ ª ·¥±²¢ .

�ª°³¯¥ ¿ ±µ¥¬  ¯°®£° ¬¬» ¢»£«¿¤¨² ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

�¨¶¨ «¨§ ¶¨¿:

�  ½²®¬ ½² ¯¥ ° ¡®²»  «£®°¨²¬  ¨¨¶¨ «¨§¨°³¥²±¿ ±«³· ©»©

 ¡®° µ°®¬®±®¬. �¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ·¥±²¢® ª ¦¤®© µ°®¬®±®¬», ¢ ±®®²-

¢¥²±²¢¨¨ ± ª®²®°»¬ µ°®¬®±®¬» ° ¦¨°³¾²±¿.

� £:

� ®¢®¬ ¯®ª®«¥¨¨ ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ ¢®±¯°®¨§¢¥¤¥¨¿, ° ±±·¨² -

®© ®¯¥° ²®°®¬ ®²¡®° , ¢®±¯°®¨§¢®¤¿²±¿ ¤³¡«¨ª ²» «³·¸¨µ µ°®¬®-
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±®¬ ¨ £¥¥°¨°³¾²±¿ µ°®¬®±®¬», ¯®«³·¥»¥ ¯®·ª®¢ ¨¥¬ ¨ ¬³² ¶¨-

¥©.

�°®¢¥°¿¥²±¿ Àª ·¥±²¢¥®±²¼Á { ¬¨¨¬ «¼ ¿ ±°¥¤¥ª¢ ¤° ²¨·-

 ¿ ®¸¨¡ª  µ°®¬®±®¬» { ¤«¿ ª ¦¤®© µ°®¬®±®¬» ¯®¯³«¿¶¨¨.

�²¬¨° ¾² À¥¯°¨±¯®±®¡«¥»¥Á ¨¤¨¢¨¤³³¬» ¯®¯³«¿¶¨¨.

�±«¨ ª ·¥±²¢® «³·¸¥© µ°®¬®±®¬» ¯®¯³«¿¶¨¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² § -

¯°®± ¬ § ¤ ·¨, ²® «³·¸ ¿ µ°®¬®±®¬  ¨ ¿¢«¿¥²±¿ °¥¸¥¨¥¬ § ¤ ·¨ {

£¥» ¥¥ ±®±² ¢«¿¾¹¨¥ ¿¢«¿¾²±¿ ¯ ° ¬¥²° ¬¨ ¨±ª®¬®© t-®°¬».

� ·¥ ¸ £  «£®°¨²¬  ¯®¢²®°¿¥²±¿.

�² ª, § ¤ ·³ ¢»¡®°   ¤¥ª¢ ²»µ ��� ¯°¨ ¢»¯®«¥¨¨ ®¯¨± -

»µ ¢»¸¥ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨© ³¤ «®±¼ ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ¢ ²¥°¬¨ µ £¥-

¥²¨·¥±ª¨µ  «£®°¨²¬®¢ ¨ ¯°¥¤«®¦¨²¼ ¥¥ ½´´¥ª²¨¢®¥ °¥¸¥¨¥, ¤®-

¢¥¤¥®¥ ¤® ³°®¢¿ ª®¬¯¼¾²¥°®© °¥ «¨§ ¶¨¨.

�»¡®°  ¤¥ª¢ ²®£® ��� ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¢»£«¿¤¨² ±«¥¤³¾¹¨¬

®¡° §®¬.

�°¨  · «¼®© ¨¨¶¨ «¨§ ¶¨¨ ±¨±²¥¬» ¤«¿ ª ¦¤®© ¥ ª®¶¥¢®©

¢¥°¸¨» dj ¤¥°¥¢ -¬®¤¥«¨   ®±®¢¥ ¨´®°¬ ¶¨¨ I
(1)
j ´®°¬¨°³¥²±¿

² ¡«¨¶  ¢¨¤  ² ¡«¨¶» 1.

�®«³·¥ ¿ ² ¡«¨¶  ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ª ª ®¡³· ¾¹ ¿ ¢»¡®°ª .

�°¥¤«®¦¥»¬ ¬¥²®¤®¬ ¢»¡¨° ¾²±¿ ¯ ° ¬¥²°» t-®°¬».

�® ¢°¥¬¿ ° ¡®²» ± ±¨±²¥¬®© ¢±¥ ¨§¬¥¥¨¿ § ·¥¨© ¢¥°¸¨»

dj ¨ ¯®¤·¨¥»µ ¥© ¢¥°¸¨, ¥ ¯°¨¢®¤¿¹¨¥ ª ¢®§¨ª®¢¥¨¾ ª®-

´«¨ª²®© ±¨²³ ¶¨¨, § ®±¿²±¿ ¢ ² ¡«¨¶³. �®«³·¥»¥   ¤ ®¬ ¸ -

£¥ § ¯¨±¨ ² ¡«¨¶» ®¡° §³¾² I
(2)
j .

� ±«³· ¥ ¢®§¨ª®¢¥¨¿ ª®´«¨ª²  ¯¥°¥µ®¤¨¬ ª ¸ £³ 2.

3.4. �¡³·¥¨¥   ®±®¢¥ ¥©°®»µ ±¥²¥©

�¡³·¥¨¥   ®±®¢¥ ¥©°®»µ ±¥²¥©, ² ª ¦¥ ª ª ¨ ®¡³·¥¨¥  

®±®¢¥ £¥¥²¨·¥±ª¨µ  «£®°¨²¬®¢, ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¤«¿ ¥·¥²ª®© ¬®¤¥«¨

¢»¡®°  ®¯¥° ²®°®¢  £°¥£¨°®¢ ¨¿ ¨´®°¬ ¶¨¨. �²«¨·¨¥ ¢ ¯°¨¬¥-

¨¬®±²¨ ½²¨µ ¯®¤µ®¤®¢ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¤«¿ ¤ ®£® ¯®¤µ®¤  ¥

²°¥¡³¥²±¿ ¢»¯®«¥¨¿ ±¢®©±²¢ ¬®®²®®±²¨, ª®¬¬³² ²¨¢®±²¨ ¨

 ±±®¶¨ ²¨¢®±²¨ ®¯¥° ²®°   £°¥£¨°®¢ ¨¿ ¨´®°¬ ¶¨¨.

�¤¥±¼ ² ª¦¥, ª ª ¨ ¢ ° ¬ª µ ¥·¥²ª®£® ¯®¤µ®¤ , ¯°¥¤¯®« £ -

¥²±¿, ·²® ¨§¢¥±²» § ·¥¨¿ ôj   ¥ª®²®°»µ  ¡®° µ § ·¥¨©
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(dj1 ; dj2 ; : : : ; djN0
). �²  ¨´®°¬ ¶¨¿ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ «®£¨·¥-

±ª¨µ ¢»±ª §»¢ ¨© ¢¨¤  À�±«¨ dj1 = ak1j1 ¨ dj2 = ak2j2 ¨ ... ¨ djN0
=

a
k
N0

jN0

, ²® dj0 = ôj0(a
k1
j1
, ak2j2 , ... a

k
N0

jN0

)Á ¤«¿ ¢±¥µ ¨§¢¥±²»µ  ¡®°®¢

(dj1 ; dj2 ; : : : ; djN0
).

� ¤ ·³ ¢»¡®°   ¤¥ª¢ ²®£® ��� ¬®¦® ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ª ª § -

¤ ·³ ¥£® ° ±¯®§ ¢ ¨¿.

�³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ®¡º¥ª² ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ª®¥·»¬  ¡®°®¬ ¯°¨-

§ ª®¢ A = fA1; : : : ; Ang. � ¦¤®¬³ ¯°¨§ ª³ Ai ±² ¢¨²±¿ ¢ ±®-

®²¢¥²±²¢¨¥ ¬®¦¥±²¢® Ui ¥£® À´¨§¨·¥±ª¨µÁ § ·¥¨© ¨ ¬®¦¥±²¢®

fa1i; : : : ; aniig «¨£¢¨±²¨·¥±ª¨µ § ·¥¨© (1 6 i 6 n). � ¦¤®¬³ ² ª®-

¬³ «¨£¢¨±²¨·¥±ª®¬³ § ·¥¨¾ aji ±² ¢¨²±¿ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ´³ª¶¨¿

¯°¨ ¤«¥¦®±²¨ �aji(ui) ¢ ³¨¢¥°± «¼®¬ ¬®¦¥±²¢¥ Ui (1 6 j 6 ni).

�³±²¼, ª°®¬¥ ½²®£®, ¥±²¼ K ª« ±±®¢ Ck; k 2 f1 : : : Kg. �´®°¬ ¶¨¿

® ª« ±± µ ¢ ²¥°¬¨®«®£¨¨ [2] § ¤   ¢ ¢¨¤¥ ±®¢®ª³¯®±²¨ r ¯° ¢¨«:

�±«¨ A1 = a1i11 ¨ A2 = a1i22 ¨ : : : ¨ An = a1inn;

²® �C1
(O) = �11 ¨ : : : ¨ �Ck(O) = �1K

�±«¨ A1 = a2i11 ¨ A2 = a2i22 ¨ : : : ¨ An = a2inn;

²® �C1
(O) = �21 ¨ : : : ¨ �Ck(O) = �2K

...

�±«¨ A1 = ari11 ¨ A2 = ari22 ¨ : : : ¨ An = arinn;

²® �C1
(O) = �r1 ¨ : : : ¨ �Ck(O) = �rK

9>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>;

(13)

£¤¥ ®¡º¥ª² O (¯° ¢ ¿ · ±²¼ ¯° ¢¨«) ¨¬¥¥² § ·¥¨¿ ¯°¨§ ª®¢, ¯¥-

°¥·¨±«¥»µ ¢ «¥¢®© · ±²¨ ¯° ¢¨«.

�  ¢µ®¤ ª« ±±¨´¨ª ²®°  ¯®¤ ¥²±¿ ¢¥ª²®° ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«

u� = (u1; : : : ; uN ) (À´¨§¨·¥±ª¨¥Á § ·¥¨¿ ¯°¨§ ª®¢ ®¡º¥ª² ). �»-

µ®¤®¬ ¿¢«¿¥²±¿ ¢¥ª²®° M� = (M1; : : : ;MK), ®¯¨±»¢ ¾¹¨© ¯°¨ ¤-

«¥¦®±²¼ ®¡º¥ª²  ª« ±± ¬ C1 : : : CK .

�«¿ °¥¸¥¨¿ ¤ ®© § ¤ ·¨ ¨±¯®«¼§®¢ « ±¼ ±«¥¤³¾¹ ¿ ¥©°® ¿

±¥²¼ (°¨±. 1).

�µ®¤®© ±«®© ±®±²®¨² ¨§ jXj1 j � jXj2 j � � � � � jXjN0
j ¥©°®®¢ (²®

¥±²¼ ª ¦¤®¬³ ¢®§¬®¦®¬³ § ·¥¨¾ ¯®¤·¨¥®© ¢¥°¸¨» ±®®²¢¥²-

±²¢³¥² ®¤¨ ¥©°® ±«®¿). �¥©°®» ¢® ¢²®°®¬ ±«®¥ ±®®²¢¥²±²¢³¾²

·¥²ª¨¬ ¯° ¢¨« ¬, § ¤ ¢ ¥¬»¬ ½ª±¯¥°²®¬, ²® ¥±²¼ ² ª¨¬ ¯° ¢¨« ¬,
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�¨±. 1.

ª®²®°»¥ ®¤®§ ·® ®²®±¿² ®¡º¥ª² ª ²®¬³ ¨«¨ ¨®¬³ ª« ±±³. �²¨

¯° ¢¨«  ±®®²¢¥²±²¢³¾² ±²°®ª ¬ ² ¡«¨¶» 1. �¥©°®» ¢ ²°¥²¼¥¬ ±«®¥

±®®²¢¥²±²¢³¾² § ·¥¨¿¬ ¯°¨§ ª  ¢ ¢¥°¸¨¥ dj0 . �±¥ ¥©°®» ¯¥°-

¢®£® ±«®¿ ±®¥¤¨¥» ± ¥©°® ¬¨ ¢²®°®£® ±«®¿, ¨ ¢±¥ ¥©°®» ¢²®-

°®£® ±«®¿ { ± ¥©°® ¬¨ ²°¥²¼¥£® ±«®¿.

� · «¼»¥ ¢¥±  § ¤ ¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �¥©°®» ¯¥°¢®£®

±«®¿ ±®¥¤¨¿¾²±¿ ± ¥©°® ¬¨ ¢® ¢²®°®¬ ±«®¥ ¢¥±®¬ ° ¢»¬ ¥¤¨-

¨¶¥, ¥±«¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ¯° ¢¨«® ±®¤¥°¦¨² ¢ ±¥¡¥ ½²® § ·¥¨¥

¢µ®¤ . �® ¦¥ ± ¬®¥ ¢¥°® ¨ ¤«¿ ¢¥±®¢ ¨¤³¹¨µ ª ¯®±«¥¤¥¬³ ±«®¾: ¥±«¨

¯° ¢¨«® ®²®±¨² ®¡º¥ª² ª ²®¬³ ¨«¨ ¨®¬³ § ·¥¨¾ ¯°¨§ ª  ¢ ¢¥°-

¸¨¥ dj0 , ²® ¢¥± ¬¥¦¤³ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬¨ ¥©°® ¬¨ ¡³¤¥² ° ¢¥

¥¤¨¨¶¥. �±² ¢¸¨¥±¿ ¢¥±  ¨¨¶¨ «¨§¨°³¾²±¿ ¬ «¥¼ª¨¬¨ ·¨±« ¬¨

¯®°¿¤ª  0.1 (½²® ¥®¡µ®¤¨¬®, ¤«¿ ²®£® ·²®¡» ³ ¨µ ¡»«  ¢®§¬®¦-

®±²¼ ®¡³· ²¼±¿).

�³ª¶¨®¨°®¢ ¨¥ ¯°®¨±µ®¤¨² ¯® ±«¥¤³¾¹¨¬ ¯° ¢¨« ¬. �«¿ ª -

¦¤®© ¢µ®¤®© ¯¥°¥¬¥®© ¢»·¨±«¿¥²±¿ ±²¥¯¥¼ ¯°¨ ¤«¥¦®±²¨ ¥¥

´¨§¨·¥±ª®£® § ·¥¨¿ ª ¬®¦¥±²¢ ¬ § ·¥¨© ¯°¨§ ª  (½²® § -

·¥¨¥ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ´³ª¶¨¨ ¯°¨ ¤«¥¦®±²¨). �²¨ ·¨±«  ¯®-

¤ ¾²±¿   ¢µ®¤ ¯¥°¢®£® ±«®¿. �¥©°®» ¢® ¢²®°®¬ ¨ ²°¥²¼¥¬ ±«®¿µ

¢»·¨±«¿¾² ¢»µ®¤ ¯® ´®°¬³«¥
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Outk = f(

rX
i=1

wk
i Ini);

£¤¥ f(x) = 2=(1 + e�2x)� 1 { ( ª²¨¢ ¶¨® ¿ ´³ª¶¨¿ ¥©°® ), k {

®¬¥° ¥©°®  ¢ ±«®¥, Outk { ¢»µ®¤ k ¥©°® , i { ®¬¥° ¥©°®  ¢

¯°¥¤¸¥±²¢³¾¹¥¬ ±«®¥, wk
i { ¢¥± ±¢¿§¨ ®² ¥©°®  ± ®¬¥°®¬ i ¢ ¯°¥¤-

¸¥±²¢³¾¹¥¬ ±«®¥ ª ¥©°®³ ± ®¬¥°®¬ k. Ini { ±¨£ « ®² i ¥©°® 

¢ ¯°¥¤¸¥±²¢³¾¹¥¬ ±«®¥.

� · «¼ ¿ ®¡³· ¾¹ ¿ ¢»¡®°ª  ±®±²®¨² ¨§ ¯° ¢¨«, § ¤ ¢ ¥¬»¥

½ª±¯¥°²®¬ (  «®£ ² ¡«¨¶» 1). �  ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®©  ¡®° t ¯ °

Tk = (Ik; Ok)(1 6 k 6 t);

£¤¥ t { ¬®¹®±²¼ ®¡³· ¾¹¥© ¢»¡®°ª¨;

Ik { ¢¥ª²®° ¤«¨» jXj1 j�jXj2 j�� � ��jXjN0
j, ±®¤¥°¦ ¹¨© N0 ¥¤¨¨¶,

±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ § ·¥¨¿¬ ¯°¨§ ª®¢ ¯®¤·¨¥»µ ¢¥°¸¨ (®¤ 

¥¤¨¨¶  ¢ ®¤®© ¨§ ¯®§¨¶¨© ± ®¬¥°®¬ ®² 1 ¤® jXj1 j, ®¤  ¥¤¨¨¶  ¢

®¤®© ¨§ ¯®§¨¶¨© ± ®¬¥°®¬ ®² jXj1 j+ 1 ¤® jXj2 j ¨ ².¤.);

Ok { ¢¥ª²®° ¤«¨» jXj0 j, ±®¤¥°¦ ¹¨© ®¤³ ¥¤¨¨¶³, ±®®²¢¥²±²¢³-

¾¹³¾ § ·¥¨¾ ¯°¨§ ª  ¢ ¢¥°¸¨¥ dj0 .

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ±²°³ª²³°  ±¥²¨ ¨  · «¼®© ®¡³· ¾¹¥© ¢»¡®°-

ª¨ ¬®¤¥«¨°³¥² ±¨²³ ¶¨¾, ¢ ª®²®°®© ¬®¦¥±²¢  § ·¥¨© ¢µ®¤»µ

¯¥°¥¬¥»µ ®¯°¥¤¥«¥» ·¥²ª®.

�°®¶¥¤³°  ®¡³·¥¨¿ ¥©°®®© ±¥²¨ ¢»£«¿¤¨² ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° -

§®¬.

1) �»¡¨° ¥²±¿ ¢¥ª²®° Tk ¨§ ®¡³· ¾¹¥© ¢»¡®°ª¨ (1 6 k 6 t) ¨

¯®¤ ¥²±¿   ¢µ®¤ ¯¥°¢®£® ±«®¿;

2) �® ®¯¨± »¬ ¢»¸¥ ¯° ¢¨« ¬ ¢»·¨±«¿¾²±¿ ¢»µ®¤ ¢²®°®-

£® ±«®¿ O2 = (Out21;Out
2
2; : : : ;Out

2
t ) ¨ ¢»µ®¤ ±¥²¨ O3 =

(Out31; : : : ;Out
3
jXj0

j
);

3) �»·¨±«¿¥²±¿ ¢¥ª²®° ®¸¨¡®ª E3 =
�
e31; : : : ; e

3
jXj0

j

�
, £¤¥ e3i =

Ok
i �Out3i , (1 6 i 6 jXj0 j);

4) �»·¨±«¿¥²±¿ ¢¥ª²®° �3 = (�31 ; : : : ; �
3
jXj0

j
), £¤¥ �3i =

df
dx
(Out3i )e

3
i =

(Out3i + 1)(1 �Out3i )e
3
i ; (1 6 i 6 jXj0 j);
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5) �»·¨±«¿¥²±¿ ¢¥ª²®° ®¸¨¡®ª ¢²®°®£® ±«®¿ E2 = (e21; : : : ; e
2
t ), £¤¥

e2i =
jXj0

jP
k=1

wk
2ie

3
k = E3W2; w

k
2i { ¢¥± ±¢¿§¨ ®² i-¥©°®  ¢® ¢²®°®¬

±«®¥ ª k-¥©°®³ ¢ ²°¥²¼¥¬ ±«®¥; W2 { ¬ ²°¨¶  ¢¥±®¢ ¢²®°®£®

±«®¿ (½«¥¬¥² ¬¨ ¥¥ ¿¢«¿¾²±¿ wk
2i); (1 6 i 6 t);

6) �»·¨±«¿¥²±¿ ¢¥ª²®° �2 = (�21 ; : : : ; �
2
t ), £¤¥ �

2
i = df

dx
(Out2i )e

2
i =

(Out2i + 1)(1 �Out2i )e
2
i ; (1 6 i 6 t);

7) �¥±  ±¥²¨ ª®°°¥ª²¨°³¾²±¿ ¯® ´®°¬³«¥ w
j
p�1;i(n + 1) =

w
j
p�1;i(n) + S�

p
j�, (p 2 f2; 3g), £¤¥ w

j
pi { ¢¥± ±¢¿§¨ ®² ¥©°® 

± ®¬¥°®¬ i ¢ p-±«®¥ ª ¥©°®³ ± ®¬¥°®¬ j ¢ ±«®¥ ± ®¬¥°®¬

p + 1, S { ±¨£ « ¯°®µ®¤¨¢¸¨© ¯® ½²®© ±¢¿§¨ (¤«¿ ¥©°®®¢

¢²®°®£® ±«®¿ ½²® ¢µ®¤®© ±¨£ « { ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ½«¥¬¥²

¢¥ª²®°  Ik); � { ª®½´´¨¶¨¥² ±ª®°®±²¨ ®¡³·¥¨¿ (ª®±² ² 

®² 0.1 ¤® 1).

�¡³·¥¨¥ ¯°®¨±µ®¤¨² ¤® ²¥µ ¯®°, ¯®ª  ±°¥¤¥ª¢ ¤° ²¨· ¿ ®¸¨¡-

ª  ¯® ¢±¥¬ ½«¥¬¥² ¬ ¢»¡®°ª¨ ¥ ±² ¥² ¬¥¼¸¥ § ° ¥¥ § ¤ ®©

¢¥«¨·¨»

�»¡®°  ¤¥ª¢ ²®£® ��� ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¢»£«¿¤¨² ±«¥¤³¾¹¨¬

®¡° §®¬.

1) �°¨  · «¼®© ¨¨¶¨ «¨§ ¶¨¨ ±¨±²¥¬» ¤«¿ ª ¦¤®© ¥ ª®¶¥-

¢®© ¢¥°¸¨» dj ¤¥°¥¢ -¬®¤¥«¨   ®±®¢¥ ¨´®°¬ ¶¨¨ I
(1)
j ´®°-

¬¨°³¥²±¿ ®¡³· ¾¹ ¿ ¢»¡®°ª  T
j
k = (I

j
k; O

j
k), (1 6 k 6 tj).

2) �¯¨± »¬ ¬¥²®¤®¬ ¯°®¢®¤¨²±¿ ®¡³·¥¨¥ ±¥²¨.

3) �® ¢°¥¬¿ ° ¡®²» ± ±¨±²¥¬®© ¢±¥ ¨§¬¥¥¨¿ § ·¥¨© ¢¥°¸¨»

dj ¨ ¯®¤·¨¥»µ ¥© ¢¥°¸¨, ¥ ¯°¨¢®¤¿¹¨¥ ª ¢®§¨ª®¢¥¨¾

ª®´«¨ª²®© ±¨²³ ¶¨¨, § ®±¿²±¿ ¢ ² ¡«¨¶³. �®«³·¥»¥  

¤ ®¬ ¸ £¥ § ¯¨±¨ ² ¡«¨¶» ®¡° §³¾² I
(2)
j .

4) � ±«³· ¥ ¢®§¨ª®¢¥¨¿ ª®´«¨ª²  ¨§ I
(2)
j ´®°¬¨°³¥²±¿ ®¢ ¿

®¡³· ¾¹ ¿ ¢»¡®°ª  ¨ ¯®¢²®°¿¥²±¿ ¸ £ 2.
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