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1. �¢¥¤¥¨¥

� ° ¡®² µ [1] ¨ [2] ¯°¥¤±² ¢«¥ ¯ ° ««¥«¼»©  «£®°¨²¬ ¢»·¨-

±«¥¨¿ ¡³«¥¢®© ´³ª¶¨¨   ¥±ª®«¼ª¨µ ¥§ ¢¨±¨¬»µ  ¡®° µ, ª®²®-

°»© ¬®¦¥² ¡»²¼ ¨²¥°¯°¥²¨°®¢  ª ª  «£®°¨²¬ ¯ ° ««¥«¼®£® ¨§-

¢«¥·¥¨¿ ¨´®°¬ ¶¨¨ ¨§ ¡ §» ¤ »µ ¯® ¥±ª®«¼ª¨¬ ¥§ ¢¨±¨¬»¬

 ¤°¥± ¬. �±±«¥¤®¢  ±«³· © ¬ ª±¨¬ «¼®£® ° ±¯ ° ««¥«¨¢ ¨¿  «£®-

°¨²¬®¢ ¯°¨ ¯®«¨®¬¨ «¼® ®£° ¨·¥®¬ ª®«¨·¥±²¢¥ ¯°®¶¥±±®°®¢.

�« ¢»¬ ®£° ¨·¥¨¥¬ ¿¢«¿¥²±¿ ¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ±·¨²»¢ ¨¿ ¢±¥µ § -

¯° ¸¨¢ ¥¬»µ ¡¨² §  ®¤® ®¡° ¹¥¨¥ ª ¢¥¸¥¬³ ®±¨²¥«¾. �²®

®£° ¨·¥¨¥ ±¢¿§ ® ± ²¥¬, ·²® ±ª®°®±²¼ ±·¨²»¢ ¨¿ ¨´®°¬ ¶¨¨

± «¾¡®£® ®±¨²¥«¿ ±³¹¥±²¢¥® ¨¦¥ ±ª®°®±²¨ ° ¡®²» ¯°®¶¥±±®° .

�®½²®¬³ ®¡¹¥¥ ¢°¥¬¿ ¤®±²³¯  ª ¡ §¥ ¤ »µ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¬¨¨¬ «¼-

® ¯°¨ ®¤®¬ ®¡° ¹¥¨¨ ª ¢¥¸¥¬³ ®±¨²¥«¾, µ®²¿ ½²® ¨ ¯®²°¥¡³¥²

¤®¯®«¨²¥«¼»µ ¢»·¨±«¥¨©.

�·¥¢¨¤®, ·²® ¯°¨ µ° ¥¨¨ ¡ §» ¤ »µ   ®¤®¬ ®±¨²¥«¥ ¨§-

¢«¥·¥¨¥ ¥±ª®«¼ª¨µ ¯°®¨§¢®«¼»µ ¡¨² ¨´®°¬ ¶¨¨ §  ®¤® ®¡° ¹¥-

¨¥ ¥¢®§¬®¦®. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¥®¡µ®¤¨¬® ° §¡¨²¼ ¡³«¥¢³ ´³ª-

¶¨¾   · ±²¨, ª ¦¤ ¿ ¨§ ª®²®°»µ ¡³¤¥² µ° ¨²¼±¿   ±¢®¥¬ ®-

±¨²¥«¥ ¨ ®¡±«³¦¨¢ ²¼±¿ ®²¤¥«¼»¬ ¯°®¶¥±±®°®¬. �¤ ª®, ¯°®±²®¥

° §¡¨¥¨¥ ¥ °¥¸¨² § ¤ ·¨, ² ª ª ª ¬®¦¥² ¯®²°¥¡®¢ ²¼±¿ ¨§¢«¥·¼
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¥±ª®«¼ª® ¡¨² ¨§ ®¤®© · ±²¨, ·²® ¯°¨¢¥¤¥² ª  °³¸¥¨¾ £« ¢®£®

®£° ¨·¥¨¿  «£®°¨²¬ . �®½²®¬³ ¢ [1] ¨ 2 ¡»«¨ ¢¢¥¤¥» ¤®¯®«¨-

²¥«¼»µ ¡³«¥¢» ´³ª¶¨©, ° ±¸¨°¿¾¹¨¥ ¡ §³ ¤ »µ.

�»§»¢ ¥² ¨²¥°¥± § ¤ ·  ª°¨¯²®£° ´¨·¥±ª®© § ¹¨²» ¡ §» ¤ -

»µ ¯°¨ ±®¡«¾¤¥¨¨ ¢±¥µ ®¯¨± »µ ¢»¸¥ ®£° ¨·¥¨©. �°®¬¥ ²®£®,

¨²¥°¥±¥ ±«³· © ¯ ° ««¥«¼®£® ¢»·¨±«¥¨¿ ±° §³ ¥±ª®«¼ª¨µ ¡³«¥-

¢»µ ´³ª¶¨©   ¥§ ¢¨±¨¬»µ  ¡®° µ ¨ ¢®§¬®¦®±²¼ ª°¨¯²®£° ´¨-

·¥±ª®© § ¹¨²» ² ª®© ¡ §» ¤ »µ. �®«¼¸®¥ ¯° ª²¨·¥±ª®¥ § ·¥¨¥

¨¬¥¥² § ¤ ·  ¬¨¨¬¨§ ¶¨¨ ·¨±«  ¯°®¶¥±±®°®¢ ¯°¨ ±®¡«¾¤¥¨¨ £« ¢-

®£® ®£° ¨·¥¨¿  «£®°¨²¬®¢. �±¥ ³ª § »¥ § ¤ ·¨ ¡»«¨ ° ±±¬®-

²°¥» ¢ ¤ ®© ° ¡®²¥.

2. �±®¢»¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¨ ¨§¢¥±²»¥ ° ¥¥

°¥§³«¼² ²»

� ±±¬®²°¨¬ ±¯¥¶¨ «¼³¾ ¯ ° ««¥«¼³¾ ¬®¤¥«¼, ®¯¨±»¢ ¾¹³¾

¥ª®²®°³¾  ¡±²° ª²³¾ ¡ §³ ¤ »µ. �³±²¼ ¢±¿ µ° ¨¬ ¿ ¨´®°¬ -

¶¨¿ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥  ¢ ¢¨¤¥ ² ¡«¨¶ ¤«¿ ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨©

n ¯¥°¥¬¥»µ f(x1; x2; :::; xn). �®«¥¥ ²®·®, ¡ §  ¤ »µ ½²®  ¡®°

¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨© °¥ «¨§®¢ »µ ² ¡«¨¶ ¬¨, ¯°¨·¥¬ ¢µ®¤»¥ ¯®±«¥-

¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¤«¿ ª ¦¤®© ´³ª¶¨¨ ½²® ¥ª®²®° ¿ ´¨ª±¨°®¢  ¿

®¡« ±²¼ ¢ ¯ ¬¿²¨. �°®¶¥±±®°» ¬®£³² ° §«¨· ²¼ ¨¤¥ª±» ½²¨µ ¡³-

«¥¢»µ ´³ª¶¨© ¨ ¯®«³· ²¼ § ·¥¨¥ ´³ª¶¨¨ (®¤¨ ¡¨²)   ¢»µ®-

¤¥. �°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, ª ¦¤»©  ¡®° § ·¥¨© ¯¥°¥¬¥»µ ¿¢«¿¥²±¿

 ¤°¥±®¬, ¯® ª®²®°®¬³ µ° ¨²±¿ ®¤¨ ¡¨² ¨´®°¬ ¶¨¨. �®¤ ¤®±²³-

¯®¬ ª ¡ §¥ ¤ »µ ¯®¨¬ ¥²±¿ ±·¨²»¢ ¨¥ ¨´®°¬ ¶¨¨ ± ¢¥¸¥£®

®±¨²¥«¿ ¯® ®¯°¥¤¥«¥»¬  ¤°¥± ¬, ·²® ´ ª²¨·¥±ª¨ ®§ · ¥² ¢»-

·¨±«¥¨¥ ¡³«¥¢®© ´³ª¶¨¨   § ¤ »µ  ¡®° µ ¯¥°¥¬¥»µ. �²¬¥-

²¨¬, ·²® ¯®¤ ¯°®¶¥±±®°®¬ ¢ ² ª®© ¬®¤¥«¨ ¯®¨¬ ¥²±¿ ¡³«¥¢  ±µ¥¬ 

¯®±²®¿®£® ° §¬¥° , ª®²®° ¿ ¬®¦¥² ¢»¯®«¿²¼ § ¯°®±» ª ¢¥¸¥©

¯ ¬¿²¨ (²® ¥±²¼ ¡ §¥ ¤ »µ), § ²° ·¨¢ ¿ ±¯¥¶¨ «¼®¥ ¢°¥¬¿, ®¡®-

§ ·¥®¥ extime.

�¯¨¸¥¬ ¥ª®²®°»¥ ¯°¥¤¢ °¨²¥«¼»¥ °¥§³«¼² ²» ¨§ [1, 2], ³·¨-

²»¢ ¿, ·²® ±«®¦®±²¼ ¢±¥µ  «£®°¨²¬®¢ ®¶¥¨¢ ¥²±¿ ¯® ²°¥¬ ¯ ° ¬¥-

²° ¬:
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ptime { ¢°¥¬¿ ¨§¢«¥·¥¨¿ ¨´®°¬ ¶¨¨ ¨§ ¡ §» ¤ »µ;

bp { ª®«¨·¥±²¢® ¯°®¶¥±±®°®¢;

mem { ° §¬¥° ¡ §» ¤ »µ.

�³±²¼ GF (q) { ¯®«¥ � «³  ° §¬¥°®±²¨ q = 2k, (k > 0). � ±-

±¬®²°¨¬ ¬®¦¥±²¢® GF (q)4 ª ª ·¥²»°¥µ¬¥°®¥ «¨¥©®¥ ¯°®±²° -

±²¢®. �¥°¥§ l(A; u) ®¡®§ ·¨¬ ¯°¿¬³¾, ¯°®µ®¤¿¹ ¿ ·¥°¥§ ²®·ª³ A

¯ ° ««¥«¼® ¢¥ª²®°³ ~h = (1; u; u2; u3). �±«¨ U ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤¬®¦¥-

±²¢®¬ GF (q) ° §¬¥°®±²¨ r3, ²® ·¥°¥§ SL4(U) ®¡®§ ·¨¬ ¬®¦¥-

±²¢® ¢±¥µ ¯°¿¬»µ l(A; u) ² ª¨µ, ·²® A 2 GF (q)4 ¨ u 2 U . �°®-

¬¥ ²®£®, ®¯°¥¤¥«¨¬  ¡®° ²®·¥ª l#(A; u) = l(A; u)nA. � ° ¡®²¥ [2]

®¯¨±   «£®°¨²¬ A, ª®²®°»© ¤«¿ «¾¡®© ¢µ®¤®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®-

±²¨ A1; A2; : : : ; Ar, £¤¥ Ai 2 GF (q)4 ¢®§¢° ¹ ¥² ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼

u1; u2; : : : ; ur, (ui 2 U � GF (q)) ² ª³¾, ·²® ¤«¿ «¾¡®© ¯ °» j1, j2,

(j1 6= j2) ¨¬¥¥¬

l#(Aj1; uj1) \ l#(Aj2; uj2) = ?:

�²®²  «£®°¨²¬  ¬ ¯® ¤®¡¨²±¿ ¯®§¤¥¥. �²¬¥²¨¬ ²®«¼ª®, ·²®

® ¨¬¥¥² ±«¥¤³¾¹³¾ ±«®¦®±²¼:

bp(A) = O(r7k2); ptime(A) = O(log r + log k):

�¥°¥©¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ª ®¯¨± ¨¾ ¯°®¶¥¤³°» ¯®±²°®¥¨¿  «£®°¨²-

¬  DPr;f [1, 2] ¤«¿ ¯ ° ««¥«¼®£® ¢»·¨±«¥¨¿ ¡³«¥¢®© ´³ª¶¨¨

f : f0; 1gn ! f0; 1g,   r ¥§ ¢¨±¨¬»µ  ¡®° µ ¯¥°¥¬¥»µ X1,

X2; : : : ;Xr.

�±µ®¤®¥ ¯°®±²° ±²¢® f0; 1gn ° §®¡¼¥¬   ¤¢  ¯®¤¯°®±²° ±²¢ 

f0; 1gn = f0; 1g4k � f0; 1gn�4k;

£¤¥ k = d3 log r + logne. �®£¤  ¢±¥ ¢µ®¤» X1, X2, . . . , Xr ¬®¦®

¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ Xi = AiBi, i = 1; 2; :::; r, £¤¥ Ai 2 f0; 1g4k,   Bi 2

f0; 1gn�4k. �¥°¢®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® ° ±±¬®²°¨¬ ª ª ·¥²»°¥µ¬¥°®¥

«¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢® GF (q)4, £¤¥ q = 2k.

�«¿ ¢±¥µ A 2 GF (q)4 ° ±±¬®²°¨¬ ¡³«¥¢» ´³ª¶¨¨ fA : f0; 1gn�4k

! f0; 1g ² ª¨¥, ·²® fA(B) = f(A;B).
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�«¿ ¢±¥µ l 2 SL4(U) ° ±±¬®²°¨¬ ¡³«¥¢» ´³ª¶¨¨ gl : f0; 1gn�4k

! f0; 1g ² ª¨¥, ·²® gl(B) = �
A2l

fA.

�³±²¼ ª ¦¤®© ´³ª¶¨¨ fA ¨ gl ±®®²¢¥²±²¢³¥² ±¢®¿ ² ¡«¨¶ , µ° -

¨¬ ¿   ®²¤¥«¼®¬ ¢¥¸¥¬ ®±¨²¥«¥ ¨ ®¡° ¡ ²»¢ ¥¬ ¿ ±¢®¨¬ ¯°®-

¶¥±±®°®¬. �®¢®ª³¯®±²¼ ½²¨µ ´³ª¶¨© ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ¢±¾ ¡ §³

¤ »µ, ²® ¥±²¼ ¯®§¢®«¿¾² °¥ «¨§®¢ ²¼ ¡³«¥¢³ ´³ª¶¨¾ f . �°®¶¥±-

±®° ¬®¦¥² ®¡° ²¨²¼±¿ ª «¾¡®© ¨§ ½²¨µ ´³ª¶¨©, § ²° ²¨¢ ¥ª®²®°®¥

¢°¥¬¿ extime. �«¿  £«¿¤®±²¨ ¬®¦® ®¡º¥¤¨¨²¼ ¢±¥ ½²¨ ² ¡«¨¶»

¢ ®¤³ ¨ ¯®«³·¨²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ´³ª¶¨¨ f (¡ §» ¤ »µ) ¢ ¢¨¤¥

² ¡«¨¶» ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨© ®² n� 4k ¯¥°¥¬¥»µ (² ¡«. 1).

y1 y2 . . . yn�4k fA1
fA2

. . . fAm
g1 g2 . . . gp

0 0 . . . 0 * * . . . * * * . . . *

0 0 . . . 1 * * . . . * * * . . . *

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 1 . . . 1 * * . . . * * * . . . *

� ¡«¨¶  1.

�¤¥±¼ m ° ¢¿¥²±¿ ª®«¨·¥±²¢³ ²®·¥ª ¢ ¯¥°¢®¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢¥

° §¡¨¥¨¿, ²® ¥±²¼ m = jGF (q)4j = 24k,   p ° ¢¿¥²±¿ ª®«¨·¥±²¢³

¯°¿¬»µ ¢ ¬®¦¥±²¢¥ SL4(U), ²® ¥±²¼ p = jSL4(U)j. � ¦¤»© ±²®«¡¥¶

² ¡«¨¶» µ° ¨²±¿   ±¢®¥¬ ®±¨²¥«¥ ¨ ®¡±«³¦¨¢ ¥²±¿ ®²¤¥«¼»¬

¯°®¶¥±±®°®¬. �« ¢®¥ ®£° ¨·¥¨¥  «£®°¨²¬  ®§ · ¥², ·²® ¤«¿ «¾-

¡»µ r ¢µ®¤®¢ ¨§ ª ¦¤®£® ±²®«¡¶  ² ¡«¨¶» ¬®¦® ±·¨² ²¼ ²®«¼ª®

®¤¨ ¡¨².

�±¯®«¼§³¥¬ ®¯¨± »¥ ´³ª¶¨¨ ¤«¿ °¥ «¨§ ¶¨¨ ´³ª¶¨¨ f . � -

¬¥²¨¬, ¯°¥¦¤¥ ¢±¥£®, ·²®

gl(B)�

�
�

A�
2 l n fAg

fA�(B)

�
=

�
�
A2l

fA

�
�

�
�

A�
2 l n fAg

fA�(B)

�
= fA(B):

�°¨ ¯®¬®¹¨  «£®°¨²¬  A(A1; A2; :::; Ar), ³¯®¬¿³²®£® ¢»¸¥,

¬®¦®  ©²¨ r ½«¥¬¥²®¢ (u1, u2, . . . , ur) ¨§ U ² ª¨µ, ·²® ¤«¿

«¾¡®© ¯ °» j1 6= j2

l#(Aj1
; uj1) \ l#(Aj2

; uj2) = ?:
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�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¬®¦® ¯®±²°®¨²¼ ±«¥¤³¾¹³¾ ±¨±²¥¬³

f(Ai; Bi) = gl(Ai;ui)(Bi)�

 
�

A�
2 l#(Ai;ui)

fA�(Bi)

!
; i = 1; 2; ::: ; r:

�§ ±¢®©±²¢  «£®°¨²¬  A ±«¥¤³¥², ·²® «¾¡ ¿ ¨§ ´³ª¶¨© fA ¨«¨

gl ¬®¦¥² ³· ±²¢®¢ ²¼ ²®«¼ª® ¢ ®¤®¬ ³° ¢¥¨¨ ¯®±«¥¤¥© ±¨±²¥-

¬». �¬¥® ¤«¿ ½²®£® ¢ [2] ¨ ¡»« ¯®±²°®¥  «£®°¨²¬ A. � ·¥ ¯°¨

¯¥°¥±¥·¥¨¨ ¯°¿¬»µ ¬®£«  ¢®§¨ª³²¼ ±¨²³ ¶¨¿, ª®£¤  ¥®¡µ®¤¨¬®

¡»«® ¡» ¢»·¨±«¨²¼ ¤¢  § ·¥¨¿ fA(B1) ¨ fA(B2) ¤«¿ ®¤®© ²®·ª¨

A, ®   ° §«¨·»µ  ¡®° µ B1 ¨ B2,   ½²® ¯°¨¢¥«® ¡» ª  °³¸¥¨¾

£« ¢®£® ®£° ¨·¥¨¿  «£®°¨²¬ .

�¥¯¥°¼ ¬®¦® ¯°¨±²³¯¨²¼ ª ¥¯®±°¥¤±²¢¥®¬³ ®¯¨± ¨¾ ¯°®¶¥-

¤³°  «£®°¨²¬  DPr;f , ±«¥¤³¿ ° ¡®²¥ [1].

�¢¥¤¥¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ ®¡®§ ·¥¨¿:

~A = (A1; A2; :::; Ar); ~B = (B1; B2; :::; Br); ~u = (u1; u2; :::; ur) = A( ~A):

�¯°¥¤¥«¨¬ ¤¢¥ ¢±¯®¬®£ ²¥«¼»¥ ¯°®¶¥¤³°»:

B1(A; u;A
�) =

�
1; A� 2 l#(A; u);

0; A� =2 l#(A; u):

B2(A; u; l) =

�
1; l = l(A; u);

0; l 6= l(A; u):

� «¥¥ ¯®±²°®¨¬ ¥¹¥ ¤¢¥ ¯°®¶¥¤³°»:

B3(A; ~A; ~B; ~u) =
r

_
i=1

B1(Ai; ui; A) �Bi ;

B4(l; ~A; ~B; ~u) =
r

_
i=1

B2(Ai; ui; l) � Bi :

� ¬¥²¨¬, ·²® ¤¢¥ ¯®±«¥¤¨¥ ¯°®¶¥¤³°» ¯®«³· ¾²   ¢»µ®-

¤¥ ª®°°¥ª²»¥ ¢µ®¤» ¤«¿ ±¨±²¥¬» (2). �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¤«¿ «¾¡®-

£® A 2 GF (q)4, ¥±«¨ A 2 l#(Ai; ui), ²® B3(A; ~A; ~B; ~u) = Bi ¨

B4(l(Ai; ui); ~A; ~B; ~u) = Bi. �¢¥¤¥¬ ®¡®§ ·¥¨¿

BA = B3(A; ~A; ~B; ~u) ¨ Bl = B4(l(Ai; ui); ~A; ~B; ~u):
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�¯°¥¤¥«¨¬ ¯¥°¥¬¥»¥ YA = fA(BA), A 2 GF (q)4 ¨ Zl = gl(Bl),

l 2 SL4(U).

�³±²¼ ~Z ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®©  ¡®° ¯¥°¥¬¥»µ Zl, £¤¥ l 2

SL4(U),   ~Y ½²®  ¡®° ¯¥°¥¬¥»µ YA, £¤¥ A 2 GF (q)4.

�®±²°®¨¬ ¯°®¶¥¤³°³

B6(A; u; ~Z; ~Y )=

�
_

l2SL4(U)
Zl � B2(A; u; l)

�
�

 
�

A�
2GF (q)4

YA� � B1(A; u;A
�)

!
:

� ¬¥²¨¬, ·²® ¢ ¯¥°¢»µ ±ª®¡ª µ ¯®«³· ¥¬ Zl(A;u),   ¢® ¢²®°»µ

±ª®¡ª µ ¯®«³· ¥¬ �
A�

2 l#(A; u)
YA� . �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¬» ¨¬¥¥¬ ±«¥¤³¾-

¹¨© °¥§³«¼² ²

B6(Ai; ui; ~Z; ~Y ) = Zl(Ai;ui) �

 
�

A2 l#(Ai;ui)
YA

!
=

= gl(Ai;ui)(Bi)�

 
�

A2l#(Ai;ui)
fA(Bi)

!
= f(Ai; Bi):

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯®«³·¥» ¢±¥ ¯°®¶¥¤³°» ¥®¡µ®¤¨¬»¥ ¤«¿ ®¯¨-

± ¨¿  «£®°¨²¬  ¨ °¥¸¥¨¿ ¯®±² ¢«¥»µ § ¤ ·.

�«£®°¨²¬ DPr;f :

1. �°¨¬¥¨¬  «£®°¨²¬ A ª® ¢µ®¤³ (A1, A2, . . . , Ar), ²® ¥±²¼ ~u =

A( ~A).

2. �°¨¬¥¨¬ ¯°®¶¥¤³°³ B5, ·²®¡» ¯®±²°®¨²¼ ¢±¥ ª®°°¥ª²»¥ ¢µ®¤»

¤«¿ ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨© ¡ §» ¤ »µ, ²® ¥±²¼ B5:

i) ¤«¿ «¾¡»µ A 2 GF (q)4 ¢»·¨±«¨¬ BA = B3(A; ~A; ~B; ~u);

ii) ¤«¿ «¾¡»µ l 2 SL4(U) ¢»·¨±«¨¬ Bl = B4(l; ~A; ~B; ~u).

3. �»·¨±«¨¬ ¢»µ®¤» ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨© ¡ §» ¤ »µ, ²® ¥±²¼

i) ¤«¿ «¾¡»µ A 2 GF (q)4 ¢»·¨±«¨¬ YA = fA(BA);

ii) ¤«¿ «¾¡»µ l 2 SL4(U) ¢»·¨±«¨¬ Zl = gl(Bl).

� ¬¥²¨¬, ·²® ½²® ¥¤¨±²¢¥»© ¸ £   ª®²®°®¬ ¯°®¨±µ®¤¨²

®¡° ¹¥¨¥ ª ¢¥¸¨¬ ®±¨²¥«¿¬, ª®²®°®¥ ¯®¯ °® ¥§ ¢¨±¨¬® ¢ ±¨-

«³ ¯°¨¬¥¥¨¿  «£®°¨²¬  A.

4. �°¨¬¥¨¬ ¯°®¶¥¤³°³ B7 ¤«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ¢»µ®¤®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-

®±²¨  «£®°¨²¬ , ²® ¥±²¼ B7:

¤«¿ «¾¡»µ i = 1; 2; :::; r ¢»·¨±«¨¬ f(Ai; Bi) = B6(A; u; ~Z; ~Y ):
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3. �«£®°¨²¬ ¯ ° ««¥«¼®£® ¤®±²³¯  ª ª°¨-

¯²®£° ´¨·¥±ª¨ § ¹¨¹¥®© ¡ §¥ ¤ »µ

¨ ¥£® ±«®¦®±²¼

� ±±¬®²°¨¬ § ¤ ·³ ª°¨¯²®£° ´¨·¥±ª®© § ¹¨²» ¡ §» ¤ »µ

¯°¨ ±®¡«¾¤¥¨¨ ¢±¥µ ®£° ¨·¥¨©  «£®°¨²¬  DPr;f . � ª ±«¥¤³¥² ¨§

¯°¥¤»¤³¹¥£® ° §¤¥« , ¤«¿ ½²®£® ¥®¡µ®¤¨¬® ª°¨¯²®£° ´¨·¥±ª¨ § -

¹¨²¨²¼ ² ¡«¨¶³ 1. �»¡®° ª®ª°¥²®© ª°¨¯²®±¨±²¥¬» ¢»µ®¤¨² § 

° ¬ª¨ ¤ ®© ° ¡®²», ¯®½²®¬³ ¤«¿  ± ¤®±² ²®·® ²®«¼ª® ¯°¥¤¯®-

«®¦¨²¼, ·²®  ¤¥¦®±²¼ ¨±¯®«¼§³¥¬®© ª°¨¯²®±¨±²¥¬» ¤®±² ²®·®

¢»±®ª . �·¥¢¨¤®, ·²® ¢ ±«³· ¥ ¸¨´°®¢ ¨¿ ±²®«¡¶®¢  ¸¥© ² ¡«¨-

¶» ¯°®¨§®©¤¥²  °³¸¥¨¥ £« ¢®£® ®£° ¨·¥¨¿  «£®°¨²¬ , ² ª ª ª

¯¥°¥¤ ¨§¢«¥·¥¨¥¬ ³¦®© ¨´®°¬ ¶¨¨ ¯®²°¥¡³¥²±¿ ¨§¢«¥·¼ ¥ª®²®-

°»¥ ±²®«¡¶» ¶¥«¨ª®¬ ¤«¿ ¨µ ° ±¸¨´°®¢ª¨.

�³¤¥¬ § ¸¨´°®¢»¢ ²¼ ¤¢®¨·»¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨, ±®®²¢¥²-

±²¢³¾¹¨¥ ±²°®ª ¬ ² ¡«¨¶» 1. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¨±µ®¤»¥ ±®®¡¹¥-

¨¿ ¤«¿ ª°¨¯²®±¨±²¥¬» ½²® ¤¢®¨·»¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¤«¨»

jGF (q)4j + jSL4(U)j. � ¦¤ ¿ ±²°®ª  § ¬¥¿¥²±¿   ¥¥ ª°¨¯²®£° ¬-

¬³. � ¸¨´°®¢ ¨¥ ¡ §» ¤ »µ ¡³¤¥¬ ¯°®¨§¢®¤¨²¼ ¯°¨ ¥¥ ¯°¥¤¢ -

°¨²¥«¼®© ®¡° ¡®²ª¥ ¤«¿  «£®°¨²¬  DPr;f , ¯®½²®¬³ ¢ ½²®© ° ¡®²¥

½²®² ¯°®¶¥±± ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼±¿ ¥ ¡³¤¥².

�¥²°³¤® ¯®ª § ²¼, ·²®  «£®°¨²¬ DPr;f ¯°¨ ±¢®¥© ° ¡®²¥ ¤«¿

«¾¡»µ r ¢µ®¤®¢ ¨±¯®«¼§³¥² ²®«¼ª® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ r ±²°®ª ° ±-

±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ² ¡«¨¶». �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¤«¿ ª®°°¥ª²®© ° ¡®²»  «-

£®°¨²¬  ¥®¡µ®¤¨¬® ° ±¸¨´°®¢ ²¼ ½²¨ ±²°®ª¨. � ª¨¬ ®¡° §®¬, § 

®¤¨ ¸ £  «£®°¨²¬  ¯®²°¥¡³¥²±¿ ±·¨² ²¼ r ¡¨² ¨§ ª ¦¤®£® ±²®«¡-

¶  ² ¡«¨¶» 1, ·²® ¤¥« ¥² ¥¢®§¬®¦»¬ ®¤® ®¡° ¹¥¨¥ ª ¢¥¸¨¬

®±¨²¥«¿¬. �«¿ ³±²° ¥¨¿ ¯°®²¨¢®°¥·¨¿ ± £« ¢»¬ ®£° ¨·¥¨¥¬

¢®¢¼ ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ¬¥²®¤ ¬¨  «£®°¨²¬  DPr;f . �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²®

 ¬ ¥®¡µ®¤¨¬® ¢»·¨±«¨²¼ § ·¥¨¿ ª ¦¤®© ¡³«¥¢®© ´³ª¶¨¨ fA ¨

gl ®² r ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢µ®¤®¢ B1, B2, . . . , Br. �®£¤  ¬» ¯®«³·¨¬

§ ¤ ·³, °¥¸ ¥¬³¾  «£®°¨²¬®¬ DPr;f , ¨ ¤«¿ ¥¥ °¥¸¥¨¿ ¥®¡µ®¤¨¬®

±¯¥¶¨ «¼»¬ ®¡° §®¬ ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ² ¡«¨¶³ 1.

� ¦¤»© ±²®«¡¥¶, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© fA ¨ gl, ° §®¡¼¥¬   «®£¨·®

° §¡¨¥¨¾ ´³ª¶¨¨ f , ®¯¨± ®¬³ ¢® ¢²®°®¬ ° §¤¥«¥. �«¿ ³¯°®¹¥-
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¨¿ ®¡®§ ·¥¨© ¯®«®¦¨¬ n0 = n� 4k.

�±µ®¤®¥ ¯°®±²° ±²¢® f0; 1gn
0

¯°¥¤±² ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥

f0; 1gn
0

= f0; 1g4k
0

� f0; 1gn
0
�4k0 ;

£¤¥ k0 = d3 log r + log ne. �¥°¢®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® ° ±±¬®²°¨¬ ª ª

·¥²»°¥µ¬¥°®¥ «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢® GF (q0)4, £¤¥ q0 = 2k
0

. �±¥

¢µ®¤» B1, B2, . . . , Br ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ Bi = A0

i
B0

i
,

i = 1; 2; :::; r, £¤¥ A0

i
2 f0; 1g4k

0

,   B0

i
2 f0; 1gn

0
�4k0 . �¥°¥§ l0(A0; u0)

®¡®§ ·¨¬ ¯°¿¬³¾, ¯°®µ®¤¿¹ ¿ ·¥°¥§ ²®·ª³ A0 ¯ ° ««¥«¼® ¢¥ª²®-

°³ ~h = (1; u0; (u0)2; (u0)3). �±«¨ U 0 ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤¬®¦¥±²¢®¬ GF (q0),

²® ·¥°¥§ SL4(U
0) ®¡®§ ·¨¬ ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¯°¿¬»µ l0(A0; u0) ² ª¨µ,

·²® A0 2 GF (q0)4 ¨ u0 2 U 0.

�«¿ ¢±¥µ A0 2 GF (q0)4 ° ±±¬®²°¨¬ ¡³«¥¢» ´³ª¶¨¨ f 0

A0 :

f0; 1gn
0
�4k0

! f0; 1g ² ª¨¥, ·²® f 0

A0(B0) = fA(A
0; B0) = fA(B).

�«¿ ¢±¥µ l0 2 SL4(U
0) ° ±±¬®²°¨¬ ¡³«¥¢» ´³ª¶¨¨ g0

l0
:

f0; 1gn
0
�4k0

! f0; 1g ² ª¨¥, ·²® g0
l0
(B0) = �

A0
2l0

f 0

A0 .

�³±²¼ ª ¦¤®© ´³ª¶¨¨ f 0

A0 ¨ g0
l0
±®®²¢¥²±²¢³¥² ±¢®¿ ² ¡«¨¶ , ®¡-

° ¡ ²»¢ ¥¬ ¿ ±¢®¨¬ ¯°®¶¥±±®°®¬.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ª ¦¤»© ±²®«¡¥¶ ² ¡«¨¶» 1 ¡³¤¥² ¯°¥¤±² ¢«¥ ¢

¢¨¤¥ ² ¡«¨¶» 2.

y01 y02 . . . y0
n0�4k0 f 0

A01 f 0

A02 . . . f 0

A0m0 g0
l01 g0

l02 . . . g0
l0p0

0 0 . . . 0 * * . . . * * * . . . *

0 0 . . . 1 * * . . . * * * . . . *

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 1 . . . 1 * * . . . * * * . . . *

� ¡«¨¶  2.

� ½²®© ² ¡«¨¶¥ m0 = jGF (q0)4j, p0 = jSL4(U
0)j. � ¦¤»© ±²®«¡¥¶,

±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ª ª®©-«¨¡® ´³ª¶¨¨, ®¡° ¡ ²»¢ ¥²±¿ ®²¤¥«¼»¬

¯°®¶¥±±®°®¬.

� ª¨¬ ®¡° §®¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¸ £®¢ ¯°¨ ª°¨¯²®£° ´¨·¥-

±ª®© § ¹¨²¥ ¡ §» ¤ »µ ±«¥¤³¾¹ ¿:

1) �°¥¤±² ¢¨²¼ ¡ §³ ¤ »µ ¢ ¢¨¤¥ ² ¡«¨¶» 1;
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2) � ¸¨´°®¢ ²¼ ¢±¥ ±²°®ª¨ ² ¡«¨¶» 1;

3) �°¥¤±² ¢¨²¼ ª ¦¤»© ±²®«¡¥¶ ² ¡«¨¶» 1 ¢ ¢¨¤¥ ² ¡«¨¶» 2.

�¯¨¸¥¬ ²¥¯¥°¼  «£®°¨²¬, ®°£ ¨§³¾¸¨© ¤®±²³¯ ª § ¸¨´°®¢ -

®© ¡ §¥ ¤ »µ. � ª²¨·¥±ª¨ ½²®  «£®°¨²¬, ¢»·¨±«¿¾¹¨© ¡³«¥¢³

´³ª¶¨¾ ®² r ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢µ®¤®¢ ¨ ³·¨²»¢ ¾¹¨© ¥¥ ª°¨¯²®£° ´¨-

·¥±ª³¾ § ¹¨²³. � §®¢¥¬ ½²®²  «£®°¨²¬ �DPr;f .

�«£®°¨²¬ �DPr;f
1. �°¨¬¥¨¬ ¯°®¶¥¤³°³, ª®²®°³¾ ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ D, ¤«¿ ±·¨²»¢ -

¨¿ r ±²°®ª ² ¡«¨¶» 1, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ  ¡®° ¬ B1, B2, . . . , Br,

¨§ ² ¡«¨¶ ¢¨¤  2.

i) 8A 2 GF (q)4 ¯°¨¬¥¨¬  «£®°¨²¬ DPr;fA ¤«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ª ¦¤®©

´³ª¶¨¨ fA   ¢µ®¤¥ ~B = (B1, B2, . . . , Br) ¨ ¨§ °¥§³«¼² ²®¢ ±´®°-

¬¨°³¥¬ ¡³«¥¢³ ´³ª¶¨¾ FA = (fA(B1), fA(B2), . . . , fA(Br)).

ii) 8l 2 SL4(U) ¯°¨¬¥¨¬  «£®°¨²¬ DPr;gl ¤«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ª ¦¤®©

´³ª¶¨¨ gl   ¢µ®¤¥ ~B = (B1, B2, . . . , Br) ¨ ¨§ °¥§³«¼² ²®¢ ±´®°-

¬¨°³¥¬ ¡³«¥¢³ ´³ª¶¨¾ Gl = (gl(B1), gl(B2), . . . , gl(Br)).

�®«³·¥»¥ °¥§³«¼² ²» ®¡º¥¤¨¨¬ ¢ ¢¨¤¥ ² ¡«¨¶» ¨§ r ±²°®ª,

±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ  ¡®° ¬ B1, B2, . . . , Br (² ¡«. 3).

y1 y2 . . . yn�4k FA1
FA2

. . . FAm
Gl1

Gl2
. . . Glp

 ¡®° B1 * * . . . * * * . . . *

 ¡®° B2 * * . . . * * * . . . *

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 ¡®° Br * * . . . * * * . . . *

� ¡«¨¶  3.

�  ¿ ² ¡«¨¶  ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© r § ¸¨´°®¢ »µ ±²°®ª ² -

¡«¨¶» 1, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ  ¡®° ¬ B1, B2, . . . , Br.

2. �°¨¬¥¨¬ ¯°®¶¥¤³°³, ª®²®°³¾ ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ C, ¤«¿ ° ±¸¨-

´°®¢ª¨ ¢±¥µ ±²°®ª ² ¡«¨¶» 3. � ±¸¨´°®¢ »¥ ±²°®ª¨ ®¯¿²¼ ° §-

¬¥±²¨¬ ¢ ¢¨¤¥ ² ¡«¨¶¥ 3.

3. �°¨¬¥¨¬ ¯°®¶¥¤³°³ A ª ¢µ®¤®¬³ ¢¥ª²®°³ ~A, ²® ¥±²¼ ~u = A( ~A).

4. �°¨¬¥¨¬ ¯°®¶¥¤³°³ B5, ¤«¿ ¯®±²°®¥¨¿ ¯° ¢¨«¼»µ ¢µ®¤®¢ ¡³-

«¥¢»µ ´³ª¶¨© ¡ §» ¤ »µ, ²® ¥±²¼ B5:
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i) ¤«¿ «¾¡»µ A 2 GF (q)4 ¢»·¨±«¨¬ BA = B3(A; ~A; ~B; ~u);

ii) ¤«¿ «¾¡»µ l 2 SL4(U) ¢»·¨±«¨¬ Bl = B4(l; ~A; ~B; ~u).

5. �»·¨±«¨¬ ¢±¥ ´³ª¶¨¨, ¥®¡µ®¤¨¬»¥ ¤«¿ ¤ «¼¥©¸¥© ° ¡®²»  «-

£®°¨²¬ 

i) ¤«¿ «¾¡»µ A 2 GF (q)4 ¢»·¨±«¨¬ YA = FA(BA);

ii) ¤«¿ «¾¡»µ l 2 SL4(U) ¢»·¨±«¨¬ Zl = Gl(Bl).

�²¬¥²¨¬, ·²®   ½²®¬ ¸ £¥ ¥ ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ®¡° ¹¥¨¥ ª ¡ §¥

¤ »µ. �±¥ ¥®¡µ®¤¨¬»¥ § ·¥¨¿ ¢»¡¨° ¾²±¿ ¢ ² ¡«¨¶¥ 3.

6. �°¨¬¥¨¬ ¯°®¶¥¤³°³ B7 ¤«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ¢»µ®¤®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-

®±²¨  «£®°¨²¬ , ²® ¥±²¼ B7:

¤«¿ «¾¡»µ i = 1; 2; :::; r ¢»·¨±«¨¬ f(Ai; Bi) = B6(A; u; ~Z; ~Y ):

�¶¥¨¬ ±«®¦®±²¼  «£®°¨²¬  �DPr;f ¯® ²°¥¬ ¯ ° ¬¥²° ¬:

1. �°¥¬¿ ¯ ° ««¥«¼»µ ¢»·¨±«¥¨© { ptime.

2. �®«¨·¥±²¢® ¯°®¶¥±±®°®¢ { bp.

3. � §¬¥° ¡ §» ¤ »µ { mem.

�·¨²»¢ ¿, ·²® U ¯®¤¬®¦¥±²¢® GF (q)4 ° §¬¥°®±²¨ r3 ¨ k =

d3 log r + logne, ¬®¦® ¤®ª § ²¼ ±«¥¤³¾¹³¾ ²¥®°¥¬³:

�¥®°¥¬  1. �«¿ «¾¡»µ ¯®«®¦¨²¥«¼»µ ¶¥«»µ n ¨ r, r 6 2
n

16 ¨ ¤«¿

«¾¡»µ ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨© f ®² n ¯¥°¥¬¥»µ ¢»¯®«¥®:

ptime(�DPr;f ) = O(log r + log n) + extime+ crypttime,

bp(�DPr;f ) = O((r25n4)(n�12 log r�4 logn)5(log r+log(n�12 log r�

4 log n))2),

mem(�DPr;f ) 6 2n
�
1 + 1

n

� �
1 + 1

n�12 log r�4 log n

�
.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®ª ¦¥¬ ¯°¨¢¥¤¥»¥ ®¶¥ª¨, ¨±¯®«¼§³¿ ®¶¥ª¨

¤«¿  «£®°¨²¬  DPr;f ¨§ [1, 2]. � ±±¬®²°¨¬ ¯¥°¢»© ¸ £  «£®°¨²¬ .

�«¿ ª ¦¤®£® ª®ª°¥²®£® A 2 GF (q)4 ¬» ¨¬¥¥¬

bp(DPr;fA) = O((r13(n0)5)(log r + log n0)2),

ptime(DPr;fA) = O(log r + logn0) + extime.

�«¿ ª ¦¤®£® ª®ª°¥²®£® l 2 SL4(U):

bp(DPr;gl) = bp(DPr;fA) = O((r13(n0)5)(log r + log n0)2),

ptime(DPr;gl) = ptime(DPr;fA) = O(log r + log n0) + extime.

�·¨²»¢ ¿, ·²® jGF (q)4j = 24k ¨ jSL4(U)j =
jGF (q)4j�jU j

jGF (q)j
= 24k �

jU j

2k
6

24k � 1
n
, ¯®«³· ¥¬
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bp(D) = (jGF (q)4j+jSL4(U)j)�bp(DPr;fA) = O(24k
�
1 + 1

n

�
r13(n0)5

(log r+ log n0)2), £¤¥ k = d3 log r+ log ne, n0 = n� 4k. � ª¨¬ ®¡° §®¬,

bp(D) = O(24k
�
1 + 1

n

�
r13(n0)5(log r + log n0)2) = O(r12n4

�
1 + 1

n

�
r13

(n � 12 log r � 4 log n)5(log r + log(n � k))2) = O(r25n4(n � 12 log r �

4 log n)5(log r + log(n� 12 log r � 4 log n))2),

ptime(D) = O(log r+logn0)+extime = O(log r+log(n�k))+extime =

O(log r + log(n� 12 log r � 4 log n)) + extime.

�  ¢²®°®¬ ¸ £¥ ¬» ° ±¸¨´°®¢»¢ ¥¬ ±²°®ª¨ ² ¡«¨¶» 3. �³¤¥¬

±·¨² ²¼, ·²® ¤«¿ ½²®£®  ¬ ¥ ²°¥¡³¥²±¿ ®¢»µ ¯°®¶¥±±®°®¢ ¨ ½² 

¯°®¶¥¤³°  ¢»¯®«¿¥²±¿ §  ¢°¥¬¿ crypttime. �®· ¿ ¢¥«¨·¨  crypt-

time § ¢¨±¨² ®² ¨±¯®«¼§³¥¬®© ª°¨¯²®±¨±²¥¬» ¨ ¢®§¬®¦®±²¨ ¥¥ ° ±-

¯ ° ««¥«¨¢ ¨¿. �®«³· ¥¬, ·²®

bp(C) = bp(D); ptime(C) = crypttime.

�«¿ ²°¥²¼¥£® ¸ £   «£®°¨²¬ , ±®£« ±® ®¶¥ª ¬ ¤«¿ DPr;f , ¨¬¥¥¬

bp(A) = O(r7k2); ptime(A) = O(log r + log k).

�«¿ ·¥²¢¥°²®£® ¸ £  ¨§ [2] ±«¥¤³¥²

bp(B5) = O(jGF (q)4j � (rk2 + rn)) +O(jSL4(U)j � rk + rn)),

ptime(B5) = O(log k + log r).

�·¨²»¢ ¿, ·²® jGF (q)4j = 24k ¨ jSL4(U)j 6 24k � 1
n
, ¯®«³· ¥¬

bp(B5) = O(r24k � (k2 + n)) +O(r24k �
�
1 + k

n

�
).

�  ¯¿²®¬ ¸ £¥ ¯®²°¥¡³¥²±¿ ®¡° ²¨²¼±¿ ª ª ¦¤®¬³ ±²®«¡¶³ ² -

¡«¨¶» 3, µ° ¿¹¥©±¿ ¢ ®¯¥° ²¨¢®© ¯ ¬¿²¨. � ª ª ª ª ¦¤»© ±²®«-

¡¥¶ ®¡° ¡ ²»¢ ¥²±¿ ±¢®¨¬ ¯°®¶¥±±®°®¬, ²® ¬®¦® ®¶¥¨²¼ ¢°¥¬¿

ª ª O(1). �®«¨·¥±²¢® ¯°®¶¥±±®°®¢ ¥ ³¢¥«¨·¨²±¿.

�  ¸¥±²®¬ ¸ £¥  «£®°¨²¬  �DPr;f ¨¬¥¥¬

bp(B7) = r � bp(B6); ptime(B7) = ptime(B6), £¤¥

bp(B6) = O(jSL4(U)j � k + jGF (q)4j � k2) = O(k24k �
�
k + 1

n

�
),

ptime(B6) = O(k).

�§ ¢±¥£® ¢»¸¥¨§«®¦¥®£® ±«¥¤³¾² ®¶¥ª¨ ¤«¿  «£®°¨²¬ 

�DPr;f .

bp(�DPr;f ) = max(bp(D);bp(C);bp(A);bp(B5);bp(B7)) =

O((r25n4)(n� 12 log r � 4 log n)5(log r + log(n� 12 log r � 4 log n))2).

ptime(�DPr;f) = ptime(D)+ptime(C)+ptime(A)+ptime(B5)+

ptime(B7) = O(log r+log(n�12 log r�4 log n))+extime+crypttime+

O(log r + log k) +O(k) = O(log r + logn) + extime+ crypttime.
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�«¿ ®¶¥ª¨ ¢¥«¨·¨»mem(�DPr;f ) ¢±¯®¬¨¬, ·²® ª ¦¤»© ±²®«-

¡¥¶ ² ¡«¨¶» 1 ° §¡¨¢ ¥²±¿ ¯®  «£®°¨²¬³ DPr;f . �·¨²»¢ ¿, ·²®

m = jGF (q)4j, p = jSL4(U)j ¨ mem(DPr;fA) 6 2n
0

�
�
1 + 1

n0

�
,

¯®«³· ¥¬

mem(�DPr;f ) 6 (jGF (q)4j + jSL4(U)j) � 2n
0

�
�
1 + 1

n0

�
6

24k
�
1 + 1

n

�
� 2n�4k

�
1 + 1

n�4k

�
= 2n

�
1 + 1

n

�
�

�
1 + 1

n�4k

�
= 2n

�
1 + 1

n

�
��

1 + 1
n�12 log r�4 log n

�
.

�²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¤®ª § ²¼.

4. � ° ««¥«¼»©  «£®°¨²¬ ®¤®¢°¥¬¥®-

£® ¢»·¨±«¥¨¿ s ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨© ¨ ¥£®

±«®¦®±²¼

� ±±¬®²°¨¬ § ¤ ·³ ® ¢»·¨±«¥¨¨ s ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨© f1; f2,

: : : ; fs, £¤¥ fi : f0; 1gn ! f0; 1g, i = 1; 2; :::; s, ®² r ¥§ ¢¨±¨¬»µ

¢µ®¤®¢ X1, X2, . . . , Xr. �±¥ ´³ª¶¨¨ °¥ «¨§®¢ » ² ¡«¨¶ ¬¨ ¨

¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ¡ §³ ¤ »µ. �®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¡¨² (f1, f2,

. . . , fs) ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ±«®¢® (´° §³), µ° ¨¬³¾ ¢ ¡ §¥ ¤ -

»µ. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¨¬¥¥¬ § ¤ ·³ ®°£ ¨§ ¶¨¨ ¤®±²³¯  ª ¡ §¥

¤ »µ ¯® ¥±ª®«¼ª¨¬ ¥§ ¢¨±¨¬»¬  ¤°¥± ¬. �¥°¢® · «¼³¾ ¡ §³

¤ »µ ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ ±«¥¤³¾¹¥© ² ¡«¨¶».

x1 x2 . . . xn�1 xn f1 f2 . . . fs
0 0 . . . 0 0 * * . . . *

0 0 . . . 0 1 * * . . . *

0 0 . . . 1 0 * * . . . *

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 1 . . . 1 1 * * . . . *

� ¡«¨¶  4.

�¤¥±¼ ±¨¬¢®« À�Á § ¬¥¿¥² 0 ¨«¨ 1.

�²¬¥²¨¬, ·²® ¥ª®²®°»¥ ´³ª¶¨¨ ¨§ f1, f2, . . . , fs ¿¢«¿¾²±¿

· ±²¨·»¬¨, ² ª ª ª ¤«¨  ±«®¢, µ° ¨¬»µ ¢ ¡ §¥ ¤ »µ, ¬®¦¥²

¡»²¼ ° §«¨· .
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�°¥¤¢ °¨²¥«¼ ¿ ®¡° ¡®²ª  ¡ §» ¤ »µ   «®£¨·   «£®°¨²¬³

DPr;f . � §¡¨¢ ¥¬ ¨±µ®¤®¥ ¯°®±²° ±²¢®   ¤¢  ¯®¤¯°®±²° ±²¢ :

f0; 1gn = f0; 1g4k�f0; 1gn�4k, £¤¥ k = d3 log r+logne. �¥°¢®¥ ¯®¤-

¯°®±²° ±²¢® ° ±±¬®²°¨¬ ª ª ·¥²»°¥µ¬¥°®¥ «¨¥©®¥ ¯°®±²° -

±²¢® GF (q)4, £¤¥ q = 2k.

�«¿ ¢±¥µ A 2 GF (q)4 ° ±±¬®²°¨¬ ¡³«¥¢» ´³ª¶¨¨ f
(j)

A
: f0; 1gn�4k

! f0; 1g ² ª¨¥, ·²® f
(j)

A
(B) = fj(A;B), j = 1; 2; :::; s.

�«¿ ¢±¥µ l 2 SL4(U) ° ±±¬®²°¨¬ ¡³«¥¢» ´³ª¶¨¨ g
(j)

l
: f0; 1gn�4k

! f0; 1g ² ª¨¥, ·²® g
(j)

l
(B) = �

A2l

f
(j)
A
, j = 1; 2; :::; s.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ² ¡«¨¶  4 ° §¡¨¢ ¥²±¿   ² ¡«¨¶» ¤«¿ ´³ª¶¨©

f
(j)

A
¨ g

(j)

l
. �±«¨ §  ®¤® ®¡° ¹¥¨¥ ª ¡ §¥ ¤ »µ ª ¦¤»© ¯°®¶¥±-

±®° ¬®¦¥² ±·¨²»¢ ²¼ ¥ ¬¥¥¥ s ¡¨² ¨´®°¬ ¶¨¨, ²® ¢±¥ ² ¡«¨¶»

´³ª¶¨© f
(j)
A
, j = 1; 2; :::; s ¤«¿ ª®ª°¥²®£® A 2 GF (q)4 ®¡º¥¤¨-

¿¾²±¿ ¢ ®¤¨ ¡«®ª ¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ®²¤¥«¼³¾ · ±²¼ ¡ §»

¤ »µ, ®¡±«³¦¨¢ ¥¬³¾ ®¤¨¬ ¯°®¶¥±±®°®¬. �«¿ ª ¦¤®£® ª®ª°¥²-

®£® l 2 SL4(U) ¬» ² ª¦¥ ¯®«³· ¥¬ ®²¤¥«¼³¾ · ±²¼ ¡ §» ¤ »µ,

±®±²®¿¹³¾ ¨§ ² ¡«¨¶ ´³ª¶¨© g
(j)

l
, j = 1; 2; :::; s, ®¡º¥¤¨¥»µ ¢

®¤¨ ¡«®ª. �«¿  £«¿¤®±²¨ ¬®¦® ®¡º¥¤¨¨²¼ ¢±¥ ½²¨ ² ¡«¨¶» ¢

¤¢¥ ¡®«¼¸¨µ ² ¡«¨¶» ¨§ ¡«®ª®¢ ´³ª¶¨©.

y1 y2 . . . yn�4k f
(1)
A1

. . . f
(s)
A1

. . . f
(1)
Am

. . . f
(s)
Am

0 0 . . . 0 * . . . * . . . * . . . *

0 0 . . . 1 * . . . * . . . * . . . *

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 1 . . . 1 * . . . * . . . * . . . *

� ¡«¨¶  5.

� ¤ »µ ² ¡«¨¶ µ m = jGF (q)4j = 24k,   p = jSL4(U)j.

�®§¬®¦» ¤¢  ¢ °¨ ²  ®¡° ¹¥¨¿ ª ¡ §¥ ¤ »µ: ¯¥°¢»© { § 

®¤® ®¡° ¹¥¨¥ ª ¦¤»© ¯°®¶¥±±®° ±·¨²»¢ ¥² s ¡¨² ¨´®°¬ ¶¨¨ ¨

¢²®°®© { §  ®¤® ®¡° ¹¥¨¥ ±·¨²»¢ ¥²±¿ ²®«¼ª® ®¤¨ ¡¨². � ¯¥°¢®¬

±«³· ¥ ª ¦¤®¬³ ¡«®ª³ ´³ª¶¨© f
(1)
Ai

. . . f
(s)
Ai
, i = 1; 2; :::;m ¨ ª ¦¤®¬³

¡«®ª³ g
(1)

li
. . . g

(s)

li
, i = 1; 2; :::; p ¤®«¦¥ ±®®²¢¥²±²¢®¢ ²¼ ±¢®© ¯°®¶¥±-
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y1 y2 . . . yn�4k g
(1)

l1
. . . g

(s)

l1
. . . g

(1)

lp
. . . g

(s)

lp

0 0 . . . 0 * . . . * . . . * . . . *

0 0 . . . 1 * . . . * . . . * . . . *

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 1 . . . 1 * . . . * . . . * . . . *

� ¡«¨¶  6.

±®°. �±«¨ ¦¥ §  ®¤® ®¡° ¹¥¨¥ ª ¡ §¥ ¤ »µ ª ¦¤»© ¯°®¶¥±±®°

¬®¦¥² ±·¨²»¢ ²¼ ²®«¼ª® ®¤¨ ¡¨² ¨´®°¬ ¶¨¨, ²® ª ¦¤®© ¡³«¥¢®©

´³ª¶¨¨ ¢ ¯®±«¥¤¨µ ¤¢³µ ² ¡«¨¶ µ ¤®«¦¥ ±®®²¢¥²±²¢®¢ ²¼ ±¢®©

¯°®¶¥±±®°.

�²¬¥²¨¬, ·²® ¤«¿ ®¡®¨µ ¢ °¨ ²®¢  «£®°¨²¬» ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¥

®²«¨· ¾²±¿ ¤°³£ ®² ¤°³£ . �®½²®¬³ ¡³¤¥² ¯°¥¤«®¦¥ ²®«¼ª® ®¤¨

 «£®°¨²¬, ª®²®°»© ¬»  §®¢¥¬ DPr;f;s.

�«£®°¨²¬ DPr;f;s:

1. �°¨¬¥¨¬ ¯°®¶¥¤³°³ A ª ¢µ®¤®¬³ ¢¥ª²®°³ ~A, ²® ¥±²¼ ~u = A( ~A).

2. �°¨¬¥¨¬ ¯°®¶¥¤³°³ B5, ¤«¿ ¯®±²°®¥¨¿ ¯° ¢¨«¼»µ ¢µ®¤®¢ ¡³-

«¥¢»µ ´³ª¶¨© ¡ §» ¤ »µ, ²® ¥±²¼ B5:

i) ¤«¿ «¾¡»µ A 2 GF (q)4 ¢»·¨±«¨¬ BA = B3(A; ~A; ~B; ~u);

ii) ¤«¿ «¾¡»µ l 2 SL4(U) ¢»·¨±«¨¬ Bl = B4(l; ~A; ~B; ~u).

3. �»·¨±«¨¬ ¢±¥ ´³ª¶¨¨ ¡ §» ¤ »µ:

i) 8A 2 GF (q)4 ¨ 8j = 1; 2; :::; s ¢»·¨±«¨¬ Y
(j)

A
= f

(j)

A
(BA);

ii) 8l 2 SL4(U) ¨ 8j = 1; 2; :::; s ¢»·¨±«¨¬ Z
(j)

l
= g

(j)

l
(Bl).

� ¬¥²¨¬, ·²® ½²® ¥¤¨±²¢¥»© ¸ £   ª®²®°®¬ ¯°®¨±µ®¤¨²

®¡° ¹¥¨¥ ª ¡ §¥ ¤ »µ ¨ ¢±¥ ¢°¥¬¿ ¢»·¨±«¥¨© ¬®¦® ®²¥±²¨ ª

extime, ² ª ª ª ¢±¥ ´³ª¶¨¨ ¤®«¦» ±·¨² ²¼±¿ §  ®¤® ®¡° ¹¥¨¥

ª ¡ §¥ ¤ »µ ¥§ ¢¨±¨¬® ®² ²®£®, ±ª®«¼ª® ¡¨² ±·¨²»¢ ¥² ª ¦¤»©

¯°®¶¥±±®° §  ®¤¨ ° §. � §³¬¥¥²±¿ ½²® ¡³¤¥² ¢»¯®«¥® ¯°¨ ®¯°¥-

¤¥«¥®¬ ª®«¨·¥±²¢¥ ¯°®¶¥±±®°®¢ ¢ ª ¦¤®¬ ±«³· ¥. �¡  ¢®§¬®¦»µ

¢ °¨ ²  ¡»«¨ ®¯¨± » ¢»¸¥.

�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ ~Y (j)  ¡®° ¯¥°¥¬¥»µ Y
(j)

A
, £¤¥ A 2 GF (q)4,  

·¥°¥§ ~Z(j)  ¡®° ¯¥°¥¬¥»µ Z
(j)

l
, £¤¥ l 2 SL4(U).

4. �°¨¬¥¨¬ ¯°®¶¥¤³°³ B7 ¤«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ¢»µ®¤®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-

®±²¨  «£®°¨²¬ , ²® ¥±²¼ B7:
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8i = 1; 2; :::; r ¨ 8j = 1; 2; :::; s ¢»·¨±«¨¬

fj(Ai; Bi) = B6(Ai; ui; ~Z
(j); ~Y (j)) =

=

�
_

l2SL4(U)
Z
(j)

l
� B2(A; u; l)

�
�

 
�

A�
2GF (q)4

Y
(j)

A� � B1(A; u;A
�)

!
:

�¶¥¨¬ ±«®¦®±²¼ ¯®«³·¥®£®  «£®°¨²¬ . �¨¤®, ·²® ¯¥°¢»¥

¤¢  ¸ £  ¨·¥¬ ¥ ®²«¨· ¾²±¿ ®² ¸ £®¢  «£®°¨²¬  DPr;f [2] ¬»

±¬®¦¥¬ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ °¥§³«¼² ²» ¨§ [1, 2].

�¥®°¥¬  2. �«¿ «¾¡»µ ¯®«®¦¨²¥«¼»µ ¶¥«»µ n ¨ r, r 6 2
n

16 ¨ ¤«¿

«¾¡»µ ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨© f1, f2, . . . , fs ®² n ¯¥°¥¬¥»µ ¢»¯®«¥®:

ptime(DPr;f;s) = O(log r + log n) + extime,

bp(DPr;f;s) = O((sr13n5)(log r + logn)2),

mem(DPr;f;s) 6 s � 2n
�
1 + 1

n

�
.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥°¢»© ¸ £  «£®°¨²¬  ¬®¦® ®¶¥¨²¼, ¨±¯®«¼-

§³¿ °¥§³«¼² ²» ¨§ ¢²®°®£® ° §¤¥« 

bp(A) = O(r7k2),

ptime(A) = O(log r + log k).

�«¿ ¢²®°®£® ¸ £  ¬» ¨¬¥¥¬

bp(B5) = O(jGF (q)4j � bp(B3)) +O(jSL4(U)j � bp(B4)),

ptime(B5) = ptime(B3) = ptime(B4).

�®±¯®«¼§³¥¬±¿ ¤ «¥¥ ®¶¥ª ¬¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¯°®¶¥¤³° ¨§ [1]

¨ [2], ³·¨²»¢ ¿, ·²® jGF (q)4j = 24k ¨ jSL4(U)j 6 24k � 1
n
.

�®«³· ¥¬

bp(B5) = O(r24k � (k2+n))+O(r24k �
�
1 + k

n

�
) = O(r24k � (k2+n)) ¨

ptime(B5) = O(log k + log r).

�  ²°¥²¼¥¬ ¸ £¥ ¯°®¨±µ®¤¨² ®¡° ¹¥¨¥ ª ¡ §¥ ¤ »µ, ¢°¥¬¿

ª®²®°®£® ¬®¦® ®¶¥¨²¼ ·¥°¥§ ¢¥«¨·¨³ extime. �®«¨·¥±²¢® ¯°®-

¶¥±±®°®¢ ¥®¡µ®¤¨¬®¥   ½²®¬ ¸ £¥  «£®°¨²¬  § ¢¨±¨² ®² ²®£®,

±ª®«¼ª® ¡¨² ±·¨²»¢ ¥² ª ¦¤»© ¯°®¶¥±±®° ¯°¨ ®¤®¬ ®¡° ¹¥¨¨ ª

¡ §¥ ¤ »µ. �  ± jGF (q)4j ¡«®ª®¢ ´³ª¶¨© f
(j)
A

¨ jSL4(U)j ¡«®-

ª®¢ ´³ª¶¨© g
(j)

l
, ª®²®°»¥ ±®¤¥°¦ ² ¯® s ´³ª¶¨©. �«¥¤®¢ ²¥«¼-

®, ¥±«¨ ª ¦¤»© ¯°®¶¥±±®° ¬®¦¥² ±·¨²»¢ ²¼ s ¡¨² §  ®¤¨ ° §, ²®
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 ¬ ¥®¡µ®¤¨¬® jGF (q)4j + jSL4(U)j ¯°®¶¥±±®°®¢. �±«¨ ¦¥ §  ®¤®

®¡° ¹¥¨¥ ¯°®¶¥±±®°  ±·¨²»¢ ¥²±¿ ²®«¼ª® ®¤¨ ¡¨², ²® ½²® ª®«¨-

·¥±²¢® ¥®¡µ®¤¨¬® ³¢¥«¨·¨²¼ ¢ s ° § ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯®²°¥¡³¥²±¿

s � (jGF (q)4j + jSL4(U)j) ¯°®¶¥±±®°®¢. � ª¨¬ ®¡° §®¬,   ²°¥²¼¥¬

¸ £¥  «£®°¨²¬  ¥®¡µ®¤¨¬® O(24k) ¨«¨ O(s � 24k) ¯°®¶¥±±®°®¢.

�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ·¥²¢¥°²»© ¸ £  «£®°¨²¬  ¬®¦¥² ¡»²¼ ®¶¥¥

±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

bp(B7) = r � s � bp(B6); ptime(B7) = ptime(B6).

�®±¯®«¼§³¥¬±¿ ®¶¥ª ¬¨ ¤«¿ ¯°®¶¥¤³°» B6 ¨§ [2].

bp(B6) = O(k24k �
�
k + 1

n

�
); ptime(B6) = O(k).

�«¥¤®¢ ²¥«¼®,

bp(B7) = O(r�s�k�24k �
�
k + 1

n

�
) = O(r�s�k2 �24k), ptime(B7) = O(k).

� ª ¡»«® ®¯°¥¤¥«¥® ° ¥¥ k = d3 log r + log ne. �®¤±² ¢«¿¿ ½²³

¢¥«¨·¨³ ¢ ° ¥¥ ¯®«³·¥»¥ ®¶¥ª¨, ¨¬¥¥¬:

bp(B5) 6 O(r24k(3 log r + log n+ 1) � (n + (3 log r + logn + 1)2)) =

O(r13n4(n+ (log r + logn)2)) = O(r13n5) +O(r13n4(log r + logn)2).

�  ²°¥²¼¥¬ ¸ £¥  ¬ ²°¥¡³¥²±¿ O(r12n4) ¨«¨ O(s � r12n4) ¯°®¶¥±-

±®°®¢.

�¶¥ª¨ ·¥²¢¥°²®£® ¸ £  ¯°¨¬³² ±«¥¤³¾¹¨© ¢¨¤

bp(B7) = O(r � s � k2 � 24k) 6 O(r � s � (3 log r + logn + 1)2 �

24(3 log r+logn+1)) = O(s � r13n4(log r + logn)2).

� ¬¥²¨¬, ·²® ·¥²¢¥°²»© ¸ £  «£®°¨²¬  ²°¥¡³¥² ¡®«¼¸¥ ¯°®¶¥±-

±®°®¢, ·¥¬ ¢ «¾¡®¬ ±«³· ¥ ¡³¤¥² ¥®¡µ®¤¨¬®   ²°¥²¼¥¬ ¸ £¥ ¨,

±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¤«¿ ®¶¥®ª  «£®°¨²¬  ¥ ¢ ¦®, ±ª®«¼ª® ¡¨² ±·¨²»-

¢ ¥²±¿ ª ¦¤»¬ ¯°®¶¥±±®°®¬ §  ®¤® ®¡° ¹¥¨¥ ª ¡ §¥ ¤ »µ.

�ª®· ²¥«¼® ¨¬¥¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥:

bp(DPr;f;s) = max(bp(A);bp(B5);bp(B7)) = max(O(r7k2);

O(r13n5) + O(r13n4(log r + log n)2); O(sr13n4(log r + log n)2)) 6

O(sr13n5(log r + log n)2),

ptime(DPr;f;s) = ptime(A) +ptime(B5) + extime+ptime(B7) =

O(log r+log k)+O(k)+extime = O(log r+log(log r+logn))+O(log r+

logn) + extime = O(log r + logn) + extime.

�¶¥ª  ° §¬¥°  ¡ §» ¤ »µ, ¯®«³·¥®© ¯°¨ ¯®±²°®¥¨¨  «£®-

°¨²¬  «¥£ª® ¯®«³· ¥²±¿ ¨§   «®£¨·®© ®¶¥ª¨ ¤«¿  «£®°¨²¬  DPr;f .

� ¡«¨¶» 5 ¨ 6 ¢¬¥±²¥ ±®¤¥°¦ ² s � (jGF (q)4j+ jSL4(U)j) ±²®«¡¶®¢ ¯®

2n�4k ¡¨² ¢ ª ¦¤®¬. �«¥¤®¢ ²¥«¼®,
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mem(DPr;f;s) = s �2n�4k(jGF (q)4j+ jSL4(U)j) 6 s �2n�4k(24k+24k �
1
n
) = s � 2n �

�
1 + 1

n

�
.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¯®«³·¨«¨ ¢±¥ ®¶¥ª¨ ¤«¿  «£®°¨²¬  DPr;f;s ¨

²¥®°¥¬  ¤®ª §   ¯®«®±²¼¾.

5. � ° ««¥«¼»©  «£®°¨²¬ ¤®±²³¯  ª ª°¨-

¯²®£° ´¨·¥±ª¨ § ¹¨¹¥®© ¡ §¥ ¤ »µ

¨§ s ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨© ¨ ¥£® ±«®¦®±²¼

� ±±¬®²°¨¬ ¢®§¬®¦®±²¼ ª°¨¯²®£° ´¨·¥±ª®© § ¹¨²» ¡ §» ¤ -

»µ ¨§ s ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨© ¯°¨ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¨  «£®°¨²¬  DPr;f;s
¨§ ¯°¥¤»¤³¹¥£® ° §¤¥«  ¤«¿ ¤®±²³¯  ª ¨´®°¬ ¶¨¨. �²¬¥²¨¬, ·²®

¤«¿ ° ¡®²»  «£®°¨²¬  DPr;f;s ¥®¡µ®¤¨¬® ±¯¥¶¨ «¼»¬ ®¡° §®¬

¯°¥®¡° §®¢ ²¼ ¡ §³ ¤ »µ. �¥§³«¼² ² ² ª®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¡»«

¯°¥¤±² ¢«¥ ¢ ² ¡«¨¶ µ 5 ¨ 6.

� § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ²®£®, ±ª®«¼ª® ¡¨² ¬®¦¥² ±·¨²»¢ ²¼ ¯°®¶¥±-

±®° §  ®¤® ®¡° ¹¥¨¥ ª ¡ §¥ ¤ »µ, ª ¦¤»© ¡«®ª ¡³«¥¢»µ ´³ª-

¶¨© «¨¡® ª ¦¤ ¿ ¡³«¥¢  ´³ª¶¨¿ ¨§ ³ª § »µ ² ¡«¨¶ µ° ¨²±¿  

®²¤¥«¼®¬ ®±¨²¥«¥ ¨ ®¡±«³¦¨¢ ¥²±¿ ±¢®¨¬ ¯°®¶¥±±®°®¬. �¡  ¢®§-

¬®¦»µ ¢ °¨ ²  ¡»«¨ ° ±±¬®²°¥» ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ° §¤¥«¥. � ¬

¦¥ ¡»«® ¤®ª § ®. ·²® ¢ ®¡®¨µ ±«³· ¿µ ®¶¥ª¨ ±«®¦®±²¨  «£®°¨²¬ 

®¤¨ ª®¢»¥.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯¥°¥¤  ¬¨ ±²®¨² § ¤ ·  ª°¨¯²®£° ´¨·¥±ª®© § -

¹¨²» ² ¡«¨¶ 5 ¨ 6. �°¨·¥¬ £« ¢»¬ ®£° ¨·¥¨¥¬ ¿¢«¿¥²±¿ ²°¥-

¡®¢ ¨¥ ®¡¥±¯¥·¥¨¿ ¤®±²³¯  ª ¥®¡µ®¤¨¬»¬ ¡³«¥¢»¬ ´³ª¶¨¿¬ § 

®¤® ®¡° ¹¥¨¥ ª ¡ §¥ ¤ »µ. � ¯®¤®¡®© ±¨²³ ¶¨¥© ¬» ³¦¥ ¢±²°¥-

· «¨±¼ ¯°¨ ° §° ¡®²ª¥  «£®°¨²¬  CDPr;f ¨ §¤¥±¼ ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿   -

«®£¨·»¬¨ ¬¥²®¤ ¬¨.

�° §³ ¦¥ ®²¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨ °¥¸¥¨¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© § ¤ ·¨

¬®¦® ¢¥±²¨ °¥·¼ ²®«¼ª® ® ¸¨´°®¢ ¨¨ ±²°®ª ³ª § »µ ² ¡«¨¶,

² ª ª ª ¸¨´°®¢ ¨¥ ±²®«¡¶®¢ ¯°¨¢¥¤¥² ª  °³¸¥¨¾ £« ¢®£® ®£° -

¨·¥¨¿  «£®°¨²¬  DPr;f;s. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯°¨ ° ¡®²¥  «£®°¨²¬ 

¯®²°¥¡³¥²±¿ ° ±¸¨´°®¢ ²¼ ¨±¯®«¼§³¥¬»¥ ±²®«¡¶»,   ¤«¿ ½²®£® ¥-

®¡µ®¤¨¬® ± · «  ±·¨² ²¼ ¨µ ± ¢¥¸¥£® ®±¨²¥«¿. � ª ª ª ª ¦¤»©

±²®«¡¥¶ µ° ¨²±¿   ®²¤¥«¼®¬ ®±¨²¥«¥, ²® ¯®«®±²¼¾ ±·¨² ²¼ ¥£®



320 �.�. � § °®¢

§  ®¤® ®¡° ¹¥¨¥ ª ¡ §¥ ¤ »µ ¥¢®§¬®¦®.

�°¥¤¯®«®¦¨¬ ± · « , ·²® s ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¯ ° ¬¥²° ¬ ª°¨-

¯²®±¨±²¥¬», ²® ¥±²¼ ¤«¨  ¸¨´°³¥¬®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¤®«¦ 

¡»²¼ ¬¥¼¸¥ «¨¡® ° ¢  s. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¢ ¡ §¥ ¤ »µ ¬®¦® µ° -

¨²¼ § ¸¨´°®¢ »¬ ª ¦¤»© ¡«®ª ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨© f
(1)

Ai
. . . f

(s)

Ai
¨

g
(1)

li
. . . g

(s)

li
, £¤¥ i= 1, 2, . . . , p. �®£¤  ®¢»©  «£®°¨²¬ ¯° ª²¨·¥-

±ª¨ ¨·¥¬ ¥ ¡³¤¥² ®²«¨· ¥²±¿ ®²DPr;f;s, §  ¨±ª«¾·¥¨¥¬ ¯°®¶¥¤³°»

° ±¸¨´°®¢ª¨ ª ¦¤®£® ±·¨² ®£® ¡«®ª , ª®²®°³¾ ¥®¡µ®¤¨¬® ¤®¡ -

¢¨²¼ ¯®±«¥ ²°¥²¼¥£® ¸ £   «£®°¨²¬  DPr;f;s. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯®±«¥¤-

¨© (·¥²¢¥°²»©) ¸ £  «£®°¨²¬  ±² ¥² ¯¿²»¬ ¨ ¤®¡ ¢¨²±¿ ®¢»©

·¥²¢¥°²»© ¸ £:

4. �°¨¬¥¨¬ ¯°®¶¥¤³°³ C ¤«¿ ° ±¸¨´°®¢ª¨ ¢±¥µ ¨§¢«¥·¥»µ ¡«®-

ª®¢:

i) 8A 2 GF (q)4 ° ±¸¨´°³¥¬ ¡«®ª¨ (Y
(1)
A

, . . . , Y
(s)
A

);

ii) 8l 2 SL4(U) ° ±¸¨´°³¥¬ ¡«®ª¨ (Z
(1)

l
, . . . , Z

(s)

l
).

�«®¦®±²¼ ½²®© ¯°®¶¥¤³°» ¯®«®±²¼¾ § ¢¨±¨² ®² ¨±¯®«¼§³¥¬®©

ª°¨¯²®±¨±²¥¬» ¨ ¢®§¬®¦®±²¨ ¥¥ ° ±¯ ° ««¥«¨¢ ¨¿. � ª ª ª ¢ ¤ -

®© ° ¡®²¥ ¥ ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¨ª ª ¿ ª®ª°¥² ¿ ª°¨¯²®±¨±²¥¬ , ²®

¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²®  ¬ ¡³¤¥² ¤®±² ²®·® ª®«¨·¥±²¢  ¯°®¶¥±±®°®¢ ¨±-

¯®«¼§³¥¬»µ ¯°¨ ° ¡®²¥  «£®°¨²¬ ,   ¢°¥¬¿ ° ¡®²» ½²®© ¯°®¶¥¤³°»

®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ ¢¥«¨·¨³ crypttime. �±®, ·²® ¯®±«¥¤¿¿ ¢¥«¨·¨-

  ½²® ¢°¥¬¿ ¥®¡µ®¤¨¬®¥ ¤«¿ ° ±¸¨´°®¢ª¨ (jGF (q)4j + jSL4(U)j)

¡«®ª®¢ ¯® s ¡¨² ¢ ª ¦¤®¬ ¯°¨ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¨ ¯ ° ««¥«¼»µ ¯°®¶¥±-

±®°®¢.

�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ±«®¦®±²¼ ¯®«³·¥®£® ®¢®£®  «£®°¨²¬  ®²-

«¨· ¥²±¿ ®² ±«®¦®±²¨  «£®°¨²¬  DPr;f;s ²®«¼ª® ¢¥«¨·¨®© ptime,

² ª ª ª ª ¥© ¤®¡ ¢¨²±¿ crypttime.

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ±¨²³ ¶¨¾, ª®£¤  ¯ ° ¬¥²°» ª°¨¯²®±¨±²¥¬»

² ª®¢», ·²® ³¦® § ¸¨´°®¢»¢ ²¼ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨, ±®±²®¿¹¨¥

¨§ ¥±ª®«¼ª¨µ ¡«®ª®¢ ² ¡«¨¶ ¡ §» ¤ »µ 5 ¨ 6. �® ¥±²¼ ª ¦¤ ¿

±²°®ª  ³ª § »µ ² ¡«¨¶ ° §¡¨¢ ¥²±¿   · ±²¨, ±®¤¥°¦ ¹¨¥ ¯® ¥-

±ª®«¼ª® ¡«®ª®¢ ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨© f
(1)

Ai
. . . f

(s)

Ai
¨«¨ g

(1)

li
. . . g

(s)

li
, £¤¥

i = 1; 2; :::; p. �®«³·¥»¥ · ±²¨ ¸¨´°³¾²±¿ ¯® ®²¤¥«¼®±²¨ ¨ µ° -

¿²±¿ ¢ § ¸¨´°®¢ ®¬ ¢¨¤¥. �·¥¢¨¤®, ·²® ¯¥°¥¤ ¯°¨¬¥¥¨¥¬  «-

£®°¨²¬  DPr;f;s ¥®¡µ®¤¨¬® ° ±¸¨´°®¢ ²¼ ¢±¥ · ±²¨ ±²°®ª ² ¡«¨¶
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¡ §» ¤ »µ, ¨±¯®«¼§³¥¬»¥ ¯°¨ ¥£® ° ¡®²¥. �¤ ª®, ¬®¦¥² ±«³·¨²¼-

±¿ ² ª, ·²® ¤«¿ ° §»µ ±²°®ª ¯®²°¥¡³¾²±¿ ®¤¨ ª®¢»¥ ¡«®ª¨ ¡³«¥-

¢»µ ´³ª¶¨©, ª®²®°»¥ ¡»«¨ § ¸¨´°®¢ » ¢ ° §«¨·»µ · ±²¿µ ¨,

±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¥®¡µ®¤¨¬® ±·¨² ²¼ ¨ ° ±¸¨´°®¢ ²¼ ª ¦¤³¾ ² ª³¾

· ±²¼. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¨§ ®¤®£® ±²®«¡¶  ² ¡«¨¶» ¡ §» ¤ »µ ¡³¤¥²

±·¨²»¢ ²¼±¿ ¥±ª®«¼ª® ¡¨², ²® ¥±²¼ ¯°®¨§®©¤¥²  °³¸¥¨¥ ®£° ¨-

·¥¨¿  «£®°¨²¬  DPr;f;s. � ±±¬®²°¨¬ ®¯¨± ³¾ ±¨²³ ¶¨¾   ¯°®-

±²®¬ ¯°¨¬¥°¥.

�°¨¢¥¤¥¬ ´° £¬¥² ®¤®© ¨§ ² ¡«¨¶ ¡ §» ¤ »µ (² ¡«¨¶» 5).

y1 y2 . . . yn�4k f
(1)
A1

. . . f
(s)
A1

f
(1)
A2

. . . f
(s)
A2

. . .

0 0 . . . 0 * . . . * * . . . * . . .

0 0 . . . 1 * . . . * * . . . * . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 1 . . . 1 * . . . * * . . . * . . .

� ¡«¨¶  7.

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® § ¸¨´°®¢»¢ «¨±¼ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨, ±®¤¥°-

¦ ¹¨¥ ¯® ¤¢  ¡«®ª  ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨©, ²® ¥±²¼ ¤«¨  ¸¨´°³¥¬®© ¯®-

±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ 2s ¡¨². �³±²¼ ¯°¨ ° ¡®²¥  «£®°¨²¬  ¢»¿±¨«®±¼,

·²® ¨§ ¯¥°¢®© ±²°®ª¨ ³¦® ±·¨² ²¼ ¡«®ª ´³ª¶¨© f
(1)

A1
. . . f

(s)

A1
,  

¨§ ¢²®°®© ±²°®ª¨ ¡«®ª f
(1)

A2
. . . f

(s)

A2
. �¤ ª® ¢ ª ¦¤®© ±²°®ª¥  -

¸¥© ² ¡«¨¶» ®¡  ½²¨ ¡«®ª  § ¸¨´°®¢ » ¢¬¥±²¥ ¨ ·²®¡» ¨§¢«¥·¼

¡«®ª ´³ª¶¨© f
(1)
A1

. . . f
(s)
A1

¤«¿ ¯¥°¢®© ±²°®ª¨ ¥®¡µ®¤¨¬® ±·¨² ²¼

¨§ ½²®© ±²°®ª¨ ®¡  ¡«®ª  ¢¬¥±²¥,   § ²¥¬ ° ±¸¨´°®¢ ²¼ ¨µ. � -

«®£¨·®, ¤«¿ ¢²®°®© ±²°®ª¨ ²°¥¡³¥²±¿ ±·¨² ²¼ ®¤®¢°¥¬¥® ®¡ 

¡«®ª  ¤«¿ ¨µ ° ±¸¨´°®¢ ¨¿. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°¨ ®¤®¬ ®¡° ¹¥¨¨

ª ¡ §¥ ¤ »µ ¥®¡µ®¤¨¬® ®¤®¢°¥¬¥® ±·¨² ²¼ ¡«®ª¨ f
(1)

A1
: : : f

(s)

A1
¨

f
(1)
A2

: : : f
(s)
A2

¨§ ¯¥°¢®© ¨ ¢²®°®© ±²°®ª¨ ² ¡«¨¶». �·¥¢¨¤®, ·²® ®¡»·-

»¬¨ ¬¥²®¤ ¬¨ ½²® ±¤¥« ²¼ ¥¢®§¬®¦®. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¬» ¨¬¥¥¬

±¨²³ ¶¨¾ ¯®¤®¡³¾ ²®©, ª®²®° ¿ ¡»«  °¥¸¥  ¯°¨ ¯®±²°®¥¨¨  «-

£®°¨²¬  CDPr;f ¨ ¬» ¬®¦¥¬ ¢®±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ²¥¬¨ ¦¥ ¬¥²®¤ ¬¨.

�® ¢²®°®¬ ° §¤¥«¥ ¡»«® ®²¬¥·¥®, ·²® ¯°¨ ±¢®¥© ° ¡®²¥  «£®-

°¨²¬ DPr;f ®¡° ¹ ¥²±¿ ²®«¼ª® ª ±²°®ª ¬, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬  ¡®-
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° ¬ B1, . . . , Br. �²® ¦¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¢»¯®«¥® ¨ ¤«¿  «£®°¨²¬ 

DPr;f;s. �®½²®¬³ ®¤® ¨§ ¢®§¬®¦»µ °¥¸¥¨© ¯°®¡«¥¬» ±®±²®¨² ¢

° ±¸¨´°®¢ª¥ ¢±¥µ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ r ±²°®ª ² ¡«¨¶ ¡ §» ¤ »µ ±

¯°¨¬¥¥¨¥¬ ¬¥²®¤®¢  «£®°¨²¬  CDPr;f ¤«¿ ±·¨²»¢ ¨¿ r ¡¨² ¨§

ª ¦¤®£® ±²®«¡¶ .

� ¬¥²¨¬, ®¤ ª®, ·²® ¥ ²°¥¡³¥²±¿ ±·¨²»¢ ²¼ ¨ ° ±¸¨´°®¢»-

¢ ²¼ r ±²°®ª ² ¡«¨¶ ¶¥«¨ª®¬. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¤«¿ ª ¦¤®£® ª®ª°¥²-

®£® A 2 GF (q)4 ±³¹¥±²¢³¥² ¥¤¨±²¢¥»©  ¡®° BA, ®¯°¥¤¥«¿¥¬»©

¢  «£®°¨²¬¥ DPr;f;s,   ¤«¿ ª ¦¤®£® ª®ª°¥²®£® l 2 SL4(U) ¥¤¨-

±²¢¥»©  ¡®° Bl. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¨§ ª ¦¤®£® ±²®«¡¶  ² ¡«¨¶ 5 ¨ 6

±·¨²»¢ ¥²±¿ ²®«¼ª® ®¤¨ ¡¨². � ½²®¬, ±®¡±²¢¥®, ¨ ±®±²®¨² £« ¢®¥

®£° ¨·¥¨¿  «£®°¨²¬ . �³±²¼ ¯ ° ¬¥²°» ª°¨¯²®±¨±²¥¬» ² ª®¢»,

·²® ¤®«¦» ¸¨´°®¢ ²¼±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¤«¨®© bs ¡¨², £¤¥ b {

¥ª®²®°®¥  ²³° «¼®¥ ·¨±«®, ²® ¥±²¼ ¸¨´°³¾²±¿ ª ¦¤»¥ b ¡«®ª®¢

¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨©. �°¨ ° ¡®²¥  «£®°¨²¬  ³¦® ¢»·¨±«¨²¼ ª ¦¤»©

¡«®ª ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨©   ®¯°¥¤¥«¥®¬  ¡®°¥, ²® ¥±²¼ ±·¨² ²¼ ¥£® ±

¢¥¸¥£® ®±¨²¥«¿ ¯® ®¯°¥¤¥«¥®¬³  ¤°¥±³. �® ¯°¨ ½²®¬ ¥®¡µ®¤¨-

¬® ±·¨² ²¼ ¨ ¢±¾ § ¸¨´°®¢ ³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼, ±®¤¥°¦ ¹³¾

½²®² ¡«®ª,   ½²® ®§ · ¥² ¤®¯®«¨²¥«¼®¥ ¢»·¨±«¥¨¥ b � 1 ¡«®ª®¢

¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨©   ½²®¬  ¡®°¥. � ª ª ª «¾¡ ¿ § ¸¨´°®¢  ¿ ¯®-

±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ±®¤¥°¦¨² ¯® b ¡«®ª®¢, ²® ¢ µ³¤¸¥¬ ±«³· ¥ ¯®²°¥-

¡³¥²±¿ ¢»·¨±«¨²¼ ª ¦¤»© ¡«®ª ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨©   b ¥§ ¢¨±¨¬»µ

 ¤°¥± µ. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¥®¡µ®¤¨¬® ¡³¤¥² ±·¨² ²¼ ¬ ª±¨¬³¬ ¯® b

§ ·¥¨© ¨§ ª ¦¤®£® ±²®«¡¶  ² ¡«¨¶ ¡ §» ¤ »µ 5 ¨ 6.

� ª¨¬ ®¡° §®¬,  ¬ ¥®¡µ®¤¨¬® ¬®¤¨´¨¶¨°®¢ ²¼  «£®°¨²¬

DPr;f;s, ¯®   «®£¨¨ ±  «£®°¨²¬®¬ CDPr;f ¤«¿ ¨§¢«¥·¥¨¿ b § ·¥¨©

¨§ ª ¦¤®£® ±²®«¡¶  ² ¡«¨¶ ¡ §» ¤ »µ §  ®¤® ª ¥© ®¡° ¹¥¨¥.

�®¢»©  «£®°¨²¬ ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ CDPr;f;s.

�®±¯®«¼§³¥¬±¿ ¨§«®¦¥»¬ ¯°¨ ¯®±²°®¥¨¨  «£®°¨²¬  CDPr;f
¬¥²®¤®¬ ° §¡¨¥¨¿ ª ¦¤®£® ±²®«¡¶  ² ¡«¨¶ ¡ §» ¤ »µ ¨ ° §®-

¡¼¥¬ ¨µ ² ª, ·²®¡» ±² «® ¢®§¬®¦»¬ ¯°¨¬¥¥¨¥  «£®°¨²¬  DPb;f .

�¯¨¸¥¬  «£®°¨²¬ CDPr;f;s ¢ ±«³· ¥, ª®£¤  ¸¨´°³¾²±¿ ¯®±«¥¤®¢ -

²¥«¼®±²¨ ¨§ bs ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨© (b ¡«®ª®¢ ¯® s ´³ª¶¨© ¢ ² ¡«¨¶ µ

¡ §» ¤ »µ). �°¨ ½²®¬ ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® §  ®¤® ®¡° ¹¥¨¥ ª ¡ §¥

¤ »µ ª ¦¤»© ¯°®¶¥±±®° ¬®¦¥² ±·¨² ²¼ ²®«¼ª® ®¤¨ ¡¨². (�«³· ©,

ª®£¤  ¬®¦® ±·¨²»¢ ²¼ ¯® s ¡¨²   «®£¨·¥.)
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�«£®°¨²¬ CDPr;f;s:

1. �°¨¬¥¨¬ ¯°®¶¥¤³°³ A ª ¢µ®¤®¬³ ¢¥ª²®°³ ~A, ²® ¥±²¼ ~u = A( ~A).

2. �°¨¬¥¨¬ ¯°®¶¥¤³°³ B5, ¤«¿ ¯®±²°®¥¨¿ ¯° ¢¨«¼»µ ¢µ®¤®¢ ¡³-

«¥¢»µ ´³ª¶¨© ¡ §» ¤ »µ, ²® ¥±²¼ B5:

i) ¤«¿ «¾¡»µ A 2 GF (q)4 ¢»·¨±«¨¬ BA = B3(A; ~A; ~B; ~u);

ii) ¤«¿ «¾¡»µ l 2 SL4(U) ¢»·¨±«¨¬ Bl = B4(l; ~A; ~B; ~u).

3. �°¨¬¥¨¬ ¯°®¶¥¤³°³ D ¤«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ¢±¥µ ¥®¡µ®¤¨¬»µ ¢¥¸-

¨µ ´³ª¶¨©. �«¿ ½²®£® ± ¯®¬®¹¼¾  «£®°¨²¬  DPb;f ¢»·¨±«¨¬ ¯® b

±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ § ·¥¨© ª ¦¤®© ¡³«¥¢®© ´³ª¶¨¨ f
(j)

Ai
¨ g

(j)

li
. �«¿

²®£®, ·²®¡» ±´®°¬¨°®¢ ²¼ ¯° ¢¨«¼»¥ § ¸¨´°®¢ »¥ ¯®±«¥¤®¢ -

²¥«¼®±²¨ ¡³¤¥¬ ®²¤¥«¼® ®¡° ¡ ²»¢ ²¼ ¯® b ¡«®ª®¢ ¡³«¥¢»µ ´³ª-

¶¨©. �®«¨·¥±²¢® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥© ¨§ b ¡«®ª®¢ ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨©

f
(1)
Ai

. . . f
(s)
Ai
, £¤¥ i = 1; 2; :::;m ¬®¦® ®¶¥¨²¼ ª ª

z =
lm
b

m
=

&��GF (q)4��
b

'
;

  ª®«¨·¥±²¢® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥© ´³ª¶¨© g
(1)

li
. . . g

(s)

li
, £¤¥ i =

1; 2; :::; p ° ¢®

v =
lp
b

m
=

�
jSL4(U)j

b

�
:

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹³¾ ¯°®¶¥¤³°³:

i) 8i = 1; 2; :::; b ¨ 8j = 1; 2; :::; s ¯°¨¬¥¨¬  «£®°¨²¬ DP (b; f)
(j)
Ai

ª®

¢µ®¤³ (BA1
, BA2

, . . . , BAb
) ¨ ¨§ °¥§³«¼² ²®¢ ±´®°¬¨°³¥¬ ² ¡«¨¶³

F1:

f
(1)
A1

(BA1
) ... f

(s)
A1
(BA1

) f
(1)
A2

(BA1
) ... f

(s)
A2
(BA1

) ... f
(1)
Ab
(BA1

) ... f
(s)
Ab
(BA1

)

f
(1)

A1
(BA2

) ... f
(s)

A1
(BA2

) f
(1)

A2
(BA2

) ... f
(s)

A2
(BA2

) ... f
(1)

Ab

(BA2
) ... f

(s)

Ab

(BA2
)

... ... ... ...

f
(1)
A1

(BAb
) ... f

(s)
A1
(BAb

) f
(1)
A2

(BAb
) ... f

(s)
A2
(BAb

) ... f
(1)
Ab
(BAb

) ... f
(s)
Ab
(BAb

)

� ¡«¨¶  8.

8i = b + 1, b + 2; :::; 2b ¨ 8j = 1; 2; :::; s ¯°¨¬¥¨¬  «£®°¨²¬
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DP (b; f)
(j)
Ai

ª® ¢µ®¤³ (BAb+1, BAb+2; :::; BA2b
) ¨ ¨§ °¥§³«¼² ²®¢ ±´®°-

¬¨°³¥¬ ² ¡«¨¶³ F2:

f
(1)

Ab+1
(BAb+1

) ... f
(s)

Ab+1
(BAb+1

) ... f
(1)

A2b
(BAb+1

) ... f
(s)

A2b
(BAb+1

)

f
(1)

Ab+1
(BAb+2

) ... f
(s)

Ab+1
(BAb+2

) ... f
(1)

A2b
(BAb+2

) ... f
(s)

A2b
(BAb+2

)

... ... ...

f
(1)

Ab+1
(BA2b

) ... f
(s)

Ab+1
(BA2b

) ... f
(1)

A2b
(BA2b

) ... f
(s)

A2b
(BA2b

)

� ¡«¨¶  9.

�°®¤®«¦ ¥¬ ¤ «¥¥   «®£¨·®.

. . . . . . . . .

8i = (z � 1)b + 1; (z � 1)b + 2; :::;m ¨ 8j = 1; 2; :::; s ¯°¨¬¥¨¬

 «£®°¨²¬ DP (b; f)
(j)

Ai
ª® ¢µ®¤³ (BA(z�1)b+1

, BA(z�1)b+2
, . . . , BAm

) ¨

¨§ °¥§³«¼² ²®¢ ±´®°¬¨°³¥¬ ² ¡«¨¶³ Fz ¯®   «®£¨¨ ± ² ¡«¨¶ ¬¨,

®¯¨± »¬¨ ¢»¸¥.

ii) 8i = 1; 2; :::; b ¨ 8j = 1; 2; :::; s ¯°¨¬¥¨¬  «£®°¨²¬ DP (b; g)
(j)

li
ª®

¢µ®¤³ (Bl1
, Bl2

, . . . , Blb
) ¨ ¨§ °¥§³«¼² ²®¢ ±´®°¬¨°³¥¬ ² ¡«¨¶³ G1

¯®   «®£¨¨ ± ² ¡«¨¶¥© F1:

g
(1)

l1
(Bl1

) ... g
(s)

l1
(Bl1

) g
(1)

l2
(Bl1

) ... g
(s)

l2
(Bl1

) ... g
(1)

lb
(Bl1

) ... g
(s)

lb
(Bl1

)

g
(1)

l1
(Bl2

) ... g
(s)

l1
(Bl2

) g
(1)

l2
(Bl2

) ... g
(s)

l2
(Bl2

) ... g
(1)

lb
(Bl2

) ... g
(s)

lb
(Bl2

)

... ... ... ...

g
(1)

l1
(Blb

) ... g
(s)

l1
(Blb

) g
(1)

l2
(Blb

) ... g
(s)

l2
(Blb

) ... g
(1)

lb
(Blb

) ... g
(s)

lb
(Blb

)

� ¡«¨¶  10.

8i = b + 1; b + 2; :::; 2b ¨ 8j = 1; 2; :::; s ¯°¨¬¥¨¬  «£®°¨²¬

DP (b; g)
(j)

li
ª® ¢µ®¤³ (Blb+1

, Blb+2
, . . . , Bl2b

) ¨ ¨§ °¥§³«¼² ²®¢ ±´®°-

¬¨°³¥¬ ² ¡«¨¶³ G2 ¯®   «®£¨¨ ± ² ¡«¨¶¥© F2.

�°®¤®«¦ ¥¬ ¤ «¥¥ ² ª¨¬ ¦¥ ®¡° §®¬.

. . . . . . . . .
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8i = (v�1)b+1; (v�1)b+2; :::; p ¨ 8j = 1; 2; :::; s ¯°¨¬¥¨¬  «£®°¨²¬

DP (b; g)
(j)

li
ª® ¢µ®¤³ (Bl(v�1)b+1

, Bl(v�1)b+2
, . . . , Blp) ¨ ¨§ °¥§³«¼² ²®¢

±´®°¬¨°³¥¬ ² ¡«¨¶³ Gv .

�²® ¥¤¨±²¢¥»© ¸ £  «£®°¨²¬ ,   ª®²®°®¬ ¯°®¨±µ®¤¨² ®¡° -

¹¥¨¥ ª ¡ §¥ ¤ »µ. �²¬¥²¨¬, ·²® ¢±¥ ² ¡«¨¶» Fi ¨ Gi ¢¬¥±²¥

§ ¨¬ ¾² bs(jGF (q)4j+ jSL4(U)j) ¡¨² ¨ ¤®«¦» µ° ¨²¼±¿ ¢ ®¯¥° -

²¨¢®© ¯ ¬¿²¨.

4. �°¨¬¥¨¬ ¯°®¶¥¤³°³ C ¤«¿ ° ±¸¨´°®¢ª¨ ¢±¥µ ±²°®ª ª ¦¤®© ² -

¡«¨¶» Fi, £¤¥ i = 1; 2; :::; z ¨ ª ¦¤®© ² ¡«¨¶» Gj , £¤¥ j = 1; 2; :::; v.

� ±¸¨´°®¢ »¥ ² ¡«¨¶» ¯® ¯°¥¦¥¬³ ¤®«¦» µ° ¨²¼±¿ ¢ ®¯¥° -

²¨¢®© ¯ ¬¿²¨.

5. �»¡¥°¥¬ ¥®¡µ®¤¨¬»¥  ¬ § ·¥¨¿ ´³ª¶¨© ¢ ° ±¸¨´°®¢ »µ

² ¡«¨¶ µ F ¨ G:

i) 8A 2 GF (q)4 ¨ 8j = 1; 2; :::; s ¢»¡¥°¥¬ Y
(j)

A
= f

(j)

A
(BA);

ii) 8l 2 SL4(U) ¨ 8j = 1; 2; :::; s ¢»¡¥°¥¬ Z
(j)

l
= g

(j)

l
(Bl).

�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ ~Y (j)  ¡®° ¯¥°¥¬¥»µ Y
(j)

A
, £¤¥ A 2 GF (q)4,  

·¥°¥§ ~Z(j)  ¡®° ¯¥°¥¬¥»µ Z
(j)

l
, £¤¥ l 2 SL4(U).

6. �°¨¬¥¨¬ ¯°®¶¥¤³°³ B7 ¤«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ¢»µ®¤®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-

®±²¨  «£®°¨²¬ , ²® ¥±²¼ B7:

8i = 1; 2; :::; r ¨ 8j = 1; 2; :::; s ¢»·¨±«¨¬

fj(Ai; Bi) = B6(Ai; ui; ~Z
(j); ~Y (j)) =

=

�
_

l2SL4(U)
Z
(j)

l
� B2(A; u; l)

�
�

 
�

A�
2GF (q)4

Y
(j)
A� � B1(A; u;A

�)

!
:

�¶¥¨¬ ±«®¦®±²¼ ¯®«³·¥®£®  «£®°¨²¬  ¯® ²°¥¬ ¯ ° ¬¥²° ¬,

®¯¨° ¿±¼   ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ®¶¥®ª ¤«¿  «£®°¨²¬®¢ DPr;f ¨ DPr;f;s.

�¥®°¥¬  3. �«¿ «¾¡»µ ¯®«®¦¨²¥«¼»µ ¶¥«»µ n ¨ r, r 6 2
n

16 ¨ ¤«¿

«¾¡»µ ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨© f1, f2, . . . , fs ®² n ¯¥°¥¬¥»µ ¢»¯®«¥®:

bp(CDPr;f;s) = O((sb13r13n4)(n� 12 log r� 4 log n)5(log b+ log(n�

12 log r � 4 log n))2),

ptime(CDPr;f;s) = O(log r + logn) + extime+ crypttime,

mem(CDPr;f;s) 6 s2n
�
1 + 1

n

� �
1 + 1

n�12 log r�4 log n

�
.
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥°¢»© ¸ £  «£®°¨²¬  ®¶¥¨¬, ¨±¯®«¼§³¿ ° ¥¥

®¯¨± »¥ °¥§³«¼² ²» bp(A) = O(r7k2), ptime(A) = O(log r+log k).

�«¿ ¢²®°®£® ¸ £ , ±®£« ±® ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ®¶¥®ª ¤«¿  «£®°¨²-

¬  DPr;f;s (�¥®°¥¬  2) ¬» ¨¬¥¥¬ bp(B5) = O(r13n5)+O(r13n4(log r+

logn)2) ¨ ptime(B5) = O(log k + log r).

� ±±¬®²°¨¬ ²°¥²¨© ¸ £  «£®°¨²¬ . �  ½²®¬ ¸ £¥ ¨§ ¡ §» ¤ -

»µ §  ®¤® ª ¥© ®¡° ¹¥¨¥ ±·¨²»¢ ¥²±¿ ¯® b ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ

§ ·¥¨© ª ¦¤®© ¡³«¥¢®© ´³ª¶¨¨ f
(j)

Ai
¨ g

(j)

li
. �«¿ ½²®£® ¨±¯®«¼-

§³¥²±¿  «£®°¨²¬ DPb;f . �ª § »µ ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨© ³  ± ¢±¥£®

s � (jGF (q)4j+ jSL4(U)j).

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯®«³· ¥¬:

bp(D) = s � (jGF (q)4j+ jSL4(U)j) � bp(DPb;fA).

�®±¯®«¼§³¥¬±¿ ®¶¥ª ¬¨ ±«®¦®±²¨ ¤«¿  «£®°¨²¬ DPr;f ¨§ [1, 2].

�·²¥¬, ·²® ¢  ¸¥¬ ±«³· ¥ r = b,   f = fA. �°¨·¥¬ ´³ª¶¨¿ fA {

½²® ¡³«¥¢  ´³ª¶¨¿ n� 4k ¯¥°¥¬¥»µ. �¬¥¥¬

bp(DPb;fA) = O(b13(n� 4k)5(log b+ log(n� 4k))2).

� ª¨¬ ®¡° §®¬, § ¿, ·²® k = d3 log r + logne, jGF (q)4j = 24k

¨ jSL4(U)j 6 24k � 1
n
, ¯®«³· ¥¬ ®¶¥ª³ ª®«¨·¥±²¢  ¯°®¶¥±±®°®¢  

·¥²¢¥°²®¬ ¸ £¥

bp(D) = O(s � 24k �
�
1 + 1

n

�
� b13(n � 4k)5(log b + log(n � 4k))2) =

O(sr12n4b13(n� 12 log r � 4 log n)5(log b+ log(n� 12 log r � 4 log n))2).

�°¥¬¿ ¢»·¨±«¥¨© ®¶¥¨¢ ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬

ptime(D) = ptime(DPb;fA) = O(log b+log(n�12 log r�4 log n))+

extime, £¤¥ ¢¥«¨·¨  extime µ ° ª²¥°¨§³¥² ¢°¥¬¿ ±·¨²»¢ ¨¿ ¨-

´®°¬ ¶¨¨ ± ¢¥¸¨µ ®±¨²¥«¥©.

�  ·¥²¢¥°²®¬ ¸ £¥ ¯°®¨±µ®¤¨² ° ±¸¨´°®¢ ¨¥ ±²°®ª ² ¡«¨¶.

�³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²®  ¬ ¥ ²°¥¡³¥²±¿ ¤«¿ ½²®£® ®¢»µ ¯°®¶¥±±®°®¢,

² ª ª ª ¬» ¥ ¨±¯®«¼§³¥¬ ¨ª ª®© ª®ª°¥²®© ª°¨¯²®±¨±²¥¬» ¨ ¥

§ ¥¬ ®¶¥®ª ¥¥ ±«®¦®±²¨. � ¬¥²¨¬, ·²®   ½²®¬ ¸ £¥ ¥®¡µ®¤¨¬®

° ±¸¨´°®¢ ²¼

b � (z + v) = b �

��
jGF (q)4j

b

�
+
l
jSL4(U)j

b

m�
6 16r12n4

�
1 + 1

n

�
+ 2b

¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥© ¯® bs ¡¨² ¢ ª ¦¤®©. �¶¥¨¬ ¢°¥¬¿ ½²®© ¯°®¶¥-

¤³°» ·¥°¥§ crypttime.

�¿²»© ¸ £ ¥ ²°¥¡³¥² ®¢»µ ¯°®¶¥±±®°®¢,   ¢°¥¬¿ ¥£® ° ¡®²»

¬®¦® ®¶¥¨²¼ ª ª O(1).
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�¶¥ª¨ ¤«¿ ¸¥±²®£® ¸ £  ¯®«®±²¼¾ ±®®²¢¥²±²¢³¾² ±®®²¢¥²-

±²¢³¾¹¨¬ ®¶¥ª ¬ ¤«¿  «£®°¨²¬  DPr;f;s. �«¥¤®¢ ²¥«¼®,

bp(B7) = O(r � s � k2 � 24k) = O(s � r13n4(3 log r + logn)2),

ptime(B7) = O(k) = O(log r + log n).

�ª®· ²¥«¼® ¨¬¥¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥:

bp(CDPr;f;s) = max(bp(A);bp(B5);bp(D);bp(B7)) = max(O(r7k2);

O(r13n5) + O(r13n4(log r + logn)2); O(sr12n4b13(n � 12 log r � 4 log n)5

(log b + log(n � 12 log r � 4 log n))2); O(sr13n4(log r + log n)2)) 6

O(sr13n4b13(n� 12 log r � 4 log n)5(log b+ log(n� 12 log r � 4 log n))2);

ptime(CDPr;f;s) = ptime(A)+ptime(B5)+ptime(D)+extime+

crypttime+O(1)+ptime(B7) = O(log r+log(log r+logn))+O(log r+

logn)+O(log b+log(n�12 log r�4 logn))+extime+crypttime+O(1) =

O(log r + log n) +O(log b+ logn) + extime+ crypttime.

� ¬¥²¨¬, ·²® ²¥®°¥²¨·¥±ª¨ (  ¯° ª²¨ª¥ ½²® ¥°¥ «¼®) ¬ ª±¨-

¬ «¼®¥ § ·¥¨¥ b ° ¢¿¥²±¿ jGF (q)4j + jSL4(U)j 6 24k �
�
1 + 1

n

�
6

16r12n4
�
1 + 1

n

�
, ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, log b = O(log r + log n).

� ª¨¬ ®¡° §®¬,

ptime(CDPr;f;s) = O(log r + logn) + extime+ crypttime.

�¶¥¨¬ ° §¬¥° ¡ §» ¤ »µ, ¯®«³·¥®© ¯°¨ ¯®±²°®¥¨¨  «£®-

°¨²¬ . �«¿  «£®°¨²¬ DPr;f;s ª®«¨·¥±²¢® ±²®«¡¶®¢ ² ¡«¨¶ 5 ¨ 6 ®¯°¥-

¤¥«¿¥²±¿ ª ª

s � (jGF (q)4j+ jSL4(U)j).

� ¦¤»© ±²®«¡¥¶ ¤®«¦¥ ¡»²¼ ° §¡¨²   · ±²¨ ¤«¿ ¯°¨¬¥¥¨¿

 «£®°¨²¬  DPb;f , £¤¥ ¢ ª ·¥±²¢¥ ´³ª¶¨¨ f ¢»±²³¯ ¾² ¡³«¥¢» ´³ª-

¶¨¨ f
(j)
Ai

¨ g
(j)

li
, ®¯°¥¤¥«¥»¥   n�4k ¯¥°¥¬¥»µ. �®£« ±® ®¶¥ª ¬

¤«¿  «£®°¨²¬  DPr;f , ¯®«³· ¥¬

mem(DPb;f ) 6 2n�4k �

�
1 + 1

n�4k

�
.

�«¥¤®¢ ²¥«¼®,

mem(CDPr;f;s) = s � (jGF (q)4j+ jSL4(U)j) � bp(DPb;f ) 6 s � (24k +

24k � 1
n
) � 2n�4k �

�
1 + 1

n�4k

�
6 s � 2n �

�
1 + 1

n

�
�

�
1 + 1

n�12 log r�4 log n

�
.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¯®«³·¨«¨ ¢±¥ ®¶¥ª¨ ¤«¿  «£®°¨²¬  DPr;f;s ¨

²¥®°¥¬  ¤®ª §   ¯®«®±²¼¾.

� ¬¥²¨¬, ®¤ ª®, ·²® ¥±«¨ b > r, ²® ¢»£®¤¥¥ ±·¨²»¢ ²¼ ¨ ° ±-

¸¨´°®¢»¢ ²¼ ¢±¥ r ±²°®ª ² ¡«¨¶ ¡ §» ¤ »µ, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ  -

¡®° ¬ B1, . . . , Br. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ³ ª ¦¤®£® ±²®«¡¶ 
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²°¥¡³¥²±¿ ±·¨² ²¼ r ¡¨², ® ² ª ª ª b > r, ²® ½²® ¢»£®¤¥¥, ·¥¬ ±·¨-

²»¢ ²¼ b ¡¨². �®£¤    ²°¥²¼¥¬ ¸ £¥ DPr;f;s ¥®¡µ®¤¨¬® ¯°¨¬¥¿²¼

 «£®°¨²¬ DPr;f . �«¥¤®¢ ²¥«¼®,

bp(D) = s � (jGF (q)4j + jSL4(U)j) � bp(DPr;f ) = s � 24k �
�
1 + 1

n

�
�

O(r13(n � 4k)5(log r + log(n � 4k))2) 6 O(sr12n4r13(n � 12 log r �

4 log n)5(log r + log(n � 12 log r � 4 log n))2) = O(sr25n4(n � 12 log r �

4 log n)5(log r + log(n� 12 log r � 4 log n))2).

� «¥¥, ±«¥¤³¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ¯°¥¤»¤³¹¥© ²¥®°¥¬», ¥²°³¤® ¯®-

ª § ²¼, ·²®

bp(CDPr;f;s) = O(sr25n4(n � 12 log r � 4 log n)5(log r + log(n �

12 log r � 4 log n))2).

�±² «¼»¥ ®¶¥ª¨  «£®°¨²¬  ®±² ³²±¿ ¡¥§ ¨§¬¥¥¨©.

6. �«®¦®±²¼  «£®°¨²¬  DPr;f ¯°¨ ®£° ¨-

·¥®¬ ·¨±«¥ ¯°®¶¥±±®°®¢

�²¬¥²¨¬, ·²® ¢±¥ § ¤ ·¨, ° ±±¬®²°¥»¥ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¨µ ° §¤¥« µ

¤ ®© ° ¡®²», °¥¸ «¨±¼ ¯°¨ ³±«®¢¨¨ ¬ ª±¨¬ «¼®£® ° ±¯ ° ««¥-

«¨¢ ¨¿  «£®°¨²¬®¢, ·²® ±³¹¥±²¢¥® ³¢¥«¨·¨¢ «® ª®«¨·¥±²¢® ¯°®-

¶¥±±®°®¢ ¢ ®¶¥ª µ ¨µ ±«®¦®±²¨. �¨¨¬¨§¨°³¥¬ ª®«¨·¥±²¢® ¯°®-

¶¥±±®°®¢ ¢  «£®°¨²¬¥ DPr;f ¯°¨ ±®¡«¾¤¥¨¨ £« ¢®£® ®£° ¨·¥¨¿

§ ¤ ·¨,   ¨¬¥® ®¤®ª° ²®£® ®¡° ¹¥¨¿ ª ¡ §¥ ¤ »µ. �±®, ·²®

¥² ¥®¡µ®¤¨¬®±²¨ ¢ ¬®¤¨´¨ª ¶¨¨  «£®°¨²¬ . �§¬¥¿²±¿ ²®«¼ª® ¥£®

®¶¥ª¨ ±«®¦®±²¨.

� ±±¬®²°¨¬ § ¤ ·³ ¯ ° ««¥«¼®£® ¨§¢«¥·¥¨¿ ¨´®°¬ ¶¨¨ ¨§ ¡ -

§» ¤ »µ ¯® r ¥§ ¢¨±¨¬»¬  ¤°¥± ¬ §  ®¤® ®¡° ¹¥¨¥ ª ¢¥¸¨¬

®±¨²¥«¿¬ ¯°¨ ¬¨¨¬ «¼® ¢®§¬®¦®¬ ª®«¨·¥±²¢¥ ¯°®¶¥±±®°®¢.

�«£®°¨²¬ DPr;f ° §¡¨¢ ¥² ¡ §³ ¤ »µ   ®¯°¥¤¥«¥®¥ ª®«¨-

·¥±²¢® · ±²¥©, ª ¦¤ ¿ ¨§ ª®²®°»µ ®¡±«³¦¨¢ ¥²±¿ ±¢®¨¬ ¯°®¶¥±±®-

°®¬. �°¨ ®¡° ¹¥¨¨ ª ¡ §¥ ¤ »¬ ¯® «¾¡»¬ r  ¤°¥± ¬ ¤®¯³±ª ¥²-

±¿ ²®«¼ª® ®¤® ®¡° ¹¥¨¥ ª ¦¤®£® ¯°®¶¥±±®°  ª ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥©

¥¬³ · ±²¨ ¨ ¢±¿ ¨´®°¬ ¶¨¿ ¤®«¦  ¡»²¼ ±·¨²   §  ®¤¨ ¸ £.

�®½²®¬³ ¤«¿ ¢»¯®«¥¨¿ £« ¢®£® ®£° ¨·¥¨¿  «£®°¨²¬  ¥®¡µ®-

¤¨¬® ¬¨¨¬³¬ ±²®«¼ª® ¯°®¶¥±±®°®¢,   ±ª®«¼ª® · ±²¥© ° §¡¨²  ¡ -

§  ¤ »µ. � ¬¥²¨¬, ·²® ¤«¿ ° ¡®²»  «£®°¨²¬  DPr;f ¥®¡µ®¤¨¬®
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¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¡³«¥¢³ ´³ª¶¨¾ f , ¯°¥¤±² ¢«¿¾¹³¾ ±®¡®© ¡ §³ ¤ -

»µ, ·¥°¥§ ¡³«¥¢» ´³ª¶¨¨ f
(j)

A
¨ g

(j)

l
: f0; 1gn�4k

! f0; 1g, £¤¥

A 2 GF (q)4, l 2 SL4(U). � ¦¤ ¿ ² ª ¿ ´³ª¶¨¿ ½²® · ±²¼ ° §¡¨-

¥¨¿ ¡ §» ¤ »µ, ®¡±«³¦¨¢ ¥¬ ¿ ®²¤¥«¼»¬ ¯°®¶¥±±®°®¬. �«¥¤®-

¢ ²¥«¼®, ª®«¨·¥±²¢® · ±²¥© ¢ DPr;f ¥ ¬®¦¥² ¯°¥¢»¸ ²¼ ¢¥«¨·¨³

jGF (q)4j+ jSL4(U)j 6 (24k + 24k � 1
n
) = 24k �

�
1 + 1

n

�
6 16r12n4

�
1 + 1

n

�
.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ª®«¨·¥±²¢® ¯°®¶¥±±®°®¢  «£®°¨²¬  ¬®¦® ®£° -

¨·¨²¼ ¢¥«¨·¨®© O(r12n4).

�¶¥¨¬ ¢°¥¬¿ ° ¡®²»  «£®°¨²¬  ¯°¨ ² ª®¬ ®£° ¨·¥®¬ ª®-

«¨·¥±²¢¥ ¯°®¶¥±±®°®¢. �«¿ ½²®£®  ¬ ¯®²°¥¡³¥²±¿ ° ±±¬®²°¥²¼ ¢±¥

¸ £¨  «£®°¨²¬  DPr;f , ®¯¨± ®£® ¢® ¢²®°®¬ ° §¤¥«¥ ¤ ®© ° ¡®-

²».

�¥®°¥¬  4. �«¿ «¾¡»µ ¯®«®¦¨²¥«¼»µ ¶¥«»µ n ¨ r, r 6 2
n

16 ¨ ¤«¿

«¾¡»µ ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨© f ®² n ¯¥°¥¬¥»µ ¢°¥¬¿ ° ¡®²»  «£®-

°¨²¬  DPr;f ¯°¨ ª®«¨·¥±²¢¥ ¯°®¶¥±±®°®¢, ®£° ¨·¥®¬ ¢¥«¨·¨®©

O(r12n4) ¬®¦® ®¶¥¨²¼ ª ª:

ptime(DPr;f )=O(r(n+log2 r+log2 n+log r log n)(log r+logn))+extime:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ ¯¥°¢»© ¸ £  «£®°¨²¬  DPr;f . �£®

±«®¦®±²¼ ®¶¥¨¢ « ±¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬.

bp(A) = O(r7(log r + log n)2),

ptime(A) = O(log r + log(log r + log n)).

�®«¨·¥±²¢® ¯°®¶¥±±®°®¢, ¥®¡µ®¤¨¬®¥   ¤ ®¬ ¸ £¥, ³¤®¢«¥-

²¢®°¿¥²  ¸¥¬³ ®£° ¨·¥¨¾ ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ®¶¥ª  ¢°¥¬¥¨ ¥

¨§¬¥¨²±¿.

�«¿ ¢²®°®£® ¸ £   «£®°¨²¬  DPr;f ¡¥§ ®£° ¨·¥¨¿ ª®«¨·¥±²¢ 

¯°®¶¥±±®°®¢ ¬» ¨¬¥«¨

bp(B5) 6 O(r13n5) +O(r13n4(log r + log n)2),

ptime(B5) = O(log r + log(log r + log n)).

�ª § ®¥ ª®«¨·¥±²¢® ¯°®¶¥±±®°®¢ ¯°¥¢»¸ ¥² ®£° ¨·¥¨¥ ²¥®-

°¥¬»,   § ·¨² ¥®¡µ®¤¨¬® § ®¢® ®¶¥¨²¼ ¢°¥¬¿ ½²®© ¯°®¶¥¤³°»

¯°¨ ®£° ¨·¥®¬ ·¨±«¥ ¯°®¶¥±±®°®¢.

� ±±¬®²°¨¬ ½²®² ¸ £ ¯®¤°®¡¥¥. �°®¶¥¤³°  B5 ±®±²®¨² ¨§ ¤¢³µ

¯®¤¯³ª²®¢:
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i) ¤«¿ «¾¡»µ A 2 GF (q)4 ¢»·¨±«¨¬ BA = B3(A; ~A; ~B; ~u);

ii) ¤«¿ «¾¡»µ l 2 SL4(U) ¢»·¨±«¨¬ Bl = B4(l; ~A; ~B; ~u).

�«¿ ¯¥°¢®£® ¯®¤¯³ª²  ¥®¡µ®¤¨¬® jGF (q)4j � bp(B3), ¯°®¶¥±±®-

°®¢, ª®²®°»¥ ¢»¯®«¿² ¥£® §  ¢°¥¬¿ ptime(B3),   ¤«¿ ¢²®°®£® ¯®¤-

¯³ª²  ²°¥¡³¥²±¿ jSL4(U)j�bp(B4), ¯°®¶¥±±®°®¢ ¨ ¢°¥¬¿ ¢»¯®«¥¨¿

° ¢® ptime(B4). � ª ¡»«® ®²¬¥·¥® ¢»¸¥, ª®«¨·¥±²¢® ¯°®¶¥±±®°®¢

³  ± ®£° ¨·¥® ¢¥«¨·¨®© jGF (q)4j + jSL4(U)j 6 O(r12n4). �»¤¥-

«¨¬ ¨§ ½²®© ¢¥«¨·¨» jGF (q)4j ¯°®¶¥±±®°®¢   ¯¥°¢»© ¯®¤¯³ª² ¨

jSL4(U)j   ¢²®°®©. � ª ª ª jGF (q)
4j�bp(B3) ¯°®¶¥±±®°®¢ ¢»¯®«¿¥²

¯¥°¢»© ¯®¤¯³ª² §  ¢°¥¬¿ ptime(B3), ²® jGF (q)
4j ¯°®¶¥±±®°®¢ ¢»-

¯®«¨² ½²³ ¦¥ ¯°®¶¥¤³°³ §  ¢°¥¬¿ ptime(B3) � bp(B3). � «®£¨·®

¤«¿ ¢²®°®£® ¯®¤¯³ª²  ¯®«³· ¥¬ ¢°¥¬¿ ptime(B4) �bp(B4). �®±¯®«¼-

§³¥¬±¿ ¤«¿ ¯°®¶¥¤³° B3 ¨ B4 ®¶¥ª ¬¨ ¨§ [1] ¨ [2].

bp(B3) = O(r � (k2 + n)) ¨ ptime(B3) = O(log k + log r),

bp(B4) = O(r � (k + n)) ¨ ptime(B4) = O(log k + log r).

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°¨ ®£° ¨·¥®¬ ª®«¨·¥±²¢¥ ¯°®¶¥±±®°®¢

ptime(B5) = O(r � (k2 + n) � (log k + log r)) +O(r � (k + n) � (log k +

log r)) = O(r � (n+ (log r + logn)2) � (log r + log(log r + log n))).

�  ²°¥²¼¥¬ ¸ £¥  «£®°¨²¬  ¯°®¨±µ®¤¨² ®¡° ¹¥¨¥ ª ¡ §¥ ¤ -

»µ. � ¸¥ ®£° ¨·¥¨¥   ·¨±«® ¯°®¶¥±±®°®¢ ³±²  ¢«¨¢ «®±¼ ¨±µ®-

¤¿ ¨§ ½²®£® ¸ £ , ¯®½²®¬³ ®¢»µ ¯°®¶¥±±®°®¢ ¥ ²°¥¡³¥²±¿. �°¥¬¿

¢»¯®«¥¨¿ ®¶¥¨¢ ¥²±¿ ª ª extime.

� ±±¬®²°¨¬ ·¥²¢¥°²»© ¸ £ (¯°®¶¥¤³°  B7). �«¿ ¢±¥µ i = 1; 2; :::; r

¢»·¨±«¿¥²±¿

f(Ai; Bi) = B6(Ai; ui; ~Z; ~Y ) =

=

�
_

l2SL4(U)
Zl � B2(A; u; l)

�
�

 
�

A�
2GF (q)4

YA� � B1(A; u;A
�)

!
:

�¶¥ª¨ ±«®¦®±²¨ ½²®© ¯°®¶¥¤³°» ¤® ®£° ¨·¥¨¿ ª®«¨·¥±²¢ 

¯°®¶¥±±®°®¢ ¡»«¨ ² ª®¢»

bp(B7) = O(s � r13n4(log r + log n)2), ptime(B7) = O(log r + log n).

�ª § ®¥ ª®«¨·¥±²¢® ¯°®¶¥±±®°®¢ ¯°¥¢»¸ ¥² ®£° ¨·¥¨¥ ²¥®-

°¥¬», ¯®½²®¬³ ¥®¡µ®¤¨¬® § ®¢® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¢¥«¨·¨³ ptime(B7)

¯°¨ ®£° ¨·¥®¬ ª®«¨·¥±²¢¥ ¯°®¶¥±±®°®¢.
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�«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ª ¦¤®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ Zl � B2(A; u; l) ¢  «£®°¨²-

¬¥ DPr;f ¨±¯®«¼§®¢ «®±¼ bp(B2) ¯°®¶¥±±®°®¢ ¨ ¯°®¨±µ®¤¨«® ½²® § 

¢°¥¬¿ ptime(B2),   ¤«¿ «¾¡®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ YA� � B1(A; u;A
�) ¨±-

¯®«¼§®¢ «®±¼ bp(B1) ¯°®¶¥±±®°®¢ ¨ § ²° ·¨¢ «®±¼ ¢°¥¬¿ ptime(B1).

�°®¨§¢¥¤¥¨© ¯¥°¢®£® ²¨¯  ¤®«¦® ¡»²¼ ¢»·¨±«¥® jSL4(U)j,   ¯°®-

¨§¢¥¤¥¨© ¢²®°®£® ²¨¯  jGF (q)4j. �¤ ª®, ¯® ®£° ¨·¥¨¾ ²¥®°¥-

¬» ³  ± ¢±¥£® jGF (q)4j + jSL4(U)j ¯°®¶¥±±®°®¢, ²® ¥±²¼ ¯® ®¤®¬³

¯°®¶¥±±®°³   ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ª ¦¤®£® ²¨¯ . �  ¢»·¨±«¥¨¥ ª ¦¤®-

£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ Zl � B2(A; u; l) ®¤¨¬ ¯°®¶¥±±®°®¬ ¡³¤¥² § ²° ·¥-

® ¢°¥¬¿ bp(B2) � ptime(B2),     ª ¦¤®¥ YA� � B1(A; u;A
�) ¢°¥¬¿

bp(B1) � ptime(B1). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢±¥ ³ª § »¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¡³-

¤³² ¢»·¨±«¥» §  ¢°¥¬¿ max(bp(B2)�ptime(B2), bp(B1)�ptime(B1)).

� «¥¥ «¥£ª® ¤®ª § ²¼, ·²® ¢°¥¬¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ¢±¥µ ¤¨§º¾ª¶¨© ®¶¥-

¨¢ ¥²±¿ ª ª O(log jSL4(U)j),     ¢»·¨±«¥¨¥ ¢±¥µ ±³¬¬ ¯® ¬®¤³«¾

¤¢  ¥®¡µ®¤¨¬® ¢°¥¬¥¨ O(log jGF (q)4j). �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢°¥¬¿ ¢»-

¯®«¥¨¿ ¢±¥© ¯°®¶¥¤³°» B6 ¬®¦® ®¶¥¨²¼ ª ª

ptime(B6) = max(bp(B2) � ptime(B2);bp(B1) � ptime(B1)) +

max(O(log jSL4(U)j), O(log jGF (q)
4j)).

�§ [2] ¬» ¨¬¥¥¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ ®¶¥ª¨

bp(B1) = O((log r + logn)2),

ptime(B1) = O(log(log r + logn)),

bp(B2) = O(log r + log n),

ptime(B2) = O(log(log r + logn)),

log jSL4(U)j = O(log r + log n); log jGF (q)4j = O(log r + logn).

�²±¾¤  ¯®«³· ¥¬, ·²®

ptime(B6) = O((log r + log n)2 � log(log r + log n))

�ª®· ²¥«¼®, ¤«¿ ·¥²¢¥°²®£® ¸ £   «£®°¨²¬  ®¯°¥¤¥«¿¥¬

ptime(B7) = O(r � (log r + logn)2 � log(log r + log n)).

�°¥¬¿ ° ¡®²» ¢±¥£®  «£®°¨²¬  ¯°¨ ®£° ¨·¥®¬ ª®«¨·¥±²¢¥

¯°®¶¥±±®°®¢ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª

ptime(DPr;f ) = ptime(A) + ptime(B5) + extime+ ptime(B7) =

O(log r+log(log r+logn))+O(r �(n+(log r+logn)2) �(log r+log(log r+

logn))) + extime+O(r � (log r+ log n)2 � log(log r+ log n)) = O(r � (n+

(log r + log n)2) � (log r + log(log r + logn))) + extime.

�²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¤®ª § ²¼.



332 �.�. � § °®¢

�·¥¢¨¤®, ·²® ° §¬¥° ¡ §» ¤ »µ ¥ ³¢¥«¨·¨²±¿ ¯°¨ ®£° ¨·¥-

¨¨ ª®«¨·¥±²¢  ¯°®¶¥±±®°®¢.�® ¥±²¼

mem(DPr;f ) 6 2n
�
1 + 1

n

�
:

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ®ª®· ²¥«¼® ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ ®¢»¥ ®¶¥ª¨

 «£®°¨²¬  DPr;f ¯°¨ ®£° ¨·¥®¬ ª®«¨·¥±²¢¥ ¯°®¶¥±±®°®¢:

ptime(DPr;f ) = O(r(n+ log2 r + log2 n+ log r logn)(log r + logn)),

bp(DPr;f ) = O(r12n4),

mem(DPr;f ) 6 2n
�
1 + 1

n

�
.
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