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� ° ¡®²¥ ¨±±«¥¤³¥²±¿ ±°¥¤¥¥ ¢°¥¬¿ ¯®¨±ª  ¢ § ¤ · µ ® ¬¥-

²°¨·¥±ª®© ¡«¨§®±²¨   n-¬¥°®¬ ¡³«¥¢®¬ ª³¡¥ ¤«¿ ®¤®£® ¡ -

§®¢®£® ¬®¦¥±²¢  ´³ª¶¨©. � ©¤¥  ¢¥°µ¿¿ ®¶¥ª  ±°¥¤¥£®

¢°¥¬¥¨ ¤«¿ «¾¡»µ § ¤ · ¤ ®£® ²¨¯  ¨ ¯®ª § ® ±³¹¥±²¢®-

¢ ¨¥ ² ª®£® ª« ±±  § ¤ ·, ¤«¿ ª®²®°»µ ¢¥°µ¿¿ ®¶¥ª   ±¨¬-

¯²®²¨·¥±ª¨ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¨¦¥©. �  ®±®¢¥ ½²¨µ °¥§³«¼² ²®¢

¯®«³·¥   ±¨¬¯²®²¨ª  ´³ª¶¨¨ �¥®  ¤«¿ ±«®¦®±²¨ § ¤ -

·¨ ® ¬¥²°¨·¥±ª®© ¡«¨§®±²¨.

1. �¢¥¤¥¨¥

� ¤ ®© ° ¡®²¥ ¨±±«¥¤³¥²±¿ ±«¥¤³¾¹ ¿ § ¤ ·  ¯®¨±ª . � ®

ª®¥·®¥ ¬®¦¥±²¢® ¢¥°¸¨ n-¬¥°®£® ¡³«¥¢  ª³¡  B
n
2 , ª®²®°®¥

¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ¡¨¡«¨®²¥ª®©. �«¥¬¥²» ¡¨¡«¨®²¥-

ª¨  §®¢¥¬ § ¯¨±¿¬¨. � ¯°®±   ¯®¨±ª § ¤ ¥² ¥ª ¿ ¢¥°¸¨  ª³¡ 

x = (x1; : : : ; xn). � ¤® ¯¥°¥·¨±«¨²¼ ¢±¥ § ¯¨±¨ ¨§ ¡¨¡«¨®²¥ª¨, ª®-

²®°»¥ ®²«¨· ¾²±¿ ®² § ¯°®±  ¥ ¡®«¥¥, ·¥¬ ¢ ®¤®© ª®¬¯®¥²¥.

� §®¢¥¬ ½²³ § ¤ ·³ § ¤ ·¥© ® ¬¥²°¨·¥±ª®© ¡«¨§®±²¨.

�°¨¢¥¤¥¬ ¨²¥°¯°¥² ¶¨¾ ¤ ®© § ¤ ·¨. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¬»

®±³¹¥±²¢«¿¥¬ ¯®¨±ª ¢ ¤¥±ª°¨¯²®°»µ ¨´®°¬ ¶¨®®-¯®¨±ª®¢»µ

±¨±²¥¬ µ [1], ²® ¥±²¼ ¨´®°¬ ¶¨®»© ¬ ±±¨¢ ±®±²®¨² ¨§ ¤®ª³-

¬¥²®¢, ª ¦¤»© ¤®ª³¬¥² ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ¬®¦¥±²¢®¬ ¤¥±ª°¨¯²®°®¢

�� ¡®²  ¢»¯®«¥  ¯°¨ ´¨ ±®¢®© ¯®¤¤¥°¦ª¥ �®±±¨©±ª®£® ´®¤  ´³¤ ¬¥-

² «¼»µ ¨±±«¥¤®¢ ¨© (£° ²» 98-01-00130, 01-01-00748)
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(ª«¾·¥¢»µ ±«®¢), § ¯°®± § ¤ ¥² ¥ª®²®°³¾ ±®¢®ª³¯®±²¼ ¤¥±ª°¨¯²®-

°®¢, ¨ ¥®¡µ®¤¨¬® ¯¥°¥·¨±«¨²¼ ¢ ¨´®°¬ ¶¨®®¬ ¬ ±±¨¢¥ ¢±¥ ¤®ª³-

¬¥²», ®¯¨± ¨¥ ª®²®°»µ ®²«¨· ¥²±¿ ¥ ¡®«¥¥, ·¥¬ ¢ ®¤®¬ ¤¥±ª°¨¯-

²®°¥. � ³¬¥°³¥¬ ¥ª®²®°»¬ ®¡° §®¬ ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¤¥±ª°¨¯²®°®¢

(¯³±²¼ ¨µ n ¸²³ª). � ¦¤®¬³ ¤®ª³¬¥²³ ±®¯®±² ¢¨¬ § ¯¨±¼, ¯°¥¤±² -

¢«¿¾¹³¾ ±®¡®© ¡³«¥¢ ¢¥ª²®° ¤«¨» n, ¢ i-© ª®¬¯®¥²¥ ª®²®°®£®

±²®¨² 1 ¢ ²®¬ ¨ ²®«¼ª® ²®¬ ±«³· ¥, ª®£¤  i-© ¤¥±ª°¨¯²®° ¢µ®¤¨² ¢

®¯¨± ¨¥ ¤ ®£® ¤®ª³¬¥² . � ¯°®±» ®¯¨±»¢ ¾²±¿   «®£¨·®, ²®

¥±²¼ ¢ i-© ª®¬¯®¥²¥ § ¯°®±  ±²®¨² 1, ¥±«¨ i-© ¤¥±ª°¨¯²®° ¢µ®¤¨² ¢

®¯¨± ¨¥ § ¯°®± . �°¨ ¯®¨±ª¥ ¨±ª®¬ ¿ § ¯¨±¼ ¤®«¦  ®²«¨· ²¼±¿ ¥

¡®«¥¥, ·¥¬ ¢ ®¤®© ª®¬¯®¥²¥ ®² § ¯°®± . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯®«³· ¥¬

§ ¤ ·³ ® ¬¥²°¨·¥±ª®© ¡«¨§®±²¨   ¡³«¥¢®¬ ª³¡¥.

� ° ¡®²¥ ¤«¿ ¥ª®²®°®£® ´¨ª±¨°®¢ ®£® ¡ §®¢®£® ¬®¦¥±²¢ 

´³ª¶¨©  ©¤¥  ¢¥°µ¿¿ ®¶¥ª  ±°¥¤¥£® ¢°¥¬¥¨ ¯®¨±ª  ¤«¿ «¾-

¡»µ § ¤ · ® ¬¥²°¨·¥±ª®© ¡«¨§®±²¨. �®ª § ®, ·²® ¤«¿ ª« ±±  § ¤ ·

® ¬¥²°¨·¥±ª®© ¡«¨§®±²¨, ³ ª®²®°»µ ¡¨¡«¨®²¥ª  ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ±«¥-

¤³¾¹¨¬ ³±«®¢¨¿¬:

� ¥² § ¯¨±¥©, ª®¬¯®¥²» ª®²®°»µ ²®«¼ª® 1 ¨«¨ ²®«¼ª® 0,

� ¢±¥ § ¯¨±¨ ¯®¯ °® ° §«¨· ¾²±¿ ¡®«¥¥, ·¥¬ ¢ ·¥²»°¥µ ª®¬¯®-

¥² µ,

¢¥°µ¿¿ ®¶¥ª   ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¨¦¥© ¯°¨ n ! 1.

�°®¬¥ ²®£®, ¤«¿ ´³ª¶¨¨ �¥® , ª®²®° ¿ ° ¢  ¬ ª±¨¬³¬³ ±°¥¤-

¥£® ¢°¥¬¥¨ ¯®¨±ª  ¢ § ¤ · µ, ° §¬¥° ¡¨¡«¨®²¥ª¨ ª®²®°»µ ¥ ¡®«¼-

¸¥ k, ¯®«³·¥   ±¨¬¯²®²¨ª  ¤«¿ ¥ª®²®°»µ k ¯°¨ n!1.

�¢²®° ¢»° ¦ ¥² ¡« £®¤ °®±²¼ �.�. � ± ®¢³ §  ¯®±² ®¢ª³ § -

¤ ·¨ ¨ ¯®¬®¹¼ ¢ ° ¡®²¥.

2. �±®¢»¥ ¯®¿²¨¿ ¨ ´®°¬³«¨°®¢ª  °¥-

§³«¼² ²®¢

�» ¡³¤¥¬ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ²¥°¬¨®«®£¨¾ ¨ ®¡®§ ·¥¨¿ ¨§ ° ¡®²»

[2], ® ¯®±ª®«¼ª³ ¢  ±²®¿¹¥© ° ¡®²¥ ¥ ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ¯¥°¥ª«¾· ²¥-

«¨, ²® §¤¥±¼ ¡³¤¥² ¯°¨¢¥¤¥  ¥±ª®«¼ª® ³¯°®¹¥ ¿ ¢¥°±¨¿ ¯®¿²¨¿

¨´®°¬ ¶¨®®£® £° ´ .
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�³±²¼ X { ¬®¦¥±²¢® § ¯°®±®¢, ¯°¨·¥¬   X ®¯°¥¤¥«¥® ¢¥°®¿²-

®±²®¥ ¯°®±²° ±²¢® hX;�;Pi, £¤¥ � {  «£¥¡°  ¯®¤¬®¦¥±²¢ ¬®-

¦¥±²¢  X, P { ¢¥°®¿²®±² ¿ ¬¥°    �; Y { ¬®¦¥±²¢® § ¯¨±¥©

(®¡º¥ª²®¢ ¯®¨±ª ); � { ¡¨ °®¥ ®²®¸¥¨¥   X�Y ,  §»¢ ¥¬®¥ ®²-

®¸¥¨¥¬ ¯®¨±ª ; ¯¿²¥°ª³ S = hX;Y; �; �;Pi ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ²¨¯®¬;

²°®©ª³ I = hX;V; �i, £¤¥ V { ¥ª®²®°®¥ ª®¥·®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® ¬®-

¦¥±²¢  Y , ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬  §»¢ ¥¬®¥ ¡¨¡«¨®²¥ª®©, ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼

§ ¤ ·¥© ¨´®°¬ ¶¨®®£® ¯®¨±ª  (���) ²¨¯  S = hX;Y; �; �;Pi, ¨

¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® § ¤ ·  I = hX;V; �i ±®¤¥°¦ ²¥«¼® ±®±²®¨² ¢ ¯¥-

°¥·¨±«¥¨¨ ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼® ¢§¿²®£® § ¯°®±  x 2 X ¢±¥µ ²¥µ ¨ ²®«¼ª®

²¥µ § ¯¨±¥© ¨§ V , ª®²®°»¥  µ®¤¿²±¿ ¢ ®²®¸¥¨¨ � ± § ¯°®±®¬ x,

²® ¥±²¼ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² § ¯°®±³ x; O(y; �) = fx 2 X : x�yg { ²¥¼

§ ¯¨±¨ y 2 Y ; F { ¬®¦¥±²¢® ±¨¬¢®«®¢ ®¤®¬¥±²»µ ¯°¥¤¨ª ²®¢,

®¯°¥¤¥«¥»µ   ¬®¦¥±²¢¥ X,  §»¢ ¥¬®¥ ¡ §®¢»¬ ¬®¦¥±²¢®¬.

�®¿²¨¥ ¨´®°¬ ¶¨®®£® £° ´  (��)  ¤ ¡ §®¢»¬ ¬®¦¥±²¢®¬

F , ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �¥°¥²±¿ ª®¥· ¿ ¬®£®¯®«¾±-

 ¿ ®°¨¥²¨°®¢  ¿ ±¥²¼. � ¥© ¢»¡¨° ¥²±¿ ¥ª®²®°»© ¯®«¾±, ª®-

²®°»©  §»¢ ¥²±¿ ª®°¥¬. �±² «¼»¥ ¯®«¾±   §»¢ ¾²±¿ «¨±²¼¿¬¨

¨ ¨¬ ¯°¨¯¨±»¢ ¾²±¿ § ¯¨±¨ ¨§ Y , ¯°¨·¥¬ ° §»¬ «¨±²¼¿¬ ¬®£³²

¡»²¼ ¯°¨¯¨± » ®¤¨ ª®¢»¥ § ¯¨±¨. �¥¡° ¬ ¯°¨¯¨±»¢ ¾²±¿ ¯°¥¤¨-

ª ²» ¨§ ¬®¦¥±²¢  F . � ª¨¬ ®¡° §®¬  £°³¦¥³¾ ¬®£®¯®«¾±³¾

®°¨¥²¨°®¢ ³¾ ±¥²¼  §»¢ ¥¬ ��  ¤ ¡ §®¢»¬ ¬®¦¥±²¢®¬ F .

�³ª¶¨®¨°®¢ ¨¥ �� ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �ª -

¦¥¬, ·²®: °¥¡°® ¯°®¢®¤¨² § ¯°®± x 2 X, ¥±«¨ ¯°¥¤¨ª ², ¯°¨¯¨± -

»© ½²®¬³ °¥¡°³, ¯°¨¨¬ ¥² § ·¥¨¥ 1   § ¯°®±¥ x; ®°¨¥²¨°®-

¢  ¿ ¶¥¯®·ª  °¥¡¥° ¯°®¢®¤¨² § ¯°®± x 2 X, ¥±«¨ ª ¦¤®¥ °¥¡°®

¶¥¯®·ª¨ ¯°®¢®¤¨² § ¯°®± x; § ¯°®± x 2 X ¯°®µ®¤¨² ¢ ¢¥°¸¨³ �

��, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ®°¨¥²¨°®¢  ¿ ¶¥¯®·ª , ¢¥¤³¹ ¿ ¨§ ª®°¿ ¢

¢¥°¸¨³ �, ª®²®° ¿ ¯°®¢®¤¨² § ¯°®± x; § ¯¨±¼ y, ¯°¨¯¨±  ¿ «¨±²³

�, ¯®¯ ¤ ¥² ¢ ®²¢¥² ��   § ¯°®± x 2 X, ¥±«¨ § ¯°®± x ¯°®µ®¤¨² ¢

«¨±² �. �²¢¥²®¬ �� U   § ¯°®± x  §®¢¥¬ ¬®¦¥±²¢® § ¯¨±¥©, ¯®-

¯ ¢¸¨µ ¢ ®²¢¥² ��   § ¯°®± x, ¨ ®¡®§ ·¨¬ ¥£® JU (x). �²³ ´³ª¶¨¾

JU(x) ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼ °¥§³«¼² ²®¬ ´³ª¶¨®¨°®¢ ¨¿ �� U .

�³±²¼  ¬ ¤   ��� I = hX;V; �i. �ª ¦¥¬, ·²® �� U ° §°¥¸ ¥²

��� I = hX;V; �i, ¥±«¨ JU (x) = fy 2 V : x�yg:

�¢¥¤¥¬ ¯®¿²¨¥ ±«®¦®±²¨ ��. �³±²¼ � { ¥ª®²®° ¿ ¢¥°¸¨ 

��. �°¥¤¨ª ², ®¯°¥¤¥«¥»©   ¬®¦¥±²¢¥ § ¯°®±®¢, ª®²®°»© ¯°¨-
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¨¬ ¥² § ·¥¨¥ 1   § ¯°®±¥ x, ¥±«¨ § ¯°®± ¯°®µ®¤¨² ¢ ¢¥°¸¨³ �,

¨ 0 { ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥,  §®¢¥¬ ´³ª¶¨¥© ´¨«¼²°  ¢¥°¸¨» � ¨

®¡®§ ·¨¬ '�(x).

�«®¦®±²¼¾ �� U   § ¯°®±¥ x 2 X  §®¢¥¬ ·¨±«® T (U; x) =P
�2R  � � '�(x); £¤¥ R { ¬®¦¥±²¢® ¢¥°¸¨ �� U ,  � { ª®«¨·¥±²¢®

°¥¡¥°, ¨±µ®¤¿¹¨µ ¨§ ¢¥°¸¨» �.

�ª ¦¥¬, ·²® ¡ §®¢®¥ ¬®¦¥±²¢® F ¨§¬¥°¨¬®¥, ¥±«¨ ª ¦¤ ¿ ´³ª-

¶¨¿ ¨§ F ¨§¬¥°¨¬  (®²®±¨²¥«¼®  «£¥¡°» �). � «¥¥ ¢±¾¤³ ¡³¤¥¬

¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ¡ §®¢®¥ ¬®¦¥±²¢® ¨§¬¥°¨¬®¥. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¤«¿

«¾¡®£® �� U  ¤ F ´³ª¶¨¿ T (U; x) ª ª ´³ª¶¨¿ ®² x ¨§¬¥°¨¬ .

�«®¦®±²¼¾ �� U  §®¢¥¬ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ ¢¥«¨·¨»

T (U; x), ²® ¥±²¼ ·¨±«® T (U) =MxT (U; x): �«®¦®±²¼¾ § ¤ ·¨ I ¯°¨

¡ §®¢®¬ ¬®¦¥±²¢¥ F  §®¢¥¬ ·¨±«® T (I; F ) = inf fT (U) : U 2

U(I; F )g; £¤¥ U(I; F ) { ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ��  ¤ ¡ §®¢»¬ ¬®¦¥±²¢®¬

F , ° §°¥¸ ¾¹¨µ ��� I.

�¢¥¤¥¬ ´³ª¶¨¾ R(x; y) =
nP
i=1

jxi� yij { ° ±±²®¿¨¥ ¯® �½¬¬¨£³

¬¥¦¤³ ²®·ª ¬¨ x = (x1; : : : ; xn) ¨ y = (y1; : : : ; yn) 2 B
n
2 .

�¯¨¸¥¬ ´®°¬ «¼® ²¨¯, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ²¨¯³ § ¤ · ® ¬¥²°¨-

·¥±ª®© ¡«¨§®±²¨   n-¬¥°®¬ ¡³«¥¢®¬ ª³¡¥. �³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼

±«¥¤³¾¹¨© ²¨¯ Sm = hB
n
2 ; B

n
2 ; �m; �;Pi, £¤¥ �m { ®²®¸¥¨¥ ¯®¨±-

ª    B
n
2 � B

n
2 , ®¯°¥¤¥«¿¥¬®¥ ±«¥¤³¾¹¨¬ ±®®²®¸¥¨¥¬ x�my ,

R(x; y) 6 1, � {  «£¥¡°  ¯®¤¬®¦¥±²¢ B
n
2 , ¯°¥¤±² ¢«¿¾¹ ¿ ±®¡®©

¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¯®¤¬®¦¥±²¢ Bn
2 , P { ° ¢®¬¥° ¿ ¢¥°®¿²®±² ¿

¬¥°    �, ²® ¥±²¼ ² ª ¿ ¬¥° , ·²® ¤«¿ «¾¡®£® x 2 Bn
2 P(x) = 1=2n

¨ 8A � B
n
2 P(A) = jAj=2n.

�±«¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¡ §®¢®£® ¬®¦¥±²¢  ¬®¦¥±²¢®

F1 = ff�;1; � 2 B
n

2 g; (1)

£¤¥

f�;r(x) =

�
1; ¥±«¨ R(�; x) 6 r

0; ¨ ·¥,
; (2)

²® ±®£« ±® ²¥®°¥¬¥ 5 ¨§ [3] ¯°¨ ½²®¬ ¡ §®¢®¬ ¬®¦¥±²¢¥ ±³¹¥±²¢³-

¾² § ¤ ·¨ ²¨¯  Sm, ¤«¿ ª®²®°»µ ¯¥°¥¡®° ¿¢«¿¥²±¿ ®¯²¨¬ «¼»¬

 «£®°¨²¬®¬. �®½²®¬³ ¬» ° ±¸¨°¨¬ ½²® ¬®¦¥±²¢® ¬®¦¥±²¢®¬

F2 = ff0;r; f1;r; r = 0; : : : ; ng; (3)
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£¤¥ 0 = (0; : : : ; 0) 2 B
n
2 , 1 = (1; : : : ; 1) 2 B

n
2 , ¨ ¢±¾¤³ ¤ «¥¥ ¡³¤¥¬

° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¡ §®¢®¥ ¬®¦¥±²¢®

F = F1 [ F2: (4)

�¥±®¬ § ¯¨±¨ y  §®¢¥¬ ¢¥«¨·¨³ kyk = R(y; 0).

�³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® y ¯°¨ ¤«¥¦¨² s-¬³ ±«®¾ ª³¡ , ¥±«¨ kyk = s.

�¥°¥§ ]a[ ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼  ¨¬¥¼¸¥¥ ¶¥«®¥, ¥ ¬¥¼¸¥¥ a.

�¯° ¢¥¤«¨¢» ±«¥¤³¾¹¨¥ ²¥®°¥¬».

�¥®°¥¬  1 (¢¥°µ¿¿ ®¶¥ª  ±«®¦®±²¨). �±«¨ F { ¡ §®¢®¥ ¬®-

¦¥±²¢®, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®¥ ±®®²®¸¥¨¿¬¨ (1){(4), ²® ¤«¿ «¾¡®© ���

I = hB
n
2 ; V; �mi ²¨¯  Sm ±¯° ¢¥¤«¨¢®

T (I; F ) 6 2 ] log2(n+ 1)[+
X
y2V

C
kyk�1
n + C

kyk
n + C

kyk+1
n

2n
:

�¥®°¥¬  2 (¨¦¿¿ ®¶¥ª  ±«®¦®±²¨). �³±²¼ ��� I = hB
n
2 ;

V; �mi ²¨¯  Sm ² ª ¿, ·²® V = fy1; : : : ; yk : 8i; j 2 f1; : : : ; kg (i 6=

j ! R(yi; yj) > 4) & 8i 2 f1; : : : ; kg (R(0; yi) 6= 0 & R(0; yi) 6= n)g. F

{ ¡ §®¢®¥ ¬®¦¥±²¢®, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®¥ ±®®²®¸¥¨¿¬¨ (1){(4). �®£¤ 

±¯° ¢¥¤«¨¢®

T (I; F ) >

kX
i=1

C
kyik�1
n + C

kyik
n +C

kyik+1
n

2n
:

�«¥¤±²¢¨¥ 1. �±«¨ kn2

2n log2 n
!1 ¯°¨ n!1, ²® ¤«¿ «¾¡®© ��� I

¨§ ²¥®°¥¬» 2 ¯°¨ n!1 ±¯° ¢¥¤«¨¢®

T (I; F ) �

kX
i=1

C
kyik�1
n + C

kyik
n +C

kyik+1
n

2n
:

�³±²¼ T (k; F ) = max
jV j6k

T (hBn
2 ; V; �mi; F ) { ´³ª¶¨¿ �¥® .

�¥®°¥¬  3. F { ¡ §®¢®¥ ¬®¦¥±²¢®, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®¥ ±®®²®¸¥¨¿¬¨

(1){(4),
kp

n log2 n
!1 ¨ k

<� 2n+6
q

2
�n9

¯°¨ n!1, ²®

T (k; F ) � 3k

r
2

�n

¯°¨ n!1.
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3. �¥°µ¿¿ ®¶¥ª  ±«®¦®±²¨

p�
�
�
�
�
��*

p

f1; n�]n=2[
H

H
H

H
H

HHY
p

f0; ]n=2[

�

���

p

f1; n�]3n=4[
@

@@I

p

f0; ]3n=4[
�

���

p

f1; n�]n=4[
@

@@I

p

f0; ]n=4[

p p p

I

�s�1�s
�s+1

ppp p p p

�

���

A

AAK

p�

���

A

AAK

p

6

p

p

yi

fyi; 1

p

y1
p

yk
p p p p p p

�

�

�

���

p

fyi; 1 A

A

A

AAK

p

fyi; 1

II

�¨±. 1. �° ´ U

�«®¦®±²¼¾ °¥¡°  (�; �) ��  §®¢¥¬ ·¨±«® P(fx 2 Bn
2 : '�(x) =

1g). �¥£ª® ¯®ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ±«®¦®±²¼ �� ¥±²¼ ±³¬¬  ±«®¦®±²¥©

¥£® °¥¡¥° (±¬.,  ¯°¨¬¥°, [3]).

�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 1. �³±²¼ I = hB
n
2 ; V; �mi { ¯°®¨§¢®«¼ ¿

��� ²¨¯  Sm. �®±²°®¨¬ £° ´ U , °¥¸ ¾¹¨© § ¤ ·³ I ¨ ¨§®¡° ¦¥-

»©   °¨±³ª¥ 1. � ±®±²®¨² ¨§ ¤¢³µ · ±²¥©. I- ¿ · ±²¼ ¯°¥¤±² -

¢«¿¥² ±®¡®© ¡¨ °®¥ ¤¥°¥¢® ¢»±®²» ] log2(n + 1)[ c n+ 1-© ¢¨±¿·¥©

¢¥°¸¨®©, ² ª®¥, ·²® ¥±«¨ ®¡®§ ·¨²¼ i ¢¨±¿·³¾ ¢¥°¸¨³ ·¥°¥§ �i
(i = 0; 1; : : : ; n), ²®

'�i(x) =

�
1; ¥±«¨ x ¯°¨ ¤«¥¦¨² i-¬³ ±«®¾ ª³¡ 

0; ¨ ·¥
:

�»¬¨ ±«®¢ ¬¨ I- ¿ · ±²¼ ¯®§¢®«¿¥² §  ] log2(n+ 1)[ ¸ £®¢ ¬¥²®¤®¬

¤¥«¥¨¿ ¯®¯®« ¬  µ®¤¨²¼ ±«®©, ª®²®°®¬³ ¯°¨ ¤«¥¦¨² § ¯°®±.

II- ¿ · ±²¼ ±®±²®¨² ¨§ 3k °¥¡¥°, £¤¥ k = jV j, ¯°¨·¥¬ ª ¦¤®©

§ ¯¨±¨ yi 2 V (i = 1; : : : ; k) ±®¯®±² ¢«¥ «¨±², ¨ ¢ ½²®² «¨±² ¢¥¤³²

²°¨ °¥¡°  ¨§ ¢¥°¸¨ �s�1, �s, ¨ �s+1, £¤¥ s = kyik, ¨ ª ¦¤®¬³ ¨§ ½²¨µ
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²°¥µ °¥¡¥° ¯°¨¯¨±  ¯°¥¤¨ª ² fyi;1. �® ¥±²¼ ½²¨ ²°¨ °¥¡°  ¯®§¢®«¿¾²

¨§ ²°¥µ ³¦»µ ±«®¥¢ ¢»¡¨° ²¼ § ¯°®±», ª®²®°»¬ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥²

§ ¯¨±¼ yi.

�«®¦®±²¼ I-®© · ±²¨ ° ¢ 

] log2(n+1)[X
i=1

2 = 2] log2(n+ 1)[;

±«®¦®±²¼ II-®© · ±²¨:

kX
i=1

C
kyik�1
n +C

kyik
n + C

kyik+1
n

2n
:

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ±«®¦®±²¼ U

T (U) = 2] log2(n+ 1)[+

kX
i=1

C
kyik�1
n + C

kyik
n + C

kyik+1
n

2n
:

�¥®°¥¬  1 ¤®ª §  .

4. �¨¦¿¿ ®¶¥ª  ±«®¦®±²¨

�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» 2 ¯®²°¥¡³¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ «¥¬¬».

�¥¬¬  1. �³±²¼ y1 ¨ y2 ² ª¨¥ § ¯¨±¨, ·²® R(y1; y2) > 4. �³±²¼ U

¥ª®²®°»© ��, ¢ ª®²®°®¬ ¥±²¼ «¨±²¼¿ �1 ¨ �2, ª®²®°»¬ ¯°¨¯¨± -

» ±®®²¢¥²±²¢¥® § ¯¨±¨ y1 ¨ y2. �³±²¼ C1 ¨ C2 ¯³²¨ ¢ �� U ,

ª®²®°»¥ ¢¥¤³² ¨§ ª®°¿ �� U ¢ ¢¥°¸¨» �1 ¨ �2 ±®®²¢¥²±²¢¥®,

¨ ¯® ª®²®°»¬ ±®®²¢¥²±²¢¥® ¯°®µ®¤¿² § ¯°®±» x1 2 O(y1; �m) ¨

x2 2 O(y2; �m). �®£¤  ¥±«¨ ¯³²¨ C1 ¨ C2 ¨¬¥¾² °¥¡¥°®¥ ¯¥°¥±¥·¥-

¨¥, ²® ¨ ®¤®¬³ °¥¡°³ ¨µ ½²®£® ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ¥ ¯°¨¯¨±  ¯°¥¤¨ª ²

²¨¯  fy;1, £¤¥ y 2 B
n
2 n f0; 1g.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �® ª ¦¤®¬³ °¥¡°³ ¨§ °¥¡¥°®£® ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ¯³-

²¥© C1 ¨ C2 ¤®«¦» ¯°®©²¨ ¨ § ¯°®± x1, ¨ § ¯°®± x2. �±«¨ ¥ª®²®-

°®¬³ °¥¡°³ ¯°¨¯¨±  ¯°¥¤¨ª ² fy;1, ²® ½²® ®§ · ¥², ·²® ·¥°¥§ ½²®

°¥¡°® ¬®£³² ¯°®©²¨ ²®«¼ª® § ¯°®±» ¨§ ¸ °  ° ¤¨³±  1 ± ¶¥²°®¬ ¢
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²®·ª¥ y. �§ ²®£®, ·²® R(y1; y2) > 4 ±«¥¤³¥², ·²® R(x1; x2) > 2. �«¥¤®-

¢ ²¥«¼®, § ¯°®±» x1 ¨ x2 ¥ ¬®£³² ¯°¨ ¤«¥¦ ²¼ ®¤®¢°¥¬¥® ¨

®¤®¬³ ¸ °³ ° ¤¨³±  1. �²ª³¤  ±° §³ ±«¥¤³¥² ³²¢¥°¦¤¥¨¥ «¥¬¬».

�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ Zm m-© ±«®© ¡³«¥¢®£® ª³¡ .

�¥¬¬  2. �³±²¼ C { ®°¨¥²¨°®¢  ¿ ¶¥¯®·ª  °¥¡¥°, °¥¡° ¬ ª®-

²®°®© ¯°¨¯¨± » ²®«¼ª® ¯°¥¤¨ª ²» ¨§ ¬®¦¥±²¢  F2, ®¯°¥¤¥«¿¥-

¬®£® ±®®²®¸¥¨¥¬ (3). �®£¤  ¥±«¨ C ¯°®¢®¤¨² § ¯°®± x, ²® ® 

¯°®¢®¤¨² ¢±¥ § ¯°®±» ¨§ ¬®¦¥±²¢  Zkxk.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®±ª®«¼ª³ ª ¦¤ ¿ ¨§ ´³ª¶¨© ¨§ ¬®¦¥±²¢  F2

¿¢«¿¥²±¿ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®©, ²® ¥±²¼    ¡®° µ, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨µ ®¤¨-

 ª®¢»¬ ±«®¿¬ ¯°¨¨¬ ¥² ®¤¨ ª®¢»¥ § ·¥¨¿, ²® ¨ ª®º¾ª¶¨¿

½²¨µ ´³ª¶¨© ¡³¤¥² ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®©. �²±¾¤ , ³·¨²»¢ ¿, ·²® ´³ª-

¶¨¿ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ¶¥¯®·ª¨ ¥±²¼ ª®º¾ª¶¨¿ ¯°®¢®¤¨¬®±²¥© °¥¡¥°

¶¥¯®·ª¨, ±° §³ ¯®«³· ¥¬ ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¼ ³²¢¥°¦¤¥¨¿ «¥¬¬».

�¥°¥©¤¥¬ ª ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ²¥®°¥¬» 2. �³±²¼ V = fy1; : : : ; ykg

{ ¡¨¡«¨®²¥ª , ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹ ¿ ³±«®¢¨¿¬ ²¥®°¥¬». �®¯®±² ¢¨¬ ª -

¦¤®© § ¯¨±¨ yi 2 V ²°¨ § ¯°®±  x
0
i
2 Zkyik�1 \ O(yi; �m), x

00
i
2

Zkyik\O(yi; �m), x
000
i
2 Zkyik+1\O(yi; �m). �§ ³±«®¢¨¿, ·²® R(yi; yj) > 4

¯°¨ i 6= j, ±«¥¤³¥², ·²® § ¯°®±», ±®¯®±² ¢«¥»¥ ° §»¬ § ¯¨±¿¬,

° §»¥.

� ±±¬®²°¨¬ ¯°®¨§¢®«¼»© �� U , ° §°¥¸ ¾¹¨© ��� I =

hB
n
2 ; V; �mi.

�®¯®±² ¢¨¬ ª ¦¤®© § ¯¨±¨ yi 2 V ²°¨ ®°¨¥²¨°®¢ »¥ ¶¥¯®·ª¨

C
0
i
, C 00

i
, C 000

i
, ¢¥¤³¹¨¥ ¨§ ª®°¿ �� U ¢ «¨±²¼¿, ª®²®°»¬ ¯°¨¯¨±  

§ ¯¨±¼ yi, ¯°®¢®¤¿¹¨¥ ±®®²¢¥²±²¢¥® § ¯°®±» x
0
i
, x00

i
, x000

i
. � ª¨¥-²®

¤¢¥ ¨«¨ ¤ ¦¥ ¢±¥ ¨§ ½²¨µ ²°¥µ ¶¥¯®·¥ª ¬®£³² ±®¢¯ ¤ ²¼.

�®¯®±² ¢¨¬ ª ¦¤®© § ¯¨±¨ yi 2 V ²°¨ °¥¡°  c0
i
, c00

i
, c000

i
, ² ª¨¬

®¡° §®¬, ·²® c
0
i
(c00
i
, c000

i
) ¿¢«¿¥²±¿ ¯¥°¢»¬ ¢ ¶¥¯®·ª¥ C 0

i
(C 00

i
, C 000

i
),

ª®²®°®¥ ¥ ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¨ª ª¨¬ ¤°³£¨¬ ¶¥¯®·ª ¬ C
0
j
, C 00

j
, C 000

j
, £¤¥

j 6= i. �®¿²®, ·²® ² ª¨¥ °¥¡°  ®¡¿§ ²¥«¼® ±³¹¥±²¢³¾² (¢ ª° ©¥¬

±«³· ¥ ½²® °¥¡° , ¥¯®±°¥¤±²¢¥® ¢¥¤³¹¨¥ ¢ «¨±²¼¿). � ª¨¥-²® ¤¢ 

¨«¨ ¤ ¦¥ ¢±¥ ¨§ ½²¨µ ²°¥µ °¥¡¥° ¬®£³² ±®¢¯ ¤ ²¼. �® ¯®±²°®¥¨¾

¿±®, ·²® °¥¡° , ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ° §»¬ § ¯¨±¿¬, ° §»¥.

�³±²¼ �0
i
, �00

i
, �000

i
{  · «  °¥¡¥° c0

i
, c00

i
, c000

i
±®®²¢¥²±²¢¥®. �³±²¼

P
0
i
, P 00

i
, P 000

i
{ ´° £¬¥²» ¶¥¯®·¥ª C 0

i
, C 00

i
, C 000

i
±®®²¢¥²±²¢¥®,  ·¨-

 ¾¹¨¥±¿ ¢ ª®°¥ �� U ¨ § ª ·¨¢ ¾¹¨¥±¿ ¢ ¢¥°¸¨ µ �0
i
, �00

i
, �000

i
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±®®²¢¥²±²¢¥® (¢®§¬®¦® ¯³±²»¥, ¥±«¨ ª ª¨¥-²® ¨«¨ ¢±¥ ¨§ ¢¥°¸¨

�
0
i
, �00

i
, �000

i
¿¢«¿¾²±¿ ª®°¥¬ �� U).

�±«¨ ª ª¨¥-²® ¨§ ¢¥°¸¨ �0
i
, �00

i
, �000

i
(i = 1; 2; : : : ; k) ¿¢«¿¾²±¿ ª®°-

¥¬ �� U , ²® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ °¥¡°  c0
i
, c00

i
, c000

i
¨¬¥¾² ±«®¦®±²¼

1.

�«¿ ¥¯³±²»µ ¶¥¯®·¥ª P 0
i
, P 00

i
, P 000

i
(i = 1; 2; : : : ; k) ±®£« ±® «¥¬¬¥

1 ¢±¥ °¥¡°  ½²¨µ ¶¥¯®·¥ª  £°³¦¥» ´³ª¶¨¿¬¨ ¨§ ¬®¦¥±²¢  F2.

�²±¾¤  ¯®±ª®«¼ª³ § ¯°®± x0
i
(x00

i
, x000

i
) ¯°®µ®¤¨² ¢ ¢¥°¸¨³ �

0
i
(�00

i
,

�
000
i
), ²® ±®£« ±® «¥¬¬¥ 2 ¢±¥ § ¯°®±» ¨§ ±«®¿ Zkyik�1 (Zkyik, Zkyik+1)

¯°®µ®¤¿² ¢ ¢¥°¸¨³ �0
i
(�00

i
, �000

i
). �«¥¤®¢ ²¥«¼® ±³¬¬ ° ¿ ±«®¦®±²¼

°¥¡¥° c0
i
, c00

i
, c000

i
¥ ¬¥¼¸¥ ·¥¬

�
C
kyik�1
n +C

kyik
n + C

kyik+1
n

�
� 2�n:

�§ ²®£®, ·²® ° §»¬ § ¯¨±¿¬ ±®¯®±² ¢«¥» ° §»¥ °¥¡° , ¨ ¢

±¨«³ ¯°®¨§¢®«¼®±²¨ �� U , ±«¥¤³¥², ·²®

T (I; F ) >

kX
i=1

C
kyik�1
n + C

kyik
n +C

kyik+1
n

2n
:

�¥¬ ± ¬»¬ ²¥®°¥¬  2 ¤®ª §  .

5. �±¨¬¯²®²¨ª  ´³ª¶¨¨ �¥® 

�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 3. � ±±¬®²°¨¬ ´³ª¶¨¾  ²³° «¼®£®

 °£³¬¥² 

�(m) = C
m�1
n + C

m

n + C
m+1
n :

� ±±¬®²°¨¬ ±«³· ©, ª®£¤  n { ·¥²®¥ ·¨±«®.

�®¿²®, ·²® ´³ª¶¨¿ �(m) ¤®±²¨£ ¥² ¬ ª±¨¬³¬  ¯°¨ m = n=2.

�®±ª®«¼ª³

C

n

2

n � 2n
r

2

�n
;

²® ±®£« ±® ²¥®°¥¬¥ 1 ¤«¿ «¾¡®© ��� I = hB
n
2 ; V; �mi (jV j = k) ²¨¯ 

Sm ±¯° ¢¥¤«¨¢®

T (I; F ) 6 2] log2(n+ 1)[+
X
y2V

C
kyk�1
n + C

kyk
n + C

kyk+1
n

2n
6

6 2] log2(n+ 1)[+2�n3k�(n=2) <� 3k

r
2

�n
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¯°¨ kp
n log2 n

! 1 ¨ n ! 1. �«¥¤®¢ ²¥«¼® ¯°¨ kp
n log2 n

! 1 ¨

n!1

T (k; F )
<� 3k

r
2

�n
:

�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§W r
y
¸ ° ° ¤¨³±  r c ¶¥²°®¬ ¢ y ¢ ¡³«¥¢®¬ ª³¡¥.

�®¿²®, ·²® ¥±«¨ y 2 Zn=2, ²®

ln = jZn=2 \W
4
y j = 1 + C

1
n=2 � C

1
n=2 + C

2
n=2 � C

2
n=2 � n

4
=64

¯°¨ n!1. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢ ±«®¥ Zn=2 ¬®¦¥² ° §¬¥±²¨²¼±¿ ¯® ª° ©-

¥© ¬¥°¥

C
n=2
n =ln � 2n+6

r
2

�n9

§ ¯¨±¥©, ¯®¯ °®¥ ° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ª®²®°»¬¨ ¡®«¼¸¥ ·¥¬ 4. �²ª³-

¤  ±®£« ±® ²¥®°¥¬¥ 2 ¯°¨ k
<� 2n+6

q
2

�n9
¨ n!1

T (k; F )
>� 2�n3k�(n=2) >� 3k

r
2

�n
:

�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ¯°¨ ¥·¥²®¬ n  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª ¿ ª °²¨  ±®-

µ° ¿¥²±¿. �«¥¤®¢ ²¥«¼® ¯°¨ n!1, kp
n log

2
n
!1 ¨ k

<� 2n+6
q

2
�n9

T (k; F ) � 3k

r
2

�n
:

�¥¬ ± ¬»¬ ²¥®°¥¬  3 ¤®ª §  .
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