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1. �±²³¯«¥­¨¥

�¥±¬®²°¿ ­  ²®, ·²® ¯°®¡«¥¬³ ¯®¨±ª  ¬®¦­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª

· ±²­®¥ ¯°®¿¢«¥­¨¥ ª®­´«¨ª² , ¯®±² ­®¢ª¨ ¯®¨±ª®¢»µ § ¤ · ³¤¨-

¢¨²¥«¼­® ¬­®£®®¡° §­». �° ¢¤  «¨¸¼ ­¥¬­®£¨¥ ¨§ ­¨µ ¤®¯³±ª ¾²

¯®¤µ®¤¿¹³¾ ¤«¿ ±®¤¥°¦ ²¥«¼­®£®  ­ «¨§  ´®°¬ «¨§ ¶¨¾. � ½²®©

° ¡®²¥ ¬» ®±² ­®¢¨¬±¿ ­  ®¡±³¦¤¥­¨¨ ­¥ª®²®°»µ ¢®¯°®±®¢, ®²­®-

±¿¹¨µ±¿ ª ¯®¨±ª®¢»¬ § ¤ · ¬, ¢ ª®²®°»µ ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ¤¨­ ¬¨-

·¥±ª¨© ¯®¨±ª ®¡º¥ª²®¢ ¨ £¤¥ ²®·¥·­»¥ ®¡º¥ª²», ¯°¨­¨¬ ¾¹¨¥ ³· -

±²¨¥ ¢ ¯®¨±ª®¢®¬ ¯°®¶¥±±¥, ° §¤¥«¿¾²±¿ ­  ¤¢¥ £°³¯¯» { £°³¯¯³

¨¹³¹¨µ ¨ £°³¯¯³ ³ª«®­¿¾¹¨µ±¿. � ¤ ·¥© ¯¥°¢®© ¨§ ­¨µ ¿¢«¿¥²±¿

®¡­ °³¦¥­¨¥, ¢ ²® ¢°¥¬¿ ª ª § ¤ ·  ¢²®°®© { ª ª ¬®¦­® ¤®«¼¸¥

¨§¡¥£ ²¼ ®¡­ °³¦¥­¨¿. �±²¥±²¢¥­­® ±·¨² ²¼, ·²® ª ¦¤ ¿ ¨§ ½²¨µ

£°³¯¯ ®¡« ¤ ¥² ®¯°¥¤¥«¥­­»¬¨ °¥±³°± ¬¨, ¯®§¢®«¿¾¹¨¬¨ ¢ ²®© ¨«¨

¨­®© ±²¥¯¥­¨ ³±¯¥¸­® ±¯° ¢«¿²¼±¿ ± ®±­®¢­®© § ¤ ·¥©. �¾¤  ¢µ®¤¿²

³°®¢¥­¼ ¨­´®°¬¨°®¢ ­­®±²¨ ® ¯°®²¨¢­®© ±²®°®­¥ (¬¥±²®¯®«®¦¥­¨¨

¨ ¤¨­ ¬¨·¥±ª¨µ ¢®§¬®¦­®±²¿µ) ¨ ³±«®¢¨¿ ®¡­ °³¦¥­¨¿. �» ¡³¤¥¬

° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¤¥²¥°¬¨­¨°®¢ ­­³¾ § ¤ ·³ ¯®¨±ª , ª®£¤  ¢ ª ¦¤»©

¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ ¿±­®, ¯°®¨§®¸«® ®¡­ °³¦¥­¨¥ ³ª«®­¿¾¹¨µ±¿ ¨«¨ ­¥

¯°®¨§®¸«®.

�² ª, ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢ ­¥ª®²®°®© ¯«®±ª®© ®¡« ±²¨ (¤¢³¬¥°-

­»© ±«³· © ¢»¡° ­ ¢ ±¨«³ ¥£® ¡®«¼¸¥© ­ £«¿¤­®±²¨) ¯¥°¥¬¥¹ ¾²±¿

¤¢¥ £°³¯¯» ²®·¥·­»µ ®¡º¥ª²®¢, ¨­²¥°¥±» ª®²®°»µ ¯°®²¨¢®¯®«®¦­»

{ ¨¹³¹¨¥ ¨ ³ª«®­¿¾¹¨¥±¿. �¥°¢»¥ ±²°¥¬¿²±¿ ®¡­ °³¦¨²¼, ¢²®°»¥ {

¨§¡¥¦ ²¼ ®¡­ °³¦¥­¨¿. �°¨ ½²®¬ ®¡º¥ª² ±·¨² ¥²±¿ ®¡­ °³¦¥­­»¬,

¥±«¨ ¥£® ®²ª«®­¥­¨¥ µ®²¿ ¡» ®² ®¤­®£® ¨§ ¨¹³¹¨µ ­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨²

§ ¤ ­­®£® ·¨±«  { ° ¤¨³±  ¢¨¤¨¬®±²¨ ¨¹³¹¥£®. � ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼, ­ 
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¢®§¬®¦­®±²¨ ¯® ¢¨¤¨¬®±²¨ ³ª«®­¿¾¹¨µ±¿ ®¡º¥ª²®¢ ­¨ª ª¨µ ®£° -

­¨·¥­¨© ­¥ ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿. �³¤¥¬ ±·¨² ²¼ ² ª¦¥, ·²® ª ¦¤®© ¨§

£°³¯¯ ¨§¢¥±²­» ¢±¥ ±ª «¿°­»¥ ±ª®°®±²¨ ¯¥°¥¬¥¹¥­¨¿ ®¡º¥ª²®¢, ª®-

²®°»¥ ¯®±²®¿­­» (² ª®¥ ¯¥°¥¬¥¹¥­¨¥ ®¡º¥ª²®¢ ­ §»¢ ¾² ¯°®±²»¬).

�¹³¹¨¥ ¨¬¥¾² ¯°¥¨¬³¹¥±²¢® ¢ ±ª®°®±²¨, ³ª«®­¿¾¹¨¥±¿ { ¢ ³°®¢­¥

¨­´®°¬¨°®¢ ­­®±²¨ (° ¤¨³± ¢¨¤¨¬®±²¨ ¨¹³¹¨µ ®£° ­¨·¥­, ³ª«®­¿-

¾¹¥¬³±¿ ¦¥ ¢±¥£¤  ¨§¢¥±²­® ¬¥±²®¯®«®¦¥­¨¥ ª ¦¤®£® ¨§ ¨¹³¹¨µ).

�° ¢­¨²¥«¼­® ­¥¤ ¢­® ­ · « ° §° ¡ ²»¢ ²¼±¿ ¯®¤µ®¤ ª °¥¸¥­¨¾

¯®¤®¡­®£® °®¤  § ¤ ·, ®±­®¢ ­­»© ­  £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ±®®¡° ¦¥­¨¿µ

¨ ­  ¯°¨¤ ­¨¨ ­ £«¿¤­®±²¨ ±²¥¯¥­¨ ¨­´®°¬¨°®¢ ­­®±²¨ ¨¹³¹¨µ ¢

¯°®¶¥±±¥ ¯®¨±ª . �¯¨¸¥¬ ª®°®²ª® ®±­®¢­³¾ ¨¤¥¾ ½²®£® ¯®¤µ®¤ .

� ²®·ª¨ §°¥­¨¿ ¨¹³¹¨µ ¯®¨±ª®¢ ¿ ®¡« ±²¼ ¢ ª ¦¤»© ¬®¬¥­² ¢°¥-

¬¥­¨ ° §¤¥«¿¥²±¿ ­  ¤¢¥ · ±²¨, ¢ ®¤­®© ¨§ ª®²®°»µ ³ª«®­¿¾¹¨©±¿

§ ¢¥¤®¬® ®²±³²±²¢³¥². �±¯¥¸­®¥ ° §°¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ ¯®¨±ª  ¨ ±®±²®-

¨² ¢ ²®¬, ·²®¡» ½²  · ±²¼ ¯®¨±ª®¢®© ®¡« ±²¨, ¯®±²¥¯¥­­® ³¢¥«¨·¨-

¢ ¿±¼, ±®¢¯ «  ±® ¢±¥© ¯®¨±ª®¢®© ®¡« ±²¼¾. �®±¬®²°¨¬, ·²® ¬®¦¥²

¤ ²¼ §¤¥±¼ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ¯®¤µ®¤.

�±«¨ ¨¹³¹¨© ®¡º¥ª² ¯®ª®¨²±¿, ª°³£ ± ° ¤¨³±®¬ ¢¨¤¨¬®±²¨,

¶¥­²° ª®²®°®£® ±®¯ ¤ ¥² ± ¨¹³¹¨¬, ¥±²¥±²¢¥­­® ±·¨² ²¼ ±¢®¡®¤­»¬

®² ³ª«®­¿¾¹¥£®±¿. �¥¬ ± ¬»¬, ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ±²¥¯¥­¼ ®±¢¥¤®¬«¥­­®-

±²¨ ¨¹³¹¥£® ® · ±²¨ ¯®¨±ª®¢®© ®¡« ±²¨, ±¢®¡®¤­®© ®² ³ª«®­¿¾¹¨µ-

±¿, ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ª°³£®¬. �­  ³¢¥«¨·¨¢ ¥²±¿ ¯°¨ ¯¥°¥¬¥¹¥­¨¨ ¨¹³-

¹¥£®: ¢¤®«¼ ¥£® ²° ¥ª²®°¨¨ (¯®§ ¤¨) ®¡° §³¥²±¿ ¸«¥©´ { ¬­®¦¥±²¢®,

¢ ª®²®°®¥ ­  ¤ ­­»© ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ ³ª«®­¿¾¹¨©±¿ ­¨ª ª ­¥ ³±¯¥-

¢ ¥² ¯®¯ ±²¼ ¢±«¥¤±²¢¨¥ ®£° ­¨·¥­¨¿ ­  ¥£® ±ª®°®±²¼. �²®² ¸«¥©´

(¥£® ­ §»¢ ¾² ®±² ²®·­®© ®¡« ±²¼¾) ª ª ¡» ¡¥¦¨² §  ¨¹³¹¨¬, ¯°¨-

¬»ª ¿ ª ¥£® ²° ¥ª²®°¨¨ ¨ ­ £«¿¤­® ®¯¨±»¢ ¿ ±²¥¯¥­¼ ¨­´®°¬¨°®-

¢ ­­®±²¨ ¨¹³¹¥£® ­  ¤ ­­»© ¬®¬¥­². �ª §»¢ ¥²±¿, ¯¥°¥¬¥¹¥­¨¥

¨¹³¹¥£® ¬®¦­® ®°£ ­¨§®¢ ²¼ ±²®«¼ ° §³¬­®, ·²®¡» ®¡« ±²¼, ±¢®-

¡®¤­ ¿ ®² ³ª«®­¿¾¹¨µ±¿, ³¢¥«¨·¨¢ « ±¼ ¢ ° §¬¥° µ ¨, ¥±«¨ ¢±¥ ±«®-

¦¨²±¿ ³¤ ·­®, ¢ ª®­¶¥ ª®­¶®¢, ±®¢¯ «  ¡» ±® ¢±¥© ¯®¨±ª®¢®© ®¡« -

±²¼¾. �²® ®§­ · «® ¡» ³±¯¥¸­®¥ § ¢¥°¸¥­¨¥ ¯®¨±ª  (®¡­ °³¦¥­¨¥).

�°¨°®¤  ¬­®¦¥±²¢, ±¢®¡®¤­»µ ®² ³ª«®­¿¾¹¨µ±¿ ®¡º¥ª²®¢, ¤®-

¢®«¼­® ° §­®®¡° §­ . �±«¨ ²° ¥ª²®°¨¿ ¯¥°¥¬¥¹¥­¨¿ ³¦¥ ¢»¡° ­ 

¨¹³¹¨¬, ²® ¢¤®«¼ ­¥¥ (±¯¥°¥¤¨) ² ª¦¥ ¯®¿¢«¿¥²±¿ ¨§¬¥­¿¾¹¥¥±¿

¢® ¢°¥¬¥­¨ ¬­®¦¥±²¢®, ±¢®¡®¤­®¥ ®² ³ª«®­¿¾¹¨µ±¿ { ³¯°¥¦¤ ¾¹ ¿

®¡« ±²¼. �«¥¤¿¹ ¿ ®¡« ±²¼, ¢®§­¨ª ¾¹ ¿ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ®¡º¥¤¨­¥­¨¿
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®±² ²®·­®© ¨ ³¯°¥¦¤ ¾¹¥© ®¡« ±²¥©, ¯®ª §»¢ ¥² ±²¥¯¥­¼ ®±¢¥¤®¬-

«¥­­®±²¨ ¨¹³¹¥£® ¢ ¯°®¶¥±±¥ ¯®¨±ª . �²¨ ¨§¬¥­¿¾¹¨¥±¿ ¢® ¢°¥¬¥­¨

¬­®¦¥±²¢  ¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ®±­®¢­®© ¨­±²°³¬¥­² °¨© ¤«¿ °¥-

¸¥­¨¿ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»µ ¯®¨±ª®¢»µ § ¤ ·.

�±­®¢­®© ¢®¯°®± ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ª ª ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ´®°¬» ¨

° §¬¥°®¢ ¯®¨±ª®¢®© ®¡« ±²¨, ³±«®¢¨© ­  ±ª®°®±²¨ ®¡º¥ª²®¢, ³· ±²-

¢³¾¹¨µ ¢ ¯®¨±ª®¢®¬ ¯°®¶¥±±¥, ¨ ° ¤¨³±®¢ ¢¨¤¨¬®±²¨, ®¯°¥¤¥«¨²¼ {

¢®§¬®¦­® «¨ ³±¯¥¸­®¥ ° §°¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ ¯®¨±ª , ¨ ¥±«¨ ¢®§¬®¦­®,

²® ª ª ¨¬¥­­®.

� §° ¡®²ª  £¥®¬¥²°¨·¥±ª®£® ¯®¤µ®¤  ¯®§¢®«¨«  ³±¯¥¸­® °¥¸¨²¼

¶¥«»© °¿¤ ¯®¨±ª®¢»µ § ¤ · (ª° ²ª¨© ®¡§®° °¥§³«¼² ²®¢ ±¬. ¢ ®¡§®°¥

[1]). �® ¢¬¥±²¥ ± ²¥¬ ®­  ®¡®§­ ·¨«  ²°³¤­®±²¨, ¢®§­¨ª ¾¹¨¥ ¢ ±«³-

· ¥, ª®£¤  ¯®¨±ª®¢ ¿ ®¡« ±²¼ ¨¬¥¥² ¯°®¨§¢®«¼­³¾ ´®°¬³,   ª®«¨·¥-

±²¢® ¨¹³¹¨µ ¤®±² ²®·­® ¢¥«¨ª®. �­ «¨²¨·¥±ª¨© ¯®¤¡®° ­¥®¡µ®¤¨-

¬»µ °¥±³°±®¢ ¤«¿ ¨¹³¹¥© £°³¯¯» ¯®¤ § ¤ ­³¾ ®¡« ±²¼ ¯®¨±ª  °¥§ª®

³±«®¦­¿¥²±¿. �¥«® ¢ ²®¬, ·²® ² ª®© ¯®¤¡®° ®¯¨° ¥²±¿ ­   ­ «¨§ ¢»-

¡¨° ¥¬®£® ª« ±±  ²° ¥ª²®°¨© ¯¥°¥¬¥¹¥­¨¿ ¨¹³¹¨µ ®¡º¥ª²®¢ ¨ ¯®-

²®¬³ ²°¥¡³¥² ±ª®°¥¥ ¨­²¥° ª²¨¢­®£® ¯®¤µ®¤ , ¯°¨ ª®²®°®¬ ¯°®±¬ -

²°¨¢ ¥²±¿ ­¥±ª®«¼ª® ¯°¨¥¬«¥¬»µ ¢ °¨ ­²»®¢. �²® ­ ¡«¾¤¥­¨¥ ¥±²¥-

±²¢¥­­® ¯°¨¢®¤¨² ª ¬»±«¨ ® ¶¥«¥±®®¡° §­®±²¨ ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¿ £° -

´¨·¥±ª¨µ ¢®§¬®¦­®±²¥© ±®¢°¥¬¥­­»µ ¢»·¨±«¨²¥«¼­»µ ³±²°®©±²¢,

¯°¨·¥¬ ¢ °¥¦¨¬¥, ¡«¨§ª®¬ ª °¥¦¨¬³ °¥ «¼­®£® ¢°¥¬¥­¨. �¥« ¥²-

±¿ ½²® ² ª. �®¨±ª®¢ ¿ ®¡« ±²¼ ¢¨§³ «¨§¨°³¥²±¿ ­  ¤¨±¯«¥¥. � ²¥¬

¨§ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ±®®¡° ¦¥­¨© ¢»¡¨° ¾²±¿ ²¥ ¨«¨ ¨­»¥ ²° ¥ª²®-

°¨¨. �® ­¨¬ ±²°®¿²±¿ ¨§¬¥­¿¾¹¨¥±¿ ¢® ¢°¥¬¥­¨ ¨­´®°¬ ¶¨®­­»¥

¬­®¦¥±²¢ , ±¢®¡®¤­»¥ ®² ³ª«®­¿¾¹¨µ±¿ ®¡º¥ª²®¢, ¨ ¨§³· ¥²±¿ ¨µ

¤¨­ ¬¨ª . �®«³·¥­­»¥ ±¢¥¤¥­¨¿ ¯®§¢®«¿¾² ­ µ®¤¨²¼ ¯® § ¤ ­­»¬

²° ¥ª²®°¨¿¬ ±®¤¥°¦ ²¥«¼­»¥ ¤®±² ²®·­»¥ ³±«®¢¨¿ ­  °¥±³°±» ¨¹³-

¹¨µ, ®¡¥±¯¥·¨¢ ¾¹¨¥ ®¡­ °³¦¥­¨¥, ¨±±«¥¤®¢ ²¼ ¢®§¬®¦­®±²¼ ®¡­ -

°³¦¥­¨¿ ³ª«®­¿¾¹¨µ±¿ ¯® ¯°¥¤« £ ¥¬»¬ ²° ¥ª²®°¨¿¬ ¨ § ¤ ­­»¬

°¥±³°± ¬ ¨ ¤°.

� §³¬¥¥²±¿, ¯°¨ ¢¨§³ «¨§ ¶¨¨ ¯®¨±ª®¢®© § ¤ ·¨ ¨ ¯®¨±ª®¢®-

£® ¯°®¶¥±±  ¢®§­¨ª ¥² °¿¤ ¯®¤«¥¦ ¹¨µ ° §°¥¸¥­¨¾ ¢®¯°®±®¢,

±¢¿§ ­­»µ ± ®¯¨± ­¨¥¬ ¨­´®°¬ ¶¨®­­»µ ¬­®¦¥±²¢, °¥ «¨§ ¶¨¥©

²¥®°¥²¨ª®-¬­®¦¥±²¢¥­­»µ ®¯¥° ¶¨© ¨ ­ ª®¯«¥­¨¥¬ ®¸¨¡®ª.
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2. �±­®¢­»¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¯®¨±ª ®±³¹¥±²¢«¿¾² N ®¡º¥ª²®¢, ¯¥°¥¬¥¹ ¾-

¹¨µ±¿ ¢ ®¡« ±²¨ ¯®¨±ª  
 � R
2 ¯® ²° ¥ª²®°¨¿¬ ai(t); i = 1; :::; N; t >

0; ± ¯®±²®¿­­»¬¨ ±ª «¿°­»¬¨ ±ª®°®±²¿¬¨ �i,   ³ª«®­¿¾¹¨©±¿ ®¡º-

¥ª² ¯¥°¥¬¥¹ ¥²±¿ ¢ ®¡« ±²¨ ¯®¨±ª  ¯® ²° ¥ª²®°¨¨ b(t) ±® ±ª®°®-

±²¼¾, ­¥ ¯°¥¢»¹ ¾¹¥© ¯® ¬®¤³«¾ ¯®±²®¿­­®© �. �³¤¥¬ ±·¨² ²¼,

·²® ¢±¥ ±ª®°®±²¨ ¨¹³¹¨µ ®¡º¥ª²®¢ ¡®«¼¸¥ �,   ª°¨²¥°¨¥¬ ®¡­ -

°³¦¥­¨¿ ³ª«®­¿¾¹¥£®±¿ ®¡º¥ª²  ¿¢«¿¥²±¿ ¥£® ±¡«¨¦¥­¨¥ µ®²¿ ¡» ±

®¤­¨¬ ¨§ ¨¹³¹¨µ ®¡º¥ª²®¢ ­  ° ±±²®¿­¨¥, ¬¥­¼¸¥¥ ¨«¨ ° ¢­®¥ § -

¤ ­­®¬³ (±¢®¥¬³ ¤«¿ ª ¦¤®£® ¨¹³¹¥£® ®¡º¥ª² ),

9i : kb(t) � ai(t)k 6 li:

�±«¨ ³ª«®­¿¾¹¨µ±¿ ®¡º¥ª²®¢ ­¥±ª®«¼ª®, ²® ¢®§¬®¦­» ° §­»¥

³±«®¢¨¿ ³±¯¥¸­®£® § ¢¥°¸¥­¨¿ ¯®¨±ª  { ®¡­ °³¦¥­¨¥ µ®²¿ ¡» ®¤-

­®£® ¨§ ³ª«®­¿¾¹¨µ±¿ ®¡º¥ª²®¢, ®¡­ °³¦¥­¨¥ · ±²¨ ³ª«®­¿¾¹¨µ±¿

¨«¨ ®¡­ °³¦¥­¨¥ ¢±¥µ. � ±«³· ¥ ­¥±ª®«¼ª¨µ ³ª«®­¿¾¹¨µ±¿ ·¥°¥§ �

¡³¤¥¬ ®¡®§­ · ²¼ ¬ ª±¨¬³¬ ±ª®°®±²¥© ¢±¥µ ³ª«®­¿¾¹¨µ±¿.

�¢¥¤¥¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ®±­®¢­»µ ¨­´®°¬ ¶¨®­­»µ ¬­®¦¥±²¢, ¢®§-

­¨ª ¾¹¨µ ¢ § ¤ ·¥ ¯®¨±ª .

�§ ª°¨²¥°¨¿ ®¡­ °³¦¥­¨¿ ±«¥¤³¥², ·²® ± ª ¦¤»¬ ¨¹³¹¨¬ ®¡º-

¥ª²®¬ ¬®¦­® ±¢¿§ ²¼ ¬­®¦¥±²¢®, ®²­®±¨²¥«¼­® ª®²®°®£® ²®·­® ¨§-

¢¥±²­®, ·²® ³ª«®­¿¾¹¥£®±¿ ®¡º¥ª²  ¢ ²®·ª µ ½²®£® ¬­®¦¥±²¢  ­¥².

�²® § ¬ª­³²»© ª°³£ B(ai(t); li) ° ¤¨³±  li c ¶¥­²°®¬ ¢ ²®·ª¥ ai(t).

� §®¢¥¬ ¥£® ª°³£®¬ ®¡­ °³¦¥­¨¿ i-£® ®¡º¥ª²  ¢ ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ t

(§¤¥±¼ B(x; r) = fy 2 R
2 j kx� yk < rg,   § ¯¨±¼ M ®§­ · ¥² § ¬»ª -

­¨¥ ¬­®¦¥±²¢  M).

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1.�­®¦¥±²¢® U(t) ¢±¥µ ²®·¥ª, ¢ ª ¦¤®© ¨§ ª®²®°»µ ¢

¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ t ¬®¦¥² ­ µ®¤¨²¼±¿ ­¥ ¡³¤³·¨ ®¡­ °³¦¥­­»¬ µ®²¿

¡» ®¤¨­ ¨§ ³ª«®­¿¾¹¨µ±¿ ®¡º¥ª²®¢, ­ §®¢¥¬ ®¡« ±²¼¾ ­¥®¯°¥¤¥«¥­-

­®±²¨.

�¡»·­® ¨¹³¹¨¥ ®¡º¥ª²» ±²°¥¬¿²±¿ ª ³¬¥­¼¸¥­¨¾ ®¡« ±²¨ ­¥®¯-

°¥¤¥«¥­­®±²¨ ¨«¨, ·²® ²® ¦¥ ± ¬®¥, ª ³¢¥«¨·¥­¨¾ ¬­®¦¥±²¢  
nU(t),

¢ ª®²®°®¬ ³ª«®­¿¾¹¨µ±¿ ®¡º¥ª²®¢ ­¥² ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾. �±«¨ ¢ ­¥ª®-

²®°»© ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ t0 ®¡« ±²¼ ­¥®¯°¥¤¥«¥­­®±²¨ ®ª ¦¥²±¿ ¯®«­®-

±²¼¾ ¨±·¥°¯ ­­®©, ²® ¥±²¼ ±² ­¥² ¯³±²»¬ ¬­®¦¥±²¢®¬, U(t0) = ;, ²®
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¢±¥ ³ª«®­¿¾¹¨¥±¿ ®¡º¥ª²» ¡³¤³² ®¡­ °³¦¥­» ¤® ¬®¬¥­²  ¢°¥¬¥­¨

t0 ¢ª«¾·¨²¥«¼­®, ¨ § ¤ ·  ¯®¨±ª  ¡³¤¥² £ ° ­²¨°®¢ ­® °¥¸¥­ .

� ±±¬®²°¨¬ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ ª°³£®¢ ®¡­ °³¦¥­¨¿ ¨¹³¹¨µ ®¡º¥ª²®¢

¢ ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ t
N[
i=1

B(ai(t); li): (�)

�±«¨ ¢ ½²®² ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ ­¥ª®²®°»© ³ª«®­¿¾¹¨©±¿ ®¡º¥ª² ­ -

µ®¤¨²±¿ ¢ ®¡º¥¤¨­¥­¨¨ (�), ²® ®­ ®¡­ °³¦¥­. � ¯°®²¨¢­®¬ ±«³· ¥

²®·­® ¨§¢¥±²­®, ·²® ³ª«®­¿¾¹¨µ±¿ ®¡º¥ª²®¢ ¢ ®¡º¥¤¨­¥­¨¨ ª°³£®¢

®¡­ °³¦¥­¨¿ (�) ­¥². �°¨ ¯¥°¥¬¥¹¥­¨¨ ¨¹³¹¨µ ®¡º¥ª²®¢ ¢ ­®¢»¥

²®·ª¨ ®¡« ±²¨ ¯®¨±ª  
 ®­¨ ¯®«³· ¾² ¯®¤®¡­³¾ ¨­´®°¬ ¶¨¾ ® ­®-

¢»µ · ±²¿µ ®¡« ±²¨ ¯®¨±ª  
. � ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ t0 > t0 ½²® ®¡º¥¤¨-

­¥­¨¥
N[
i=1

B(ai(t0); li):

�°¨ ¢»¯®«­¥­¨¨ ±®®²­®¸¥­¨¿

t0 � t0 <
min li

�

¢ ­¥ª®²®°»µ ª°³£ µ, ª®­¶¥­²°¨·­»µ ª°³£ ¬ ®¡º¥¤¨­¥­¨¿ (�), ³ª«®-

­¿¾¹¨µ±¿ ®¡º¥ª²®¢ ¯®-¯°¥¦­¥¬³ ­¥ ¡³¤¥² (³ª«®­¿¾¹¨©±¿ ®¡º¥ª² ­¥

±° §³ ¬®¦¥² ¯®¯ ±²¼ ¢ ¶¥­²° ª°³£  ®¡­ °³¦¥­¨¿).

�±«¥¤±²¢¨¥ ¯°¥¢®±µ®¤±²¢  ±ª®°®±²¥© ¨¹³¹¨µ ®¡º¥ª²®¢ ­ ¤ ±ª®-

°®±²¿¬¨ ³ª«®­¿¾¹¨µ±¿, ¢¤®«¼ ¯°®©¤¥­­»µ ¨¹³¹¨¬¨ ®¡º¥ª² ¬¨

²° ¥ª²®°¨© ¢®§­¨ª ¥² ¸«¥©´ ¨§ ²®·¥ª, ¢ ª®²®°»µ ³ª«®­¿¾¹¨µ±¿

®¡º¥ª²®¢ ­¥². �³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ² ª¨¥ ¨­´®°¬ ¶¨®­­»¥ ¬­®¦¥±²¢ 

®±² ²®·­»¬¨.

� ±±¬®²°¨¬ ¢ ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ t0 ³· ±²ª¨ ²° ¥ª²®°¨© ¨¹³¹¨µ

®¡º¥ª²®¢ ± ­®¬¥° ¬¨ i1; : : : ; im §  ¢°¥¬¥­­®© ¯°®¬¥¦³²®ª [t0 ��; t0],

0 6 � 6 t0; ¨ ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢ ½²®¬ ¢°¥¬¥­­®¬ ¯°®¬¥¦³²ª¥ ­¨

®¤¨­ ¨§ ³ª«®­¿¾¹¨µ±¿ ®¡º¥ª²®¢ ®¡­ °³¦¥­ ­¥ ¡»«.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2. �¡¹¥© ®±² ²®·­®© ®¡« ±²¼¾ Qi1;:::;im [t0 ��; t0]

­  ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ t0 ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ¬­®¦¥±²¢® ¢±¥µ ²®·¥ª, § ¢¥¤®-

¬® ±¢®¡®¤­»µ ®² ³ª«®­¿¾¹¨µ±¿ ®¡º¥ª²®¢ ­¥§ ¢¨±¨¬® ®² ²° ¥ª²®°¨©

¨¹³¹¨µ ®¡º¥ª²®¢ ¢­¥ ¯°®¬¥¦³²ª  [t0 ��; t0].
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�­´®°¬ ¶¨¿ ® ²®·ª µ ² ª ­ §»¢ ¥¬»µ ³¯°¥¦¤ ¾¹¨µ ¬­®¦¥±²¢

­®±¨² ¯°¥¤±ª § ²¥«¼­»© µ ° ª²¥° ¨ § ¢¨±¨² ®² ¡³¤³¹¨µ ²° ¥ª²®°¨©

¨¹³¹¨µ: ®¡­ °³¦¥­¨¥ ³ª«®­¿¾¹¥£®±¿ ®¡º¥ª²  ¢ ³¯°¥¦¤ ¾¹¥¬ ¬­®-

¦¥±²¢¥ £ ° ­²¨°³¥²±¿ ¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® ¨¹³¹¨¥ ®¡º¥ª²» ¡³¤³² ¤¢¨-

£ ²¼±¿ ¯® ²° ¥ª²®°¨¿¬, ¤«¿ ª®²®°»µ ½²¨ ³¯°¥¦¤ ¾¹¨¥ ¬­®¦¥±²¢ 

¡»«¨ ¯®±²°®¥­». �¯°¥¦¤ ¾¹¨¥ ¬­®¦¥±²¢  (² ª¦¥ ª ª ¨ ®±² ²®·-

­»¥) ¢®§­¨ª ¾² ¡« £®¤ °¿ ¯°¥¢®±µ®¤±²¢³ ¨¹³¹¨µ ®¡º¥ª²®¢ ¢ ±ª®-

°®±²¨: ³ª«®­¿¾¹¨©±¿ ®¡º¥ª² ­¥ ³±¯¥¢ ¥² ¯®ª¨­³²¼ ®ª°¥±²­®±²¨ ¡³-

¤³¹¨µ ²° ¥ª²®°¨© ¨¹³¹¨µ.

� ´¨ª±¨°³¥¬ ¢ ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ t0 ³· ±²ª¨ ²°¥ª²®°¨© ¨¹³¹¨µ

®¡º¥ª²®¢ ± ­®¬¥° ¬¨ i1; : : : ; im, ª®²®°»¥ ¡³¤³² ¯°®©¤¥­» ¢ ¡³¤³¹¥¬

§  ¯°®¬¥¦³²®ª ¢°¥¬¥­¨ [t0; t0 + �]; � > 0.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 3. �¡¹¥© ³¯°¥¦¤ ¾¹¥© ®¡« ±²¼¾ Pi1;:::;im [t0; t0 + �]

­  ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ t0 ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ¬­®¦¥±²¢® ¢±¥µ ²®·¥ª, ­ µ®-

¦¤¥­¨¥ ¢ ª®²®°»µ «¾¡®£® ¨§ ³ª«®­¿¾¹¨µ±¿ ®¡º¥ª²®¢ £ ° ­²¨°³¥²

¥£® ®¡­ °³¦¥­¨¥ µ®²¿ ¡» ®¤­¨¬ ¨§ ¨¹³¹¨µ ®¡º¥ª²®¢ ± ­®¬¥° ¬¨

i1; : : : ; im ¢ ­¥ª®²®°»© ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ ¨§ ¯°®¬¥¦³²ª  [t0; t0 + �] ­¥-

§ ¢¨±¨¬® ®² ²° ¥ª²®°¨© ¨¹³¹¨µ ®¡º¥ª²®¢ ¢­¥ ¥£®.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 4.�¡¹¥© ±«¥¤¿¹¥© ®¡« ±²¼¾ Vi1;:::;im [t0 ��; t0 + �] ­ -

§®¢¥¬ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ Qi1;:::;im [t0 ��; t0]
S
Pi1;:::;im [t0; t0 + �].

�¥ª®²®°®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ® ´®°¬¥ ³¯°¥¦¤ ¾¹¥© ¨ ®±² ²®·­®©

®¡« ±²¥© ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¥¥ ²°¨¢¨ «¼­®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥.

�¥¬¬  1. �«¿ ³¯°¥¦¤ ¾¹¥© ¨ ®±² ²®·­®© ®¡« ±²¥© ¢¥°­» ±«¥¤³-

¾¹¨¥ ±®®²­®¸¥­¨¿[
i2i1;:::;im

[
t2[t0��;t0]

B(ai(t); li � �(t0 � t)) � Qi1;:::;im [t0 ��; t0]; (1)

[
i2i1;:::;im

[
t2[t0;t0+�]

B(ai(t); li � �(t� t0)) � Pi1;:::;im [t0; t0 + �]: (2)

� ¶¥«®¬ °¿¤¥ ±«³· ¥¢ ½²¨ ¢ª«¾·¥­¨¿ ®ª §»¢ ¾²±¿ ±²°®£¨¬¨, ²®

¥±²¼ ®±² ²®·­ ¿ ¨«¨ ³¯°¥¦¤ ¾¹ ¿ ®¡« ±²¨ ¬®£³² ±®¤¥°¦ ²¼ ¡®«¼¸¥

²®·¥ª, ·¥¬ ®¡º¥¤¨­¥­¨¿ ¢ «¥¢»µ · ±²¿µ ±®®²­®¸¥­¨© (1) ¨ (2). �²®

¯°®¨±µ®¤¨² §  ±·¥² ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¨¹³¹¨µ ®¡º¥ª²®¢ ± £° ­¨¶¥©

®¡« ±²¨ ¯®¨±ª  ¨ ¤°³£ ± ¤°³£®¬.

� ¯°¨¬¥°, ¥±«¨ ¢ ­¥ª®²®°»© ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ ¶¥­²° ª°³£  ®¡-

­ °³¦¥­¨¿ ¨§ ®¡º¥¤¨­¥­¨¿ (�) ° ±¯®«®¦¥­ ¢¡«¨§¨ £° ­¨¶» ®¡« ±²¨
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¯®¨±ª , ²® ± ²¥·¥­¨¥¬ ¢°¥¬¥­¨ ½²®² ª°³£ ®¡­ °³¦¥­¨¿ ¡³¤¥² ±²¿£¨-

¢ ²¼±¿ ­¥° ¢­®¬¥°­® ± ° §­»µ ±²®°®­, ² ª ª ª ±® ±²®°®­» £° ­¨¶»

³ª«®­¿¾¹¨©±¿ ®¡º¥ª² ¤¢¨£ ²¼±¿ ­¥ ¬®¦¥² (±¬. °¨±. 1 ¨ 2).

�¨±. 1. �¨±. 2.

�¨±. 3. �§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ³¯°¥¦¤ ¾¹¨µ ®¡« ±²¥© ¨¹³¹¨µ ®¡º¥ª²®¢.

�  °¨±. 1 ¨§®¡° ¦¥­ ª°³£ ®¡­ °³¦¥­¨¿ ¨¹³¹¥£® ®¡º¥ª² , ° ±±²®¿-

­¨¥ ®² ª®²®°®£® ¤® £° ­¨¶» @
 ¬¥­¼¸¥ ° ¤¨³±  ®¡­ °³¦¥­¨¿. �¥¬-

­»¬ ¶¢¥²®¬ ®¡®§­ ·¥­  ®¡« ±²¼ ­¥®¯°¥¤¥«¥­­®±²¨, ±²°¥«ª¨ ®²¬¥· -

¾² ¢®§¬®¦­»¥ ­ ¯° ¢«¥­¨¿ ¤¢¨¦¥­¨¿ ³ª«®­¿¾¹¥£®±¿ ®¡º¥ª² . �¥-

°¥·¥°ª­³²»¥ ±²°¥«ª¨ ®¡®§­ · ¾² ­ ¯° ¢«¥­¨¿, ¯® ª®²®°»¬ ³ª«®­¿-

¾¹¨©±¿ ®¡º¥ª² ¤¢¨£ ²¼±¿ ­¥ ¬®¦¥². �  °¨±. 2 ¯®ª § ­® ³¬¥­¼¸¥­¨¥

ª°³£  ®¡­ °³¦¥­¨¿ §  ¢°¥¬¿ �t. �¡«¨§¨ £° ­¨¶» ®¡« ±²¨ ¯®¨±ª 



402 �.�. �¨ª¨­, �.�. �¥°¥§¨­

±²¿£¨¢ ­¨¥ ®¡« ±²¨, ±¢®¡®¤­®© ®² ³ª«®­¿¾¹¨µ±¿ ®¡º¥ª²®¢, ¯°®¨±-

µ®¤¨² ¬¥¤«¥­­¥¥.

� ¬¥· ­¨¥. �  °¨±. 2 ®²° ¦¥­® ²®«¼ª® ¢®§¬®¦­®¥ ¤¢¨¦¥­¨¥ ³ª«®-

­¿¾¹¨µ±¿ ®¡º¥ª²®¢ ¨ ¢«¨¿­¨¥ £° ­¨¶» ®¡« ±²¨ ¯®¨±ª . �¥©±²¢¨¿

¨¹³¹¨µ ®¡º¥ª²®¢ ¨ ¯°®¨±µ®¤¿¹¨¥ ¯°¨ ½²®¬ ¨§¬¥­¥­¨¿ ¨­´®°¬ ¶¨-

®­­»µ ¬­®¦¥±²¢ ­¥ ³·²¥­».

�­ «®£¨·­ ¿ ±¨²³ ¶¨¿ ¢®§¬®¦­  ¯°¨ ° ±¯®«®¦¥­¨¨ i-£® ¨ j-£®

¨¹³¹¨µ ®¡º¥ª²®¢ ­  ° ±±²®¿­¨¨, ¬¥­¼¸¥¬ li + lj . � ¢ ½²®¬ ±«³· ¥

±²¿£¨¢ ­¨¥ ®¡« ±²¨, ±¢®¡®¤­®© ®² ³ª«®­¿¾¹¨µ±¿ ®¡º¥ª²®¢, ¬®¦¥²

¯°®¨±µ®¤¨²¼ ± ° §­®© ±ª®°®±²¼¾ ­  ° §­»µ ³· ±²ª µ ¥¥ £° ­¨¶».

�¨±. 4. �§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ®±² ²®·­»µ ®¡« ±²¥© ¨ £° ­¨¶».

�®±²°®¥­¨¥ ¨­´®°¬ ¶¨®­­»µ ¬­®¦¥±²¢ ¤«¿ ®¤­®£® ¨¹³¹¥£®

®¡º¥ª²  ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ¤®±² ²®·­® ¯°®±²® ¨ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢»¯®«­¥­®

 ­ «¨²¨·¥±ª¨. �°¨ ³¢¥«¨·¥­¨¨ ª®«¨·¥±²¢  ¨¹³¹¨µ ®¡º¥ª²®¢ ±«®¦-

­®±²¼ § ¤ ·¨ ¯®±²°®¥­¨¿ ®±² ²®·­»µ ¨ ³¯°¥¦¤ ¾¹¨µ ¬­®¦¥±²¢ °¥§-

ª® ¢®§° ±² ¥² ¢±«¥¤±²¢¨¥ ­¥®¡µ®¤¨¬®±²¨ ³·¥²  ¢«¨¿­¨¿ £° ­¨¶» ¯®-

¨±ª  ¨ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¨¹³¹¨µ ®¡º¥ª²®¢ ¬¥¦¤³ ±®¡®©. � ½²¨µ ±«³-

· ¿µ £° ­¨¶  ¨­´®°¬ ¶¨®­­®£® ¬­®¦¥±²  ¬®¦¥² ¨¬¥²¼ ¤®±² ²®·­®

±«®¦­³¾ ±²°³ª²³°³ (±¬. °¨±. 3 ¨ 4).

�°³£¨¥ ¯°¨¬¥°» ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ­¥±ª®«¼ª¨µ ¨¹³¹¨µ ®¡º¥ª²®¢

¨ ¢®§­¨ª ¾¹¨µ ¯°¨ ½²®¬ ¨­´®°¬ ¶¨®­­»µ ¬­®¦¥±²¢ ¯°¨¢¥¤¥­» ¢

±«¥¤³¾¹¥¬ ° §¤¥«¥.
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3. �®¨±ª ± ³· ±²¨¥¬ ­¥±ª®«¼ª¨µ ¨¹³¹¨µ

®¡º¥ª²®¢

3.1. �¬¥­¼¸¥­¨¥ ¢°¥¬¥­¨ ¯®¨±ª  ¢ ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª¥

�¤¨­ ¨¹³¹¨© ®¡º¥ª²

� ° ¡®²¥ [2] ¡»«  ¯°¥¤«®¦¥­  ±²° ²¥£¨¿ ¯®¨±ª  ¢ ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª¥

®¤­¨¬ ¨¹³¹¨¬ ®¡º¥ª²®¬. �°¨¢¥¤¥¬ ­¥ª®²®°»¥ °¥§³«¼² ²» ¨§ ½²®©

° ¡®²», ¯®«¥§­»¥ ¤«¿ ¤ «¼­¥©¸¥£®.

�³±²¼ ¯®¨±ª ¢ ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª¥ ¸¨°¨­» D ¨ ¢»±®²» H(D 6 H);

R = f(x; y) j 0 6 x 6 D; 0 6 y 6 Hg;

¯°®¢®¤¨² ®¤¨­ ¨¹³¹¨© ®¡º¥ª², ±ª®°®±²¼ ª®²®°®£® ° ¢­  �, a ° ¤¨³±

ª°³£  ®¡­ °³¦¥­¨¿ { l. �ª®°®±²¼ ³ª«®­¿¾¹¥£®±¿ ®¡º¥ª²  ° ¢­  � <

�.

�°¨ ¢»¯®«­¥­¨¨ ¤®±² ²®·­®£® ³±«®¢¨¿

 
�

�

!2" 
D

l

!2

� 4

#
< 1

¯®¨±ª®¢ ¿ § ¤ ·  ¢ ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª¥ R ° §°¥¸¨¬ . �° ¥ª²®°¨¿, ¯°¨-

¢®¤¿¹ ¿ ª ®¡­ °³¦¥­¨¾ ¨¹³¹¥£® ®¡º¥ª² , ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© «®-

¬ ­³¾ Z0Z1:::ZN , £¤¥

Z2k =
�
d; 2k(D � 2d)tg�

�
; k = 0; 1; : : : ; bN=2c;

Z2k+1 =
�
D � d; (2k + 1)(D � 2d)tg�

�
; k = 0; 1; : : : ; bN=2c;

� = arcsin
�
� �=�+ �

p
1 + �2 � �2=�2

�
=(1 + �2);

� = 1=
p
(D=l)2 � 4; d = 2l2=D:

�¤¥±¼ ¨ ¤ «¥¥ ·¥°¥§ dxe ®¡®§­ ·¥­® ­ ¨¬¥­¼¸¥¥ ¶¥«®¥ ·¨±«®, ¡®«¼-

¸¥¥ ¨«¨ ° ¢­®¥ x,   ·¥°¥§ bxc { ­ ¨¡®«¼¸¥¥ ¶¥«®¥, ­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¿¹¥¥

x.

�¢¨¦¥­¨¥ ¯® «®¬ ­®© Z0Z1:::ZN ±¯®±®¡±²¢³¥² ¢»²¥±­¥­¨¾ ³ª«®-

­¿¾¹¥£®±¿ ®¡º¥ª² : ¥±«¨ ¢ ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨, ª®£¤  ¨¹³¹¨© ­ µ®¤¨«-

±¿ ¢ ²®·ª¥ Zk�1, ³ª«®­¿¾¹¨©±¿ ®ª § «±¿ ­¥ ­¨¦¥ ²®·ª¨ Zk�1, ²® ª
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�¨±. 5. �®¨±ª ¢ ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª¥ ®¤­¨¬ ¨¹³¹¨¬ ®¡º¥ª²®¬.

¬®¬¥­²³ ¢°¥¬¥­¨, ª®£¤  ¨¹³¹¨© ®ª ¦¥²±¿ ¢ ²®·ª¥ Zk, ³ª«®­¿¾¹¨©-

±¿ ¡³¤¥² ¢»­³¦¤¥­ ¯¥°¥¬¥±²¨²¼±¿ ¢ ²®·ª³, ° ±¯®«®¦¥­­³¾ ­¥ ­¨¦¥

³°®¢­¿ ²®·ª¨ Zk (¨­ ·¥ ®­ ¡³¤¥² ®¡­ °³¦¥­).

� ª ª ª ¢»±®²  ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª  ° ¢­  H, ²® ·¨±«® §¢¥­¼¥¢ «®¬ -

­®© ¬®¦­® ¢§¿²¼ ° ¢­»¬

N =

&
Hctg�

(D � 2d)

'
:

�²®¡» ¯®±«¥¤­¥¥ §¢¥­® «®¬ ­®© ­¥ ¢»µ®¤¨«® §  ¯°¥¤¥«» ¯°¿¬®³£®«¼-

­¨ª , ª®®°¤¨­ ²³ y ²®·ª¨ ZN ¬®¦­® ¯®«®¦¨²¼ ° ¢­®© H. �  ¯°®µ®-

¦¤¥­¨¥ ®¤­®£® §¢¥­  «®¬ ­®© ¨¹³¹¨© ®¡º¥ª² § ²° ²¨² ¢°¥¬¿, ° ¢-

­®¥

T0 =
D � 2d

� cos �
:

�±¿ ²° ¥ª²®°¨¿ ¡³¤¥² ¯°®©¤¥­ , ¨ ¯°®¶¥±± ¯®¨±ª  § ¢¥°¸¨²±¿ § 

¢°¥¬¿, ­¥ ¡®«¼¸¥¥

T1 = NT0 =
dHctg(�)=(D � 2d)e(D � 2d)

� cos �
6

H

� sin �
+ T0:

�¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ Rk · ±²¼ ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª  R, «¥¦ ¹³¾ ­¨¦¥

²®·ª¨ Zk,
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Rk = f(x; y) j 0 6 x 6 D; 0 6 y < 2k(D � 2d)tg�g;

a ·¥°¥§ tk { ¬®¬¥­²» ¢°¥¬¥­¨, ¢ ª®²®°»¥ ¨¹³¹¨© ®¡º¥ª² ­ µ®-

¤¨«±¿ ¢ ²®·ª µ Zk. �±«®¢¨¥ ¢»²¥±­¥­¨¿ ¢ ²¥°¬¨­ µ ¨­´®°¬ ¶¨®­-

­»µ ¬­®¦¥±²¢ ¬®¦­® ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ² ª: ¥±«¨ ¢ ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥-

­¨ tk�1 ®¡« ±²¼ ­¥®¯°¥¤¥«¥­­®±²¨ U(tk�1) ­¥ ¯¥°¥±¥ª « ±¼ ± Rk�1,

U(tk�1) \Rk�1 = ;, ²® ¢ ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ tk ¡³¤¥² ¢»¯®«­¥­® ° ¢¥­-

±²¢® U(tk) \ Rk = ;. �°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¢ ª ¦¤»© ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨

tk ¢±¥ ²®·ª¨, «¥¦ ¹¨¥ ­¨¦¥ Zk, ¡³¤³² ¯°¨­ ¤«¥¦ ²¼ ±¢®¡®¤­®© ®²

³ª«®­¿¾¹¨µ±¿ ®¡º¥ª²®¢ ®¡« ±²¨ Rk � 
 n U(tk). �®£« ±­® ®¯°¥¤¥-

«¥­¨¾ 2, ¢ ª ¦¤»© ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ tk ¡³¤¥² ¢»¯®«­¥­® ¢ª«¾·¥­¨¥

Rk � Q1[0; tk]. �®²¿ ® ­¥¯°¥°»¢­®¬ °®±²¥ ®±² ²®·­®© ®¡« ±²¨ Q1[0; t]

£®¢®°¨²¼ ­¥«¼§¿, ²¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥, ¢ ª ¦¤»© ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ tk ®±² ²®·-

­ ¿ ®¡« ±²¼ Q1[0; tk] ¢ª«¾· ¥² ¢ ±¥¡¿ ®±² ²®·­³¾ ®¡« ±²¼ Q1[0; tk�1]

¤«¿ ¬®¬¥­²  ¢°¥¬¥­¨ tk�1.

�¢  ¨¹³¹¨µ ®¡º¥ª² 

�®ª ¦¥¬, ª ª ³¢¥«¨·¥­¨¥ ª®«¨·¥±²¢  ¨¹³¹¨µ ®¡º¥ª²®¢ ¯®§¢®-

«¿¥² §­ ·¨²¥«¼­® ³¬¥­¼¸¨²¼ ¢°¥¬¿ ¯®¨±ª .

�³±²¼ ¯®¨±ª®¢ ¿ ®¡« ±²¼ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¯®«®±³ ¸¨°¨­®© D,

R0 = f(x; y) j 0 6 x 6 Dg;

¢ ª®²®°®© ¯¥°¥¬¥¹ ¾²±¿ ¤¢  ¨¹³¹¨µ ®¡º¥ª²  ± ®¤¨­ ª®¢»¬¨ ±ª®-

°®±²¿¬¨ ¨ ° ¤¨³± ¬¨ ª°³£®¢ ®¡­ °³¦¥­¨¿. � ª ·¥±²¢¥ ²° ¥ª²®°¨¨

¯¥°¢®£® ¨¹³¹¥£® ®¡º¥ª²  ¢®§¼¬¥¬ «®¬ ­³¾ Z 00Z
0

1 : : : Z
0

N .

Z 02k =
�
d;H=2 + 2k(D � 2d)tg�

�
;

Z 02k+1 =
�
D � d;H=2 + (2k + 1)(D � 2d)tg�

�
; k = 0; 1; : : :

�²® ª ± ¥²±¿ ¢²®°®£® ¨¹³¹¥£® ®¡º¥ª² , ²® ®­ ¡³¤¥² ¤¢¨£ ²¼±¿ ¯®

«®¬ ­®© Z 000Z
00

1 :::Z
00

N , ª®²®° ¿ ±¨¬¬¥²°¨·­  Z0Z1:::ZN ®²­®±¨²¥«¼­®

¯°¿¬®© y = H=2:

Z 002k =
�
d;H=2� 2k(D � 2d)tg�

�
;

Z 002k+1 =
�
D � d;H=2� (2k + 1)(D � 2d)tg�

�
; k = 0; 1; : : :



406 �.�. �¨ª¨­, �.�. �¥°¥§¨­

�¥²°³¤­® ¯®ª § ²¼, ·²® ª ¬®¬¥­²³ ¢°¥¬¥­¨ t1, ª®£¤  ¨¹³¹¨¥

®¡º¥ª²» ¤®±²¨£­³² ²®·¥ª Z 01 ¨ Z
00

1 , ³ª«®­¿¾¹¨©±¿ ®¡º¥ª² ¡³¤¥² ¢»-

­³¦¤¥­ ¯®¤­¿²¼±¿ ¢»¸¥ ²®·ª¨ Z 01 ¨«¨ ¯¥°¥¬¥±²¨²¼±¿ ­¨¦¥ ²®·ª¨ Z
00

1

(¨­ ·¥ ®­ ¡³¤¥² ®¡­ °³¦¥­). � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¥±«¨ ¢ ­ · «¼­»© ¬®¬¥­²

¢°¥¬¥­¨ ³ª«®­¿¾¹¨©±¿ ®¡º¥ª² ­ µ®¤¨«±¿ ¢»¸¥ ¯°¿¬®© y = H=2, ²®

¢® ¨§¡¥¦ ­¨¥ ®¡­ °³¦¥­¨¿ ®­ ª ¬®¬¥­²³ ¢°¥¬¥­¨ t1 ¤®«¦¥­ ¯®¤-

­¿²¼±¿ ¢»¸¥ ²®·ª¨ Z 01. �±«¨ ¦¥ ¢ ­ · «¼­»© ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ ³ª«®-

­¿¾¹¨©±¿ ®¡º¥ª² ­ µ®¤¨«±¿ ­¨¦¥ ¯°¿¬®© y = H=2, ²® ®­ ¤®«¦¥­ ª

¬®¬¥­²³ ¢°¥¬¥­¨ t1 ®ª § ²¼±¿ ­¨¦¥ ²®·ª¨ Z
00

1 .

� «¥¥ ¨¹³¹¨¥ ®¡º¥ª²» ¢»²¥±­¿¾² ³ª«®­¿¾¹¨©±¿ ®¡º¥ª²  ­ «®-

£¨·­® ²®¬³, ª ª ½²® ¤¥« « ®¤¨­ ¨¹³¹¨© ®¡º¥ª². �®«¼ª® ®¡« ±²¼,

±¢®¡®¤­ ¿ ®² ³ª«®­¿¾¹¥£®±¿ ®¡º¥ª² , ¡³¤¥² ° ±¸¨°¿²¼±¿ ±° §³ ¢

¤¢³µ ­ ¯° ¢«¥­¨¿µ ¨ ° ±²¨ ¢¤¢®¥ ¡»±²°¥¥, ·¥¬ ¢ ±«³· ¥ ®¤­®£® ¨¹³-

¹¥£® ®¡º¥ª² .

� ±±¬®²°¨¬ · ±²¼ ¯®«®±» R0, ±®¢¯ ¤ ¾¹³¾ ± ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª®¬

R. �®¦­® ±·¨² ²¼, ·²® ¯¥°¢»© ¨¹³¹¨© ®¡º¥ª² ®±³¹¥±²¢«¿¥² ¯®¨±ª

¢ ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª¥ ¢»±®²®© H=2

f(x; y) j 0 6 x 6 D;H=2 6 y 6 Hg:

�°¥¬¿, § ²° ·¥­­®¥ ¨¬ ­  ¯®¨±ª, ¡³¤¥² ­¥ ¡®«¼¸¥

T2 =
H

2�sin�
+ T0:

�  ½²® ¦¥ ¢°¥¬¿ ¢²®°®© ¨¹³¹¨© ®¡º¥ª² ¢»²¥±­¨² ³ª«®­¿¾¹¥£®±¿

¨§ ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª  ² ª®© ¦¥ ¢»±®²»

f(x; y) j 0 6 x 6 D; 0 6 y 6 H=2g:

�¥¬ ± ¬»¬ ¯ °  ¨¹³¹¨µ § ¢¥°¸¨² ¯®¨±ª ¢ ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª¥ R ¢»±®-

²®© H §  ¢°¥¬¿, ­¥ ¯°¥¢»¸ ¾¹¥¥

T2 =
H

2� sin �
+ T0 =

T1

2
+ T0:

�«¿ ¤®±² ²®·­® ¡®«¼¸¨µ H ¢°¥¬¿, § ²° ·¥­­®¥ ­  ¯®¨±ª ¢ ¯°¿¬®-

³£®«¼­¨ª¥ R ¤¢³¬¿ ®¡º¥ª² ¬¨, ®ª §»¢ ¥²±¿ ¯®·²¨ ¢ ¤¢  ° §  ¬¥­¼¸¥

¢°¥¬¥­¨, §  ª®²®°®¥ § ¢¥°¸¨² ¯®¨±ª ®¤¨­ ®¡º¥ª².
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2m ¨¹³¹¨µ ®¡º¥ª²®¢

�³±²¼ ¢ ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª¥ R ¸¨°¨­®© D ¨ ¢»±®²®© H ¢¥¤³² ¯®¨±ª

2m;m > 1; ¨¹³¹¨µ ®¡º¥ª²®¢. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¢°¥¬¿ ¯®¨±ª  ¬®¦­®

±®ª° ²¨²¼ ¯®·²¨ ¢ 2m ° § ¯® ±° ¢­¥­¨¾ ± ¢°¥¬¥­¥¬, § ²° ·¥­­»¬

®¤­¨¬ ¨¹³¹¨¬ ®¡º¥ª²®¢. �®ª ¦¥¬, ª ª ½²® ¬®¦­® ±¤¥« ²¼.

� §®¡¼¥¬ ®¡« ±²¼ ¯®¨±ª  ¢¤®«¼ ±²®°®­» ¤«¨­®©H ­ m ­¥¯¥°¥±¥-

ª ¾¹¨µ±¿ ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª®¢ Ri ¸¨°¨­®© D ¨ ¢»±®²®© H=m. �¹³¹¨¥

®¡º¥ª²» ° ±¯®«®¦¨¬ ² ª, ·²®¡» ¯®¨±ª ¢ ¯°®¨§¢®«¼­®¬ ¯°¿¬®³£®«¼-

­¨ª¥ Ri ¯ °  ®¡º¥ª²®¢ ± ­®¬¥° ¬¨ 2n � 1 ¨ 2n; n = 1; : : : ;m; ¬®£« 

®±³¹¥±²¢¨²¼ ¢ ¯®«­®¬ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ±® ±²° ²¥£¨¥©, ³ª § ­­®© ¢ ¯°¥-

¤»¤³¹¥¬ ¯³­ª²¥. �®£¤  §  ¢°¥¬¿, ­¥ ¯°¥¢»¸ ¾¹¥¥

T2m =
H

2m� sin �
+ T0 =

T

2m
+ T0;

³ª«®­¿¾¹¨©±¿ ®¡º¥ª² ¡³¤¥² ¢»²¥±­¥­ ¨§ ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª  Ri. �® ² ª

ª ª

R =

m[
i=1

Ri;

²® ± ¨±·¥°¯ ­¨¥¬ ¢±¥µ ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª®¢ Ri ®¤­®¢°¥¬¥­­® ¯°®¨§®©-

¤¥² ¯®«­®¥ ¨±·¥°¯ ­¨¥ ®¡« ±²¨ ¯®¨±ª , ¨ ³ª«®­¿¾¹¨©±¿ ®¡º¥ª² ¡³-

¤¥² ®¡­ °³¦¥­.

� ¤® § ¬¥²¨²¼, ·²® ¥±«¨ ·¨±«® ¨¹³¹¨µ ®¡º¥ª²®¢ 2m > dD=(2l)e,

²® ª°³£¨ ®¡­ °³¦¥­¨¿ ¨¹³¹¨µ ®¡º¥ª²®¢ ¬®¦­® ° ±¯®«®¦¨²¼ ­  ±²®-

°®­¥ ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª  ¸¨°¨­®© D ² ª, ·²® ®­¨ ¡³¤³² ¯¥°¥ª°»¢ ²¼

¢±¾ ®¡« ±²¼ ¯®¨±ª  ¯® £®°¨§®­² «¨. �²° ²¥£¨¿ ¯®¨±ª  ¢ ½²®¬ ±«³· ¥

±² ­®¢¨²±¿ ²°¨¢¨ «¼­®© - ¯°¨ ®¤­®¢°¥¬¥­­®¬ ¯ ° ««¥«¼­®¬ ¯¥°¥-

¬¥¹¥­¨¨ ¨¹³¹¨µ ®¡º¥ª²®¢ ¢¤®«¼ ¤°³£®© ±²®°®­» ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª 

(¸¨°¨­®© H) ¯°®¨±µ®¤¨² ¨±·¥°¯ ­¨¥ ®¡« ±²¨ ¯®¨±ª . �®«­®¥ ¨±·¥°-

¯ ­¨¥ ®¡« ±²¨ ¯®¨±ª  ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¯°®¨§®©¤¥² §  ¢°¥¬¿, ­¥ ¡®«¼¸¥¥

H=�.

�  °¨±. 6-8 ¯®ª § ­» ¨­´®°¬ ¶¨®­­»¥ ¬­®¦¥±²¢ , ¢®§­¨ª ¾-

¹¨¥ ¢ ¯°®¶¥±±¥ ¯®¨±ª  ¢ ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª¥ ± ³· ±²¨¥¬ ·¥²»°¥µ ¨¹³-

¹¨µ ®¡º¥ª²®¢. T¥¬­»¬ ¶¢¥²®¬ ®¡®§­ ·¥­  ®¡« ±²¼ ­¥®¯°¥¤¥«¥­-

­®±²¨ U(t), ¡¥«»¬ - ®¡« ±²¼ R n U(t), ±¢®¡®¤­ ¿ ®² ³ª«®­¿¾¹¨µ±¿

®¡º¥ª²®¢.
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�¨±. 6. �¨±. 7. �¨±. 8.

�®¬¥­² t > 0 �®¬¥­² t0 > t �®¬¥­² t00 > t0

3.2. �­®£®±¢¿§­ ¿ ³¯°¥¦¤ ¾¹ ¿ ®¡« ±²¼

�°¨¢¥¤¥¬ ¯°¨¬¥° ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ­¥±ª®«¼ª¨µ ¨¹³¹¨µ ®¡º¥ª²®¢,

¯°¨ ª®²®°®¬ ·¨±«® ª®¬¯®­¥­² ±¢¿§­®±²¨ ³¯°¥¦¤ ¾¹¥© ®¡« ±²¨ ®ª -

§»¢ ¥²±¿ ¡®«¼¸¥ ·¨±«  ¨¹³¹¨µ ®¡º¥ª²®¢. �®¤°®¡­® ² ª®¥ ¢§ ¨¬®-

¤¥©±²¢¨¥ ¨±±«¥¤®¢ ­® ¢ ° ¡®²¥ [3].

� ¯®¨±ª¥ ³· ±²¢³¾² n > 2 ¨¹³¹¨µ ®¡º¥ª²®¢, ®¡« ¤ ¾¹¨µ ®¤¨­ -

ª®¢»¬¨ ±ª®°®±²¿¬¨ � ¨ ° ¤¨³± ¬¨ ª°³£®¢ ®¡­ °³¦¥­¨¿ l. �°¥¤¯®«®-

¦¨¬, ·²® ¢ ­ · «¼­»© ¬®¬¥­² ¨¹³¹¨¥ ®¡º¥ª²» ° ¢­®¬¥°­® ° ±¯°¥-

¤¥«¥­» ¯® ®ª°³¦­®±²¨ ¤®±² ²®·­® ¡®«¼¸®£® ° ¤¨³±  R0 ± ¶¥­²°®¬

¢ ²®·ª¥ O,   § ²¥¬ ­ ·¨­ ¾² ±¨­µ°®­­® ¯¥°¥¬¥¹ ²¼±¿ ¯® ¯°¿¬®«¨-

­¥©­»¬ ²° ¥ª²®°¨¿¬ ª ¶¥­²°³ ®ª°³¦­®±²¨.

� ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨

t1 =
R0 � l=sin(�=n)

�

ª°³£¨ ®¡­ °³¦¥­¨¿ ¨¹³¹¨µ ®¡º¥ª²®¢ ®¤­®¢°¥¬¥­­® ª®±­³²±¿ ¤°³£

¤°³£ . �® § ¤®«£® ¤® ½²®£®, ¢ ­¥ª®²®°»© ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ t� < t1,

¢®ª°³£ ²®·ª¨ O ¢®§­¨ª­¥² ¨ ¡³¤¥² ° ±²¨ ®¡« ±²¼, ¯°¨ ­ µ®¦¤¥­¨¨

¢ ª®²®°®© ³ª«®­¿¾¹¨©±¿ ®¡º¥ª² ­¥ ³±¯¥¥² ¨§¡¥¦ ²¼ ®¡­ °³¦¥­¨¿.

�®£« ±­® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ 3, ²®·ª¨ ½²®© ®¡« ±²¨ ¡³¤³² ¯°¨­ ¤«¥¦ ²¼

®¡¹¥© ³¯°¥¦¤ ¾¹¥© ®¡« ±²¨ Pi1;:::;im [t; R0=l]; t > t�.
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�°¨ ¨§¢¥±²­®¬ ±®®²­®¸¥­¨¨ ¬¥¦¤³ ¯ ° ¬¥²° ¬¨ § ¤ ·¨

(R0; �; �; l; n) ¢ ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ t� ³ª«®­¥­¨¥ ¥¹¥ ¢®§¬®¦­® ¨§ ±³-

¦ ¾¹¥£®±¿ ª®«¼¶  ± ¶¥­²°®¬ ¢ ²®·ª¥ O, ®²¤¥«¿¾¹¥£® ª®¬¯®­¥­²»

±¢¿§­®±²¨ ³¯°¥¦¤ ¾¹¥© ®¡« ±²¨, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¨¹³¹¨¬ ®¡º¥ª-

² ¬, ®² ª®¬¯®­¥­²» ±¢¿§­®±²¨, ±®¤¥°¦ ¹¥© ²®·ª³ O.

�  °¨±. 9 ¯®ª § ­ °¥§³«¼² ² ·¨±«¥­­»µ ° ±·¥²®¢ ³¯°¥¦¤ ¾¹¥©

®¡« ±²¨ ¯°¨ n = 6; l = 0; 2;� = 0; 5;� = 0; 15.

�¨±. 9. �¯°¥¦¤ ¾¹ ¿ ®¡« ±²¼ ± (n + 1) ª®¬¯®­¥­²®© ±¢¿§­®±²¨

(n = 6).

4. �¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¨ ¨­´®°¬ ¶¨®­­»µ ¬­®-

¦¥±²¢

� ±±¬®²°¥­­»¥ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¨µ ° §¤¥« µ ¯°¨¬¥°» ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿

­¥±ª®«¼ª¨µ ¨¹³¹¨µ ®¡º¥ª²®¢ ¯®ª §»¢ ¾², ·²® ³¯°¥¦¤ ¾¹ ¿ ¨

®±² ²®·­ ¿ ®¡« ±²¨ ¬®£³² ¨¬¥²¼ ¢¥±¼¬  ±«®¦­³¾ ±²°³ª²³°³, ¯®¤¤ -

¾¹³¾±¿  ­ «¨²¨·¥±ª®¬³ ®¯¨± ­¨¾ ¤ «¥ª® ­¥ ¢±¥£¤ . � ±®¦ «¥­¨¾,
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®¯°¥¤¥«¥­¨¿ 1,2 ¨ 3 ­¥ ª®­±²°³ª²¨¢­» ¨ ­¥ ³ª §»¢ ¾² ¤®±² ²®·­®

½´´¥ª²¨¢­®£® ±¯®±®¡  ¯®±²°®¥­¨¿ ¨­´®°¬ ¶¨®­­»µ ¬­®¦¥±²¢.

� ° ¡®²¥ [4] ¡»«¨ ¯°¨¢¥¤¥­» ¨ ®¡®±­®¢ ­» ´®°¬³«», ¯®§¢®«¿¾-

¹¨¥ ±²°®¨²¼  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¾ ®¡« ±²¨ ­¥®¯°¥¤¥«¥­­®±²¨ ¯® ­ · «¼-

­®© ®¡« ±²¨ ­¥®¯°¥¤¥«¥­­®±²¨ U(0) ¨ § ¤ ­­»¬ ­  ¯°®¬¥¦³²ª¥ [0; t0]

²° ¥ª²®°¨¿¬ §  ª®­¥·­®¥ ·¨±«® ¸ £®¢.

� §®¡¼¥¬ ¢°¥¬¥­­®© ¯°®¬¥¦³²®ª [0; t0] ­  N · ±²¥© 0 = tN <

tN�1 < : : : < t0. �®«®¦¨¬ UN = U(0) ¨ ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²®  ¯¯°®ª-

±¨¬ ¶¨¿ ®¡« ±²¨ ­¥®¯°¥¤¥«¥­­®±²¨ Uk ¢ ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ tk ³¦¥ ¯®-

±²°®¥­ . �¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¿ ®¡« ±²¨ ­¥®¯°¥¤¥«¥­­®±²¨ ¢ ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥-

­¨ tk�1 ° ±±·¨²»¢ ¥²±¿ ¨±µ®¤¿ ¨§  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¨ ®¡« ±²¨ ­¥®¯°¥¤¥-

«¥­­®±²¨ ¢ ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ tk.

� §®¢¥¬ �-° ±¸¨°¥­¨¥¬ ¬­®¦¥±²¢  M ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ ¬­®¦¥±²¢ 

M ¨ ¯®«®±» ¸¨°¨­®© 2� > 0, ½ª¢¨¤¨±² ­²­®© £° ­¨¶¥M . �¯¥° ¶¨¾

�-° ±¸¨°¥­¨¿ ¬­®¦¥±²¢  M ¬®¦­® § ¯¨± ²¼ ² ª

G(M;�) =
[
x2M

B(x;�):

�¬®¤¥«¨°³¥¬ ¤¢¨¦¥­¨¥ ³ª«®­¿¾¹¨µ±¿ ®¡º¥ª²®¢ ­  ¢°¥¬¥­­®¬

¯°®¬¥¦³²ª¥ [tk; tk�1], ±·¨² ¿, ·²® ®­¨ ­ µ®¤¿²±¿ ¢¡«¨§¨ £° ­¨¶»

®¡« ±²¨ ­¥®¯°¥¤¥«¥­­®±²¨ U(tk). �  ¢°¥¬¿ tk�1 � tk ³ª«®­¿¾¹¨¥±¿

®¡º¥ª²» ³±¯¥¾² ³¤ «¨²¼±¿ ®² £° ­¨¶» ®¡« ±²¨ ­¥®¯°¥¤¥«¥­­®±²¨

U(tk) ­  ° ±±²®¿­¨¥, ­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¿¹¥¥ �(tk�1 � tk). �«¥¤®¢ ²¥«¼­®,

ª  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¨ ®¡« ±²¨ ­¥®¯°¥¤¥«¥­­®±²¨ Uk ¬®¦­® ¯°¨¬¥­¨²¼

®¯¥° ¶¨¾ ��° ±¸¨°¥­¨¿, £¤¥ � = �(tk�1 � tk);

U 0(k�1) = G(Uk; �(tk�1 � tk)):

�® ª ¬®¬¥­²³ ¢°¥¬¥­¨ tk�1 ¨¹³¹¨¥ ®¡º¥ª²» ¯¥°¥¬¥¹ ¾²±¿ ¯® ±¢®¨¬

²° ¥ª²®°¨¿¬ ¢ ²®·ª¨ ai(tk�1) ¨ ¯°¨±®¥¤¨­¿¾² · ±²¼ ®¡« ±²¨ ­¥®¯°¥-

¤¥«¥­­®±²¨ ª ®¡« ±²¨, ±¢®¡®¤­®© ®² ³ª«®­¿¾¹¨µ±¿ ®¡º¥ª²®¢. �·²¥¬

¯¥°¥¬¥¹¥­¨¥ ¨¹³¹¨µ ®¡º¥ª²®¢, ¢»·¨² ¿ ¨§ ¢»°®±¸¥© ®¡« ±²¨ ­¥®¯-

°¥¤¥«¥­­®±²¨ U 0(k�1) ¬­®¦¥±²¢  V k�1
i ,

U 00(k�1) = U 0(k�1)
n

n[
i=1

V k�1
i :



�¨­ ¬¨·¥±ª¨© ¯®¨±ª ®¡º¥ª²®¢ 411

�¤¥±¼ ·¥°¥§ V k�1
i ®¡®§­ ·¥­ ª°³£ ®¡­ °³¦¥­¨¿ i-£® ¨¹³¹¥£® ®¡º-

¥ª²  B(ai(tk�1); li). �® ¢ ª ·¥±²¢¥ V k�1
i ¬®¦­® ¢§¿²¼ «¾¡®¥ «¥£ª®

¢»·¨±«¨¬®¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢® ¨­¤¨¢¨¤³ «¼­®© ®±² ²®·­®© ®¡« ±²¨ i-£®

¨¹³¹¥£® ®¡º¥ª²  Qi[tk; tk�1]. � ¯°¨¬¥°, ½²® ¬®¦¥² ¡»²¼ ®¡º¥¤¨­¥-

­¨¥

V k�1
i =

[
t2[tk;tk�1]

B(ai(t); li � �(tk�1 � t)):

�±² «®±¼ ³·¥±²¼, ·²® ³ª«®­¿¾¹¨¥±¿ ¨ ¨¹³¹¨¥ ®¡º¥ª²» ¯¥°¥¬¥¹ -

¾²±¿ ²®«¼ª® ¢ ®¡« ±²¨ ¯®¨±ª :

Uk�1 = U 00(k�1)
\ 
:

�¡º¥¤¨­¿¿ ®¯¨± ­­»¥ ¢»¸¥ ¸ £¨, ¯®«³· ¥¬ °¥ª³°°¥­²­»¥ ´®°-

¬³«» ¤«¿  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¨ ®¡« ±²¨ ­¥®¯°¥¤¥«¥­­®±²¨

UN = U(0); (3)

Uk�1 =

�
G(Uk; �(tk�1 � tk)) n

n[
i=1

V k�1
i

�\

; k = N;N � 1; : : : ; 1: (4)

�®°¬³«» (3)-(4) ¯®§¢®«¿¾² ±¢¥±²¨ ¯®±²°®¥­¨¥  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¨

®¡« ±²¨ ­¥®¯°¥¤¥«¥­­®±²¨ ¢ ­¥ª®²®°»© ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ ª ¯®±²°®-

¥­¨¾ ¯°®±²»µ ¬­®¦¥±²¢ V k
i . �®®²­®¸¥­¨¥ ¬¥¦¤³ ²¥®°¥²¨·¥±ª®©

®¡« ±²¼¾ ­¥®¯°¥¤¥«¥­­®±²¨ ¨ ¯®±²°®¥­­®©  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¥© ½²®©

®¡« ±²¨ ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ²¥®°¥¬®©.

�¥®°¥¬  1. �¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¿ U0
, ¯®±²°®¥­­ ¿ ±®£« ±­® ´®°¬³« ¬

(3)-(4), ±®¤¥°¦¨² ¢ ±¥¡¥ ²¥®°¥²¨·¥±ª³¾ ®¡« ±²¼ ­¥®¯°¥¤¥«¥­­®±²¨

U(t0).

�­»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¯®±²°®¥­­ ¿  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¿ ®¡« ±²¨ ­¥®¯°¥¤¥-

«¥­­®±²¨ ±®¤¥°¦¨² ¢±¥ ¢®§¬®¦­»¥ ²®·ª¨ ° ±¯®«®¦¥­¨¿ ³ª«®­¿¾¹¥-

£®±¿ ®¡º¥ª² .

�»·¨±«¥­¨¥  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨© ¤«¿ ®¡¹¨µ ®±² ²®·­®© ¨ ³¯°¥¦¤ ¾-

¹¥© ®¡« ±²¥© ¬®¦­® ±¢¥±²¨ ª ¢»·¨±«¥­¨¾ ¬­®¦¥±²¢ V k
i  ­ «®£¨·-

­»¬ ®¡° §®¬. �»¢®¤ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ´®°¬³« ¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ­¥-

ª®²®°»µ ±¢®©±²¢ ¯®«³·¥­­»µ  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨© ¯°¨¢¥¤¥­» ¢ ° ¡®²¥ [3].

�°¨¢¥¤¥¬ ®±­®¢­»¥ °¥§³«¼² ²».
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1. � ±±¬®²°¨¬ ° §¡¨¥­¨¥ ¯°®¬¥¦³²ª  [t0 ��; t0] ­  N > 0 · -

±²¥©: t0 �� = tN < tN�1 < : : : < t0. �®£¤  ¬­®¦¥±²¢o Q
0,  ¯¯°®ª±¨-

¬¨°³¾¹¥¥ ®¡¹³¾ ®±² ²®·­³¾ ®¡« ±²¼ Qi1;:::;im [t0 ��; t0], ±²°®¨²±¿

¯°¨ ¯®¬®¹¨ ±«¥¤³¾¹¨µ ´®°¬³«

QN = 

\ m[

j=1

V N
ij
; (5)

Qk�1 = 

\

R
2
nG(R2

nQk; �(tk�1 � tk)) [

m[
j=1

V k�1
ij

; k = 1; : : : ; N: (6)

�²¢¥² ­  ¢®¯°®± ® ²®¬, ª ª ±®®²­®±¿²±¿ ¯®«³·¥­­ ¿  ¯¯°®ª±¨¬ -

¶¨¿ ¨ ²¥®°¥²¨·¥±ª ¿ ®±² ²®·­ ¿ ®¡« ±²¼, ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬ .

�¥®°¥¬  2. �¡¹ ¿ ®±² ²®·­ ¿ ®¡« ±²¼, ¯®±²°®¥­­ ¿ ±®£« ±­®

´®°¬³« ¬ (5)-(6), ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ ²¥®°¥²¨·¥±ª®© ®±² ²®·­®© ®¡« -

±²¨,

Q0
� Qi1;:::;im [t0 ��; t0]:

�­»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¢ ²®·ª µ  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¨ ®±² ²®·­®© ®¡« ±²¨

³¯°¥¦¤ ¾¹¥£® ®¡º¥ª²  £ ° ­²¨°®¢ ­­® ­¥².

2. � §®¡¼¥¬ ®²°¥§®ª [t0; t0 + �] ­  N > 0 · ±²¥©, t0 < t1 < : : : <

tN = t0+�, ¨ ¯®±²°®¨¬  ­ «®£¨·­»¬ ®¡° §®¬  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¾ ³¯°¥¦-

¤ ¾¹¥© ®¡« ±²¨ P0:

PN = 

\ m[

j=1

V N
ij
; (7)

P k�1 = 

\

R
2
nG(R2 n P k; �(tk � tk�1)) [

m[
j=1

V k�1
ij

; k = 1; : : : ; N: (8)

� ¬¥· ­¨¥. �²°³ª²³°»´®°¬³« (5){(6) ¨ (7){(8) ®²«¨· ¾²±¿ «¨¸¼

¯®°¿¤ª®¬ ­³¬¥° ¶¨¨ ²®·¥ª ° §¡¨¥­¨¿ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ®²°¥§ª ,

·²® ®²° ¦ ¥² ®¯°¥¤¥«¥­­³¾ ±¨¬¬¥²°¨¾ ®±² ²®·­®© ¨ ³¯°¥¦¤ ¾¹¥©

®¡« ±²¥©.

�«¿  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¨ ³¯°¥¦¤ ¾¹¥© ®¡« ±²¨ ² ª¦¥ ±¯° ¢¥¤«¨¢ 

²¥®°¥¬  ® ¢«®¦¥­¨¨.
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�¥®°¥¬  3. �¡¹ ¿ ³¯°¥¦¤ ¾¹ ¿ ®¡« ±²¼, ¯®±²°®¥­­ ¿ ±®£« ±-

­® ´®°¬³« ¬ (7)-(8), ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ ²¥®°¥²¨·¥±ª®© ³¯°¥¦¤ ¾¹¥©

®¡« ±²¨,

P 0
� Pi1;:::;im [t0; t0 + �]:

�­»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¥±«¨ ®¡º¥ª² ­ µ®¤¨²±¿ ¢ ²®·ª µ, ¯°¨­ ¤«¥¦ -

¹¨µ  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¨ ³¯°¥¦¤ ¾¹¥© ®¡« ±²¨, ²® ®­ ¡³¤¥² £ ° ­²¨°®-

¢ ­­® ®¡­ °³¦¥­ ¢ ²¥·¥­¨¥ § ¤ ­­®£® ¢°¥¬¥­¨.

�®°¬³«» (3)-(4), (5)-(6) ¨ (7)-(8) µ®°®¸® ¯®¤µ®¤¿² ¤«¿ ¯®±²°®¥-

­¨¿ ¨­´®°¬ ¶¨®­­»µ ¬­®¦¥±²¢ ¯® § ¤ ­­»¬ ²° ¥ª²®°¨¿¬ ¨¹³¹¨µ

®¡º¥ª²®¢ ­  ª®¬¯¼¾²¥°¥. � ª ¿ § ¤ ·  ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®«¥§­ , ­ ¯°¨-

¬¥°, ¢ ±«¥¤³¾¹¨µ ¯°¨«®¦¥­¨¿µ.

1. �°¨ ¢¨§³ «¨§ ¶¨¨ ¯®¨±ª®¢®£® ¯°®¶¥±±  ¯® § ¤ ­­»¬ ²° ¥ª-

²®°¨¿¬ ¤«¿ ¯°¥¤¢ °¨²¥«¼­®£®  ­ «¨§  ¯®¨±ª®¢®© § ¤ ·¨ ¨«¨ ¤«¿

¯°®¢¥°ª¨ ²° ¥ª²®°¨©, ¯®«³·¥­­»µ ¨§ ­¥ª®²®°»µ ¨­»µ ±®®¡° ¦¥­¨©.

�±®¡¥­­® ¯®«¥§­»¬ ¬®¦¥² ®ª § ²¼±¿ ¢ °¨ ­² ¯°®£° ¬¬­®£® ®¡¥±¯¥-

·¥­¨¿, ¤®¯³±ª ¾¹¥£® ¨­²¥° ª²¨¢­®¥ § ¤ ­¨¥ ¨ ¨§¬¥­¥­¨¥ ²° ¥ª²®-

°¨©.

2. �¥®°¥¬» ¢«®¦¥­¨¿ ¨§ ° §¤¥«  2 ³²¢¥°¦¤ ¾², ·²® ¥±«¨ ²° ¥ª-

²®°¨¨ ¨¹³¹¨µ ®¡º¥ª²®¢ °¥¸ ¾² § ¤ ·³ ¯®¨±ª  ­   ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¿µ

¨­´®°¬ ¶¨®­­»µ ¬­®¦¥±²¢, ²® ²¥®°¥²¨·¥±ª ¿ § ¤ ·  ¯®¨±ª  ² ª¦¥

¡³¤¥² °¥¸¥­ . �²®² ´ ª² ¯®§¢®«¿¥² ±®§¤ ²¼ ¯°®£° ¬¬³, ®±³¹¥±²¢«¿-

¾¹³¾ ½¢°¨±²¨·¥±ª¨© ¯¥°¥¡®° ¯ ° ¬¥²°®¢ § ¤ ·¨ (­ ¯°¨¬¥°, �i ¨ li)

¤«¿ § ¤ ­­»µ ²° ¥ª²®°¨© ¨ ³ª §»¢ ¾¹³¾ ¤®±² ²®·­»¥ ¤«¿ ³±¯¥¸-

­®£® ¯®¨±ª  °¥±³°±».

5. �®¬¯¼¾²¥°­ ¿ °¥ «¨§ ¶¨¿

�°¨¬¥­¥­¨¥ ª®¬¯¼¾²¥°  ¤«¿ ¯®±²°®¥­¨¿ ¨­´®°¬ ¶¨®­­»µ ¬­®-

¦¥±²¢ ±®£« ±­® ´®°¬³« ¬ (3)-(4), (5)-(6) ¨ (7)-(8) ¢®§¬®¦­® ²®«¼ª®

¯°¨ ­ «¨·¨¨ ª®¬¯¼¾²¥°­®© °¥ «¨§ ¶¨¨ ²¥®°¥²¨ª®-¬­®¦¥±²¢¥­­»µ

®¯¥° ¶¨© ¨ ®¯¥° ¶¨¨ �-° ±¸¨°¥­¨¿ ­ ¤ ½«¥¬¥­² ¬¨ ¨§ ­¥ª®²®°®£®

ª« ±±  � ª®¬¯¼¾²¥°­®-¯°¥¤±² ¢¨¬»µ ¬­®¦¥±²¢.

�¤¨­ ¨§ ¢®§¬®¦­»µ ¢ °¨ ­²®¢ ª®¬¯¼¾²¥°­®© °¥ «¨§ ¶¨¨ ²¥®°¥-

²¨ª®-¬­®¦¥±²¢¥­­»µ ®¯¥° ¶¨© ¯°¨¢¥¤¥­ ¢ ° ¡®²¥ [4]. �«£®°¨²¬» ¨§

½²®© ° ¡®²» ¨ ´®°¬³«» (3)-(4), (5)-(6) ¨ (7)-(8) °¥ «¨§®¢ ­» ¢ ¯°®-

£° ¬¬¥, ¯®§¢®«¿¾¹¥© ¯® § ¤ ­­»¬ ²° ¥ª²®°¨¿¬ ±²°®¨²¼ ¤¨­ ¬¨-
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·¥±ª¨¥ ¨§®¡° ¦¥­¨¿ ¨­´®°¬ ¶¨®­­»µ ¬­®¦¥±²¢, ®²° ¦ ¾¹¨¥ µ®¤

¯®¨±ª®¢®£® ¯°®¶¥±± . �°¨ ¯®¬®¹¨ ½²®© ¯°®£° ¬¬» ¡»«  ¯®«³·¥­ 

· ±²¼ ¨««¾±²° ¶¨© ª ¤ ­­®© ±² ²¼¥. �¨¦¥ ¯°¨¢¥¤¥­» ®±­®¢­»¥ ¨¤¥¨

®¤­®£® ¨§ ¯®¤µ®¤®¢ ª ª®¬¯¼¾²¥°­®¬³ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¾ ¬­®¦¥±²¢, ¯°¨-

¬¥­¥­­®¬³ ¢ ° ¡®² µ [4],[5].

5.1. �° ­¨·­®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ¬­®¦¥±²¢ ­  ¯«®±ª®-

±²¨

� ±±¬®²°¨¬ £¥®¬¥²°¨·¥±ª³¾ °¥ «¨§ ¶¨¾ ¯« ­ °­®£® £° ´ 

G =< E;V >, £¤¥ E - ª®­¥·­®¥ ¬­®¦¥±²¢® °¥¡¥°,   V - ª®­¥·­®¥

¬­®¦¥±²¢® ¢¥°¸¨­. �° ´ G ¬®¦¥² ¡»²¼ ¬­®£®±¢¿§­»¬. �³±²¼ ª -

¦¤®© ¢¥°¸¨­¥ £° ´  G ¨­¶¨¤¥­²­» ¤¢  ¨«¨ ¡®«¥¥ °¥¡¥°. �®£¤  °¥-

¡°  £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© °¥«¨§ ¶¨¨ G ° §¡¨¢ ¾² ¯«®±ª®±²¼ ­  ª®­¥·­®¥

·¨±«® ®¡« ±²¥© F0; :::; Fn ¡¥§ ° §°¥§®¢, ²®«¼ª® ®¤­  ¨§ ª®²®°»µ (®¡®-

§­ ·¨¬ ¥¥ F0) ­¥®£° ­¨·¥­ . � §®¢¥¬ ½²¨ ®¡« ±²¨ £° ­¿¬¨ £¥®¬¥²-

°¨·¥±ª®© °¥ «¨§ ¶¨¨ G. �¥®£° ­¨·¥­­³¾ ®¡« ±²¼ ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼

¢­¥¸­¥© £° ­¼¾.

�³±²¼ ª ¦¤®© ¢¥°¸¨­¥ £° ´  G ¨­¶¨¤¥­²­® ·¥²­®¥ ·¨±«® °¥-

¡¥°. �®£¤  ¨§ ° ¡®²» [5] ±«¥¤³¥², ·²® ¬®¦­® ¥¤¨­±²¢¥­­»¬ ±¯®±®¡®¬

®¯°¥¤¥«¨²¼ ­ ¡®° I1 = f0; i1; : : : ; ikg � f0; : : : ; ng ² ªo©, ·²® £° ­¨¶ 

¬­®¦¥±²¢ 

S1(G) =
[
i2I1

int Fi

±®¢¯ ¤ ¥² ± £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© °¥ «¨§ ¶¨¥© £° ´  G. �­®¦¥±²¢® S1(G)

®²ª°»²®, ² ª ª ª ¿¢«¿¥²±¿ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥¬ ª®­¥·­®£® ·¨±«  ®²ª°»²»µ

¬­®¦¥±²¢, ¨ ­¥®£° ­¨·¥­®, ² ª ª ª ±®¤¥°¦¨² ¢±¥ ¢­³²°¥­­¨¥ ²®·ª¨

­¥®£° ­¨·¥­­®© £° ­¨ F0. �¤¥±¼ § ¯¨±¼ int A ®¡®§­ · ¥² ¬­®¦¥±²¢®

¢±¥µ ¢­³²°¥­­¨µ ²®·¥ª ¬­®¦¥±²¢  A.

�§ ¢­³²°¥­­¨µ ²®·¥ª £° ­¥©, ­¥ ¢®¸¥¤¸¨µ ¢ ¬­®¦¥±²¢® S1(G),

±®±² ¢¨¬ ¬­®¦¥±²¢®

S2(G) =
[
i2I2

int Fi; £¤¥ I2 = f0; : : : ; ng n I1:

�­®¦¥±²¢® S2(G) ®²ª°»²® ¨ ®£° ­¨·¥­®, ¥£® £° ­¨¶  S2(G) ² ª¦¥

±®¢¯ ¤ ¥² ± £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© °¥ «¨§ ¶¨¥© £° ´  G.



�¨­ ¬¨·¥±ª¨© ¯®¨±ª ®¡º¥ª²®¢ 415

� ª¨¬ ®¡° §®¬ £¥®¬¥²°¨·¥±ª ¿ °¥ «¨§ ¶¨¿ G «¾¡®£® ¯« ­ °­®-

£® £° ´ , ¢ ª®²®°®¬ ª ¦¤®© ¢¥°¸¨­¥ ¨­¶¨¤¥­²­® ·¥²­®¥ ·¨±«® °¥-

¡¥°, ®ª §»¢ ¥²±¿ £° ­¨¶¥© ®¤­®¢°¥¬¥­­® ¤¢³µ ®²ª°»²»µ ¬­®¦¥±²¢

S1(G) ¨ S2(G), ¯¥°¢®¥ ¨§ ª®²®°»µ ­¥®£° ­¨·¥­®,   ¢²®°®¥ - ®£° ­¨-

·¥­®.

�¥¡° ¬ £° ´  G ¬®¦­® ¥¤¨­±²¢¥­­»¬ ±¯®±®¡®¬ ¯°¨¯¨± ²¼ ­ -

¯° ¢«¥­¨¥ ² ª, ·²®¡» ¡»« ¢®§¬®¦¥­ ®¡µ®¤ ¯°®²¨¢ · ±®¢®© ±²°¥«-

ª¨ £° ­¥©, ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¨µ ¬­®¦¥±²¢³ S1(G). �°¨ ½²®¬ ®¡µ®¤ ¢±¥µ

£° ­¥©, ­¥ ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¨µ S1(G), ¡³¤¥² ®±³¹¥±²¢«¿²¼±¿ ¯® · ±®¢®©

±²°¥«ª¥, a ¤«¿ ª ¦¤®© ¢¥°¸¨­» ª®«¨·¥±²¢® ¢µ®¤¿¹¨µ ¨ ¢»µ®¤¿¹¨µ

°¥¡¥° ¡³¤¥² ±®¢¯ ¤ ²¼. �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ £¥®¬¥-

²°¨·¥±ª ¿ °¥ «¨§ ¶¨¿ ®°¨¥­²¨°®¢ ­­®£® £° ´  G ®¯°¥¤¥«¿¥² ¬­®-

¦¥±²¢® S(G) = S1(G).

�§¬¥­¨¬ ­ ¯° ¢«¥­¨¥ ¢±¥µ °¥¡¥° £° ´  G ­  ¯°®²¨¢®¯®«®¦­®¥.

²®£¤  ¯°®²¨¢ · ±®¢®© ±²°¥«ª¨ ¡³¤¥² ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ®¡µ®¤ £° ­¥©,

¢µ®¤¿¹¨µ ¢ ±®±² ¢ S2(G). � ½²®¬ ±«³· ¥ ¯®«®¦¨¬ S(G) = S2(G).

�«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ±³¹¥±²¢³¾² ¤¢  ¢§ ¨¬­®-¯°®²¨¢®¯®«®¦­»µ ¢ °¨ ­-

²  ¢»¡®°  ­ ¯° ¢«¥­¨¿ °¥¡¥° £° ´  G, ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨µ ¬­®¦¥±²¢ 

S1(G) ¨ S2(G).

�­´®°¬ ¶¨¿ ® ­ ¯° ¢«¥­¨¨ °¥¡¥° ¯®§¢®«¿¥² ­¥ ²®«¼ª® ®¤­®§­ ·-

­® ®¯°¥¤¥«¿²¼ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© °¥ «¨§ ¶¨¨ ®°¨¥­-

²¨°®¢ ­­®£® £° ´  G ¬­®¦¥±²¢® S(G), ­® ¨ ¯°¨­¨¬ ²¼ °¥¸¥­¨¥ ®

¯°¨­ ¤«¥¦­®±²¨ ²®·ª¨ ¬­®¦¥±²¢³ ¨±µ®¤¿ ¨§ «®ª «¼­®© ¨­´®°¬ -

¶¨¨, ² ª ª ª ¢ ­¥ª®²®°®© ®ª°¥±²­®±²¨ ª ¦¤®£® °¥¡°  ±¯° ¢  (¯°¨

¤¢¨¦¥­¨¨ ¯® ­ ¯° ¢«¥­¨¾ °¥¡° ) ¡³¤³² «¥¦ ²¼ ²®·ª¨ ­¥ ¯°¨­ ¤«¥-

¦ ¹¨¥ ¬­®¦¥±²¢³,   ±«¥¢  { ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¨¥.

� ½²®¬ ±«³· ¥, ¯® £° ­¨¶¥ ¬­®¦¥±²¢  S(G), § ¤ ­­®© ª ª £¥®-

¬¥²°¨·¥±ª ¿ °¥ «¨§ ¶¨¿ G ­¥ª®²®°®£® £° ´ , ¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼,

¯°¨­ ¤«¥¦¨² ¨«¨ ­¥² ¬­®¦¥±²¢³ ¯°®¨§¢®«¼­® ¢»¡° ­­ ¿ ²®·ª , ²®

¥±²¼ ®¤­®§­ ·­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¬­®¦¥±²¢® S(G). � ª®¬¯¼¾²¥°­®© °¥ -

«¨§ ¶¨¨ ¬­®¦¥±²¢® S(G) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª®®°¤¨­ ² ¬¨ ¢¥°¸¨­ £¥®-

¬¥²°¨·¥±ª®© °¥ «¨§ ¶¨¨ £° ´  G ¨ ®²°¥§ª ¬¨ ª°¨¢»µ, § ¤ ¾¹¨µ

°¥¡°  G. � ª®© ¯®¤µ®¤ ª ®¯¨± ­¨¾ ¬­®¦¥±²¢ ­ §»¢ ¥²±¿ £° ­¨·­»¬

¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥¬ ¬­®¦¥±²¢ (boundary representation ¨«¨ b-rep). �¥®-

°¥²¨·¥±ª¨¥  ±¯¥ª²» £° ­¨·­®£® ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¿ ¬­®¦¥±²¢ ¨ ®¤¨­ ¨§

¢ °¨ ­²®¢ °¥ «¨§ ¶¨¨ ²¥®°¥²¨ª®-¬­®¦¥±²¢¥­­»µ ®¯¥° ¶¨© ­ ¤ ­¥-

ª®²®°»¬ ª« ±±®¬ ª®¬¯¼¾²¥°­®-¯°¥¤±² ¢¨¬»µ ¬­®¦¥±²¢ ¯®¤°®¡­®

° ±±¬®²°¥­» ¢ ° ¡®²¥ [5].
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5.2. �¥®°¥²¨ª®-¬­®¦¥±²¢¥­­»¥ ®¯¥° ¶¨¨

�¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ L ª« ±± ª°¨¢»µ, ®²°¥§ª¨ ª®²®°»µ ±®®²¢¥²±²¢³-

¾² °¥¡° ¬ £° ´  ¯°¨ ¯®±²°®¥­¨¨ ¥£® £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© °¥ «¨§ ¶¨¨.

� ¯°¨¬¥°, ª« ±± L ¬®¦¥² ±®±²®¿²¼ ¨§ ®²°¥§ª®¢ ¯°¿¬»µ ¨ ¤³£ ®ª°³¦-

­®±²¥©.

� ª« ±± �(L) ¯®¬¥±²¨¬ ¬­®¦¥±²¢ , ®¯°¥¤¥«¿¥¬»¥ ¢±¥¢®§¬®¦­»-

¬¨ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¬¨ °¥ «¨§ ¶¨¿¬¨ ¯« ­ °­»µ £° ´®¢ ± ·¥²­»¬ ·¨-

±«®¬ ¤³£ ¢ ª ¦¤®© ¢¥°¸¨­¥ ¨ ®°¨¥­² ¶¨¥© °¥¡¥°, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥©

®¤­®¬³ ¨§ ¤¢³µ ¯°¨¢¥¤¥­­»µ ¢»¸¥ ¢ °¨ ­²®¢.

�¢¥¤¥¬ ­ ¤ ¬­®¦¥±²¢ ¬¨ ¨§ �(L) °¥£³«¿°¨§®¢ ­­»¥ ²¥®°¥²¨ª®-

¬­®¦¥±²¢¥­­»¥ ®¯¥° ¶¨¨ ®¡º¥¤¨­¥­¨¿, ¯¥°¥±¥·¥­¨¿ ¨ ¤®¯®«­¥­¨¿:

R
2n

�A = int (R2 n �A);

A \� B = int ( �A \ �B);

A n� B = int ( �A \ �B):

� ¬¥· ­¨¥. �¥£³«¿°¨§®¢ ­­»¥ ²¥®°¥²¨ª®-¬­®¦¥±²¢¥­­»¥ ®¯¥° -

¶¨¨ ¢»¡° ­» ¤«¿ ¯®±²°®¥­¨¿  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨© ¨­´®°¬ ¶¨®­­»µ ¬­®-

¦¥±²¢ ­  ª®¬¯¼¾²¥°¥ ¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ ±®®¡° ¦¥­¨©. �® ¯¥°¢»µ, ¨±-

¯®«¼§®¢ ­¨¥ °¥£³«¿°¨§®¢ ­­»µ ²¥®°¥²¨ª®-¬­®¦¥±²¢¥­­»µ ®¯¥° ¶¨©

¯®§¢®«¿¥² ¨§¡¥¦ ²¼ ¯®¿¢«¥­¨¿ ¬­®¦¥±²¢, ±®¤¥°¦ ¹¨µ ° §°¥§» ¨«¨

¨§®«¨°®¢ ­­»¥ ²®·ª¨, ®¡¥±¯¥·¨¢ ¿ ²¥¬ ± ¬»¬ § ¬ª­³²®±²¼ ª« ±± 

�(L) ®²­®±¨²¥«¼­® ®¯¥° ¶¨© ¯¥°¥±¥·¥­¨¿, ®¡º¥¤¨­¥­¨¿ ¨ ¤®¯®«­¥-

­¨¿. �® ¢²®°»µ, ¢ ¡®«¼¸¨­±²¢¥ ±«³· ¥¢ °¥§³«¼² ² ¯°¨¬¥­¥­¨¿ °¥£³-

«¿°¨§®¢ ­­»µ ²¥®°¥²¨ª®-¬­®¦¥±²¢¥­­»µ ®¯¥° ¶¨© ±®¢¯ ¤ ¥² ± °¥-

§³«¼² ²®¬ ¯°¨¬¥­¥­¨¿ ¨µ ª« ±±¨·¥±ª¨µ  ­ «®£®¢. �®¦­® ¤®ª § ²¼,

·²® °¥£³«¿°¨§®¢ ­­»¥ ®¯¥° ¶¨¨ ±®¢¯ ¤ ¾² ± ª« ±±¨·¥±ª¨¬¨ ­  ¬­®-

¦¥±²¢ µ ¨§ ª« ±±  �(L), ¤«¿ ª®²®°»µ °¥§³«¼² ² ¯°¨¬¥­¥­¨¿ ª« ±-

±¨·¥±ª¨µ ²¥®°¥²¨ª®-¬­®¦¥±²¢¥­­»µ ®¯¥° ¶¨© ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ª« ±±³

�(L).

� ±±¬®²°¨¬ ®¯¥° ¶¨¾ °¥£³«¿°¨§®¢ ­­®£® ¤®¯®«­¥­¨¿ ¬­®¦¥±²¢ 

S

R
2
n
�S = int (R2 n �S):

�¥¬¬  2. �³±²¼ ¬­®¦¥±²¢® S(G) 2 �(L) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ £¥®¬¥²-

°¨·¥±ª®© °¥ «¨§ ¶¨¥© £° ´  G. �®£¤  °¥£³«¿°¨§®¢ ­­®¥ ¤®¯®«­¥­¨¥

R
2n

�S(G) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© °¥ «¨§ ¶¨¥©, ¯®«³·¥­­®© ¨§
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G ¨§¬¥­¥­¨¥¬ ­ ¯° ¢«¥­¨¿ ¢±¥µ °¥¡¥°. �°¨ ½²®¬ °¥£³«¿°¨§®¢ ­­®¥

¤®¯®«­¥­¨¥ ² ª¦¥ ¢µ®¤¨² ¢ ª« ±± ¬­®¦¥±²¢ �(L).

� ±±¬®²°¨¬ N ¬­®¦¥±²¢ S1 = S(G1); :::; SN = S(GN ) ¨§ ª« ±-

±  �(L), £° ­¨¶» ª®²®°»µ ®¯°¥¤¥«¿¾² £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¥ °¥ «¨§ ¶¨¨

£° ´®¢ G1; :::; GN . �¥£³«¿°¨§®¢ ­­®¥ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥

S0 = int
� N[
i=1

�Si

�

±²°®¨²±¿ ¢ ¤¢  ½² ¯ . �  ¯¥°¢®¬ ½² ¯¥ ´®°¬¨°³¥²±¿ £¥®¬¥²°¨·¥-

±ª ¿ °¥ «¨§ ¶¨¿ ­¥ª®²®°®£® £° ´  G0, ª®²®° ¿ ¿¢«¿¥²±¿ ®¡º¥¤¨­¥-

­¨¥¬ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ °¥ «¨§ ¶¨© G1; :::; GN . �¥°¸¨­ ¬¨ £° ´  G0

¿¢«¿¾²±¿ ²®·ª¨ ¯®¯ °­®£® ¯¥°¥±¥·¥­¨¿ °¥¡¥° £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ °¥-

 «¨§ ¶¨© G1; :::; GN . �¥¡° ¬ £° ´  G0 ±®®²¢¥²±²¢³¾² ®²°¥§ª¨, ­ 

ª®²®°»¥ °¥¡°  ¨±µ®¤­»µ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ °¥ «¨§ ¶¨© ° §¡¨¢ ¾²±¿

²®·ª ¬¨ ¯¥°¥±¥·¥­¨¿. �±«¨ ¤¢  ¨«¨ ¡®«¥¥ °¥¡¥° G1; :::; GN ±®¢¯ ¤ -

¾² ­  ­¥ª®²°®¬ ®²°¥§ª¥, ²® ¢±¥ ®­¨ ¢ª«¾· ¾²±¿ ¢ ¬­®¦¥±²¢® °¥¡¥°

£° ´  G0.

�¥§³«¼² ²®¬ ¯¥°¢®£® ½² ¯  ¿¢«¿¥²±¿ °¥ «¨§ ¶¨¿ ­  ¯«®±ª®±²¨

®°¨¥­²¨°®¢ ­­®£® £° ´  G0, ª ¦¤®© ¢¥°¸¨­¥ ª®²®°®£® ¨­¶¨¤¥­²­®

·¥²­®¥ ·¨±«® °¥¡¥°, ¯°¨·¥¬ ¤«¿ ª ¦¤®© ¢¥°¸¨­» ª®«¨·¥±²¢  ¢µ®¤¿-

¹¨µ ¨ ¢»µ®¤¿¹¨µ °¥¡¥° ±®¢¯ ¤ ¾². �²°¥§ª¨ ª°¨¢»µ, ±®®²¢¥²±²¢³-

¾¹¨¥ °¥¡° ¬ G0, ¬®£³² ¯¥°¥±¥ª ²¼±¿ ²®«¼ª® ¢ ª®­¶¥¢»µ ²®·ª µ ¨«¨

±®¢¯ ¤ ²¼.

�¥¬¬  3. �¥£³«¿°¨§®¢ ­­®¥ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ S0 ¯°¨­ ¤«¥¦¨² �(L),

¯°¨ ½²®¬ ¬­®¦¥±²¢  ¢¥°¸¨­ ¨ °¥¡¥° £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© °¥ «¨§ ¶¨¨

£° ´ , ®¯°¥¤¥«¿¾¹¥© S0, ¿¢«¿¾²±¿ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¬¨ ¬­®¦¥±²¢

¢¥°¸¨­ ¨ °¥¡¥° £° ´  G0.

�¥¬ ± ¬»¬, ¤«¿ ¯®«³·¥­¨¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© °¥ «¨§ ¶¨¨, ®¯°¥¤¥«¿-

¾¹¥© °¥£³«¿°¨§®¢ ­­®¥ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ S0, ­¥®¡µ®¤¨¬® ³¤ «¨²¼ ¨§ £° -

´  G0 °¥¡°  ¨ ¢¥°¸¨­», ­¥ ¢µ®¤¿¹¨¥ ¢ ±®±² ¢ £° ­¨¶» ¬­®¦¥±²¢ 

S0. � ½²®¬ § ª«¾· ¥²±¿ ¢²®°®© ½² ¯ ¯®±²°®¥­¨¿ °¥£³«¿°¨§®¢ ­­®£®

®¡º¥¤¨­¥­¨¿.

�¥£³«¿°¨§®¢ ­­®¥ ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ A \� B = int ( �A \ �B) ¬®¦¥² ¡»²¼

¢»·¨±«¥­® ª ª R2 n� ((R2 n� A) [� (R2 n� B)).



418 �.�. �¨ª¨­, �.�. �¥°¥§¨­

�¥¬¬  4. �¥£³«¿°¨§®¢ ­­®¥ ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ A\�B =int( �A\ �B) ¢µ®¤¨²

¢ ª« ±± ¬­®¦¥±²¢ �(L).

�°®¬¥ °¥£³«¿°¨§®¢ ­­»µ ²¥®°¥²¨ª®-¬­®¦¥±²¢¥­­»µ ®¯¥° ¶¨©

¤«¿ °¥ «¨§ ¶¨¨ ´®°¬³« (3)-(4), (5)-(6) ¨ (7)-(8) ­¥®¡µ®¤¨¬® ³¬¥²¼

±²°®¨²¼ �-° ±¸¨°¥­¨¥ ¬­®¦¥±²¢  M

G(M;�) =
[
x2M

B(x;�):

�«¿ ²®£® ·²®¡» ®¯¥° ¶¨¿ �-° ±¸¨°¥­¨¿ ­¥ ¢»¢®¤¨«  ¨§ ª« ±±  �(L),

¢¢¥¤¥¬ ®¯¥° ¶¨¾ °¥£³«¿°¨§®¢ ­­®£® �-° ±¸¨°¥­¨¿ ¤«¿ ¬­®¦¥±²¢ ¨§

�(L)

G�(M;�) = int G(M;�):

�¥ ¬®¦­® § ¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥ °¥£³«¿°¨§®¢ ­­®£® ®¡º¥¤¨­¥­¨¿ ¬­®¦¥-

±²¢  S ± �-° ±¸¨°¥­¨¥¬ ¥£® £° ­¨¶» @S,

G�(M;�) = int
�
M [

[
x2@M

B(x;�)
�
:

�«¿ ¯®±²°®¥­¨¿ °¥£³«¿°¨§®¢ ­­®£® �-° ±¸¨°¥­¨¿ £° ­¨¶» ¬­®-

¦¥±²¢  ¤®±² ²®·­® ¯®±²°®¨²¼ °¥£³«¿°¨§®¢ ­­®¥ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ °¥£³-

«¿°¨§®¢ ­­»µ �-° ±¸¨°¥­¨© ¢±¥µ °¥¡¥° £° ´ , ®¯°¥¤¥«¿¾¹¥£® £° -

­¨¶³. �¥« ²¥«¼­®, ·²®¡» ª« ±± ª°¨¢»µ L ¤®¯³±ª « ¯®±²°®¥­¨¥ £° -

­¨¶» �-° ±¸¨°¥­¨¿ ®²°¥§ª  ª°¨¢®© ¨§ ½²®£® ª« ±± . �  ¯° ª²¨ª¥

³¤®¡­»¬¨ ¤«¿ °¥ «¨§ ¶¨¨ ¢»£«¿¤¿² ±«¥¤³¾¹¨¥ ¤¢  ª« ±±  ª°¨¢»µ

L.

1. � ª« ±± ª°¨¢»µ L ¢ª«¾· ¾²±¿ ²®«¼ª® ®²°¥§ª¨ ¯°¿¬»µ. �®£¤ 

£° ­¨¶  �-° ±¸¨°¥­¨¿ ±®±²®¨² ¨§ ®²°¥§ª®¢ ¯°¿¬»µ ¨ ¤³£ ®ª°³¦­®-

±²¥©. �³£¨ ®ª°³¦­®±²¥© ¯°¨µ®¤¨²±¿  ¯¯°®ª±¨¬¨°®¢ ²¼ «®¬ ­»¬¨.

�²®² ¯®¤µ®¤ ¡»« ¯°¨¬¥­¥­ ¢ ±² ²¼¥ [4]. � ¥£® ¤®±²®¨­±²¢ ¬ ¬®¦­®

®²­¥±²¨ «¥£ª®±²¼ ¢»·¨±«¥­¨¿ ¯¥°¥±¥·¥­¨¿ °¥¡¥°, ®¤­ ª® ¯°¨¬¥­¥­¨¥

®¯¥° ¶¨¨ �-° ±¸¨°¥­¨¿ §­ ·¨²¥«¼­® ³¢¥«¨·¨¢ ¥² ª®«¨·¥±²¢® °¥¡¥°

¢ £° ­¨¶¥ ¬­®¦¥±²¢ , ² ª ª ª ®¤­³ ¤³£³ ®ª°³¦­®±²¨ ¯°¨µ®¤¨²±¿

 ¯¯°®ª±¨¬¨°®¢ ²¼ ¡®«¼¸¨¬ ·¨±«®¬ ®²°¥§ª®¢ ¯°¿¬®©.

2. � ª« ±± ¤®¯³±²¨¬»µ ª°¨¢»µ L ¢µ®¤¿² ®²°¥§ª¨ ¯°¿¬»µ ¨ ¤³£¨

®ª°³¦­®±²¥©. �®£¤  £° ­¨¶  �-° ±¸¨°¥­¨¿ «¾¡®£® ®²°¥§ª  ª°¨¢®©
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¨§ ª« ±±  L ¯°¥¤±² ¢¨¬  ª°¨¢»¬¨ ¨§ ½²®£® ¦¥ ª« ±± . �® ¢»·¨±«¥-

­¨¥ ¯¥°¥±¥·¥­¨¿ °¥¡¥° £° ´  ¨ ¯®±²°®¥­¨¥ °¥§³«¼² ²®¢ ²¥®°¥²¨ª®-

¬­®¦¥±²¢¥­­»µ ®¯¥° ¶¨¨ ®ª §»¢ ¾²±¿ ¡®«¥¥ ±«®¦­»¬¨, ·¥¬ ¢ ¯°¥-

¤»¤³¹¥¬ ±«³· ¥.

5.3. �¸¨¡ª¨ ®ª°³£«¥­¨¿

�¥ª³°°¥­²­ ¿ ¯°¨°®¤  ´®°¬³« (3)-(4), (5)-(6) ¨ (7)-(8) ²°¥¡³¥²

®²  «£®°¨²¬®¢ ° ¡®²» ± ª®¬¯¼¾²¥°­»¬ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥¬ ¬­®¦¥±²¢

³±²®©·¨¢®±²¨ ª ¯®£°¥¸­®±²¿¬ ®ª°³£«¥­¨¿, ¢­®±¨¬»¬¨ ª®¬¯¼¾²¥°-

­®© °¥ «¨§ ¶¨¥© ° ¡®²» ± ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»¬¨ ·¨±« ¬¨.

�°¨ °¥ «¨§ ¶¨¨ ²¥®°¥²¨ª®-¬­®¦¥±²¢¥­­»µ ®¯¥° ¶¨© ®¡º¥¤¨­¥-

­¨¥ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ °¥ «¨§ ¶¨© £° ´®¢ ¿¢«¿¥²±¿ ®¯¥° ¶¨¥©, ¢ ­ ¨-

¡®«¼¸¥© ±²¥¯¥­¨ ¯®¤¢¥°¦¥­­®© ¢«¨¿­¨¾ ®¸¨¡®ª ®ª°³£«¥­¨¿. �¸¨¡-

ª¨, ¢­®±¨¬»¥  °¨´¬¥²¨ª®© ± ¯« ¢ ¾¹¥© ²®·ª®©, ­¥¢¥«¨ª¨, ­® ¥±«¨

¤¢¥ ¢¥°¸¨­» £° ´  ¤®±² ²®·­® ¡«¨§ª¨, ²® ¯°¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨ ¯¥°¥-

±¥·¥­¨¿ °¥¡¥°, ¨­¶¨¤¥­²­»µ ½²¨¬ ¢¥°¸¨­ ¬, ¢®§¬®¦­® ­ °³¸¥­¨¥

«®£¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°» ¤ ­­»µ. � ¯°¨¬¥°, ª®«¨·¥±²¢® °¥¡¥° ®°¨¥­-

²¨°®¢ ­­®£® £° ´ , ¢µ®¤¿¹¨µ ¢ ®¤­³ ¢¥°¸¨­³, ¨ ª®«¨·¥±²¢® °¥¡¥°,

¢»µ®¤¿¹¨µ ¨§ ­¥¥, ¬®£³² ®ª § ²¼±¿ ° §­»¬¨.

�®¯°®± ¬ ®¡° ¡®²ª¨ ®¸¨¡®ª ®ª°³£«¥­¨¿ ³¤¥«¿¥²±¿ ¤®±² ²®·­®

¬­®£® ¢­¨¬ ­¨¿ ¢ ° ¡®² µ, ¯®±¢¿¹¥­­»µ ±¨±²¥¬ ¬  ¢²®¬ ²¨§¨°®-

¢ ­­®£® ¯°®¥ª²¨°®¢ ­¨¿ (CAD). �«¿ ³·¥²  ®¸¨¡®ª ®ª°³£«¥­¨¿ ¬®¦-

­® § ¬¥­¿²¼  °¨´¬¥²¨ª³ ± ¯« ¢ ¾¹¥© ²®·ª®© ­   °¨´¬¥²¨ª³ ° ¶¨-

®­ «¼­»µ ·¨±¥« ± ¯°®¨§¢®«¼­»¬¨ ¤«¨­ ¬¨ ·¨±«¨²¥«¿ ¨ §­ ¬¥­ ²¥«¿.

�¤­ ª® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ³¬¥­¼¸ ¥²±¿ ½´´¥ª²¨¢­®±²¼ ¢»·¨±«¥­¨©, ¨,

·²® ¡®«¥¥ ±¥°¼¥§­®, ­¥¢®§¬®¦­® ° ¡®² ²¼ ± ª°¨¢»¬¨ ¯®°¿¤ª  ¢»¸¥

¯¥°¢®£®.

�« ±²¥°¨§ ¶¨¿ ¢¥°¸¨­

�·¨²»¢ ¿, ·²® ¡®«¼¸®¥ ·¨±«® ®¸¨¡®ª ®ª°³£«¥­¨¿ ¢­®±¨²±¿ ¡«¨§-

ª®° ±¯®«®¦¥­­»¬¨ ¢¥°¸¨­ ¬¨, ¯°¨ ®¡º¥¤¨­¥­¨¨ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ

°¥ «¨§ ¶¨© £° ´®¢

G1 =< E1; V 1 >; : : : ; GN =< EN ; V N >

¯°¥¤« £ ¥²±¿ ¯°¨¬¥­¿²¼ ª« ±²¥°¨§ ¶¨¾ ¢¥°¸¨­. �°¨ ¯®¯ °­®¬ ¯¥-

°¥±¥·¥­¨¨ ¢±¥µ °¥¡¥° £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ °¥ «¨§ ¶¨© ±²°®¨²±¿ ¬­®¦¥-

±²¢® ²®·¥ª ¯¥°¥±¥·¥­¨¿
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V =
n
Vm

o
; V 1

� V; : : : ; V N
� V;

¨±µ®¤¿ ¨§ ª®²®°®£® ±²°®¿²±¿ ¬­®¦¥±²¢  ¡«¨§ª®° ±¯®«®¦¥­­»µ ¢¥°-

¸¨­

Wn =
n
Vi 2 V j 8Vj 2WnkVi � Vjk 6 �

o
¤«¿ ¤®±² ²®·­® ¬ «¥­¼ª®£® �.

�±«¨ ¢ ¬­®¦¥±²¢® Wn ¢µ®¤¨² ¢±¥£® ®¤­  ¢¥°¸¨­ , ²® ­¨ª ª®©

¤®¯®«­¨²¥«¼­®© ®¡° ¡®²ª¨ ­¥ ²°¥¡³¥²±¿. �±«¨ ¦¥ ¢ Wn ¢µ®¤¨² ­¥-

±ª®«¼ª® ½«¥¬¥­²®¢, ²® ¢®§¬®¦­» ¤¢  ¯®¤µ®¤ .

1. �«¿ °¥¡¥°, ¨­¶¨¤¥­²­»µ ¢¥°¸¨­ ¬ ¨§ Wj, ¨±¯®«¼§³¾²±¿  «£®-

°¨²¬» ®¡° ¡®²ª¨ ±®¢®ª³¯­®±²¨ °¥¡¥°,   ­¥ ¯®¯ °­®£® ¯¥°¥±¥·¥­¨¿.

�°¨¬¥°» ² ª¨µ  «£®°¨²¬®¢ ¤«¿ ®²°¥§ª®¢ ¯°¿¬»µ ¤ ­» ¢ ° ¡®²¥ [6].

2. �³²¥¬ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ °¥¡¥° £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© °¥ «¨§ ¶¨¨ £° ´ 

¢±¥ ¢¥°¸¨­» ¨§ Wj ±¢®¤¿²±¿ ¢ ®¤­³. �¨±«® ¢µ®¤¿¹¨µ ¨ ¢»µ®¤¿¹¨µ

°¥¡¥°, ¨­¶¨¤¥­²­»µ ­®¢®© ¢¥°¸¨­¥, ¡³¤¥² ° ¢­® ±³¬¬¥ ·¨±«  ¢µ®¤¿-

¹¨µ ¨ ¢»µ®¤¿¹¨µ °¥¡¥° ¤«¿ ¢¥°¸¨­ ¨§ Wj . �±²¥±²¢¥­­®, ·²® ² ª®¥

¨§¬¥­¥­¨¥ £° ´  ¢®§¬®¦­® ²®«¼ª® ¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® ¤¥´®°¬ ¶¨¿ °¥-

¡¥° ­¥ ¢»¢¥¤¥² ¨§ ª« ±±  ª°¨¢»µ L ¨ ­¥ ¯°¨¢¥¤¥² ª ¯®¿¢«¥­¨¾ ­®¢»µ

¢¥°¸¨­ ¢ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© °¥ «¨§ ¶¨¨ £° ´ .

�¯°®¹¥­¨¥ £° ­¨¶» ¬­®¦¥±²¢ 

�°³£¨¬ ¨±²®·­¨ª®¬ ®¸¨¡®ª ®ª°³£«¥­¨¿ ¿¢«¿¾²±¿ °¥¡°  £¥®¬¥²-

°¨·¥±ª®© °¥ «¨§ ¶¨¨ £° ´ , µ ° ª²¥°­»¥ ° §¬¥°» ª®²®°»µ ¬­®£®

¬¥­¼¸¥ ¤¨ ¬¥²°  ± ¬®£® £° ´ . �²°¥§ª¨ ª°¨¢»µ, ±®®²¢¥²±²¢³¾-

¹¨¥ ² ª¨¬ °¥¡° ¬, ­¥ ­¥±³² ¯®·²¨ ­¨ª ª®© ¨­´®°¬ ¶¨¨ ® £° ­¨¶¥.

�«¿ ³¤ «¥­¨¿ ¯®¤®¡­»µ ®²°¥§ª®¢, ²® ¥±²¼ ¤«¿ ³¯°®¹¥­¨¿ £° ­¨¶»

¬­®¦¥±²¢ , ¢®§¬®¦­® ¯°¨¬¥­¥­¨¥  «£®°¨²¬®¢, ±µ®¤­»µ ±  «£®°¨²-

¬ ¬¨ ³¯°®¹¥­¨¿ ¯®«¨£®­ «¼­»µ ¬®¤¥«¥©. �® ®²  «£®°¨²¬  ³¯°®-

¹¥­¨¿ £° ­¨¶» ¬­®¦¥±²¢  ¢ § ¤ ·¥ ¯®±²°®¥­¨¿ ¨­´®°¬ ¶¨®­­»µ

¬­®¦¥±²¢ ±«¥¤³¥² ²°¥¡®¢ ²¼ ¢»¯®«­¥­¨¿ ®¯°¥¤¥«¥­­®£® ±®®²­®¸¥-

­¨¿ ¬¥¦¤³ ¨±µ®¤­»¬ ¨ °¥§³«¼²¨°³¾¹¨¬ ¬­®¦¥±²¢ ¬¨.

� ¯°¨¬¥°, ¯°¨ ³¯°o¹¥­¨¨ £° ­¨¶» ª®¬¯¼¾²¥°­®£® ¯°¥¤±² ¢«¥-

­¨¿ Un ¬­®¦¥±²¢  ­¥®¯°¥¤¥«¥­­®±²¨ U(tn) ¯®«³· ¥²±¿ ¬­®¦¥±²¢®

U 0(n). C®£« ±­® ²¥®°¥¬¥ 1 ¤«¿ ¬­®¦¥±²¢ U(tn) ¨ Un ¢»¯®«­¿¥²±¿

¢ª«¾·¥­¨¥ U(tn) � Un. �®£¤  ¥±«¨ ¯®±«¥ ³¯°®¹¥­¨¿ £° ­¨¶» Un ¢¥°-

­® ±®®²­®¸¥­¨¥ Un � U 0(n), ²® ¢ª«¾·¥­¨¥ U(tn) � U 0(n) ¡³¤¥² ¢»¯®«-
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­¥­® ¨ ¤«¿ ³¯°®¹¥­­®£® ¬­®¦¥±²¢  U 0(n). �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ®±² ­¥²±¿

¢¥°­»¬ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥, ·²® ¢­¥  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¨ ®¡« ±²¨ ­¥®¯°¥¤¥«¥­-

­®±²¨ U 0(n) ³ª«®­¿¾¹¥£®±¿ ®¡º¥ª²  ­¥².

�«£®°¨²¬ ³¯°®¹¥­¨¿ £° ­¨¶» ¬­®¦¥±²¢ , ®¡« ¤ ¾¹¨© ² ª¨¬¨

±¢®©±²¢ ¬¨, ¬®¦­® ¯®±²°®¨²¼ ­  ®±­®¢¥  «£®°¨²¬  ³¯°®¹¥­¨¿ ¯®«¨-

£®­ «¼­»µ ¬®¤¥«¥©, ¯°¨¢¥¤¥­­®£® ¢ ±² ²¼¥ [7]. �¤¥¿  «£®°¨²¬  ±¢¿-

§ ­  ± ¯®­¿²¨¥¬ ��®¡®«®·ª¨ ¬­®¦¥±²¢  ¨ ±®±²®¨² ¢ ¯¥°¥¬¥¹¥­¨¨

ª°³£  ¤®±² ²®·­® ¬ «®£® ° ¤¨³±  ¢¤®«¼ £° ­¨¶» ¬­®¦¥±²¢  ¨ § -

¯®«­¥­¨¨ ­¥¤®±²³¯­»µ ¤«¿ ª°³£  ®¡« ±²¥©. �°¨ ² ª®¬ ¯¥°¥¬¥¹¥­¨¨

¯°®¨±µ®¤¨² § ¯®«­¥­¨¥ ¨ ¢»° ¢­¨¢ ­¨¥ ¬¥«ª¨µ ­¥°®¢­®±²¥© £° ­¨-

¶», ²® ¥±²¼ ¥¥ ³¯°®¹¥­¨¥.

�®ª ¦¥¬, ª ª ² ª®© ½´´¥ª² ¬®¦¥² ¡»²¼ ¤®±²¨£­³² ¯®±«¥¤®¢ -

²¥«¼­»¬ ¯°¨¬¥­¥­¨¥¬ ®¯¥° ¶¨¨ �-° ±¸¨°¥­¨¿ ¬­®¦¥±²¢ . � ¤®¯®«-

­¥­¨¥ ª ®¯¥° ¶¨¨ �-° ±¸¨°¥­¨¿ ¬­®¦¥±²¢  M ,

G(M;�) =
[
x2M

B(x;�);� > 0;

¢¢¥¤¥¬ ®¯¥° ¶¨¾ �-±³¦¥­¨¿ ¬­®¦¥±²¢ 

G(M;�) = R
2
nG(R2 nM;��);� < 0:

�±«¨ ®¯¥° ¶¨¿ �-° ±¸¨°¥­¨¿ ³¢¥«¨·¨¢ ¥² ¬­®¦¥±²¢® ­  ¯®«®±³ ¸¨-

°¨­®© �, ²® ®¯¥° ¶¨¿ �-c³¦¥­¨¿ ³¬¥­¼¸ ¥² ¬­®¦¥±²¢®, ³¤ «¿¿ ¨§

­¥£® ¯°¨«¥£ ¾¹³¾ ª £° ­¨¶¥ ¯®«®±³ ¸¨°¨­®© �.

� ª ³ª § ­® ¢ ° ¡®²¥ [8], ®¯¥° ¶¨¨ �-c³¦¥­¨¿ ¨ �-° ±¸¨°¥­¨¿

¬­®¦¥±²¢ ­¥ ¿¢«¿¾²±¿ ¢§ ¨¬­® ®¡° ²­»¬¨, ²® ¥±²¼

9M;� :M 6= G(G(M;�);��):

�®¦­® ¤®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ ª ¯°®¨§¢®«¼­®¬³ ¬­®¦¥±²¢³M ¯°¨¬¥­¨²¼

±­ · «  ®¯¥° ¶¨¾ �-° ±¸¨°¥­¨¿,   § ²¥¬ ®¯¥° ¶¨¾ �-±³¦¥­¨¿, ²®

¯®«³·¨¢¸¥¥±¿ ¬­®¦¥±²¢® ¡³¤¥² ±®¤¥°¦ ²¼ ¢ ±¥¡¥ ¨±µ®¤­®¥. �±«¨ ¦¥

±­ · «  ¯°¨¬¥­¨²¼ ®¯¥° ¶¨¾ �-±³¦¥­¨¿,   § ²¥¬ �-° ±¸¨°¥­¨¿, ²®

°¥§³«¼² ² ¡³¤¥² ±®¤¥°¦ ²¼±¿ ¢ ¨±µ®¤­®¬ ¬­®¦¥±²¢¥.

�¥¬¬  5. �«¿ «¾¡®£® ¬­®¦¥±²¢  M ¨ � > 0 ¢»¯®«­¿¾²±¿

¢ª«¾·¥­¨¿ M � G(G(M;�);��) ¨ G(G(M;��);�) �M .
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�¨±. 10.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¡®§­ ·¨¬ �-° ±¸¨°¥­¨¥ ¬­®¦¥±²¢  M ·¥°¥§

M1,

M1 = G(M;�):

� ±±¬®²°¨¬ ¯°®¨§¢®«¼­³¾ ²®·ª³ x 2 M ¨ ¤®ª ¦¥¬, ·²® x 2

G(M1;��): �§ ±¢®©±²¢ �-° ±¸¨°¥­¨¿ ±«¥¤³¥², ·²® ° ±±²®¿­¨¥ ®²

²®·ª¨ x ¤® «¾¡®© ²®·ª¨ ¬­®¦¥±²¢  ¬­®¦¥±²¢  R2 nM1 ¡®«¼¸¥ �,

8y 2 R
2
nM1 kx� yk > �:

�«¥¤®¢ ²¥«¼­®, x ­¥ ¡³¤¥² ¯°¨­ ¤«¥¦ ²¼ �-° ±¸¨°¥­¨¾ ¬­®¦¥±²¢ 

R
2 nM1,

x =2 G(R2
nM1;�);

­® ½²® ®§­ · ¥², ·²®

x 2 R
2
nG(R2 nM1;�) = G(M1;��):

�ª«¾·¥­¨¥ G(G(M;��);�) �M ¤®ª §»¢ ¥²±¿  ­ «®£¨·­®.
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�¨±. 11.

�°¨¬¥­¨¬ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ 5 ª § ¤ ·¥ ³¯°®¹¥­¨¿ £° ­¨¶» ¬­®¦¥-

±²¢  M . �­ · «  ° ±¸¨°¨¬,   § ²¥¬ ±³§¨¬ ¬­®¦¥±²¢® M ­  ¯®«®±³

¸¨°¨­®© �. �®«³·¥­­®¥ ¬­®¦¥±²¢®M 0 ±®¤¥°¦¨² ¢ ±¥¡¥M . �°¨ ½²®¬

¨±·¥§ ¾² ¬¥«ª¨¥ ¢¯ ¤¨­» ¢ £° ­¨¶¥ M , µ ° ª²¥°­»© ° §¬¥° ª®²®-

°»µ ¬¥­¼¸¥ �. �®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®¥ ¯°¨¬¥­¥­¨¥ ®¯¥° ¶¨© ±³¦¥­¨¿ ¨

° ±¸¨°¥­¨¿ ½ª¢¨¢ «¥­²­® § ¯®«­¥­¨¾ ¢¯ ¤¨­ ¢ £° ­¨¶¥. � ¬¥²¨¬,

·²® ¯°¨ ¯®±²°®¥­¨¨ �-° ±¸¨°¥­¨¿ ¨ �-±³¦¥­¨¿ ª°³£ B(x;�) ¬®¦-

­® ¢§¿²¼ ¢ ¬¥²°¨ª¥ L1, £¤¥ ®­ ¡³¤¥² ¯°¥¤±² ¢«¿²¼ ±®¡®© ª¢ ¤° ² ±®

±²®°®­ ¬¨ �, ¯ ° ««¥«¼­»¬¨ ®±¿¬ ª®®°¤¨­ ². �«¿ ¬¥²°¨ª¨ L1 ±³-

¹¥±²¢³¾² ½´´¥ª²¨¢­»¥  «£®°¨²¬» ¯®±²°®¥­¨¿ �-° ±¸¨°¥­¨¿ (±¬.

° ¡®²³ [7]).

�°¨¬¥°» ³¯°®¹¥­¨¿ £° ­¨¶» ¬­®¦¥±²¢  ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ®¯¥° ¶¨©

�-° ±¸¨°¥­¨¿ ¨ ±³¦¥­¨¿ ¯°¨¢¥¤¥­» ­  °¨±. 10 ¨ 11. �  °¨±. 10 £° ­¨-

¶  ¨±µ®¤­®£® ¬­®¦¥±²¢  M ±®±²®¨² ¨§ 16 ®²°¥§ª®¢ ¯°¿¬»µ, £° ­¨¶ 

¬­®¦¥±²¢  G(G(M; 0; 15);�0; 15) ±®±²®¨² ¨§ 8 ®²°¥§ª®¢ ¯°¿¬»µ. � 
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°¨±. 11 ¨±µ®¤­®¥ ¬­®¦¥±²¢®, £° ­¨¶  ª®²®°®£® ±®±²®¨² ¨§ 39 ®²-

°¥§ª®¢, ³¯°®¹¥­® ¤® ¬­®¦¥±²¢ , £° ­¨¶³ ª®²®°®£® ±®±² ¢«¿¾² 25

®²°¥§ª®¢ ¯°¿¬»µ.

�®¬¨¬® ³¬¥­¼¸¥­¨¿ ¢«¨¿­¨¿ ®¸¨¡®ª ®ª°³£«¥­¨¿ ³¯°®¹¥­¨¥

£° ­¨¶» ¬­®¦¥±²¢  ¯°¨¢®¤¨² ª ³¬¥­¼¸¥­¨¾ ¢°¥¬¥­¨ ¢»¯®«­¥­¨¿

²¥®°¥²¨ª®-¬­®¦¥±²¢¥­­»µ ®¯¥° ¶¨©.
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