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� ¡®²  ±®¤¥°¦¨² ¢¢¥¤¥­¨¥ ¢ ¬¥²®¤ ½ª±¯¥°²­®£® ¤¨´´¥°¥­-

¶¨°®¢ ­­®£® ±£« ¦¨¢ ­¨¿ ¤«¿ ®¶¥­ª¨ ±®±²®¿­¨¿ ±«®¦­®© ®°-

£ ­¨§ ¶¨®­­®© ±¨±²¥¬» ­  § ¤ ­­»© ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨. � ª-

¦¥ ¯°¥¤±² ¢«¥­® ª° ²ª®¥ ®¯¨± ­¨¥ ®±®¡¥­­®±²¥© ®¡®¡¹¥­­®©

¯°¥¤¬¥²­®© ®¡« ±²¨ ¨ ¬¥²®¤¨ª  ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ­ ¤¥¦­®±²¨ ² -

ª®£® ¯°®£­®§ .

�¢¥¤¥­¨¥

�³¹¥±²¢³¥² ¸¨°®ª¨© ±¯¥ª²° § ¤ ·, ¯°¨ °¥¸¥­¨¨ ª®²®°»µ ­¥®¡-

µ®¤¨¬® ®¶¥­¨²¼ ±®±²®¿­¨¥ ª ª®©-«¨¡® ¯°®¡«¥¬» ­  ®¯°¥¤¥«¥­­»©

¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ ¢ ¡³¤³¹¥¬. � ·¨±«³ ½²¨µ § ¤ · ¬®¦­® ®²­¥±²¨ ¨§³-

·¥­¨¥ ¯³²¥© ° §¢¨²¨¿ ±®¶¨ «¼­®-½ª®­®¬¨·¥±ª¨µ ¯°®¶¥±±®¢,  ­ «¨§

ª°¨§¨±­»µ ±¨²³ ¶¨© ¢ ¯®«¨²¨ª¥ ¨ ½ª®­®¬¨ª¥, ª®­²°®«¼ §  ¢»¯®«-

­¥­¨¥¬ ¬¥¦¤³­ °®¤­»µ ±®£« ¸¥­¨© ¨ °¿¤ ¤°³£¨µ. � ­­ ¿ ° ¡®² 

¯®±¢¿¹¥­  ®¤­®¬³ ¨§ ¯®¤µ®¤®¢ ª ¯°®£­®§¨°®¢ ­¨¾, ¤ ¾¹¥¬³ ³¤®-

¢«¥²¢®°¨²¥«¼­»¥ °¥§³«¼² ²» ¤«¿ ¤ ­­®£® ª« ±±  § ¤ ·.

�¥²®¤ ½ª±¯¥°²­®£® ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­­®£® ±£« ¦¨¢ ­¨¿ ¨±¯®«¼-

§®¢ «±¿ ¯°¨ ±®§¤ ­¨¨ ¯°®²®²¨¯  ¨­²¥««¥ª²³ «¼­®© ±¨±²¥¬» ¤«¿

®¶¥­ª¨ ¿¤¥°­®© ¤¥¿²¥«¼­®±²¨ ±²° ­, ° §° ¡®² ­­®£® ¤«¿ �¥¦¤³­ -

°®¤­®£®  £¥­²±²¢  ¯®  ²®¬­®© ½­¥°£¨¨.
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1. � ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ®¡®¡¹¥­­®© ¯°¥¤¬¥²-

­®© ®¡« ±²¨

�«¿ ³¯®¬¿­³²»µ ¢»¸¥ ¯°®¡«¥¬ ¬®¦­® ¢»¤¥«¨²¼ ­¥ª®²®°»¥ ®¡-

¹¨¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨, ª®²®°»¥ ¿¢«¿¾²±¿ ¢ ¦­»¬¨ ¯°¨ ¢»¡®°¥ ¨«¨

° §° ¡®²ª¥ ¬¥²®¤®¢ ¯°®£­®§¨°®¢ ­¨¿. �»¤¥«¥­¨¥ ² ª¨µ µ ° ª²¥°¨-

±²¨ª ¯®§¢®«¿¥² ¢»° ¡ ²»¢ ²¼ ¥¤¨­»¥ ³­¨¢¥°± «¼­»¥ ¬¥²®¤» ¯°®-

£­®§¨°®¢ ­¨¿ ¤«¿ § ¤ · ² ª®£® ª« ±± .

�¯°¥¤¥«¨¬ ­¥ª®²®°»¥ ±¢®©±²¢  ®²­®¸¥­¨¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ { ¬®¤¥«¼

[1], ª®²®°»¥ ­¥®¡µ®¤¨¬® ³·¨²»¢ ²¼ ¯°¨ ¯®±²°®¥­¨¨ ¬®¤¥«¥© ±«®¦-

­»µ ®°£ ­¨§ ¶¨®­­»µ ±¨±²¥¬.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1. �¤¥ «¼­®© ¨­´®°¬ ¶¨®­­®© ¬®¤¥«¼¾ ¯°®¡«¥¬» A

­ §®¢¥¬ ¬®¤¥«¼ B, ª®²®° ¿  ¤¥ª¢ ²­® ®²° ¦ ¥² ±²°³ª²³°³ ¨ «®£¨ª³

A ¨ ¢ §­ ·¥­¨¿µ ®¶¥­®ª ½«¥¬¥­²®¢ ª®²®°®© ³·²¥­  ¢±¿ ¢®§¬®¦­ ¿

¨­´®°¬ ¶¨¿ ®¡ A.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2. �¥ «¼­®© ¨­´®°¬ ¶¨®­­®© ¬®¤¥«¼¾ ¯°®¡«¥¬» A

­ §®¢¥¬ ¬®¤¥«¼ C, ±²°³ª²³°  ¨ «®£¨ª , ª®²®°®©  ­ «®£¨·­» B ¨ ¢

§­ ·¥­¨¿µ ®¶¥­®ª ½«¥¬¥­²®¢ ª®²®°®© ³·²¥­  ¢±¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ ®¡ A

¤®±²³¯­ ¿ ½ª±¯¥°²³.

�³±²¼ ±³¹¥±²¢³¥² ®¡®¡¹¥­­ ¿ ¯°¥¤¬¥²­ ¿ ®¡« ±²¼ A,   B ¥¥ ¨¤¥-

 «¼­ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨®­­ ¿ ¬®¤¥«¼, ±®±²®¿¹ ¿ ¨§ n ½«¥¬¥­²®¢:

B = fb1; :::; bng:

�¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ Bt ±®±²®¿­¨¥ B ¢ ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ t:

Bt = fb1t; :::; bntg:

�®®²¢¥²±²¢¥­­®, ±®±²®¿­¨¥ ¬®¤¥«¨ C ¢ ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ t ¡³¤¥² Ct:

Ct = fc1t; :::; cntg:

�®±²®¿­¨¥ ¬®¤¥«¨ C ®¡­®¢«¿¥²±¿ ½ª±¯¥°²®¬ ¯°¨ ¯®«³·¥­¨¨ ­®-

¢®© ¨­´®°¬ ¶¨¨. �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¢ ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ t ½ª±¯¥°²

¤¥« ¥² ®¶¥­ª³ C, ­  ®±­®¢¥ ¢±¥© ¤®±²³¯­®© ¥¬³ ¢ ¤ ­­»© ¬®¬¥­² ¨­-

´®°¬ ¶¨¨, ¢ °¥§³«¼² ²¥ ·¥£® ¬®¤¥«¼ ¯°¨µ®¤¨² ¢ ±®±²®¿­¨¥ Ct. � ª

ª ª ½ª±¯¥°² ®¡»·­® ¯®«³· ¥² ¨­´®°¬ ¶¨¾ ® C ­¥ ¬£­®¢¥­­®,   ±
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­¥ª®²®°®© § ¤¥°¦ª®©, ²® ½«¥¬¥­² ctk ®²° ¦ ¥² ±®±²®¿­¨¥ ½«¥¬¥­² 

btk ± ­¥ª®²®°»¬ ®¯®§¤ ­¨¥¬ �t. �«¿ ° §­»µ ½«¥¬¥­²®¢ ¬®¤¥«¨ C �t

¬®¦¥² ° §«¨· ²¼±¿. �®®²¢¥²±²¢¥­­®, ±®±²®¿­¨¥ ¬®¤¥«¨ C ¢ ª ¦¤»©

ª®­ª°¥²­»© ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ ¬®¦¥²  ¤¥ª¢ ²­® ®²° ¦ ²¼ ±®±²®¿­¨¥

A,   ¬®¦¥², ¨ ­¥².

�¥®¡µ®¤¨¬® ¢»¤¥«¨²¼ ±«¥¤³¾¹¨¥ ®±®¡¥­­®±²¨, ¢®§­¨ª ¾¹¨¥ ¯°¨

®¶¥­ª¥ ±®±²®¿­¨¿ A, ³·¥² ª®²®°»µ ¢ ¦¥­ ¯°¨ ° §° ¡®²ª¥ ¬¥²®¤®¢

¯°®£­®§¨°®¢ ­¨¿:

� ¨­´®°¬ ¶¨¿ ® ±®±²®¿­¨¨ ¯°¥¤¬¥²­®© ®¡« ±²¨ A ¯°¨µ®¤¨² ª

½ª±¯¥°²³ ¨§ ° §«¨·­»µ ¨±²®·­¨ª®¢ ± § ¤¥°¦ª®© �t, ¯°¨·¥¬ ¢¥-

«¨·¨­  § ¤¥°¦ª¨ ¤«¿ ° §«¨·­»µ ½«¥¬¥­²®¢ A ¬®¦¥² ¡»²¼ ° §-

«¨·­®©;

� ®¤­  ¨ ²  ¦¥ ¨­´®°¬ ¶¨¿ ¬®¦¥² ¤³¡«¨°®¢ ²¼±¿ ¢ ° §«¨·­»µ

¨±²®·­¨ª µ;

� ®¶¥­ª  ½«¥¬¥­²  ¬®¤¥«¨ C ¢ ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ t ¿¢«¿¥²±¿ ®¡®¡-

¹¥­­®© ¢ ²®¬ ±¬»±«¥, ·²® ®­  ¤¥« ¥²±¿ ­¥ ²®«¼ª® ­  ®±­®¢¥

­®¢®© ¯®«³·¥­­®© ¨­´®°¬ ¶¨¨, ­®, ² ª¦¥ ¨­²¥£°¨°³¥² ¢ ±¥¡¿

¢±¾ ¯°¥¤»¤³¹³¾ ¨­´®°¬ ¶¨¾.

�¯¨± ­¨¥ ¯°®¡«¥¬» A ± ¯®¬®¹¼¾ ¬®¤¥«¨, ¨±¯®«¼§³¾¹¥© ®¤­¨

²®«¼ª® ª®«¨·¥±²¢¥­­»¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨, ­¥ ¢±¥£¤  ¦¥« ²¥«¼­® ¨ ¢®§-

¬®¦­®. �·¨²»¢ ¿ ¤ ­­»© ´ ª² ¨ ®±®¡¥­­®±²¨ ®°£ ­¨§ ¶¨®­­»µ ±¨-

±²¥¬, ¢® ¬­®£¨µ ±«³· ¿µ ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ª ·¥±²¢¥­­»¥ µ ° ª²¥°¨±²¨-

ª¨ ½«¥¬¥­²®¢ ¯°¥¤¬¥²­®© ®¡« ±²¨. � ½²®© ±¢¿§¨ ² ª¦¥ ­¥®¡µ®¤¨¬®,

·²® ¡» ¤«¿ ¬®¤¥«¨ ¡»«® ±¯° ¢¥¤«¨¢® ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ®¡  ¤¥ª¢ ²­®±²¨.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 3. �®¤¥«¼ C ¿¢«¿¥²±¿  ¤¥ª¢ ²­® ®¯¨±»¢ ¾¹¥© ¯°®-

¡«¥¬³ A, ¥±«¨ ­  ®±­®¢¥ ®¶¥­ª¨ ±®±²®¿­¨¿ A, ¯®«³·¥­­®© ± ¨±¯®«¼§®-

¢ ­¨¥¬ C, ¢»° ¡®² ­®  ¤¥ª¢ ²­®¥ ³¯° ¢«¿¾¹¥¥ °¥¸¥­¨¥ [2].

2. �µ¥¬  ¬¥²®¤  ½ª±¯¥°²­®£® ¤¨´´¥°¥­¶¨-

°®¢ ­­®£® ±£« ¦¨¢ ­¨¿

� ª ¨§¢¥±²­®, § ¤ ·  ¯°®£­®§¨°®¢ ­¨¿ § ª«¾· ¥²±¿ ¢ ²®¬, ·²®¡»

¢¨¤¨¬»¥, ¢»±²³¯ ¾¹¨¥ ­  ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¿¢«¥­¨¿ ±¢¥±²¨ ª ¤¥©±²¢¨-

²¥«¼­®¬³ ¢­³²°¥­­¥¬³ (­¥®¡µ®¤¨¬®¬³) ¤¢¨¦¥­¨¾. �²±¾¤  ±«¥¤³¥²,
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�¨±. 1. �µ¥¬  ¬¥²®¤  ���.

·²® ¢±¥ ¢¨¤» ¯°®£­®§¨°®¢ ­¨¿ ¬®¦­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ¯°¨«®¦¥-

­¨¥ ¬¥²®¤®¢  ­ «¨§  ®¡º¥ª²¨¢­»µ ¯°®¶¥±±®¢ ª ¨±±«¥¤®¢ ­¨¾ ²¥­¤¥­-

¶¨© ° §¢¨²¨¿ ½²¨µ ¯°®¶¥±±®¢. �¥¬ ± ¬»¬ ±² ­®¢¨²±¿ ¶¥«¥±®®¡° §-

­»¬ ¯°¨¬¥­¿²¼ ° §­®®¡° §­»¥ ¬¥²®¤» ®¡­ °³¦¥­¨¿ ¨ ½ª±²° ¯®«¿-

¶¨¨ ¯°¥®¡« ¤ ¾¹¥© ²¥­¤¥­¶¨¨ ° §¢¨²¨¿  ­ «¨§¨°³¥¬®£® ®¡º¥ª² ,

¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¤«¿ ¯°®£­®§¨°®¢ ­¨¿ ­ ©¤¥­­»¥ ¢§ ¨¬®±¢¿§¨ ¯®ª § -

²¥«¥© ¨ § ª®­®¬¥°­®±²¨ ¨µ ¨§¬¥­¥­¨¿.

�¥²®¤ ½ª±¯¥°²­®£® ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­­®£® ±£« ¦¨¢ ­¨¿ (���)

¤«¿ ¯°®£­®§¨°®¢ ­¨¿ ®¶¥­ª¨ ±®±²®¿­¨¿ ±«®¦­®© ®°£ ­¨§ ¶¨®­­®©

±¨±²¥¬» ¢ª«¾· ¥² ¢ ±¥¡¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ½² ¯» [1]:

� ¢»¡®° ½«¥¬¥­²  (½«¥¬¥­²®¢) ¬®¤¥«¨ ¯°¥¤¬¥²­®© ®¡« ±²¨;
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� ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ ¨±µ®¤­®£® °¿¤  ®¶¥­®ª;

� ´®°¬¨°®¢ ­¨¥ ²°¥­¤ ;

� ¢»¡®° ¬¥²®¤  ¯°®£­®§¨°®¢ ­¨¿;

� ° ±·¥² ¯ ° ¬¥²°®¢ ¢»¡° ­­®£® ¬¥²®¤ ;

� ¢»·¨±«¥­¨¥ ¯°®£­®§­®© ®¶¥­ª¨ ½«¥¬¥­²  (½«¥¬¥­²®¢);

� ¢¥°¨´¨ª ¶¨¿ ¯®«³·¥­­»µ °¥§³«¼² ²®¢.

�µ¥¬  ¬¥²®¤  ��� ®²° ¦¥­  ­  °¨±.1.

2.1. �°¥¬¿ ¦¨§­¨ ½«¥¬¥­² 

�«¥¬¥­²®¬ ci ¬®¤¥«¨ C ¯°®¡«¥¬» A ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°®¶¥±±, ¿¢«¥­¨¥

¨«¨ ®¡º¥ª². � ¦¤»© ½«¥¬¥­² ¬®¤¥«¨ ci ¨¬¥¥² ±¢®¥ À¢°¥¬¿ ¦¨§­¨Á.

�°¥¬¿ ¦¨§­¨ ½«¥¬¥­²  ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¯®±²®¿­­®© ¢¥«¨·¨­®©. �­® ¢ ° §-

«¨·­»µ ³±«®¢¨¿µ ¬®¦¥² ¯°¨­¨¬ ²¼ ° §«¨·­»¥ §­ ·¥­¨¿,   ² ª¦¥ ¤¨-

­ ¬¨·¥±ª¨ ¬¥­¿²¼±¿ ± ²¥·¥­¨¥¬ ¢°¥¬¥­¨. � ª, ­ ¯°¨¬¥°, § ¤¥°¦ª 

± ´¨­ ­±¨°®¢ ­¨¥¬ ³¢¥«¨·¨¢ ¥² ¢°¥¬¿ ¦¨§­¨ ¯°®¶¥±±  ±²°®¨²¥«¼-

±²¢ .

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 4. �°¥¬¿ ¦¨§­¨ ½«¥¬¥­²  (
) { ½²® ¯¥°¨®¤ ¢°¥¬¥­¨,

§  ª®²®°»© ¯°®¶¥±± ¬®¦¥² ¯°®©²¨ ¯®«­»© ¶¨ª« ° §¢¨²¨¿ [1].

� ° ¬¥²° ¢°¥¬¿ ¦¨§­¨ ½«¥¬¥­²  
 ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¢ ¬¥²®¤¥ ���

­  ±«¥¤³¾¹¨µ ½² ¯ µ:

� ¯°¨ ´®°¬¨°®¢ ­¨¨ ²°¥­¤ ,

� ¯°¨ ¢»¡®°¥ ¬¥²®¤  ¯°®£­®§¨°®¢ ­¨¿,

� ¯°¨ ¯°®£­®§¨°®¢ ­¨¨,

� ¯°¨ ¢¥°¨´¨ª ¶¨¨ ¯°®£­®§ .

�¡»·­® ²®·­®¥ §­ ·¥­¨¥ ¢°¥¬¥­¨ ¦¨§­¨ 
 ¤«¿ ª ¦¤®£® ª®­ª°¥²-

­®£® ½«¥¬¥­²  ½ª±¯¥°²» ­ §¢ ²¼ § ²°³¤­¿¾²±¿. �¤­ ª® ³ ª ¦¤®£®

½«¥¬¥­²  ¥±²¼ ¬¨­¨¬ «¼­®¥ §­ ·¥­¨¥ ¢°¥¬¥­¨ ¦¨§­¨ 
min, §  ª®²®-

°®¥ ½«¥¬¥­² ¬®¦¥² ¯°®©²¨ ¯®«­»© ¯³²¼ ° §¢¨²¨¿ ¯°¨ ± ¬»µ ¡« £®-

¯°¨¿²­»µ ³±«®¢¨¿µ. �¥²®¤ ��� ¯®§¢®«¿¥²  ­ «¨§¨°®¢ ²¼ ¤¨­ ¬¨ª³

° §¢¨²¨¿ ½«¥¬¥­²  ¨ ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ¥¥ ¨§¬¥­¥­¨¿ ¢»·¨±«¿²¼ ¤¥©-

±²¢¨²¥«¼­®¥ ¢°¥¬¿ ¦¨§­¨.
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�®¯®±² ¢«¥­¨¥ ¬¨­¨¬ «¼­®£® ¨ ° ±·¥²­®£® ¢°¥¬¥­¨ ¦¨§­¨ ½«¥-

¬¥­²  ci ¯®§¢®«¿¥² ±£« ¦¨¢ ²¼ °¥§ª¨¥ ¨§¬¥­¥­¨¿ ¢ §­ ·¥­¨¿µ ®¶¥­®ª

¨ ¯®«³· ²¼ ¤®¯®«­¨²¥«¼­³¾ ¨­´®°¬ ¶¨¾.

2.2. �² ¯ ®²¡®°  ¤ ­­»µ

�®°¬¨°®¢ ­¨¥ ¨±µ®¤­®£® °¿¤  ®¶¥­®ª ¿¢«¿¥²±¿ ®¤­¨¬ ¨§ ¢ ¦-

­»µ ½² ¯®¢ ¯®¤£®²®¢ª¨ ¤ ­­»µ ¤«¿ ¯°®£­®§¨°®¢ ­¨¿. �² ¯ ®²¡®° 

¤ ­­»µ ¯°¥¤±² ¢«¥­ ­  °¨±. 2.

�¨±. 2. �² ¤¨¨ ®²¡®°  ¤ ­­»µ.

�³±²¼ ci - ½«¥¬¥­² ¬®¤¥«¨ C, ®¶¥­ª³ ª®²®°®£® ­¥®¡µ®¤¨¬® ±¯°®-

£­®§¨°®¢ ²¼ ¨ QCi
=
n
qCi
t1
; qCi

t2
; : : : ; qCi

tk

o
{ ¬­®¦¥±²¢® ¢±¥µ ®¶¥­®ª ½²®-

£® ½«¥¬¥­²  ±¤¥« ­­»µ ½ª±¯¥°²®¬ (§¤¥±¼ k = jQCi
j { ¬®¹­®±²¼ ¬­®-

¦¥±²¢  QCi
). �®£¤  ~QCi

=
n
~qCi
t1
; ~qCi

t2
; : : : ; ~qCi

tl

o
{ ¬­®¦¥±²¢® ®²®¡° ­-

­»µ ®¶¥­®ª ­  ½² ¯¥ ®²¡®°  ¤ ­­»µ (§¤¥±¼ l =
��� ~QCi

���). � ¤ ·¥© ½² ¯ 

®²¡®°  ¤ ­­»µ ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«³·¥­¨¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢  ¨­´®°¬ ²¨¢­»µ

®¶¥­®ª ~QCi
¨§ ¨±µ®¤­®£® ¬­®¦¥±²¢  ¢±¥µ ®¶¥­®ª QCi

¤«¿ ¯®±«¥¤³¾-

¹¥£® ¯°®£­®§¨°®¢ ­¨¿. �¥¢®§¬®¦­®±²¼ ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¿ ¯°¨ ¯°®£­®-
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§¨°®¢ ­¨¨ ¢±¥µ ½«¥¬¥­²®¢ ¬­®¦¥±²¢  ®¶¥­®ª, ®¡³±«®¢«¥­  ±¢®©±²¢ -

¬¨ ¨­´®°¬ ¶¨¨, ¯®±²³¯ ¾¹¥© ª ½ª±¯¥°²³.

�  ½² ¯¥ ®²¡®°  ¤ ­­»µ ¯°®¨±µ®¤¨² ¯°¥¤¢ °¨²¥«¼­ ¿ ®¡° ¡®²-

ª  ¨ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ ¨±µ®¤­»µ ¤ ­­»µ ¤«¿ ®¡«¥£·¥­¨¿ ¢»¡®°  ¢¨¤ 

²°¥­¤  ¯³²¥¬ ±£« ¦¨¢ ­¨¿ ¨ ¢»° ¢­¨¢ ­¨¿ ¨±µ®¤­®£® °¿¤ ,   ² ª¦¥

«®£¨·¥±ª¨©  ­ «¨§ ®±®¡¥­­®±²¥© ¯°®¶¥±± . �¤¥±¼ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ®¯²¨-

¬ «¼­®¥ ª®«¨·¥±²¢® ®¶¥­®ª, ­¥®¡µ®¤¨¬»µ ¤«¿ ¯°®¢¥¤¥­¨¿ ­ ¤¥¦­®£®

¯°®£­®§ , ¯°®¢®¤¨²±¿ ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­»©  ­ «¨§ ¬­®¦¥±²¢  ®¶¥­®ª ¨

¨µ ­ ¤¥¦­®±²¼, ° ±¯®§­ ¾²±¿ ®¡° §» ­¥±² ­¤ °²­»µ ±¨²³ ¶¨©. � 

¢»µ®¤¥ ½²®£® ½² ¯  ¯®¿¢«¿¾²±¿ ¤ ­­»¥, ­  ®±­®¢¥ ª®²®°»µ ¬®¦­®

±²°®¨²¼ ¯°®£­®§ ° §¢¨²¨¿ ½«¥¬¥­²  (½«¥¬¥­²®¢) ¯°¥¤¬¥²­®© ®¡« -

±²¨.

� ±±¬®²°¨¬ ­¥±ª®«¼ª® ¢®§¬®¦­»µ ±¨²³ ¶¨© ­  ½² ¯¥ ®²¡®°  ¤ ­-

­»µ.

�¨²³ ¶¨¿ 1. �³±²¼ ¢ ²¥·¥­¨¥ ¤­¿ ½ª±¯¥°² ¯®«³·¨« m ¨­´®°¬ ¶¨®­-

­»µ ±®®¡¹¥­¨©, ®²­®±¿¹¨µ±¿ ª ®¤­®¬³ ¨ ²®¬³ ¦¥ ½«¥¬¥­²³ ¬®¤¥«¨.

�®£¤ , ª ª®­¶³ ¤­¿ ¢ ¡ §³ ¤ ­­»µ ¡³¤³² § ­¥±¥­» ­¥±ª®«¼ª® ®¶¥-

­®ª ±®±²®¿­¨¿ ½«¥¬¥­²  ¬®¤¥«¨ qCi
tk�m

; : : : ; qCi
tk
, ª®²®°»¥ ­¥ ®²° ¦ ¾²

¤¨­ ¬¨ª³ ° §¢¨²¨¿ ½«¥¬¥­² . �®«¥¥ ²®£®, ¯®±«¥¤­¿¿ ®¶¥­ª  ¤­¿ qCi
tk

¨­²¥£°¨°³¥² ¢ ±¥¡¿ ¢±¾ ¯®«³·¥­­³¾ ¢ ²¥·¥­¨¥ ¤­¿ ¨­´®°¬ ¶¨¾. �

² ª®© ±¨²³ ¶¨¨ ¡»«® ¡» ° §³¬­® ®²¡¨° ²¼ ¢ ²°¥­¤ ­¥ ¢±¥ ®¶¥­ª¨,  

²®«¼ª® ¯®±«¥¤­¾¾ ®¶¥­ª³ ¤­¿. � ª³¾ ±¨²³ ¶¨¾ ¯°¥¤« £ ¥²±¿ ®¡° -

¡ ²»¢ ²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬.

�³±²¼ A ®¡®§­ · ¥² ±¨²³ ¶¨¾,   Z1 { ¤¥©±²¢¨¥:

A : �¬¥¥²±¿ °¿¤ ®¶¥­®ª, ±¤¥« ­­»µ ¢ ®¤¨­ ¤¥­¼ qCi
tk�m

; : : : ; qCi
tk
;

Z1 : �²¡¨° ¥¬ ¯®±«¥¤­¾¾ ®¶¥­ª³ ¤­¿ ¨§ ½²®£® °¿¤  ~qCi
tj

= qCi
tk
.

�®£¤  ¯° ¢¨«® ¢»¢®¤  ¢»£«¿¤¨² ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

����: ±¨²³ ¶¨¿ A

��: ¢»¯®«­¨²¼ ¤¥©±²¢¨¥ Z1.

�¨²³ ¶¨¿ 2. �ª±¯¥°² ¯®«³·¨« ¨­´®°¬ ¶¨®­­®¥ ±®®¡¹¥­¨¥, ¯®¤²¢¥°-

¦¤ ¾¹¥¥ ¯®±«¥¤­¾¾ ¨¬¥¾¹³¾±¿ ®¶¥­ª³, ¨, ¯®½²®¬³, ®­ ­¥ ¨§¬¥­¿¥²

¥¥ §­ ·¥­¨¥, ²® ¥±²¼ qCi
tj

= qCi
tj�1

. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¬­®¦¥±²¢® ®¶¥­®ª

¯®¯®«­¿¥²±¿ ­®¢»¬¨ ®¶¥­ª ¬¨, ­¥ ®²° ¦ ¾¹¨¬¨ ¤¨­ ¬¨ª³ ° §¢¨-
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²¨¿,   ²®«¼ª® «¨¸¼ ¯®¤²¢¥°¦¤ ¾¹¨¬¨ ¯®±«¥¤­¾¾ ®¶¥­ª³. �²  ±¨-

²³ ¶¨¿ ®¡° ¡ ²»¢ ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬.

�³±²¼ B, C, D ®¡®§­ · ¾² ±¨²³ ¶¨¨,   Z2 { ¤¥©±²¢¨¥:

B : �¬¥¥²±¿ °¿¤ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­»µ ®¶¥­®ª ± ®¤¨­ ª®¢»¬ §­ ·¥-

­¨¥¬ qCi
tj

= qCi
tj�1

= : : : = qCi
tj�m

;

C : �²®² °¿¤ ­ µ®¤¨²±¿ ¢ ª®­¶¥ ¨±µ®¤­®£® ­ ¡®°  ¤ ­­»µ, ²®

¥±²¼ j = k;

D : �¥°¨®¤ ¢°¥¬¥­¨ ¬¥¦¤³ ¯¥°¢®© ¨ ¯®±«¥¤­¥© ®¶¥­ª®© ½²®£®

°¿¤  ­¥¡®«¼¸®©;

Z2 : �²¡¨° ¥¬ ± ¬³¾ ° ­­¾¾ ®¶¥­ª³ ¨§ ½²®£® °¿¤  ~qCi
tj

= qCi
tj�m

.

�®£¤  ¯° ¢¨«® ¢»¢®¤  ¢»£«¿¤¨² ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

����: (±¨²³ ¶¨¿ B) �-�� (±¨²³ ¶¨¿ C) � (±¨²³ ¶¨¿ D),

��: ¢»¯®«­¨²¼ ¤¥©±²¢¨¥ Z2.

�«¥¤³¾¹¨¬ ½² ¯®¬ ¬¥²®¤  ��� ¿¢«¿¥²±¿ ¢»¡®° ¬¥²®¤  ¯°®£­®-

§¨°®¢ ­¨¿.

2.3. �»¡®° ¬¥²®¤  ¯°®£­®§¨°®¢ ­¨¿

�  ®±­®¢¥ ±° ¢­¨²¥«¼­®£®  ­ «¨§  ±³¹¥±²¢³¾¹¨µ ¬¥²®¤®¢ ¯°®-

£­®§¨°®¢ ­¨¿ [1] ¤«¿ ¯°®£­®§¨°®¢ ­¨¿ ®¶¥­ª¨ ±®±²®¿­¨¿ ½«¥¬¥­²®¢

¬®¤¥«¨ A ¡»«® °¥¸¥­® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¬¥²®¤ ­ ¨¬¥­¼¸¨µ ª¢ ¤° ²®¢

¤«¿ ª° ²ª®±°®·­®£® ¯°®£­®§¨°®¢ ­¨¿ ¨ ¬¥²®¤ ½ª±¯®­¥­¶¨ «¼­®£®

±£« ¦¨¢ ­¨¿ ¤«¿ ±°¥¤­¥±°®·­®£® ¯°®£­®§¨°®¢ ­¨¿ [3, 4].

�°¨ ¢»¡®°¥ ¬¥²®¤  ¯°®£­®§¨°®¢ ­¨¿ ®¶¥­¨¢ ¾²±¿ ² ª¨¥ ¯ ° ¬¥-

²°» ª ª ¢°¥¬¿ ³¯°¥¦¤¥­¨¿ ¯°®£­®§ , À¢°¥¬¿ ¦¨§­¨Á ¯°®¶¥±± , ª®«¨-

·¥±²¢® ¤ ­­»µ ¢ ±®§¤ ­­®¬ ­  ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ½² ¯¥ ¬­®¦¥±²¢¥ ¨ ¤°. ¨

¢»¡¨° ¥²±¿ ²¨¯ ¯°®£­®§  { ª° ²ª®±°®·­»© ¨«¨ ±°¥¤­¥±°®·­»©.

2.4. �² ¯ ¯°®£­®§¨°®¢ ­¨¿

�  ½² ¯¥ ¯°®£­®§¨°®¢ ­¨¿ ¯°®¢®¤¨²±¿ ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­»© ° ±·¥²

¯ ° ¬¥²°®¢ ¢»¡° ­­®£® ¬¥²®¤  ¯°®£­®§¨°®¢ ­¨¿,  ­ «¨§¨°³¥²±¿ ¤¨-

­ ¬¨ª  ¨§¬¥­¥­¨¿ ®¶¥­®ª, ®¡° ¡ ²»¢ ¾²±¿ ¨±ª«¾·¨²¥«¼­»¥ ±¨²³ -

¶¨¨, ¢­®±¿²±¿ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ª®°°¥ª²¨¢» ¢ ¯°®¶¥±± ¯°®£­®§¨°®-

¢ ­¨¿ ¨ ±£« ¦¨¢ ¾²±¿ ¯®«³·¥­­»¥ °¥§³«¼² ²». � ±«³· ¥ ° §¢¨²¨¿
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�¨±. 3. �µ¥¬  ½² ¯  ¯°®£­®§¨°®¢ ­¨¿.

° §«¨·­»µ ­¥®¦¨¤ ­­»µ ±¨²³ ¶¨© ¢ ¯°¥¤¬¥²­®© ®¡« ±²¨, (­ ¯°¨-

¬¥°, ¯®¿¢«¥­¨¥ ­®¢®© ±¥­± ¶¨®­­®© ¨­´®°¬ ¶¨¨ ® ª®­ª°¥²­®¬ ¥¥

½«¥¬¥­²¥) ±®±²®¿­¨¥ ½«¥¬¥­²  ¨ §­ ·¥­¨¥ ®¶¥­ª¨ ±®®²¢¥²±²¢¥­­® ¬®-

¦¥² ª ·¥±²¢¥­­® ¨§¬¥­¨²¼±¿. �  ½²®¬ ½² ¯¥ ®²±«¥¦¨¢ ¾²±¿ ¨ ² ª¨¥

±¨²³ ¶¨¨. �µ¥¬  ½² ¯  ¯°®£­®§¨°®¢ ­¨¿ ¨§®¡° ¦¥­  ­  °¨±. 3.

3. �¥°¨´¨ª ¶¨¿ ¯°®£­®§ 

3.1. �¶¥­ª  ¤®±²®¢¥°­®±²¨ ¯°®£­®§ 

�  ½²®¬ ½² ¯¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¤®¢¥°¨²¥«¼­»© ¨­²¥°¢ « ¯°®£­®§ 

(¨«¨ ²®·­®±²¼) ¨ ¥£® ­ ¤¥¦­®±²¼. �®±²®¢¥°­®±²¼ ¯°®£­®§  ²¥±­® ±¢¿-

§ ­  ± ¤®¢¥°¨²¥«¼­®© ¢¥°®¿²­®±²¼¾ ¯°®£­®§  [4], ®¤­ ª® ¤«¿ ®¶¥­ª¨

ª ·¥±²¢  ¯°®£­®§  ¢¢®¤¨²±¿ ² ª¦¥ ¯®­¿²¨¥ ­ ¤¥¦­®±²¨ ¯°®£­®§ .

�®¤ ­ ¤¥¦­®±²¼¾ ¯°®£­®§  ¯®­¨¬ ¥²±¿ ±²¥¯¥­¼ ³¢¥°¥­­®±²¨ ¢ ²®¬,

·²® ®¶¥­ª  ½«¥¬¥­²  ¬®¤¥«¨ ¯°¨¬¥² ±¯°®£­®§¨°®¢ ­­®¥ §­ ·¥­¨¥ ¢

§ ¤ ­­»© ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ ¢ ¡³¤³¹¥¬. �®¢¥°¨²¥«¼­»© ¨­²¥°¢ « ¯°®-

£­®§  ¢»·¨±«¿¥²±¿ ·¥°¥§ ±°¥¤­¥¥ ª¢ ¤° ²¨·¥±ª®¥ ®²ª«®­¥­¨¥ (±² ­-
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¤ °²­®¥ ®²ª«®­¥­¨¥) ´ ª²¨·¥±ª¨µ ­ ¡«¾¤¥­¨© ®² ° ±·¥²­»µ, ¯®«³-

·¥­­»µ ¯°¨ ¢»° ¢­¨¢ ­¨¨ ¤¨­ ¬¨·¥±ª®£® °¿¤  [4].

� ®¡¹¥¬ ¢¨¤¥ ¤®¢¥°¨²¥«¼­»© ¨­²¥°¢ « ¤«¿ ²°¥­¤  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿

ª ª

~yt � t�s~y;

£¤¥ s~y { ±°¥¤­¿¿ ª¢ ¤° ²¨·¥±ª ¿ ®¸¨¡ª  ²°¥­¤ ,

~yt { ° ±·¥²­®¥ §­ ·¥­¨¥ yt,

t� { §­ ·¥­¨¥ �-ª°¨²¥°¨¿ �²¼¾¤¥­² .

3.2. �¶¥­ª  ­ ¤¥¦­®±²¨ ¯°®£­®§ 

�¶¥­ª  ­ ¤¥¦­®±²¨ ¯°®£­®§  ¡ §¨°³¥²±¿ ­  «®£¨·¥±ª®¬  ­ «¨§¥

¯®¤¬­®¦¥±²¢  ®¶¥­®ª ~QCi
, ¯®«³·¥­­®£® ¯®±«¥ ¯°¥¤¢ °¨²¥«¼­®© ®¡° -

¡®²ª¨ ¨±µ®¤­®£® °¿¤ . �  ­ ¤¥¦­®±²¼ ¯°®£­®§  ®ª §»¢ ¾² ¢«¨¿­¨¥

² ª¨¥ ¯ ° ¬¥²°», ª ª:

� ­ «¨·¨¥ ¤ ­­»µ ¤«¿ ¯°®£­®§¨°®¢ ­¨¿;

� ¯¥°¨®¤ ¢°¥¬¥­¨ ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ¯®±«¥¤­¨¬¨ ®¶¥­ª ¬¨;

� ¬®­®²®­­®±²¼ ¨§¬¥­¥­¨¿ §­ ·¥­¨© ®¶¥­®ª;

� ¯¥°¨®¤ ³¯°¥¦¤¥­¨¿ ¯°®£­®§ ;

� ®²­®±¨²¥«¼­ ¿ ±ª®°®±²¼ ¨§¬¥­¥­¨¿ ¯®±«¥¤­¥© ®¶¥­ª¨ ¨ ¤°.

� ¤ ­­®© ±² ²¼¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ²®«¼ª® ³¯®¬¿­³²»¬¨ ¢»¸¥ ¯ -

° ¬¥²°».

� ¦¤»© ¨§ ­¨µ ¢­®±¨² ±¢®© ¢ª« ¤ ¢ ´®°¬¨°®¢ ­¨¥ ­ ¤¥¦­®±²¨

¯°®£­®§ . �¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ r ­ ¤¥¦­®±²¼ ¯°®£­®§ . �³±²¼ ®¡« ±²¼¾

¯°¨­¨¬ ¥¬»µ r §­ ·¥­¨© ¡³¤¥² ¨­²¥°¢ « [0; 1], ²® ¥±²¼ r 2 [0; 1] (£° -

­¨·­»¥ §­ ·¥­¨¿ ª®²®°®£® 0 ¨ 1 ¬®£³² ±®®²¢¥²±²¢®¢ ²¼ ­ ¨¢»±¸¥©

¨ ­ ¨¬¥­¼¸¥© ±²¥¯¥­¨ ³¢¥°¥­­®±²¨ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¯°®£­®§  ±®®²¢¥²-

±²¢¥­­®).

�¡®§­ ·¨¬ ±²¥¯¥­¼ ¢«¨¿­¨¿ ª®«¨·¥±²¢  ¤ ­­»µ ¤«¿ ¯°®£­®§¨°®-

¢ ­¨¿ ­  ­ ¤¥¦­®±²¼ ¯°®£­®§  ·¥°¥§ d. �³±²¼ ®¡« ±²¼¾ ¯°¨­¨¬ ¥-

¬»µ ¯ ° ¬¥²°®¬ d §­ ·¥­¨© ¡³¤¥² ¨­²¥°¢ « [0; 1], ²® ¥±²¼ d 2 [0; 1].

�­ «®£¨·­® ±²¥¯¥­¼ ¢«¨¿­¨¿
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� ¯¥°¨®¤  ¢°¥¬¥­¨ ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ¯®±«¥¤­¨¬¨ ®¶¥­ª ¬¨ ­  ­ ¤¥¦-

­®±²¼ ¯°®£­®§  ®¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ g, g 2 [0; 1];

� ¬®­®²®­­®±²¨ ¨§¬¥­¥­¨¿ ®¶¥­®ª ­  ­ ¤¥¦­®±²¼ ¯°®£­®§  ®¡®-

§­ ·¨¬ ·¥°¥§ m, m 2 [0; 1];

� ¯¥°¨®¤  ³¯°¥¦¤¥­¨¿, ¤¥« ¥¬®£® ¯°®£­®§  ­  ¥£® ­ ¤¥¦­®±²¼

®¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ u, u 2 [0; 1];

� ±ª®°®±²¨ ¨§¬¥­¥­¨¿ §­ ·¥­¨¿ ¯®±«¥¤­¥© ®¶¥­ª¨ ®²­®±¨²¥«¼­®

¯°¥¤»¤³¹¥© ®¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ b, b 2 [0; 1].

�³±²¼ rd : rd 2 [0; 1] { ¢¥± (¢ª« ¤) ¯ ° ¬¥²°  d ¢ ®¡¹³¾ ­ -

¤¥¦­®±²¼ ¯°®£­®§ . �­ «®£¨·­® rg : rg 2 [0; 1], rm : rm 2 [0; 1],

ru : ru 2 [0; 1], rb : rb 2 [0; 1], { ¢¥±  ¯ ° ¬¥²°®¢ g, m, u, b ±®®²¢¥²-

±²¢¥­­®. �¥®¡µ®¤¨¬® ®²¬¥²¨²¼, ·²® ±³¬¬  §­ ·¥­¨© ¢ª« ¤®¢ ¤®«¦­ 

° ¢­¿²¼±¿ 1, ²® ¥±²¼

X
i

ri = 1; £¤¥ i 2 fd; g;m; u; bg :

�®£¤  §­ ·¥­¨¥ ­ ¤¥¦­®±²¨ r ¤«¿ ¯°®£­®§  ¢»·¨±«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾-

¹¨¬ ®¡° §®¬:

r = 1� rdd� rgg � rmm� ruu� rb�:

�¨¦¥ ®¯¨±»¢ ¾²±¿ ±¯®±®¡» ¢»·¨±«¥­¨¿ ±²¥¯¥­¥© ¢«¨¿­¨¿ ª ¦¤®-

£® ¯ ° ¬¥²°  ­  ­ ¤¥¦­®±²¼ ¯°®£­®§ .

�²¥¯¥­¼ ¢«¨¿­¨¿ ª®«¨·¥±²¢  ¤ ­­»µ ¤«¿ ¯°®£­®§¨°®¢ ­¨¿

d ­  ­ ¤¥¦­®±²¼ ¯°®£­®§ .

�·¥¢¨¤­®, ·²® ¯°¨ ­ «¨·¨¨ ­¥ ¡®«¥¥ ®¤­®© ®¶¥­ª¨ ¯°®£­®§¨°®¢ -

­¨¥ ¯°®¢®¤¨²¼ ­¥ ¨¬¥¥² ±¬»±« , ² ª ª ª ­¥¢®§¬®¦­® ¢»¿¢¨²¼ ²¥­-

¤¥­¶¨¾. �¥¬ ¡®«¼¸¥ ®¶¥­®ª ¨¬¥¥²±¿, ²¥¬ ¢»¸¥ ­ ¤¥¦­®±²¼ ¯°®£­®-

§ .

�³±²¼ N ®²° ¦ ¥² ª®«¨·¥±²¢® ¤ ­­»µ, ­¥®¡µ®¤¨¬»µ ¤«¿ ¯°®-

¢¥¤¥­¨¿ ª ·¥±²¢¥­­®£® ¯°®£­®§ . �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¯°¨ ­ «¨·¨¨

¤ ­­»µ ¡®«¼¸¥ ·¥¬ N ¢«¨¿­¨¥ ½²®£® ¯ ° ¬¥²°  ­  ­ ¤¥¦­®±²¼ ¯°®-

£­®§  ­¥ ³·¨²»¢ ¥²±¿. �­ ·¥­¨¥ ¯ ° ¬¥²°  d ¢»·¨±«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾-

¹¨¬ ±¯®±®¡®¬:
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d =

8<
:
r
1�

�
K�2

N�2

�2
; ¥±«¨ N > K > 2;

1 ¨­ ·¥;

(1)

�¤¥±¼ N { ·¨±«® ®¶¥­®ª, ­¥®¡µ®¤¨¬»µ, ¤«¿ ¯°®¢¥¤¥­¨¿ ¯°®£­®§ ;

K { ª®«¨·¥±²¢® ®¶¥­®ª, ¨±¯®«¼§³¥¬»µ ¤«¿ ¯®±²°®¥­¨¿ ¯°®£­®§ .K =

min(N; l), £¤¥ l =
��� ~QCi

���.
� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¨±µ®¤¿ ¨§ (1) ¢¨¤­®, ·²® ¥±«¨ ³ ­ ± ¨¬¥¥²±¿ ­¥-

®¡µ®¤¨¬®¥ ª®«¨·¥±²¢® ¤ ­­»µ ¤«¿ ¯°®£­®§¨°®¢ ­¨¿, ²® §­ ·¥­¨¥ ¯ -

° ¬¥²°  d ° ¢­® ­³«¾ d = 0. �±«¨ ¦¥ ³ ­ ± ¥±²¼ ¢±¥£® ¤¢¥ ®¶¥­ª¨,

²® §­ ·¥­¨¥ ¯ ° ¬¥²°  d ¡³¤¥² ° ¢­® 1.

�²¥¯¥­¼ ¢«¨¿­¨¿ ¯¥°¨®¤  ¢°¥¬¥­¨ ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ¯®±«¥¤­¨¬¨

®¶¥­ª ¬¨ g ­  ­ ¤¥¦­®±²¼ ¯°®£­®§ .

�¡®§­ ·¨¬ ¯¥°¨®¤ ¢°¥¬¥­¨ ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ¯®±«¥¤­¨¬¨ ®¶¥­ª ¬¨

·¥°¥§ �tn, �tn = tn� tn�1. �¤¥±¼ tn ¨ tn�1 { ¬®¬¥­²» ¢°¥¬¥­¨, ª®£¤ 

¡»«¨ ±¤¥« ­» ¯®±«¥¤­¿¿ ®¶¥­ª  (n) ¨ ¯°¥¤¯®±«¥¤­¿¿ (n � 1) ®¶¥­ª 

±®®²¢¥²±²¢¥­­®.

�±«¨ ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ¯®±«¥¤­¨¬¨ ®¶¥­ª ¬¨ ¯°®¸«® ¤®±² ²®·­® ¬­®-

£® ¢°¥¬¥­¨, ²® ¢ ½²®² ¯¥°¨®¤ ¬®£«¨ ¯°®¨§®©²¨ ª ª¨¥-«¨¡® ª ·¥±²¢¥­-

­»¥ ¨§¬¥­¥­¨¿ ¢ ±®±²®¿­¨¨ ¯°¥¤¬¥²­®© ®¡« ±²¨ ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®,

­ ¤¥¦­®±²¼ ¯°®£­®§ , ®±­®¢ ­­®£® ­  ±³¹¥±²¢³¾¹¨µ ¤ ­­»µ, ±­¨-

¦ ¥²±¿.

�°¨ ¢»·¨±«¥­¨¨ §­ ·¥­¨¿ g ±®¯®±² ¢«¿¥²±¿ ¯¥°¨®¤ ¢°¥¬¥­¨ ¬¥¦-

¤³ ¤¢³¬¿ ¯®±«¥¤­¨¬¨ ®¶¥­ª ¬¨ �tn ±® À¢°¥¬¥­¥¬ ¦¨§­¨Á ¯°®¶¥±± 


. �¢¥¤¥¬ ¯ ° ¬¥²° tp { ¯°®¬¥¦³²®ª ¢°¥¬¥­¨, ¯°¨ ª®²®°®¬ ¬®¦­®

±·¨² ²¼ ¯°®£­®§ ­ ¤¥¦­»¬, ²® ¥±²¼ ¥±«¨ �tn � tp, ²® ¬®¦­® ±·¨² ²¼

g = 0. �®£¤  §­ ·¥­¨¥ g ¬®¦­® ¢»·¨±«¿²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

g =

8><
>:

0; ¥±«¨�tn < tp;
�tn�tp


�tp
; ¥±«¨tp 6 �tn 6 
;

1 ¨­ ·¥.

�­ ·¥­¨¥ tp ¬®¦¥² § ¤ ¢ ²¼±¿ ½ª±¯¥°²®¬, ®¤­ ª® ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥

tp § ¢¨±¨² ®² ¢°¥¬¥­¨ ¦¨§­¨ ¯°®¶¥±±  
. �¢²®° ¬¨ ¯°¥¤« £ ¥²±¿

±«¥¤³¾¹¥¥ ±®®²­®¸¥­¨¥ tp = 0:05
 [1].
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�²¥¯¥­¼ ¢«¨¿­¨¿ ¬®­®²®­­®±²¨ ¨§¬¥­¥­¨¿ ®¶¥­®ª m ­  ­ -

¤¥¦­®±²¼ ¯°®£­®§ .

�±«¨ §­ ·¥­¨¿ ®¶¥­®ª ¨§¬¥­¿¾²±¿ ¬®­®²®­­®, ²® ¬®¦­® ¯°¥¤-

¯®«®¦¨²¼, ·²® ½«¥¬¥­² ° §¢¨¢ ¥²±¿ ±² ¡¨«¼­® ¨ ®¶¥­ª ¬ ½ª±¯¥°² ,

®±­®¢ ­­»¬ ­  ¨¬¥¾¹¥©±¿ (¯®±²³¯ ¾¹¥©) ¨­´®°¬ ¶¨¨, ¬®¦­® ¤®-

¢¥°¿²¼. �­ ·¨² ¬®¦­® ±·¨² ²¼ ¤ ­­»¥ ¤®±² ²®·­® ­ ¤¥¦­»¬¨ ¨,

±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, m = 0. �±«¨ ¦¥ §­ ·¥­¨¿ ®¶¥­®ª ¬¥­¿¾²±¿ ±ª ·ª®-

®¡° §­® ¢ ° §«¨·­»µ ­ ¯° ¢«¥­¨¿µ, ²® ­ ¤¥¦­®±²¼ ¯°®£­®§  ±­¨¦ -

¥²±¿.

�³±²¼ m+ { ·¨±«® À¢®§° ±² ­¨©Á §­ ·¥­¨© ®¶¥­®ª:

m+ =

k�1X
i=1

m+

i
;

£¤¥ k { ·¨±«® ®¶¥­®ª, ¨±¯®«¼§³¥¬»µ ¤«¿ ¯®±²°®¥­¨¿ ¯°®£­®§ ,

m+

i
=

�
1; ¥±«¨ yi+1 > yi;

0 ¨­ ·¥.

�³±²¼ m� { ·¨±«® À±­¨¦¥­¨©Á §­ ·¥­¨© ®¶¥­®ª:

m� =

k�1X
i=1

m�
i
;

£¤¥ k { ·¨±«® ®¶¥­®ª, ¨±¯®«¼§³¥¬»µ ¤«¿ ¯®±²°®¥­¨¿ ¯°®£­®§ ,

m�
i
=

�
1; ¥±«¨ yi+1 < yi;

0 ¨­ ·¥.
�®£¤  ±²¥¯¥­¼ ¢«¨¿­¨¿ ¬®­®²®­­®±²¨ ¨§¬¥­¥­¨¿ ®¶¥­®ª ­  ­ -

¤¥¦­®±²¼ ¯°®£­®§  m ¬®¦¥² ®¯°¥¤¥«¿²¼±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

m =
2min(m+;m�)

k � 1
:

�²¥¯¥­¼ ¢«¨¿­¨¿ ¯¥°¨®¤  ¢°¥¬¥­¨ ¬¥¦¤³ ¤ ²®© ¯®±«¥¤­¥©

®¶¥­ª¨ ¨ ¤ ²®©, ­  ª®²®°³¾ ¤¥« ¥²±¿ ¯°®£­®§ (¯¥°¨®¤ ³¯°¥-

¦¤¥­¨¿) ­  ­ ¤¥¦­®±²¼ ¯°®£­®§ .

�¯®«­¥ ¢®§¬®¦­» ±«³· ¨, ª®£¤  ´®°¬  ª°¨¢®©, ®¯¨±»¢ ¾¹¥©

²¥­¤¥­¶¨¾, ¢»¡° ­  ­¥¯° ¢¨«¼­® ¨«¨ ª®£¤  ²¥­¤¥­¶¨¿ ° §¢¨²¨¿ ¢

¡³¤³¹¥¬ ¬®¦¥² ±³¹¥±²¢¥­­® ¨§¬¥­¨²¼±¿ ¨ ­¥ ±«¥¤®¢ ²¼ ²®¬³ ²¨¯³

ª°¨¢®©, ª®²®°»© ¡»« ¯°¨­¿² ¯°¨ ¢»° ¢­¨¢ ­¨¨. � ¯®±«¥¤­¥¬ ±«³· ¥
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®±­®¢­®¥ ¤®¯³¹¥­¨¥ ½ª±²° ¯®«¿¶¨¨ ­¥ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ´ ª²¨·¥±ª®¬³

¯®«®¦¥­¨¾ ¢¥¹¥©. � ©¤¥­­ ¿ ª°¨¢ ¿ «¨¸¼ ¢»° ¢­¨¢ ¥² ¤¨­ ¬¨·¥-

±ª¨© °¿¤ ¨ µ ° ª²¥°¨§³¥² ²¥­¤¥­¶¨¾ ²®«¼ª® ¢ ¯°¥¤¥« µ ¯¥°¨®¤ ,

®µ¢ ·¥­­®£® ­ ¡«¾¤¥­¨¥¬. �ª±²° ¯®«¿¶¨¿ ² ª®£® ²°¥­¤  ­¥¨§¡¥¦-

­® ¯°¨¢¥¤¥² ª ®¸¨¡®·­®¬³ °¥§³«¼² ²³, ¯°¨·¥¬ ®¸¨¡ª³ ² ª®£® °®¤ 

­¥«¼§¿ ®¶¥­¨²¼ § ° ­¥¥. � ±¢¿§¨ ± ½²¨¬ ¬®¦­® «¨¸¼ ®²¬¥²¨²¼ ²®,

·²®, ¯®-¢¨¤¨¬®¬³, ±«¥¤³¥² ®¦¨¤ ²¼ °®±² ² ª®© ¯®£°¥¸­®±²¨ (¨«¨

¢¥°®¿²­®±²¨ ¥¥ ¢®§­¨ª­®¢¥­¨¿) ¯°¨ ³¢¥«¨·¥­¨¨ ¯¥°¨®¤  ³¯°¥¦¤¥­¨¿

¯°®£­®§ .

�³¹¥±²¢³¥² ½¬¯¨°¨·¥±ª®¥ ¯° ¢¨«®: ·¥¬ ¡®«¼¸¥ ¯¥°¨®¤ ³¯°¥¦¤¥-

­¨¿ (¯¥°¨®¤ ¢°¥¬¥­¨ ¬¥¦¤³ ¤ ²®© ¯®±«¥¤­¥© ®¶¥­ª¨ ¨ ¤ ²®©, ­  ª®-

²®°³¾ ¤¥« ¥²±¿ ¯°®£­®§), ²¥¬ ¬¥­¼¸¥ ­ ¤¥¦­®±²¼ ¯°®£­®§ .

�³±²¼ L { ¯¥°¨®¤ ³¯°¥¦¤¥­¨¿, ­  ª®²®°»© ­¥®¡µ®¤¨¬® ±¤¥« ²¼

¯°®£­®§. �¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ th (¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ th 2 [0; 
]) { ¯¥°¨®¤

³¯°¥¦¤¥­¨¿, ­  ª®²®°»© ¬®¦­® ¤¥« ²¼ ­ ¤¥¦­»© ¯°®£­®§. �®£¤ 

±²¥¯¥­¼ ¢«¨¿­¨¿ ¯¥°¨®¤  ³¯°¥¦¤¥­¨¿ ­  ­ ¤¥¦­®±²¼ ¯°®£­®§  u ¬®-

¦¥² ¢»·¨±«¿²¼±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

u =

8<
:

0; ¥±«¨ L < th;
L�th


�th
; ¥±«¨ th 6 L 6 
;

1 ¨­ ·¥.

�²¥¯¥­¼ ¢«¨¿­¨¿ ±ª®°®±²¨ ¨§¬¥­¥­¨¿ ¯®±«¥¤­¥© ®¶¥­ª¨ ­ 

­ ¤¥¦­®±²¼ ¯°®£­®§ .

�±«¨ §­ ·¥­¨¥ ¯®±«¥¤­¥© ®¶¥­ª¨ °¥§ª® ¬¥­¿¥²±¿, ²® ½²® ®§­ · ¥²,

·²® ¢ ±¨«³ ª ª¨µ-²® ¯°¨·¨­ ¬®£«¨ ¯°®¨§®©²¨ ª ª¨¥-«¨¡® ª ·¥±²¢¥­-

­»¥ ¨§¬¥­¥­¨¿ ¢ ±®±²®¿­¨¨ ¯°¥¤¬¥²­®© ®¡« ±²¨. �®±ª®«¼ª³ ¢ª« ¤

¯®±«¥¤­¥© ®¶¥­ª¨ ¯°¨ ¯°®£­®§¨°®¢ ­¨¨ ¬ ª±¨¬ «¥­, ²® ­ ¤¥¦­®±²¼

¯°®£­®§ , ®±­®¢ ­­®£® ­  ±³¹¥±²¢³¾¹¨µ ¤ ­­»µ, ±­¨¦ ¥²±¿.

�¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ 
min ¨ 
c ±®®²¢¥²±²¢¥­­® ¬¨­¨¬ «¼­®¥ ¨ ° ±·¥²-

­®¥ ¢°¥¬¥­  ¦¨§­¨ ¯°®¶¥±± . �³±²¼ � { ±ª®°®±²¼ ° §¢¨²¨¿ ¯°®¶¥±± .

� ª ª ª ±ª®°®±²¼ ° §¢¨²¨¿ ¯°®¶¥±±  ®¡° ²­® ¯°®¯®°¶¨®­ «¼­  ¥£®

¢°¥¬¥­¨ ¦¨§­¨ (� = 1



), ²® ¬ ª±¨¬ «¼­ ¿ ±ª®°®±²¼ �max ¨ °¥ «¼­ ¿

(° ±·¥²­ ¿) ±ª®°®±²¼ �c ¢»·¨±«¿¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

�max =
1


min
; �c =

1


c
:
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�¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ �last { ±ª®°®±²¼ ¨§¬¥­¥­¨¿ ¯®±«¥¤­¥© ®¶¥­ª¨:

�last =

����yn � yn�1

tn � tn�1

���� :
�®¯®±² ¢«¥­¨¥ ±ª®°®±²¨ ¨§¬¥­¥­¨¿ ¯®±«¥¤­¥© ®¶¥­ª¨ ± ¬ ª±¨-

¬ «¼­®© ¨ ° ±·¥²­®© ±ª®°®±²¿¬¨ ¨§¬¥­¥­¨¿ ®¶¥­®ª ½«¥¬¥­²  ¯®§¢®-

«¿¥² ³¢¨¤¥²¼ °¥§ª¨¥ ¨§¬¥­¥­¨¿ ¢ ¯®°¿¤ª¥ ¯°®²¥ª ­¨¿ ¯°®¶¥±±  ¨,

±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ³·¥±²¼ ¨µ ¢ ¢»·¨±«¥­¨¨ ­ ¤¥¦­®±²¨ ¯°®£­®§ . �²¥-

¯¥­¼ ¢«¨¿­¨¿ ±ª®°®±²¨ ¨§¬¥­¥­¨¿ §­ ·¥­¨¿ ¯®±«¥¤­¥© ®¶¥­ª¨ ®²­®-

±¨²¥«¼­® ¯°¥¤»¤³¹¥© ¯°¥¤« £ ¥²±¿ ¢»·¨±«¿²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

b =

�
1; ¥±«¨ �last > min(�c; �max);

0 ¨­ ·¥.

4. �»¢®¤

� ° ¡®²¥ ° ±±¬®²°¥­» ­¥ª®²®°»¥  ±¯¥ª²» ¬¥²®¤  ½ª±¯¥°²­®£®

¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­­®£® ±£« ¦¨¢ ­¨¿ ¯°¨ ¥£® ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¨ ¤«¿ ¯°®-

£­®§¨°®¢ ­¨¿ ®¶¥­ª¨ ±®±²®¿­¨¿ ±«®¦­®© ®°£ ­¨§ ¶¨®­­®© ±¨±²¥¬».
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