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� ¥ª®²®°»µ ®¡« ±²¿µ ¬ ²¥¬ ²¨ª¨ ² ª¨µ, ª ª   «¨²¨·¥±ª ¿ £¥®-

¬¥²°¨¿, ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª ¿ ´¨§¨ª  ¢®§¨ª ¾² § ¤ ·¨ ¤«¿ °¥¸¥¨¿

ª®²®°»µ ²°¥¡³¥²±¿ ¯°¥®¡° §®¢»¢ ²¼ £¥®¬¥²°¨·¥±ª³¾ ¨´®°¬ -

¶¨¾ ¢   «¨²¨·¥±ª³¾, ². ¥. ²°¥¡³¥²±¿  ¯¨± ²¼ ³° ¢¥¨¿ £° -

¨¶» (¨«¨ ¢³²°¥®±²¨ (®¡« ±²¨)) § ¤ ®© ´¨£³°» ¢ ¢¨¤¥ ®¤®©

¥¤¨®© ´®°¬³«» ² ª®© ª ª,  ¯°¨¬¥°, ³° ¢¥¨¥ ¯°¿¬®© (£° ¨¶ 

¯®«³¯«®±ª®±²¨), ¨«¨ ³° ¢¥¨¥ ®ª°³¦®±²¨ (£° ¨¶  ª°³£ ) ¨ ².¤.

�«¿ ®¯¨± ¨¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ´¨£³° ¬®¦® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ´®°-

¬³«»  «£¥¡°» «®£¨ª¨ ¢ ±² ¤ °²®¬ ¡ §¨±¥: ¤¨§º¾ª¶¨¿, ª®º-

¾ª¶¨¿ ¨ ®²°¨¶ ¨¥, ¢ ª®²®°»µ ±¨¬¢®«» ¯¥°¥¬¥»µ § ¬¥¥»

  ¯°¥¤¨ª ²», ®¯¨±»¢ ¾¹¨¥ ¡ §¨±»¥ ´¨£³°». � ° ¡®²¥ ¤®ª §»-

¢ ¥²±¿, ·²® ¤«¨    «¨²¨·¥±ª®© ´®°¬³«», ¯®«³· ¥¬®© ¯® ¬¥²®¤³

R-´³ª¶¨© [1], ª¢ ¤° ²¨·® § ¢¨±¨² ®² ¤«¨» ¨±µ®¤®© «®£¨·¥-

±ª®© ´®°¬³«». �°®¬¥ ²®£®, ¯°¥¤« £ ¥²±¿ ¤°³£®© ±¯®±®¡ ®¯¨± -

¨¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ´¨£³°, ª®²®°»© ¯®§¢®«¿¥² ±²°®¨²¼   «¨²¨-

·¥±ª³¾ ´®°¬³«³ ¤«¿ § ¤ ®© ´¨£³°», ¤«¨  ª®²®°®© § ¢¨±¨² ®²

¤«¨» ¨±µ®¤®© «®£¨·¥±ª®© ´®°¬³«» «¨¥©®.

1. �¢¥¤¥¨¥

� § ¤ · µ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ´¨§¨ª¨ ®¤®© ¨§  ¨¡®«¥¥ ¢ ¦»µ ¯°®-

¡«¥¬ ¿¢«¿¥²±¿ ª° ¥¢ ¿ § ¤ · , ¯®±² ®¢ª  ª®²®°®© · ¹¥ ¢±¥£® ¨¬¥¥²

±«¥¤³¾¹¨© ¢¨¤. �±ª®¬ ¿ ´³ª¶¨¿ u(x) (½²® ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢¥ª²®° - ´³ª-

¶¨¿, ²¥§®° ¨ ². ¯.) ¤®«¦  ¢³²°¨ ¥ª®²®°®© ®¡« ±²¨ G ³¤®¢«¥²¢®°¿²¼
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³° ¢¥¨¾

Au = f; (1)

    ¥¥ £° ¨¶¥ @G | ³±«®¢¨¾ ¢¨¤ 

Buj
@G

= '0; (2)

£¤¥ '0 : @G �! R: A ¨ B| § ¤ »¥ ®¯¥° ²®°», f | § ¤  ¿ ´³ª¶¨¿.

�¥²°³¤® § ¬¥²¨²¼, ·²® ¢ ¯®±² ®¢ª¥ § ¤ ·¨ (1) { (2) ¯°¨±³²±²¢³¾²

¤¢  ° §«¨·»µ ²¨¯  ¢µ®¤®© ¨´®°¬ ¶¨¨. � ®¤®© ±²®°®», ½²® ¨´®°-

¬ ¶¨¿ ® ´³ª¶¨¿µ '0; f ¨ ®¯¥° ²®° µ A ¨ B, ¨¬¥¾¹ ¿   «¨²¨·¥±ª¨©

µ ° ª²¥°, ± ¤°³£®© | ¨´®°¬ ¶¨¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®£® µ ° ª²¥°  ® ´®°¬¥

®¡« ±²¨ G: �²¨ ¤¢¥ ¨´®°¬ ¶¨¨ ±®§¤ ¥² ®±®¡»¥ ²°³¤®±²¨ ¯°¨ ° §-

° ¡®²ª¥ ¬¥²®¤®¢ ¨µ °¥¸¥¨¿. �±¿ª¨© ² ª®© ¬¥²®¤ ¥¨§¡¥¦® ¤®«¦¥

¯°¥¤³±¬ ²°¨¢ ²¼ ±®¢¬¥±²³¾ ¯¥°¥° ¡®²ª³ ½²¨µ ¢¨¤®¢ ¨´®°¬ ¶¨¨, ¨

¯®½²®¬³ £¥®¬¥²°¨·¥±ª ¿ ¨´®°¬ ¶¨¿ ¤®«¦  ¡»²¼ ¯°¨¢¥¤¥  ª   «¨-

²¨·¥±ª®¬³ ¢¨¤³.

�¤ ª® ¤«¿ ®¡« ±²¨ ¤®±² ²®·® ±«®¦®£® ¢¨¤  ¨ ¯°¨ ¤®±² ²®·®

±«®¦®¬ µ ° ª²¥°¥ ª° ¥¢»µ ³±«®¢¨© ¯®«³·¨²¼ ²®·®¥ °¥¸¥¨¥ ®¡¹¥£®

¢¨¤  § ¤ ·¨ (1) { (2) ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¥¢®§¬®¦®. �®½²®¬³ ¢ ² ª¨µ ±«³· ¿µ

¯°¨¬¥¿¾²±¿ ¯°¨¡«¨¦¥»¥ ¬¥²®¤»,  ¯°¨¬¥°, ¯°®¥ª¶¨®»¥, ¢ °¨ -

¶¨®»¥ ¨ ². ¯.

�®¦® ±·¨² ²¼, ·²® ¢® ¢±¥µ ¯°¨¡«¨¦¥»µ ¬¥²®¤ µ ¯°¨¬¥¿¥²±¿

®¤¨ ¨ ²®² ¦¥ ª®±²°³ª²¨¢»© ¯®¤µ®¤. � ¨¬¥®, ¯°¨¡«¨¦¥®¥ °¥-

¸¥¨¥ ° §»±ª¨¢ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥

un = w(x)
nX

k=1

Ck'k(x) + '0(x); (3)

£¤¥ 'k(x)(k = 0; 1; : : : ; n) | § ° ¥¥ ¢»¡° »¥ ¨§¢¥±²»¥ ´³ª¶¨¨,

C1; C2; : : : ; Cn | ¥¨§¢¥±²»¥ ¯®±²®¿»¥ ª®½´´¨¶¨¥²». � ´³ª¶¨¿

w(x)�¥¯°¥°»¢ ¿ ´³ª¶¨¿, ¨¬¥¾¹ ¿ ¢³²°¨ ®¡« ±²¨ G ®£° ¨·¥»¥

¨ ¥¯°¥°»¢»¥ ¯°®¨§¢®¤»¥ ¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹ ¿ ³±«®¢¨¿¬ w(x) > 0 ¢³-

²°¨ G; w(x) = 0   £° ¨¶¥ G: �®¤±² ¢«¿¿ (3) ¢ (1) { (2), ¯°¨µ®¤¨¬

ª § ¤ ·¥ ² ª®£® ¢»¡®°  ¯®±²®¿»µ C1; C2; : : : ; Cn; ·²®¡» ½²¨ ³±«®¢¨¿

¢®§¬®¦® ²®·¥¥ ³¤®¢«¥²¢®°¿«¨±¼ (¢ ±¬»±«¥ ¢ ²®© ¨«¨ ¨®© ¬¥²°¨ª¨),

®¡»·® ½²® § ¤ ·  ®²»±ª ¨¿ °¥¸¥¨¿ ±¨±²¥¬» «¨¥©»µ  «£¥¡° ¨·¥-

±ª¨µ ³° ¢¥¨©.
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�®±²°®¥¨¥ w(x) ¤«¿ ¥ª®²®°»µ ®¡« ±²¥© (ª°³£, ½««¨¯±, ¢»¯³ª«»©

¬®£®³£®«¼¨ª) ¥ ±®±² ¢«¿¥² ²°³¤ . � ¥±«¨ ®¡« ±²¼ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®-

¡®© ±«®¦³¾ ´¨£³°³,  ¯°¨¬¥°, ¯¿²¨ª®¥·³¾ §¢¥§¤³ ¨«¨ ¥¢»¯³ª«³¾

±«®¦³¾ ´¨£³°³ ¨ ². ¤., ²® ¯®±²°®¥¨¥ w(x) ¥ ² ª-²® ¯°®±²®.

�¥²®¤ °¥¸¥¨¿ ½²®© § ¤ ·¨, ¯®«³·¨¢¸¨©  §¢ ¨¥ ¬¥²®¤  R-´³ª-

¶¨©, ¯°¥¤«®¦¨« �.�.�¢ ·¥¢ ¢ [1]. �²®² ¬¥²®¤ ¯®§¢®«¿¥² ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¤«¿

«¾¡®© ®¡« ±²¨ G ¯® ¥¥ «®£¨·¥±ª®¬³ ®¯¨± ¨¾, ².¥. ¯® ´®°¬³«¥ ± ±¨£ -

²³°®©
T
;
S
; ; (; )  ¤ ¥ª®²®°»¬ ¬®¦¥±²¢®¬ ¡ §¨±»µ ´¨£³°, ±²°®¨²¼

  «¨²¨·¥±ª³¾ ´®°¬³«³, ®¯¨±»¢ ¾¹³¾ ´¨£³°³ G, ².¥. ´®°¬³«³, ±®®²-

¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ´³ª¶¨¿ ª®²®°®© ¯°¨¨¬ ¥² § ·¥¨¥ 0   £° ¨¶¥ ´¨-

£³°» G ¨ ¯®«®¦¨²¥«¼  ¢³²°¨ ´¨£³°» G. � ° ¡®²¥ ¤®ª §»¢ ¥²±¿, ·²®

¤«¨    «¨²¨·¥±ª®© ´®°¬³«», ¯®«³· ¥¬®© ¯® ¬¥²®¤³ R-´³ª¶¨© [1],

ª¢ ¤° ²¨·® § ¢¨±¨² ®² ¤«¨» ¨±µ®¤®© «®£¨·¥±ª®© ´®°¬³«». �°®¬¥

²®£®, ¯°¥¤« £ ¥²±¿ ¤°³£®© ±¯®±®¡ ®¯¨± ¨¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ´¨£³°, ª®-

²®°»© ¯®§¢®«¿¥² ±²°®¨²¼   «¨²¨·¥±ª³¾ ´®°¬³«³ ¤«¿ § ¤ ®© ´¨-

£³°», ¤«¨  ª®²®°®© § ¢¨±¨² ®² ¤«¨» ¨±µ®¤®© «®£¨·¥±ª®© ´®°¬³«»

«¨¥©®.

�¢²®° ¢»° ¦ ¥² ¡« £®¤ °®±²¼ �.�.�³¤°¿¢¶¥¢³ §  ¯®±² ®¢ª³ § -

¤ ·¨ ¨ �.�.� ± ®¢³ ¨ �.�.�²°®£ «®¢³ §  ¯®¬®¹¼ ¢ ° ¡®²¥.

2. �±®¢»¥ ¯®¿²¨¿ ¨ ´®°¬³«¨°®¢ª  °¥-

§³«¼² ²®¢

�³±²¼ R - ¬®¦¥±²¢® ¤¥©±²¢¨²¥«¼»µ ·¨±¥«, N - ¬®¦¥±²¢®  ²³-

° «¼»µ ·¨±¥«. �±«¨ n 2 N , ²® ·¥°¥§ Rn ®¡®§ ·¨¬ n-¬¥°®¥ ¥¢ª«¨¤®¢®

¯°®±²° ±²¢®.

�³±²¼ V = fv1; v2; : : : ; vn; : : :g| ¨±µ®¤»©  «´ ¢¨² ¯¥°¥¬¥»µ, ¯°¨-

¨¬ ¾¹¨µ § ·¥¨¿ ¨§ R. �³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ´³ª¶¨¨ f(vi1; : : : ; vin)

(vi� 6= vi� ¯°¨ � 6= �);  °£³¬¥²» ª®²®°»µ ®¯°¥¤¥«¥»   ¬®¦¥±²¢¥ R;

¨ ² ª¨¥, ·²® f(vi1; : : : ; vin) 2 R: � ª¨¥ ´³ª¶¨¨  §®¢¥¬ ¤¥©±²¢¨²¥«¼-

»¬¨ ´³ª¶¨¿¬¨ ¨ ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¤¥©±²¢¨²¥«¼»µ ´³ª¶¨© ®¡®§ -

·¨¬ ·¥°¥§ Q: �²®¡» ¨§¡¥¦ ²¼ ±«®¦»µ ®¡®§ ·¥¨© ¤«¿ ¨¤¥ª±®¢ ¯¥-

°¥¬¥»µ, ¬» ¡³¤¥¬ ³¯®²°¥¡«¿²¼ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¬¥² ®¡®§ ·¥¨© ±¨¬¢®«»

x; y; z; : : : ;   ² ª¦¥ ½²¨ ±¨¬¢®«» ± ¨¤¥ª± ¬¨. � ª¨¬ ®¡° §®¬, § ¯¨±¼

f(x1; x2; : : : ; xn) ¯®¨¬ ¥²±¿ ª ª § ¯¨±¼ ´³ª¶¨¨, § ¢¨±¿¹¥© ®² «¾¡»µ
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 °£³¬¥²®¢ vi1; vi2; : : : ; vin; £¤¥ vi� 6= vi� ¯°¨ � 6= �: �³±²¼ D ¥ª®²®°®¥

¯®¤¬®¦¥±²¢® ´³ª¶¨© ¨§ Q: �¢¥¤¥¬ ¨¤³ª²¨¢®¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥   «¨-

²¨·¥±ª®© ´®°¬³«»  ¤ D:

� §¨± ¨¤³ª¶¨¨. � ¦¤ ¿ ´³ª¶¨¿ f(x1; x2; : : : ; xl) ¨§ D  §»¢ ¥²±¿

  «¨²¨·¥±ª®© ´®°¬³«®©  ¤ D:

�¤³ª²¨¢»© ¯¥°¥µ®¤. �³±²¼ f(x1; x2; : : : ; xl) ´³ª¶¨¿ ¨§ D

¨ a1; a2; : : : ; as - ¢»° ¦¥¨¿, ¿¢«¿¾¹¨¥±¿ «¨¡®   «¨²¨·¥±ª¨¬¨ ´®°¬³« -

¬¨  ¤ D; «¨¡® ±¨¬¢®« ¬¨ ¯¥°¥¬¥»µ ¨§ U: �®£¤  ¢»° ¦¥¨¥

f(a1; a2; : : : ; as)  §»¢ ¥²±¿   «¨²¨·¥±ª®© ´®°¬³«®©  ¤ D (¨«¨ ¯°®±²®

´®°¬³«®©  ¤ D).

� ¤ «¼¥©¸¥¬ ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼   «¨²¨·¥±ª¨¥ ´®°¬³«» § £« ¢-

»¬¨ ¡³ª¢ ¬¨ A1; A2; : : : : �±«¨ ¢ ¯®±²°®¥¨¨   «¨²¨·¥±ª®© ´®°¬³«»

A ³· ±²¢³¾² ¯¥°¥¬¥»¥ x1; x2; : : : ; xn; ²® ¯¨¸¥¬ A(x1; x2; : : : ; xn):

�«¨®©   «¨²¨·¥±ª®© ´®°¬³«» A  §®¢¥¬ ·¨±«®, ° ¢®¥ ª®«¨·¥±²¢³

¢µ®¦¤¥¨© ¯¥°¥¬¥»µ ¢ ´®°¬³«³ A ¨ ®¡®§ ·¨¬ ¥¥ ·¥°¥§ L(A):

�®¦¥±²¢® ¢±¥µ   «¨²¨·¥±ª¨µ ´®°¬³«  ¤ D ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ AD:

�®¦¥±²¢® ¢±¥µ   «¨²¨·¥±ª¨µ ´®°¬³« A  ¤ D, § ¢¨±¿¹¨µ ®² n ¯¥°¥-

¬¥»µ, ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ AD(n):

� ¦¤ ¿ ´®°¬³«  A ¨§ AD ¯°¨ «¾¡®© ´¨ª± ¶¨¨ § ·¥¨© ¥¥ ¯¥°¥¬¥-

»µ ¯®§¢®«¿¥² ± ¯®¬®¹¼¾ ´³ª¶¨© ¨§ D ¢»·¨±«¿²¼ ¥¥ § ·¥¨¿ ¨ ²¥¬

± ¬»¬ § ¤ ¥² (°¥ «¨§³¥²) ¥ª®²®°³¾ ¤¥©±²¢¨²¥«¼³¾ ´³ª¶¨¾. �³ª-

¶¨¾ f ¨§ Q, ª®²®° ¿ °¥ «¨§³¥²±¿ ´®°¬³«®© A ¨§ AD ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼

·¥°¥§ fA:

�¾¡®¥ ®²ª°»²®¥ ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª ¨§ Rn ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ´¨£³°®©.

� ¦¤®© ´¨£³°¥ G ±®¯®±² ¢«¿¥²±¿ ¯°¥¤¨ª ² p(y1; : : : ; yn), ®¯°¥¤¥«¥»©

  Rn ¨ ¯°¨¨¬ ¾¹¨© § ·¥¨¥ 1 ²®«¼ª®   ²®·ª µ ¬®¦¥±²¢  G.

�®±ª®«¼ª³ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ´¨£³°», ª ª ®²ª°»²®£® ¬®¦¥±²¢  ²®·¥ª,

² ª ¨ ·¥°¥§ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ¯°¥¤¨ª ², ² ¢²®«®£¨·», ²® ¬» · ±²®

¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ ´¨£³°³ G, ·¥°¥§ ±®¯®±² ¢«¥»© ¥© ¯°¥¤¨ª ² p, ¨

¡³¤¥¬ £®¢®°¨²¼ ´¨£³°  p.

�³±²¼ G = fG1; : : : ; Gmg ¬®¦¥±²¢® ¡ §¨±»µ ´¨£³°, ¨ P =

fp1; : : : ; pmg ¬®¦¥±²¢® ¯°¥¤¨ª ²®¢, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ´¨£³° ¬ G1; : : : ;

Gm, ±®®²¢¥²±²¢¥®.

� ¯®¬®¹¼¾ G ¨ ²¥®°¥²¨ª®-¬®¦¥±²¢¥»µ ®¯¥° ¶¨©
T
;
S
; ¯®«³· -

¥²±¿ ¬®¦¥±²¢® �, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ®¢»µ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ´¨£³°. �¾¡ ¿

´¨£³°  ¨§ � ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¥ª®© «®£¨·¥±ª®© ´®°¬³«®© A(G1; : : : ; Gm)

 ¤ G ± ±¨£ ²³°®©
T
;
S
; ; (; ). �³±²¼ ¤   «®£¨·¥±ª ¿ ´®°¬³« 
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A(G1; : : : ; Gm), § ¤ ¾¹ ¿ ´¨£³°³ G. � ´®°¬³«¥A ¯°®¨§¢®¤¨¬ ´®°¬ «¼-

³¾ § ¬¥³: Gi   pi ¨ ®¯¥° ¶¨©
T
;
S
;   ^;_;:; ±®®²¢¥²±²¢¥®. �

°¥§³«¼² ²¥ ¯®«³·¨¬ ´®°¬³«³ «®£¨ª¨ ¯°¥¤¨ª ²®¢ A(p1; : : : ; pm), ª®²®°³¾
 §®¢¥¬ P-´®°¬³«®©, «®£¨·¥±ª¨ ®¯¨±»¢ ¾¹¥© ´¨£³°³ G.

�«¨®© P-´®°¬³«» A(p1; : : : ; pm)  §®¢¥¬ ·¨±«® ¢µ®¦¤¥¨© ¯°¥¤¨ª -

²®¢ pi (i = 1;m) ¢ ´®°¬³«³ A ¨ ®¡®§ ·¨¬ ¥¥ ·¥°¥§ L(A).

�®¢®°¨¬, ·²® ´®°¬³«  A(x1; x2; : : : ; xn) 2 AD(n) ±¨«¼® ®¯¨±»¢ ¥²

´¨£³°³ G ¨§ Rn
; ¥±«¨

� fA(x1; : : : ; xn) > 0; ¯°¨ (x1; : : : ; xn) 2 G,

� fA(x1; : : : ; xn) = 0; ¯°¨ (x1; : : : ; xn) 2 @G,

� fA(x1; : : : ; xn) < 0; ¯°¨ (x1; : : : ; xn) 2 R
n n (G [ @G),

£¤¥ @G | £° ¨¶  ®²ª°»²®£® ¬®¦¥±²¢  G:

� ª ª ª ¢ ¢»° ¦¥¨¨ (3) ¥  ª« ¤»¢ ¥²±¿ ®£° ¨·¥¨©   § ·¥¨¿

w(x) ¢¥ £° ¨¶» ®¡« ±²¨ G, ¨¬¥¥² ¯° ¢®   ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¨ ±«¥¤³¾¹¥¥

®¯°¥¤¥«¥¨¥.

�³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ´®°¬³«  A(x1; x2; : : : ; xn) 2 AD ±« ¡® ®¯¨±»-

¢ ¥² ´¨£³°³ G ¨§ Rn
; ¥±«¨

� fA(x1; : : : ; xn) > 0; ¯°¨ (x1; : : : ; xn) 2 G,

� fA(x1; : : : ; xn) = 0; ¯°¨ (x1; : : : ; xn) 2 R
n nG.

�³±²¼  ¬ ¤   ´¨£³°  G ¨ ¥¥ «®£¨·¥±ª®¥ ®¯¨± ¨¥ P-´®°¬³«®©
A(p1; : : : ; pm). �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ª ¦¤ ¿ ¡ §¨± ¿ ´¨£³°  Gi 2 G
±¨«¼® ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ¥ª®²®°®©   «¨²¨·¥±ª®© ´®°¬³«®©  ¤ D, ª®²®-

°³¾ ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ ri(x1; : : : ; xn) (i = 1;m).

�² ¢¨²±¿ § ¤ ·  ¯®±²°®¨²¼ ¯® «®£¨·¥±ª®¬³ ®¯¨± ¨¾ A(p1; : : : ; pm)
´¨£³°» G ² ª³¾   «¨²¨·¥±ª³¾ ´®°¬³«³ A(x1; : : : ; xn), ª®²®° ¿ ¡»

±¨«¼® (¨«¨ ±« ¡®) ®¯¨±»¢ «  ½²³ ´¨£³°³.

�¤¨ ¨§ ¬¥²®¤®¢ °¥¸¥¨¿ ½²®© § ¤ ·¨,  §»¢ ¥¬»© ¬¥²®¤®¬ R-

´³ª¶¨©, ¯°¥¤«®¦¨« �.�.�¢ ·¥¢ ¢ [1].

�¥²®¤ R-´³ª¶¨© ±®±²®¨² ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬:

1) �¥°¥²±¿ «®£¨·¥±ª®¥ ®¯¨± ¨¥ A(p1; : : : ; pm) ´¨£³°» G.
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2) � ´®°¬³«¥ A ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ´®°¬ «¼ ¿ § ¬¥  ±¨¬¢®«®¢ ¯°¥¤¨ª -

²®¢ pi   ±¨¬¢®«» ri (i = 1;m),   ±¢¿§®ª ^;_;: ±®®²¢¥²±²¢¥®  

^R(�);_R(�);:R(�), £¤¥ � 2 (�1; 1]: �®«³·¥ ¿ ´®°¬³«   §»¢ ¥²±¿
R-´®°¬³«®©.

3) �¥°¥µ®¤ ®² R-´®°¬³«» ª   «¨²¨·¥±ª®© ´®°¬³«¥ ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿,

¨±¯®«¼§³¿ ±«¥¤³¾¹³¾ ±¨±²¥¬³ R-´³ª¶¨©:

r1 ^R(�) r2 = r1 + r2 +
q
r
2
1 � 2 � (�)r1 � r2 + r

2
1; (4)

r1_R(�)r2 = r1 + r2 �
q
r
2
1 � 2 � (�)r1 � r2 + r

2
1; (5)

:R(�)r = �r: (6)

� ª ¯®ª § « �.�.�¢ ·¥¢ ¢ [2], ¯®«³· ¾¹ ¿±¿ ¢ °¥§³«¼² ²¥   «¨²¨-

·¥±ª ¿ ´®°¬³«  ¡³¤¥² ±¨«¼® ®¯¨±»¢ ²¼ ´¨£³°³ G:

�°¨ � = 1 ¨§ (4), (5) ¨ (6) ¯®«³· ¾²±¿ ± ¬»¥ ª®°®²ª¨¥ ¯® ¤«¨¥

R-´³ª¶¨¨, ª®²®°»¥ ¯°®¹¥ § ¯¨± ²¼ ² ª

r1_R(1)r2 = r1 + r2+ j r1 � r2 j; (7)

r1 ^R(1) r2 = r1 + r2� j r1 � r2 j; (8)

:R(1)r = �r: (9)

�³±²¼ A ¥ª®²®° ¿ P-´®°¬³« . �¥°¥§ RA ®¡®§ ·¨¬   «¨²¨·¥±ª³¾

´®°¬³«³, ¯®«³· ¾¹³¾±¿ ¨§ P-´®°¬³«» A ¯® ¬¥²®¤³ R-´³ª¶¨© �¢ -

·¥¢  ± ¯®¬®¹¼¾ ±®®²®¸¥¨© (7) { (9).

�«¥¤³¾¹¨© ¨¦¥ °¥§³«¼² ² ¯®§¢®«¿¥² ®¶¥¨²¼ ¤«¨³   «¨²¨·¥±ª®©

´®°¬³«», ¯®«³·¥®© ¯® ¬¥²®¤³ �¢ ·¥¢ .

�¥®°¥¬  1. �«¿ «¾¡®© P-´®°¬³«» A(p1; : : : ; pm)

L(RA) � (L(A))2 min
1�i�m

L(ri);

£¤¥ ri |   «¨²¨·¥±ª ¿ ´®°¬³« , ±¨«¼® ®¯¨±»¢ ¾¹ ¿ ´¨£³°³ pi (i =

1;m).
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�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ p� = p, ¥±«¨ � = 1, ¨ p
� = p, ¥±«¨ � = 0.

�±«¨ r | ¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«®, ²® ·¥°¥§ jrj ®¡®§ ·¨¬  ¡±®«¾²®¥

§ ·¥¨¥ ·¨±«  r.

� ¤ ®© ° ¡®²¥ ¯°¥¤« £ ¥²±¿ ¤°³£®© ±¯®±®¡ ¯¥°¥µ®¤  ®² «®£¨·¥-

±ª®£® ®¯¨± ¨¿ ª   «¨²¨·¥±ª®¬³, ª®²®°»© ¬»  §®¢¥¬ S-¬¥²®¤®¬. �

±®±²®¨² ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬:

1) �¥°¥¬ «®£¨·¥±ª®¥ ®¯¨± ¨¥ A(p1; : : : ; pm) ´¨£³°» G.

2) � ¯®¬®¹¼¾ ²®¦¤¥±²¢ (x1 _ x2) = (x1^x2), (x1 ^ x2) = (x1_x2) ¨ x =
x, ª®²®°»¥ ¥ ³¢¥«¨·¨¢ ¾² ¤«¨³ ´®°¬³«», ¯°¥®¡° §³¥¬ ´®°¬³«³

A(p1; : : : ; pm) ª ´®°¬³«¥ A0(p1; : : : ; pm), ¢ ª®²®°®© ¢±¥ ®²°¨¶ ¨¿

±¯³¹¥» ¤® ¯°¥¤¨ª ²®¢.

3) �®µ° ¿¥¬ ±²°³ª²³°³ ±ª®¡®ª.

4) � ¬¥¿¥¬ ´®°¬ «¼® § ª¨ "
S
" ¨ "

T
"   § ª "+" (±«®¦¥¨¥) ¨ "�"

(³¬®¦¥¨¥) ±®®²¢¥²±²¢¥®.

5) � ¬¥¿¥¬ ¢»° ¦¥¨¿ ¢¨¤  p�ii   (�1)1+�i � ri(x)+ j ri(x) j, £¤¥ ri |
  «¨²¨·¥±ª ¿ ´®°¬³« , ±¨«¼® ®¯¨±»¢ ¾¹ ¿ ´¨£³°³ pi.

6) �®«³·¥³¾ ´®°¬³«³ ®¡®§ ·¨¬ S
A ¨ ±·¨² ¥¬, ·²® ¥±«¨ ¥² ±ª®-

¡®ª, ²® ¯°¨®°¨²¥² ®¯¥° ¶¨© "+" ¨ "�" ®¤¨ ª®¢.

�¯° ¢¥¤«¨¢» ±«¥¤³¾¹¨¥ ²¥®°¥¬».

�¥®°¥¬  2. �±«¨ P-´®°¬³«  A(p1; : : : ; pm) «®£¨·¥±ª¨ ®¯¨±»¢ ¥² ´¨-

£³°³ G, ¨ ¤«¿ «¾¡®£® i 2 f1;mg ri |   «¨²¨·¥±ª ¿ ´®°¬³« , ±¨«¼®

®¯¨±»¢ ¾¹ ¿ ´¨£³°³ pi, ²®   «¨²¨·¥±ª ¿ ´®°¬³«  SA, ¯®«³·¥ ¿ S-

¬¥²®¤®¬, ±« ¡® ®¯¨±»¢ ¥² ´¨£³°³ G.

�¥®°¥¬  3. �«¿ «¾¡®© P-´®°¬³«» A(p1; : : : ; pm)

L(SA) � 2L(A) � max
1�i�m

L(ri);

£¤¥ ri |   «¨²¨·¥±ª ¿ ´®°¬³« , ±¨«¼® ®¯¨±»¢ ¾¹ ¿ ´¨£³°³ pi (i =

1;m).
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3. �¨¦¿¿ ®¶¥ª  ±«®¦®±²¨ ¬¥²®¤  R-

´³ª¶¨©

�®ª ¦¥¬ ¢±¯®¬®£ ²¥«¼³¾ «¥¬¬³.

�¥¬¬  1. �±«¨ n 2 N ¨ f(m;k) = 2m2 + 2k2, ²®

r(n)
def
= minff(m;k) : m;k 2 N; m+ k = ng � n

2

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®§¼¬¥¬ ¯°®¨§¢®«¼»¥ n;m; k 2 N , ² ª¨¥, ·²® m +

k = n.

� ±±¬®²°¨¬ 2 ±«³· ¿.

1) n = 2l, £¤¥ l 2 N . �¥§ ®£° ¨·¥¨¿ ®¡¹®±²¨ ¬®¦¥¬ ±·¨² ²¼, ·²®

m � k. �³±²¼ c = m � l, ²®£¤  m = l + c, k = l � c ¨ c � 0. �²ª³¤ 

¯®«³·¨¬

f(m;k) = f(l + c; l � c) = 2(l + c)2 � 2(l � c)2 = 4l2 + 4c2 � 4l2 = n
2
:

2) n = 2l+1, £¤¥ l 2 N . �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²®m > k. �³±²¼ c = m�l�1,
²®£¤  m = l + 1 + c, k = l� c ¨ c � 0. �²ª³¤  ¨¬¥¥¬

f(m;k) = f(l + c+ 1; l � c) = 2(l + c+ 1)2 � 2(l � c)2 =

= 4l2 + 4c2 + 4l + 4c+ 2 > 4l2 + 4l + 1 = n
2
:

� ±¨«³ ¯°®¨§¢®«¼®±²¨ ¢»¡®°  n;m; k ¯®«³· ¥¬ ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¼ ³²-

¢¥°¦¤¥¨¿ «¥¬¬».

�¥¬ ± ¬»¬ «¥¬¬  ¤®ª §  .

�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 1.

�®ª § ²¥«¼±²¢® ¡³¤¥¬ ¢¥±²¨ ¨¤³ª¶¨¥© ¯® ¤«¨¥ P-´®°¬³«» A.
� §¨± ¨¤³ª¶¨¨. �±«¨ A | ² ª ¿ P-´®°¬³« , ·²® L(A) = 1, ²® A

¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¯°¥¤¨ª ² ±  ¢¥¸ »¬   ¥£® ¥ª®²®°»¬ ª®«¨·¥-

±²¢®¬ ®²°¨¶ ¨©, ® ±®£« ±® (9)  ¢¥¸¨¢ ¨¥ ®²°¨¶ ¨¿ ¥ ¨§¬¥¿¥²

¤«¨» ´®°¬³«», ±«¥¤®¢ ²¥«¼® L(RA) = L(A) = 1.

�³±²¼ A | ² ª ¿ P-´®°¬³« , ·²® L(A) = 2: �®£¤  ¯®±ª®«¼ª³, ª ª

¬» ³¦¥ ®²¬¥· «¨,  ¢¥¸¨¢ ¨¥ ®²°¨¶ ¨¿ ¥ ¨§¬¥¿¥² ¤«¨» ´®°¬³«»,



� ¬¥²®¤ µ ®¯¨± ¨¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ´¨£³° 335

²® ¤®±² ²®·® ° ±±¬®²°¥²¼ ±«³· ¨, ª®£¤  A = pi _ pj ¨ A = pi ^ pj

(i; j 2 f1;mg). �®£« ±® (7) ¨ (8)

L(Rpi_pj) = 2L(ri) + 2L(rj) � 4 min
1�i�m

L(ri);

L(Rpi^pj) = 2L(ri) + 2L(rj) � 4 min
1�i�m

L(ri):

�¤³ª²¨¢»© ¯¥°¥µ®¤. �³±²¼ ¤«¿ «¾¡®£® l < n ¨ «¾¡®© ² ª®© P-
´®°¬³«» A(p1; p2; : : : ; pm), ·²® L(A) = l ¢¥°®

L(RA) � l
2 min
1�i�m

L(ri):

�®§¼¬¥¬ ¯°®¨§¢®«¼³¾ P-´®°¬³«³ A(p1; p2; : : : ; pm), ² ª³¾, ·²®

L(A) = n.

�®±ª®«¼ª³ ±®£« ±® (9)  ¢¥¸¨¢ ¨¥ ¨ ±¿²¨¥ ®²°¨¶ ¨¿ ¥ ¨§¬¥¿¥²

¤«¨» ´®°¬³«», ²® ¬» ¬®¦¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ²®«¼ª® ±«³· ¨, ª®£¤  A
¨¬¥¥² ®¤¨ ¨§ ¤¢³µ ¢¨¤®¢

1) A = A1 _ A2;

2) A = A1 ^ A2:

� ª ª ª ¨ ¢ ²®¬, ¨ ¢ ¤°³£®¬ ±«³· ¥ L(A1) < n, L(A2) < n ¨

L(A1) + L(A2) = L(A) = n; ²®, ±®£« ±® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾ ¨¤³ª¶¨¨, ±®-

®²®¸¥¨¿¬ (7), (8) ¨ «¥¬¬¥ 1 ¨¬¥¥¬

L(RA) = 2 � L(RA1) + 2 � L(RA2) �
� (2(L(A1))

2 + 2(L(A2))
2) � min

1�i�m
L(ri) � n

2 � min
1�i�m

L(ri):

�¥¬ ± ¬»¬ ²¥®°¥¬  ¤®ª §  .

4. � «¨§ S-¬¥²®¤ 

�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 2.

�®ª § ²¥«¼±²¢® ¡³¤¥¬ ¢¥±²¨ ¨¤³ª¶¨¥© ¯® ¤«¨¥ P-´®°¬³«» A.
�³±²¼ A | ² ª ¿ P-´®°¬³« , ·²® L(A) = 1: �®£¤  ¯®±«¥ ¸ £  2 S-

¬¥²®¤  ®  ¯°¥®¡° §³¥²±¿ ª ´®°¬³«¥ A0, ª®²®° ¿ ¬®¦¥² ¨¬¥²¼ ®¤¨ ¨§

¤¢³µ ¢¨¤®¢.

1) A0 = pi (i 2 f1;mg). �®£¤ 

S
A0

= ri(x1; : : : ; xn) + jri(x1; : : : ; xn)j:
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� ª ª ª ri ±¨«¼® ®¯¨±»¢ ¥² ´¨£³°³ pi, ²® ¤«¿ «¾¡®£® (x1; : : : ; xn) ² ª®£®,

·²® pi(x1; : : : ; xn) = 1,

S
A0

= ri(x1; : : : ; xn) + ri(x1; : : : ; xn) > 0;

¨ ¤«¿ «¾¡®£® (x1; : : : ; xn) ² ª®£®, ·²® pi(x1; : : : ; xn) = 0,

S
A0

= ri(x1; : : : ; xn)� ri(x1; : : : ; xn) = 0:

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, SA
0

| ±« ¡® ®¯¨±»¢ ¥² ´¨£³°³ pi.

2) A0 = pi (i 2 f1;mg). �®£¤ 

S
A0

= �ri(x1; : : : ; xn) + jri(x1; : : : ; xn)j:

� ª ª ª ri ±¨«¼® ®¯¨±»¢ ¥² ´¨£³°³ pi, ²® ¤«¿ «¾¡®£® (x1; : : : ; xn) ² ª®£®,

·²® pi(x1; : : : ; xn) = 1,

S
A0

= �ri(x1; : : : ; xn) + ri(x1; : : : ; xn) = 0;

¨ ¤«¿ «¾¡®£® (x1; : : : ; xn) ² ª®£®, ·²® pi(x1; : : : ; xn) = 0,

S
A0

= �ri(x1; : : : ; xn)� ri(x1; : : : ; xn) � 0;

¯°¨·¥¬ ° ¢¥±²¢® ¤®±²¨£ ¥²±¿ ²®«¼ª®   £° ¨¶¥ ´¨£³°» pi. �«¥¤®¢ -

²¥«¼®, SA
0

| ±« ¡® ®¯¨±»¢ ¥² ´¨£³°³ pi.

�¤³ª²¨¢»© ¯¥°¥µ®¤. �³±²¼ ¤«¿ «¾¡®£® l < n ¨ «¾¡®© ² ª®© P-
´®°¬³«» A(p1; p2; : : : ; pm), ·²® A «®£¨·¥±ª¨ ®¯¨±»¢ ¥² ¥ª®²®°³¾ ´¨-

£³°³ G ¨ L(A) = l,   «¨²¨·¥±ª ¿ ´®°¬³«  SA, ¯®«³·¥ ¿ S-¬¥²®¤®¬,

±« ¡® ®¯¨±»¢ ¥² ´¨£³°³ G.

�®§¼¬¥¬ ¯°®¨§¢®«¼³¾ P-´®°¬³«³ A(p1; p2; : : : ; pm), ² ª³¾, ·²® ® 
«®£¨·¥±ª¨ ®¯¨±»¢ ¥² ¥ª®²®°³¾ ´¨£³°³ G ¨ L(A) = n > 1.

�®±«¥ ¸ £  2 S-¬¥²®¤  ´®°¬³«  A ¯°¥®¡° §³¥²±¿ ª ´®°¬³«¥ A0, ª®-

²®° ¿ ¬®¦¥² ¨¬¥²¼ ®¤¨ ¨§ ¤¢³µ ¢¨¤®¢:

1) A0 = A1 _ A2,

2) A0 = A1 ^ A2.

�³±²¼ A1 «®£¨·¥±ª¨ ®¯¨±»¢ ¥² ´¨£³°³ G1,   A2 | ´¨£³°³ G2. �®-

¿²®, ·²® ¢ ¯¥°¢®¬ ±«³· ¥ G = G1 [G2,   ¢® ¢²®°®¬ | G = G1 \ G2.

� ¯¥°¢®¬ ±«³· ¥

S
A0

= S
A1 + S

A2:
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� ª ª ª, ±®£« ±® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾ ¨¤³ª¶¨¨, SA1 ±« ¡® ®¯¨±»¢ ¥² ´¨-

£³°³ G1,   S
A2 | ´¨£³°³ G2, ²® ¤«¿ «¾¡®£® (x1; : : : ; xn) 2 G1 [ G2

S
A1 + S

A2
> 0;

¨ ¤«¿ «¾¡®£® (x1; : : : ; xn) 62 G1 [ G2

S
A1 + S

A2 = 0:

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, SA
0

| ±« ¡® ®¯¨±»¢ ¥² ´¨£³°³ G1 [ G2 = G.

� ¢²®°®¬ ±«³· ¥

S
A0

= S
A1 � SA2

:

�®£¤ , ±®£« ±® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾ ¨¤³ª¶¨¨, ¤«¿ «¾¡®£® (x1; : : : ; xn) 2 G1\
G2

S
A1 � SA2 > 0;

¨ ¤«¿ «¾¡®£® (x1; : : : ; xn) 62 G1 \ G2

S
A1 � SA2 = 0:

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, SA
0

| ±« ¡® ®¯¨±»¢ ¥² ´¨£³°³ G1 \ G2 = G.

�¥¬ ± ¬»¬ ²¥®°¥¬  ¤®ª §  .

�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 3.

�³±²¼  ¬ ¤   ¯°®¨§¢®«¼ ¿ P-´®°¬³«  A(p1; : : : ; pm). �°¨¬¥¨¬

ª ¥© S-¬¥²®¤. �¨ ®¤¨ ¨§ ¸ £®¢ ¬¥²®¤ , ª°®¬¥ ¯¿²®£®, ¥ ¬¥¿¥²

¤«¨³ ´®°¬³«»,     ¯¿²®¬ ¸ £¥ ª ¦¤»© ¯°¥¤¨ª ² pi § ¬¥¿¥²±¿  

¤¢¥ ´®°¬³«» ri (´° £¬¥²» ´®°¬³«, ¥ ¢«¨¿¾¹¨¥   ¤«¨³, §¤¥±¼ ¥

³·¨²»¢ ¾²±¿). �²±¾¤  ±° §³ ±«¥¤³¥², ·²®

L(SA) � 2L(A) � max
1�i�m

L(ri):

�¥¬ ± ¬»¬ ²¥®°¥¬  ¤®ª §  .

�¯¨±®ª «¨²¥° ²³°»
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