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1. �¢¥¤¥¨¥

�±±«¥¤®¢ ¨¿¬ ±¨±²¥¬ ±«³· ©»µ «¨¥©»µ ³° ¢¥¨©  ¤ ª®¥·-

»¬¨ ¯®«¿¬¨ ¯®±¢¿¹¥ °¿¤ ° ¡®², ¢ª«¾· ¾¹¨© ±² ²¼¨ [2], [3], [4], [8], [9].

� ¤ ®© ±² ²¼¥ ¯°¨ ° ¢®¢¥°®¿²®¬ ¨ ¥§ ¢¨±¨¬®¬ ¢»¡®°¥ ª®½´´¨¶¨-

¥²®¢ ¨ ±¢®¡®¤»µ ·«¥®¢  µ®¤¿²±¿ ¢»° ¦¥»¥ ·¥°¥§ °¿¤» �©«¥°®¢ 

²¨¯  ¯°¥¤¥«¼»¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ·¨±«  °¥¸¥¨© ®¤®°®¤®© ±¨±²¥¬» ¯°¨

±²°¥¬«¥¨¨ ®²¤¥«¼® ·¨±«  ¥¨§¢¥±²»µ ¨ ·¨±«  ³° ¢¥¨© ª ¡¥±ª®¥·-

®±²¨. �«¿ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¥®¤®°®¤»µ ±¨±²¥¬ ± ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬

  «®£¨·»µ °¿¤®¢  µ®¤¨²±¿  ±¨¬¯²®²¨ª  ¢¥°®¿²®±²¨ ±®¢¬¥±²®±²¨

¨ ¯°¥¤¥«¼®¥ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ³±«®¢®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ·¨±«  °¥¸¥¨©

¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® ±¨±²¥¬  ±®¢¬¥±² . � ª ·¥±²¢¥ ±«¥¤±²¢¨¿ ¯®«³·¥®

¯°®±²®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²®¦¤¥±²¢  �©«¥° .

�«¿ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ±¨±²¥¬ ±«³· ©»µ ¥«¨¥©»µ ³° ¢¥¨© ± ¨±¯®«¼-

§®¢ ¨¥¬ ¬®¤¥«¨, ¢ ª®²®°®© ¯®°¿¤®ª ³° ¢¥¨© ¥±³¹¥±²¢¥¥, ¨±¯®«¼-

§³¥²±¿ ¯°¥¤«®¦¥»© ¢ ±² ²¼¥  ¢²®°  [7] ¨ ° §¢¨²»© ¢ ° ¡®²¥ [8] ¯®¤µ®¤,

¨±¯®«¼§³¾¹¨© ±«³· ©»¥ ¯®ª°»²¨¿ ¨ ¬¥²®¤ ¡¨®¬¨ «¼»µ ¬®¬¥²®¢.

�«¿ ¤ ®© ¬®¤¥«¨ ¯®«³·¥» ²®·»¥ ´®°¬³«» ¨ ¤ ® ¯®«®¥ ®¯¨± ¨¥

¢±¥µ ¯°¥¤¥«¼»µ ° ±¯°¥¤¥«¥¨© ·¨±«  °¥¸¥¨© ±«³· ©®© ±¨±²¥¬» ³° ¢-

¥¨©.
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2. �¨±²¥¬» ±«³· ©»µ «¨¥©»µ ³° ¢¥-

¨©

� ±±¬®²°¨¬ ±¨±²¥¬³ ±«³· ©»µ «¨¥©»µ ³° ¢¥¨©

ai1x1 + ai2x2 + � � �+ aimxm = bi; i = 1; 2; : : : ; k; (2.1)

£¤¥ aij; bi; i = 1; 2; : : : ; k; j = 1; 2; : : : ;m; ±«³· ©® ¨ ¥§ ¢¨±¨¬® ¯°¨¨-

¬ ¾² § ·¥¨¿ ¨§ ¯®«¿ � «³  GF (q), ¯°¨·¥¬

P(aij = �) =
1

q
; P(bi = �) =

1

q
;

�; � = 0; 1; : : : ; q � 1:

�³±²¼ A = (aij); i = 1; 2; : : : ; k; j = 1; 2; : : : ;m - ¬ ²°¨¶  ±¨-

±²¥¬» (2.1) ¨ r - ° £ ¬ ²°¨¶» A. �®¦¥±²¢® °¥¸¥¨© ±«³· ©®© ®¤®-

°®¤®© ±¨±²¥¬»

ai1x1 + ai2x2 + � � �+ aimxm = 0; i = 1; 2; : : : ; k; (2.2)

±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ±¨±²¥¬¥ (2.1), ®¡° §³¾² ¯®¤¯°®±²° ±²¢® Wm�r ° §-

¬¥°®±²¨ m� r ¢ m-¬¥°®¬ ¢¥ª²®°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ Vm ° §¬¥°®±²¨ m

 ¤ ¯®«¥¬ GF (q). �±«¨ x
0 = (x01; x

0
2; : : : ; x

0
m) ¥±²¼ ¥ª®²®°®¥ · ±²®¥

°¥¸¥¨¥ ±¨±²¥¬» (2.1), ²® ¬®¦¥±²¢® °¥¸¥¨© ½²®© ±¨±²¥¬» ¯°¥¤±² -

¢«¿¥² ±®¡®©  ´´¨®¥ ¬®£®®¡° §¨¥ fWm�r = x
0 +Wm�r, ¯®«³·¥®¥ ¨§

Wm�r ¯ ° ««¥«¼»¬ ¯¥°¥®±®¬   ¢¥ª²®° x0. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¥±«¨ ±¨-

±²¥¬  (2.1) ±®¢¬¥±² , ²® ·¨±«® ¥¥ °¥¸¥¨© ±®¢¯ ¤ ¥² ± ·¨±«®¬ °¥¸¥¨©

±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ®¤®°®¤®© ±¨±²¥¬». �³±²¼ �km - ·¨±«® °¥¸¥¨© ®¤-

®°®¤®© ±¨±²¥¬» ±«³· ©»µ «¨¥©»µ ³° ¢¥¨© ¢¨¤  (2.2)  ¤ ¯®«¥¬

GF (q). �®£¤  ¢¥°®¿²®±²»¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ �km ¨ ° £ �km ±«³· ©®©

¬ ²°¨¶» A = (aij); i = 1; : : : ; k; j = 1; : : : ;m ±¢¿§ » ° ¢¥±²¢®¬

P(�km = q
m�r) = P(�km = r): (2.3)

�«³· © ¿ ¢¥«¨·¨  �km ¨¬¥¥² ±«¥¤³¾¹¥¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥

P(�km = r) = 1

q(k�r)(m�r)

kQ
j=k�r+1

(1� 1
qj
)

mQ
j=m�r+1

(1� 1
qj
)

rQ
j=1

(1� 1
qj
)

;

r = 0; 1; : : : ;min(k;m):

(2.4)
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�°¨ r = 0 ®²®¸¥¨¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨© ¯®« £ ¥¬ ° ¢»¬ ¥¤¨¨¶¥, ±·¨-

² ¿, ·²®
nQ

j=n+1
= 1. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ·¨±«® ¬ ²°¨¶ k � m ° £  r  ¤

¯®«¥¬ GF (q) ° ¢®

C(k;m; r) =

�
m

r

�
q

(qk � 1)(qk � q) � � � (qk � q
r�1); (2.5)

£¤¥
h
m

r

i
q
- ·¨±«  � ³±± , ®¯°¥¤¥«¿¥¬»¥ ´®°¬³«®©

�
m

r

�
q

=
(qm � 1)(qm�1 � 1) � � � (qm�r+1 � 1)

(qr � 1)(qr�1 � 1) � � � (q � 1)
: (2.6)

�®°¬³«  (2.5) ¢»²¥ª ¥² ¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ ±®®¡° ¦¥¨©. �²°®ª¨ k �m

¬ ²°¨¶» A ° £  r ¯®°®¦¤ ¾² ¯®¤¯°®±²° ±²¢® Wr ° §¬¥°®±²¨ r

m-¬¥°®£® ¢¥ª²®°®£® ¯°®±²° ±²¢  Vm. �±®, ·²® Wr ¨§®¬®°´® r-

¬¥°®¬³ ¯°®±²° ±²¢³ Lr, ¯®°®¦¤ ¥¬®¬³ ±²°®ª ¬¨ ¬ ²°¨¶» B ° §¬¥-

°®¢ k � r ¨ ° £  r. �°¨ ¡¨¥ª¶¨¨  : Wr ! Lr ¬ ²°¨¶¥ A ±² ¢¨²±¿

¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¬ ²°¨¶  B, ±²®«¡¶» ª®²®°®© «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬». �²-

±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® C(k;m; r) ° ¢® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¾ ·¨±«  r-¬¥°»µ ¯®¤-

¯°®±²° ±²¢ Vm   ·¨±«® ±¯®±®¡®¢ ¢»¡®°  r «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª-

²®°®¢ ° §¬¥°®±²¨ k.

�§ ´®°¬³« (2.3) ¨ (2.4) ¨¬¥¥¬ ²®·®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¤«¿

P(�km = q
�) = 1

q�(�+k�m)

kQ
j=k�m+�+1

(1� 1
qj
)

mQ
j=�+1

(1� 1
qj
)

m��Q
j=1

(1� 1
qj
)

;

� = m�min(m;k); : : : ;m:

(2.7)

�«¿ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ¯°¥¤¥«¼®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ �km ¢¢¥¤¥¬ ®¡®§ ·¥-

¨¿. �¡®§ ·¨¬

� =
1Y
j=1

 
1�

1

qj

!
; (2.8)

±µ®¤¿¹¥¥±¿ ¯°¨ q � 2 ¡¥±ª®¥·®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥, ª®²®°®¥, ±®£« ±® ¯¥-

² £® «¼®© ²¥®°¥¬¥ �©«¥° , ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ ±µ®¤¿¹¥£®±¿

°¿¤  [5]:

� =
1X

j=�1

(�1)j
 
1

q

! 1
2 j(3j�1)

:
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� «¥¥ ¯®«®¦¨¬

C0(0) = �; C�(0) =
�

�Q
j=1

(1� 1
qj
)2
; C0(�) =

�

�Q
j=1

(1 � 1
qj
)
; (2.9)

C�(�) =
�

�Q
j=1

(1� 1
qj
)
�+�Q
j=1

(1� 1
qj
)

: (2.10)

�²¬¥²¨¬, ·²® C�(�) ¿¢«¿¥²±¿ ¢®§° ±² ¾¹¥© ´³ª¶¨¥© ®² � ¨

� � C�(�) �
1

�
; � = 0; 1; : : :

¤«¿ «¾¡»µ � = 0; 1; : : :.

�°¥¤¥«¼»¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ �km ®¯¨±»¢ ¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¥© ²¥®°¥¬®©.

�¥®°¥¬  1. �°¥¤¥«¼»¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ·¨±«  °¥¸¥¨© ®¤®°®¤®© ±¨-

±²¥¬» ±«³· ©»µ «¨¥©»µ ³° ¢¥¨© �km ¨¬¥¾² ±«¥¤³¾¹¨© ¢¨¤:

 ) ¥±«¨  = k �m � 0, ²®

lim
m!1

P(�km = q
�) =

(
C�()

q�(�+)
; 0 � � <1

0; �!1
; (2.11)

lim
m!1

!1

P(�km = 1) = 1; (2.12)

¡) ¥±«¨ � = m� k � 0, ²®

lim
k!1

P(�km = q
�+�) =

(
C�(�)

q�(�+�)
; 0 � � <1

0; �!1
; (2.13)

lim
k!1

�!1

P(�km = q
�) = 1: (2.14)

�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 1 ±«¥¤³¥² ¥¯®±°¥¤±²¢¥® ¨§ ¢»° ¦¥¨¿

¤«¿ ²®·®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ (2.7).

�«¿  = k�m ®²®¸¥¨¥ (�+1)-£® ·«¥  ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ª �-¬³ ° ¢®

q

(q�+1 � 1)(q�++1 � 1)
:
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�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ¯°¨  � 1 ¤«¿ ¢±¥µ q � 2 ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ³¨-

¬®¤ «¼® ± ¬®¤®© ¯°¨ � = 0, ¨ ¢¥°®¿²®±²¨ ¬®®²®® ³¡»¢ ¾² ± °®-

±²®¬ �. �®·® ² ª ¿ ¦¥ ±¨²³ ¶¨¿ ¨ ¯°¨  = 0 ¤«¿ q > 2. �±«¨ ¦¥  = 0

¨ q = 2, ²® ¬®¤  ±¬¥¹ ¥²±¿ ¢ ²®·ª³ � = 1, ¨ ¢±¥ ¢¥°®¿²®±²¨ § ·¥-

¨© � > 1 ¬®®²®® ³¡»¢ ¾² ± °®±²®¬ �. �²±¾¤  ±«¥¤³¥² ¨²¥°¥±»©

´ ª²: ¥±«¨ k = m, ²® ¯°¨ q > 2  ¨¡®«¥¥ ¢¥°®¿²®, ·²® ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥²

¥¤¨±²¢¥®¥ °¥¸¥¨¥,   ¯°¨ q = 2 ¬ ª±¨¬ «¼³¾ ¢¥°®¿²®±²¼ ¨¬¥¥² ±®-

¡»²¨¥, ±®±²®¿¹¥¥ ¢ ²®¬, ·²® ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² q = 2 °¥¸¥¨©. � °®±²®¬ 

° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ �km "±¦¨¬ ¥²±¿" ª ²®·ª¥ � = 0 ¨ ¢ ¯°¥¤¥«¥ ±² ®¢¨²±¿

¢»°®¦¤¥»¬.

� «®£¨· ¿ ª °²¨  ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¨ ¯°¨ � = m � k, ® ±® ±¤¢¨£®¬

§ ·¥¨© �   ¢¥«¨·¨³ � ¢¯° ¢®.

�§ ´®°¬³« (2.11) ¨ (2.13) ¯°¨  = 0 ± ³·¥²®¬ ° ¢¥±²¢  ¥¤¨¨¶¥

±³¬¬» ¢¥°®¿²®±²¥© ¯°¥¤¥«¼»µ ° ±¯°¥¤¥«¥¨© ¯®«³· ¥¬ ²®¦¤¥±²¢®

1X
�=0

q
��2

" 
1 �

1

q

! 
1 �

1

q2

!
� � �

 
1�

1

q�

!#
�2

=
1Y
j=1

 
1 �

1

qj

!
�1

; (2.15)

£¤¥ ¯®« £ ¥¬
0Q

j=1
(1� 1

qj
) = 1:

�²® ²®¦¤¥±²¢® ¿¢«¿¥²±¿ ¨§¢¥±²»¬ ²®¦¤¥±²¢®¬ �©«¥°  [5, ±²° .34].

�§ ²®·®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯®«³· ¥¬ ¯°¥¤¥«¼»¥ ¢»° ¦¥¨¿ ¤«¿ ±°¥¤-

¥£® § ·¥¨¿ M�km:

M�km �
(

E(); k = m+ ;  � 0; m!1;

q
�
E(�); m = k + �; � � 0; k !1;

(2.16)

£¤¥

E(�) =
1X
�=0

C�(�)

q�(�+�)
; (2.17)

¯°¨·¥¬ E(�) ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¢¨¤¥

E(�) =
1Y

j=�+1

�
1 � 1

qj

� 241 + 1X
�=1

q2�

(q�1)(q2�1)���(q��1)(q�+1�1)���(q�+��1)

35 : (2.18)

�§ ´®°¬³« (2.16) ¨ (2.18) ¨¬¥¥¬

M�km �
(

1; k = m+ ;  !1; m!1;

q
�
; m = k + �; �!1; k !1:

(2.19)
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�¥°¥©¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ª ¨§³·¥¨¾ ¥®¤®°®¤»µ ±¨±²¥¬ ±«³· ©»µ «¨-

¥©»µ ³° ¢¥¨© ¢¨¤  (2.1). �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ P(k;m) ¢¥°®¿²®±²¼ ±®-

¢¬¥±²®±²¨ ½²®© ±¨²¥¬». �«¿ ¢¥°®¿²®±²¨ P(k;m) ¨¬¥¥¬ ±«¥¤³¾¹³¾

´®°¬³«³:

P(k;m) =

min(k;m)X
r=0

Dkm(r)

q(k�r)(m�r+1)
; (2.20)

£¤¥

Dkm(r) =

kQ
j=k�r+1

(1� 1
qj
)

mQ
j=m�r+1

(1� 1
qj
)

rQ
j=1

(1� 1
qj
)

; 1 � r � min(m;k);

Dkm(0) = 1:

(2.21)

�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ ¬ ²°¨¶  ±¨±²¥¬» (2.1) ¨¬¥¥² ° £ r, ²® ³±«®-

¢¨¥ ±®¢¬¥±²®±²¨ ±¨±²¥¬» § ª«¾· ¥²±¿ ¢ ²®¬, ·²®¡» k-¬¥°»© ¢¥ª²®°-

±²®«¡¥¶ ¨§ c¢®¡®¤»µ ·«¥®¢ ¯°¨ ¤«¥¦ « r-¬¥°®¬³ ¯®¤¯°®±²° ±²¢³

±²®«¡¶®¢ ¬ ²°¨¶». �¥°®¿²®±²¼ ½²®£® ±®¡»²¨¿ ° ¢  1=qk�r; 0 � r �
min(k;m). � ª¨¬ ®¡° §®¬,

P(k;m) =

min(k;m)X
r=0

1

qk�r
P(�km = r): (2.22)

�¥¯¥°¼ ´®°¬³«  (2.20) ±«¥¤³¥² ¨§ ´®°¬³«» (2.4).

�°¥¤¥«¼»¥ ¢»° ¦¥¨¿ ¤«¿ ¢¥°®¿²®±²¨ P(k;m) ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ±«¥-

¤³¾¹¥© ²¥®°¥¬®©.

�¥®°¥¬  2. �«¿ ¢¥°®¿²®±²¨ ±®¢¬¥±²®±²¨ ±¨±²¥¬» ¨§ k ±«³· ©»µ

«¨¥©»µ ³° ¢¥¨© ± m ¥¨§¢¥±²»¬¨ P(k;m) ¨¬¥¾² ¬¥±²® ±«¥¤³¾-

¹¨¥ ¯°¥¤¥«¼»¥ ° ¢¥±²¢ :

lim
m!1

P(m+ ;m) =

8<:
1P
�=0

C� ()

q(�+1)(�+)
; 0 �  <1;

0;  !1;

(2.23)

lim
k!1

P(k; k + ) =

8<:
1P
�=0

C� (�)

q�(�+�+1)
; 0 � � <1;

1; �!1;

(2.24)

£¤¥ °¿¤» ±µ®¤¿²±¿ ¨ ¢¥«¨·¨» C�(�) ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ´®°¬³« ¬¨ (2.9) ¨

(2.10).



�¨±²¥¬» ±«³· ©»µ ³° ¢¥¨©  ¤ ª®¥·»¬¨ ¯®«¿¬¨ 295

�®ª ¦¥¬ ° ¢¥±²¢® (2.23). � ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ´®°¬³« ¬¨ (2.20) ¨

(2.21) ¨¬¥¥¬

P(m+ ;m) = S1 + S2;

£¤¥

S1 =

logq mX
�=0

Dm+;m(m� �)

q(�+1)(�+)
;

S2 =
mX

�=logq m+1

Dm+;m(m� �)

q(�+1)(�+)
:

�·¥¢¨¤  ±«¥¤³¾¹ ¿ ° ¢®¬¥° ¿ ®¶¥ª 

Dm+;m(m� �) �
1

�
; 0 � � � m:

�®½²®¬³ ¨¬¥¥¬ ±«¥¤³¾¹³¾ ° ¢®¬¥°³¾ ®¶¥ª³

S2 �
1

�

1

(m� 1)mlogq m�1
:

�°¨ m!1 ¨§ ®·¥¢¨¤»µ ¥° ¢¥±²¢

1 �
1X

j=m

1

qj
�

1Y
j=m

 
1�

1

qj

!
� e

�

1P
j=m

1
qj

±«¥¤³¥² ®¶¥ª , ° ¢®¬¥° ¿ ¤«¿ 0 � � � logqm:

C�()

Dm+;m(m� �)
= 1 +O

 
1

q
m�logq m

!
:

� ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬ ½²®© ®¶¥ª¨  µ®¤¨¬, ·²®

S1 =

logq mX
�=0

C�()

q(�+1)(�+)
+O

 
logqm

q
m�logq m

!
:

� ª ª ª
1X

�=logq m+1

C�()

q(�+1)(�+)
�

1

�

1

m
logq m�1

;
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²® ±®¡¨° ¿ ¯®«³·¥»¥ ®¶¥ª¨, ³¡¥¦¤ ¥¬±¿ ¢ ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¨ ¯¥°¢®£® ¨§

° ¢¥±²¢ (2.23). �²®°®¥ ° ¢¥±²¢® ¢ (2.23) ®·¥¢¨¤® ¢¢¨¤³ ®£° ¨·¥®-

±²¨ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ C�(). � ¢¥±²¢  (2.24) ¤®ª §»¢ ¾²±¿ ²®·® ² ª¨¬

¦¥ ±¯®±®¡®¬, ¯®½²®¬³ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ®¯³±ª ¥²±¿.

�³±²¼ ²¥¯¥°¼ �0km - ·¨±«® °¥¸¥¨© ¥®¤®°®¤®© ±¨±²¥¬» ±«³· ©»µ

«¨¥©»µ ³° ¢¥¨© ²¨¯  (2.1). �§ ²¥®°¥¬» 2 ±«¥¤³¥², ·²® ¯°¨  =

k�m!1 ± ¢¥°®¿²°®±²¼¾ ¡«¨§ª®© ª ¥¤¨¨¶¥ ±¨±²¥¬  (2.1) ¥±®¢¬¥±² ,

  ¯°¨ � = m� k !1 ±¨±²¥¬  (2.1) ±®¢¬¥±² . � ª ª ª ¤«¿ ±®¢¬¥±²®©

±¨±²¥¬» ·¨±«® °¥¸¥¨© ±®¢¯ ¤ ¥² ± ·¨±«®¬ °¥¸¥¨© ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥©

®¤®°®¤®© ±¨±²¥¬», ²® ¨§ ²¥®°¥¬» 4 ¢»²¥ª ¥² ±«¥¤±²¢¨¥.

�«¥¤±²¢¨¥ 1. �°¨ m!1
 ) ¥±«¨  = k �m!1, ²®

P(�0km = 0)! 1; (2.25)

¡) ¥±«¨ � = m� k !1, ²®

P(�0km = q
�)! 1: (2.26)

�®ª § ²¥«¼±²¢® ±«¥¤³¥² ¨§ ¥° ¢¥±²¢ 

P(A \ B) � P(A) +P(B)� 1;

£¤¥ ¢ ª ·¥±²¢¥ ±®¡»²¨¿ A ¡¥°¥²±¿ ±®¢¬¥±²®±²¼ ¨«¨ ¥±®¢¬¥±²®±²¼ ±¨-

±²¥¬»,   ¢ ª ·¥±²¢¥ B - ®¤® ¨§ ±®¡»²¨© f�0km = 0g ¨«¨ f�0km = q
�g.

�²¢¥°¦¤¥¨¥ ¡) «¥£ª® ¤®ª § ²¼ ¨ ¥¯®±°¥¤±²¢¥®. �·¥¢¨¤®, ·²®

¥±«¨ � = m � k ¨ ¬ ²°¨¶  ±¨±²¥¬» (2.1) ¨¬¥¥² ° £ k, ²® ±¨±²¥¬  ±®-

¢¬¥±² . �¥°®¿²®±²¼ ½²®£® ±®¡»²¨¿ ° ¢ : 
1 �

1

qm�k+1

!
� � �

 
1�

1

qm

!
� 1�

1X
j=m�k+1

1

qj
:

�±«¨ � = m � k ! 1 ¯°¨ m ! 1, ²® ½²  ¢¥°®¿²®±²¼ ±²°¥¬¨²±¿ ª

¥¤¨¨¶¥.

�«¥¤±²¢¨¥ 2. �°¨ k = m ¨¬¥¥¬ ±«¥¤³¾¹³¾ ´®°¬³«³:

lim
m!1

P(m;m) = �

"
1 +

1X
�=1

[(q � 1)(q2 � 1) � � � (q� � 1)]�2
#
: (2.27)
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�®°¬³«  (2.27) ±«¥¤³¥² ¨§ ° ¢¥±²¢ (2.23) ¨ (2.24) ¯°¨  = � = 0.

�§ ´®°¬³«» (2.27) ±«¥¤³¥² ¥° ¢¥±²¢®

1 +
1X
�=1

q
��(�+1)

" 
1 �

1

q

!
� � �
 
1 �

1

q�

!#
�2

�
1Y
j=1

 
1�

1

qj

!
�1

:

�«¿ ±¨±²¥¬» ±«³· ©»µ ³° ¢¥¨© (2.1) ° ±±¬®²°¨¬ ±«³· ©³¾ ¢¥«¨-

·¨³ e�km - ·¨±«® °¥¸¥¨© ½²®© ±¨±²¥¬» ¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® ®  ±®¢¬¥±² .

�±«®¢®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ e�km ´ ª²¨·¥±ª¨ ¯®«³· ¥²±¿ ±®±°¥¤®²®·¥¨¥¬

¢¥°®¿²®±²®© ¬¥°»   ¯®«®¦¨²¥«¼»µ § ·¥¨¿µ �0km.

�°¥¦¤¥ ·¥¬ ¯¥°¥©²¨ ª ®²»±ª ¨¾ ³±«®¢®£® ¯°¥¤¥«¼®£® ° ±¯°¥¤¥-

«¥¨¿ e�km, ¢¢¥¤¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ®¡®§ ·¥¨¥ ¤«¿ ±µ®¤¿¹¥£®±¿ °¿¤ :

C(�) =
1X
�=0

C�(�)

q�(�+�+1)
: (2.28)

�¥®°¥¬  3. �«¿ ³±«®¢®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ e�km - ·¨±«  °¥¸¥¨© ±«³· ©-

®© ±¨±²¥¬» ¢¨¤  (2.1) - ¨¬¥¾² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹¨¥ ¯°¥¤¥«¼»¥ ¯°¥¤±² -

¢«¥¨¿:

 ) ¥±«¨ k = m+ ;  � 0, ²®

lim
m!1

P(e�km = q
�) = 1

q�(�++1)
C�()

C()
; 0 �  <1;

lim
m!1

!1

P(e�km = 1) = 1; (2.29)

¡) ¥±«¨ m = k + �; � � 0, ²®

lim
k!1

P(e�km = q
�+�) = 1

q�(�+�+1)
C�(�)

C(�)
; 0 � � <1;

lim
k!1

�!1

P(e�km = q
�) = 1; (2.30)

� = 0; 1; : : : ;

£¤¥ C�(�) ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ´®°¬³« ¬¨ (2.9) ¨ (2.10).

�±«¨ ° £ ¬ ²°¨¶» ±¨±²¥¬» (2.1) ° ¢¥ r, ²® ¨§ ³ª § ®© ¢»¸¥

±¢¿§¨ °¥¸¥¨© ¥®¤®°®¤®© ¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ®¤®°®¤®© ±¨±²¥¬

¨¬¥¥¬:

P(e�km = q
m�r) = P(�km = q

m�rje�km > 0):
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�§ ° ¢¥±²¢:

P(f�km = q
m�rg \ fe�km > 0g) =

1

qk�r
P(�km = q

m�r);

P(e�km > 0) = P(k;m);

±«¥¤³¥², ·²®

P(e�km = q
m�r) =

1

qk�r

P(�km = q
m�r)

P(k;m)
: (2.31)

� ³·¥²®¬ ° ¢¥±²¢ (2.7), (2.20) ¨ (2.21) ´®°¬³«  (2.31) ®¯°¥¤¥«¿¥²

²®·®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨».

�°¥¤¥«¼»¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ (2.29) ¨ (2.30) ¯®«³· ¾²±¿ ¨§ ´®°-

¬³«» (2.31) ¯³²¥¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ § ¬¥ ¯¥°¥¬¥»µ ¨ ¯°¥¤¥«¼»µ

¯¥°¥µ®¤®¢ ±®®²¢¥²±²¢¥® ¯°¨ m!1 ¨ k !1.

�±² ®¢¨¬ ¥ª®²®°»¥ ±¢®©±²¢  ¯°¥¤¥«¼»µ ° ±¯°¥¤¥«¥¨© (2.29) ¨

(2.30).

�°¨  = k �m � 0 ®²®¸¥¨¥ (� + 1)-© ¢¥°®¿²®±²¨ ª �-© ¢ ° ±¯°¥-

¤¥«¥¨¨ (2.29) ° ¢®

(q�+1 � 1)�1(q�++1 � 1)�1:

�«¿  � 1 ¯°¨ ¢±¥µ q � 2 ½²® ®²®¸¥¨¥ ±²°®£® ¬¥¼¸¥ ¥¤¨¨¶»,

¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¬®¤  ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ e�km ° ±¯®«®¦¥  ¢ ²®·ª¥ � = 0,  

¢¥°®¿²®±²¨ ¬®®²®® ³¡»¢ ¾² ± °®±²®¬ �. �²  ª °²¨  ±®µ° ¿¥²±¿

¨ ¯°¨  = 0, ¥±«¨ q > 2. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ½²¨µ ±«³· ¿µ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥e�km ³¨¬®¤ «¼®.

�°¨  = 0 ¨ q = 2 ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ e�km ¡¨¬®¤ «¼® ¨ ¬®¤» ° ±¯®«®¦¥»

¢ ²®·ª µ � = 0 ¨ � = 1. �²® ®§ · ¥², ·²® ¯°¨ k = m ¨ q = 2 ®¤¨ ª®-

¢»¥ ¬ ª±¨¬ «¼»¥ ¢¥°®¿²®±²¨ ¨¬¥¾² ±®¡»²¨¿, ±®±²®¿¹¨¥ ¢ ²®¬, ·²®

±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² ·¨±«® °¥¸¥¨© 1 ¨«¨ 2. �±² «¼»¥ ¢¥°®¿²®±²¨ ± °®-

±²®¬ � ¬®®²®® ³¡»¢ ¾². � °®±²®¬  ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ "±¦¨¬ ¥²±¿" ª

²®·ª¥ � = 0 ¨ ¢ ¯°¥¤¥«¥ ±² ®¢¨²±¿ ¢»°®¦¤¥»¬.

�°¨ � = m� k � 0 ª °²¨    «®£¨· , ® ±® ±¤¢¨£®¬ § ·¥¨© �  

¢¥«¨·¨³ � ¢¯° ¢®. �§ ²¥®°¥¬» 3 ¨¬¥¥¬ ®·¥¢¨¤®¥ ±«¥¤±²¢¨¥.

�«¥¤±²¢¨¥ 3. �«¿ ³±«®¢®© ¢¥°®¿²®±²¨ ¥¤¨±²¢¥®±²¨ °¥¸¥¨¿

±¨±²¥¬» ¨§ m ±«³· ©»µ «¨¥©»µ ³° ¢¥¨© ± m ¥¨§¢¥±²»¬¨
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¢¨¤  (2.1) ¨¬¥¥² ¬¥±²® ´®°¬³« :

lim
m!1

P(e�m;m = 1) =

"
1 +

1X
�=1

[(q � 1) � � � (q� � 1)]�2
#
�1

(2.32)

�®°¬³«  (2.32) ±«¥¤³¥² ¨§ ° ¢¥±²¢ (2.29) ¨ (2.30) ¯°¨  = � = 0.

�§ ²®·®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ e�km ±«¥¤³¾²  ±¨¬¯²®²¨ª¨ ¤«¿ ±°¥¤¥£®

§ ·¥¨¿

Me�km �

8>>>><>>>>:

G()

C()
; 0 �  <1

1;  !1
k = m+ ; m!1;

q
� G(�)

C(�)
; 0 � � <1

q
�
; � !1

m = k + �; k !1;

(2.33)

£¤¥

G(�) =
1X
�=0

C�(�)

q�(�+�)
:

�§ ´®°¬³« (2.19) ¨ (2.29) ±«¥¤³¥², ·²®  ±¨¬¯²®²¨ª¨ ±°¥¤¨µ § ·¥¨©

�km ¨ e�km ±®¢¯ ¤ ¾² ¯°¨ ; � !1 ¨ ° §«¨· ¾²±¿, ¥±«¨ 0 � ; � <1.

3. �¨±²¥¬» ³° ¢¥¨© ±® ±«³· ©»¬¨

´³ª¶¨¿¬¨

�³±²¼ ½«¥¬¥²» a1; : : : ; ak; x1; : : : ; xm ¯°¨¨¬ ¾² § ·¥¨¿ ¨§ ¥ª®-

²®°®£® q-¬®¦¥±²¢  X, ¨ ¤«¿ ±«³· ©»µ ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨ ° ¢®¢¥°®¿²»µ

®²®¡° ¦¥¨© fi : X
(m) ! X; 1 � i � k ®¯°¥¤¥«¥  ±¨±²¥¬  ±«³· ©»µ

³° ¢¥¨©

fi(x1; : : : ; xm) = ai; i = 1; 2; : : : ; k; (3.1)

£¤¥ ai 2 X; 1 � i � k § ¤ »,   ¥¨§¢¥±²»¥ (x1; : : : ; xm) = X
(m) =

X � � � � �X (m ° §) ¯®¤«¥¦ ² ®¯°¥¤¥«¥¨¾.

�±«¨ Yi - ¬®¦¥±²¢® °¥¸¥¨© ³° ¢¥¨¿

fi(x1; : : : ; xm) = ai; 1 � i � k; Xi [ Yi = X
(m)
; Xi \ Yi = ;;

²® ·¨±«® °¥¸¥¨© ±¨±²¥¬» (3.1) ¥±²¼ ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨  �km ° ¢ ¿ ·¨-

±«³ ½«¥¬¥²®¢ X(m), ¥ ¯®ª°»²»µ ±«³· ©»¬ ¬®¦¥±²¢®¬ X1 [ � � � [Xk.
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�®«®¦¨¬ n = q
m ¨ ° ±±¬®²°¨¬ ± · «  ±«³· ©, ª®£¤  ¯®°¿¤®ª § ¯¨±¨

³° ¢¥¨© ¢ ±¨±²¥¬¥ ±³¹¥±²¢¥¥. � ½²®¬ ±«³· ¥ ±¥¬¥©±²¢® X1; : : : ;Xk

¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ±«³· ©³¾ ° ¢®¢¥°®¿²³¾ k-¢»° ¡®²ª³ ¢ ¥ª®¬¬³-

² ²¨¢®¬ ¥±¨¬¬¥²°¨·®¬ 2n-¡ §¨±¥. �¨±«® k-¢»° ¡®²®ª, ¥ ¯®ª°»¢ -

¾¹¨µ � ´¨ª±¨°®¢ »µ ½«¥¬¥²®¢ ° ¢® 2(n��)k , ¯®½²®¬³ ¡¨®¬¨ «¼»¥

¬®¬¥²» �ckm - ·¨±«  ¥¯®ª°»²»µ ½«¥¬¥²®¢X(m) ¢ ¤ ®¬ ±«³· ¥ ¨¬¥¾²

¢¨¤:

B
c
�(m;k) =

 
n

�

!
1

2�k
; � = 0; 1; : : : ; n: (3.2)

¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ²®·®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ �ckm ¿¢«¿¥²±¿ ¡¨®¬¨ «¼»¬ ±

¢¥°®¿²®±²¼¾ ³±¯¥µ  1
2k

:

P(�ckm = r) =

 
n

r

!
1

2kr

�
1 �

1

2k

�n�r
; r = 0; 1; : : : ; n: (3.3)

�°¥¤¥¥ § ·¥¨¥ �ckm ¨¬¥¥² ¢¨¤:

M�
c
km = 2m log2 q�k: (3.4)

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ±«³· ©, ª®£¤  ¯®°¿¤®ª ³° ¢¥¨© ¢ ±¨±²¥¬¥ ¿¢«¿-

¥²±¿ ¥±³¹¥±²¢¥»¬. � ½²®¬ ±«³· ¥ ±¥¬¥©±²¢®X1; : : : ;Xk ¯°¥¤±² ¢«¿¥²

±®¡®© ±«³· ©³¾ ° ¢®¢¥°®¿²³¾ k-¢»° ¡®²ª³ ¢ ª®¬¬³² ²¨¢®¬ ¥±¨¬-

¬¥²°¨·®¬ 2n-¡ §¨±¥. �¨±«® k-¢»° ¡®²®ª, ¥ ¯®ª°»¢ ¾¹¨µ � ´¨ª±¨°®-

¢ »µ ½«¥¬¥²®¢ X(m) ° ¢® 
2n�� + k � 1

k

!
; 0 � � � n:

�®½²®¬³ ¡¨®¬¨ «¼»¥ ¬®¬¥²» ¤«¿ �

km - ·¨±«  ¥¯®ª°»²»µ ½«¥-

¬¥²®¢ X(m) - ¨¬¥¾² ¢¨¤:

B

� (m;k) =

 
n

�

!
(2n�� + k � 1)k

(2n + k � 1)k
; � = 0; 1; : : : ; n; (3.5)

  ²®·®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ´®°¬³«®©:

P(�km = r) =
nX

�=r

(�1)��r
 
�

r

!
B


� (m;k); r = 0; 1; : : : ; n: (3.6)
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�«¿ ±°¥¤¥£® § ·¥¨¿ �km ¨¬¥¥¬ ´®°¬³«³

M�

km =

n

2k
+O

 
k
2

2k
�
n

2n

!
; (3.7)

¨§ ª®²®°®© ±«¥¤³¥², ·²®

M�

km = 2m log2 q�k + o(1); (3.8)

¥±«¨ ¢»¯®«¥® µ®²¿ ¡» ®¤® ¨§ ³±«®¢¨© m!1 ¨ k!1.

�³±²¼ ²¥¯¥°¼ �km - ·¨±«® °¥¸¥¨© ±¨±²¥¬» ±«³· ©»µ ³° ¢¥¨©,

±®¢¯ ¤ ¾¹¥¥ ± �km ¨ �ckm ¯°¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¢¥°®¿²®±²»µ ±µ¥¬ µ.

�ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ¯°¨ ®¡¥¨µ ¢¥°®¿²®±²»µ ±µ¥¬ µ ¤«¿ �km ±¯° ¢¥¤«¨¢ 

±«¥¤³¾¹ ¿ ¯°¥¤¥«¼ ¿ ²¥®°¥¬ .

�¥®°¥¬  4. �³±²¼ k = m log2 q + m ¨ m!1.

�®£¤ 

 ) ¥±«¨ m ! 1, ²® P(�km = 0) ! 1, ².¥. ±¨±²¥¬  (3.1) ± ¢¥°®¿²-

®±²¼¾ ¡«¨§ª®© ª ¥¤¨¨¶¥ ¥±®¢¬¥±² .

¡) ¥±«¨ m ! ; �1 <  < 1, ²® �km { ·¨±«® °¥¸¥¨© ±¨±²¥¬»

(3.1) { ¢ ¯°¥¤¥«¥ ¨¬¥¥² ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ �³ ±±®  ± ¯ ° ¬¥²°®¬ � = 2� .

¢) ¥±«¨ m ! �1, ²® ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨  �
0

km =

(�km � 2�m )=
q
2�m (1� q�m2�m )  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ®°¬ «¼  ± ¯ ° -

¬¥²° ¬¨ (0,1).

�«¿ ±«³· ¿ �km = �
c
km ²¥®°¥¬  ¥ ²°¥¡³¥² ®±®¡®£® ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ,

² ª ª ª ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ´®°¬³«®© (3.3) �ckm ¨¬¥¥² ¡¨®¬¨ «¼®¥ ° ±-

¯°¥¤¥«¥¨¥.

�«¿ �km = �

km ¨§ ´®°¬³«» (3.8) ±«¥¤³¥², ·²® ¯°¨ ¢»¯®«¥¨¨ ³±«®¢¨©

¯³ª²   ) ²¥®°¥¬»

M�

km =

1

2m
+ o(1) (3.9)

¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, Mm ! 0. � «¥¥ ¤«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¯³ª²   ) ¤®±² -

²®·® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ´®°¬³«³ (3.6) ¨ ¥° ¢¥±²¢® �®´¥°°®¨.

�§ ´®°¬³«» (3.5) ¨¬¥¥¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¥° ¢¥±²¢  ¤«¿ ®¶¥ª¨ ¡¨®¬¨-

 «¼»µ ¬®¬¥²®¢�
1 + 1

2n��

�
k

2

��
e
�

1
2n (

k

2) �
B


� (m;k)�
n

�

�
2�k�

�
�
1 + 1

2n

�
k

2

��
e

1
2n�� (

k

2);

� = 0; 1; : : : :

(3.10)
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�«¿ � = o(
p
n) ¢ ³±«®¢¨¿µ ¯³ª²  ¡) ¨¬¥¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥  ±¨¬¯²®²¨·¥-

±ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ¤«¿ ¡¨®¬¨ «¼»µ ¬®¬¥²®¢:

B

� (m;k) =

1

�!

�
n

2k

��  
1 +O

 
(log2 n)

2

2n

!!
: (3.11)

�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ¤«¿ «¾¡®£® � = 0; 1; : : : ¯°¨ m!1

B

� (m;k)!

1

�!

�
1

2

��
:

�²¨¬ ¤®ª §  ¯³ª² ¡) ²¥®°¥¬». �§ ¥° ¢¥±²¢  (3.10) ¯°¨ ¢»¯®«-

¥¨¨ ³±«®¢¨© ¯³ª²  ¢) ²¥®°¥¬» ¨¬¥¥¬ ±«¥¤³¾¹³¾  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª³¾

®¶¥ª³ ¯°¨ m!1:

B

� (m;k) =

 
n

�

!
1

2�k

 
1 +O

 
1

log2 n

!!
(3.12)

° ¢®¬¥°® ¤«¿ ¢±¥µ �, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ®£° ¨·¥¨¾

0 � � � n� 2 log2 log2 n� 1:

� ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼, ¤«¿ n � 2 log2 log2 n � � � n ¨¬¥¥¬ ±«¥¤³¾¹³¾ ° ¢-

®¬¥°³¾ ®¶¥ª³:

B

� (m;k) = O

�
1

nn�4 log2 log2 n

�
: (3.13)

�°®¨§¢®¤¿¹³¾ ´³ª¶¨¾ �km = �

km § ¯¨¸¥¬ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¢¨¤¥:

Pkm(x) =
nX

�=0

B

� (m;k)(x� 1)� (3.14)

¨ ¯°¥¤±² ¢¨¬ ¥¥ ¢ ¢¨¤¥ ¤¢³µ ±³¬¬ S1 ¨ S2, ¨¬¥¾¹¨µ ¯°¥¤¥«» ±³¬¬¨°®-

¢ ¨¿ 0 � � � n � 2 log2 log2 n � 1 ¨ n � 2 log2 log2 n � � � n ±®®²¢¥²-

±²¢¥®. �®£¤  ¤«¿ «¾¡®£® x ¨¬¥¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ° ¢®¬¥°®¥  ±¨¬¯²®²¨-

·¥±ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ¯°¨ m!1:

Pkm(x) =

n�2 log2 log2 n�1X
�=0

 
n

�

!
(x� 1)�

2k�

�
1 + o(1)

�
+ o(1); (3.15)
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¨§ ª®²®°®£® ±«¥¤³¥², ·²® ¯°¨ m!1

Pkm(x) =

 
1 +

(x� 1)

2k

!n
(1 + o(1)): (3.16)

�®«®¦¨¬

Mm =
1

2m
; (3.17)

�
2
m =

1

2m

 
1 �

1

qm2m

!
: (3.18)

�®£¤  µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿ ´³ª¶¨¿ ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» �
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� ³±«®¢¨¿µ ¯³ª²  ¢) ¨¬¥¥¬ �m ! 1 ¯°¨ m ! 1, ¯®½²®¬³ ¤«¿

«¾¡®£® t

fkm(t)! e
�t2=2

:

�¥®°¥¬  ¤®ª §   ¯®«®±²¼¾.

�§ ° ¢¥±²¢ (3.3) ¨ (3.16) ±«¥¤³¥², ·²® ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨  �km ¯°¨

�km = �
c
km ¨ ¯°¨ �km = �


km ¯°¨ m ! 1 ¨¬¥¥² ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¡«¨§-

ª®¥ ª ¡¨®¬¨ «¼®¬³ ± ¯ ° ¬¥²°®¬ Pk = 1
2k
. � ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ½²¨¬

¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¥¹¥ ®¤³ ¢¥°®¿²®±²³¾ ¬®¤¥«¼ °¥¸¥¨© ±¨-

±²¥¬» ³° ¢¥¨© (3.1). �°¥¤¯®« £ ¥¬, ·²® ¯°¨ «¾¡»µ ´¨ª±¨°®¢ -

»µ a1; : : : ; ak; (x1; : : : ; xm) 2 X
(m), ° ¢®¢¥°®¿²®¬ ¢»¡®°¥ ´³ª¶¨©

f1; : : : ; fk ¨¬¥¥¬:

P(f1(x1; : : : ; xm) = a1; : : : ; fk(x1; : : : ; xm) = ak) = Pk: (3.19)

� «¥¥, ¯°¨ ±«³· ©®¬ ¥§ ¢¨±¨¬®¬ ¢»¡®°¥ ½«¥¬¥²®¢ (x1; : : : ; xm) 2
X

(m) ·¨±«® °¥¸¥¨© ±¨±²¥¬» (3.1) �0km ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ·¨±«® ³±¯¥µ®¢

¯°¨ n ¨±¯»² ¨¿µ ¢ ±µ¥¬¥ �¥°³««¨ ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ ³±¯¥µ  Pk, ².¥.

P(�0km = r) =

 
n

r

!
Pk
r(1 �Pk)

n�r
; r = 0; 1; : : : ; n: (3.20)

�·¥¢¨¤  ±«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬ , ¿¢«¿¾¹ ¿±¿   «®£®¬ ²¥®°¥¬» 1.
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�¥®°¥¬  5. �°¨ m!1
 ) ¥±«¨ q

mPk ! 0, ²® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ �
0
km  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ¢»°®-

¦¤¥®;

¡) ¥±«¨ qmPk ! �, ²® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ �0km ±µ®¤¨²±¿ ª § ª®³ �³ ±±® 

± ¯ ° ¬¥²°®¬ �;

¢) ¥±«¨ qmPk !1, ²® ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨ 

(�0km � q
mPk)=

q
qmPk(1�Pk)  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ®°¬ «¼  ± ¯ ° ¬¥-

²° ¬¨ (0.1).

�«¿ «¾¡»µ ±«³· ©»µ ´³ª¶¨© f1; : : : ; fk, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ³±«®-

¢¨¾ (3.19), ±°¥¤¥¥ ·¨±«® °¥¸¥¨©, ¢ ²®¬ ·¨±«¥ ¡¥§ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¿ ¥§ -

¢¨±¨¬®±²¨ ¨µ ¯®¿¢«¥¨©, ° ¢®

M�km = q
mPk: (3.21)

�®½²®¬³ ¯°¨ �m = m+ logqPk ¨ m!1 ¨¬¥¥¬

a) M�km ! 0 ¯°¨ �m ! �1;

¡) M�km ! q
� ¯°¨ �m ! �; �1 < � <1;

¢) M�km !1 ¯°¨ �m !1:

(3.22)

�±«®¢¨¥ (3.21) ¢»¯®«¿¥²±¿ ² ª¦¥ ¤«¿ ¥ª®²®°»µ ª« ±±®¢ ±«³· ©»µ

´³ª¶¨© f1; : : : ; fk. � ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ½²¨¬ ¤«¿ ½²¨µ ª« ±±®¢ ¢»¯®«¥»

±¢®©±²¢  (3.22). � ° ¢®¢¥°®¿²®¬ ±«³· ¥ ½²¨ ±¢®©±²¢ , £°³¡® £®¢®°¿,

®§ · ¾², ·²® ¯°¨ m!1 ¥±«¨ k ¢¥«¨ª® ¯® ±° ¢¥¨¾ ± m, ²® ±¨±²¥¬ 

¥±®¢¬¥±² , ¥±«¨ k ¡«¨§ª® ª m, ²® ±¨±²¥¬  ¢ ±°¥¤¥¬ ¨¬¥¥² ¥¬®£®

°¥¸¥¨© ¨,  ª®¥¶, ¥±«¨ k ¬ «® ¯® ±° ¢¥¨¾ ± m, ²® ·¨±«® °¥¸¥¨©

±²°¥¬¨²±¿ ª ¡¥±ª®¥·®±²¨.
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