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1. �¢¥¤¥¨¥

�¤®© ¨§ ²¥¤¥¶¨©, ±«®¦¨¢¸¨µ±¿ ¯°¨ ®¡° ¡®²ª¥ ¡®«¼¸¨µ ®¡º¥¬®¢
¨´®°¬ ¶¨¨, ¿¢«¿¥²±¿ ° §¡¨¥¨¥ ¬®¦¥±²¢  ®¡° ¡ ²»¢ ¥¬»µ ¤ »µ  
ª« ±±» ²®«¥° ²®±²¨ ¯® ¥ª®²®°®¬³ °¥´«¥ª±¨¢®¬³ ¨ ±¨¬¬¥²°¨·®¬³

®²®¸¥¨¾. � ±²® ² ª¨¬ ®²®¸¥¨¥¬ ±«³¦¨² "®²®¸¥¨¥ ¡«¨§®±²¨"
¯® ¥ª®²®°®© ¬¥²°¨ª¥. �«¥¤³¾¹¨¬ ¸ £®¬ ¿¢«¿¥²±¿ ¢»¤¥«¥¨¥ ±¨±²¥¬»
¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥© ¤«¿ ª« ±±®¢ ²®«¥° ²®±²¨ ¨ ´®°¬¨°®¢ ¨¥ ±¨±²¥¬»

"½² «®»µ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥©". �¥ «¨§ ¶¨¿ ¤ ®£® ¯®¤µ®¤  ¯°¨¢®¤¨² ª
¥®¡µ®¤¨¬®±²¨ °¥¸¥¨¿ ª®¬¡¨ ²®°»µ § ¤ ·, ±¢¿§ »µ ± ®¯°¥¤¥«¥-
¨¥¬ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ±¨±²¥¬» ° §«¨·»µ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥© ¤«¿ ±¥¬¥©±²¢

¬®¦¥±²¢, ¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ·¨±«  ±¨±²¥¬ ° §«¨·»µ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥©, ³¤®-
¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ° §«¨·»¬ ®£° ¨·¥¨¿¬. �°¥¤¨ ®£° ¨·¥¨© ² ª®£®
°®¤  ®¡»·® ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ®£° ¨·¥¨¿   ° §«¨·¨¬®±²¼ ¯°¥¤±² ¢¨²¥-
«¥©. � §«¨·¨¬®±²¼ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥© ¬®¦¥² ¢¢®¤¨²¼±¿ ª ª ¯°¨ ¤«¥¦-

®±²¼ ° §«¨·»¬ ª« ±± ¬ ¯® ¥ª®²®°®¬³ ®²®¸¥¨¾ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨,

«¨¡® ·¥°¥§ § ·¥¨¿ ¢¥±®¢®© ´³ª¶¨¨.

�°³£¨¬ ¨±²®·¨ª®¬ § ¤ · ® ±¨±²¥¬ µ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥© ¿¢«¿¥²±¿ ¢®-
¯°®±  «£®°¨²¬¨·¥±ª®£® ¯®±²°®¥¨¿ « ²¨±ª¨µ ª¢ ¤° ²®¢. �°¥¤¨ ² ª¨µ

 «£®°¨²¬®¢ ¢ ¦®¥ ¬¥±²® § ¨¬ ¾²  «£®°¨²¬», ®±®¢ »¥   ¯®±²°®-

¥¨¨ « ²¨±ª®£® ª¢ ¤° ²  ¯® ±²°®ª ¬ ¯³²¥¬  µ®¦¤¥¨¿ ±¨±²¥¬» ° §-

«¨·»µ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥© ±¥¬¥©±²¢  ¬®¦¥±²¢ ½«¥¬¥²®¢, ®²±³²±²¢³¾¹¨µ
¢ ±²®«¡¶ µ (±¬. [14]).

�«¿ ±«³· ¿ ®¡»·»µ ±¨±²¥¬ ¬®¦¥±²¢ ±´®°¬³«¨°®¢ »¥ ¢®¯°®±»
° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ¢ ²¥®°¨¨ ±¨±²¥¬ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥© (²¥®°¨¨ ²° ±¢¥°± -

«¥©), ª®²®° ¿ ±®±² ¢«¿¥² ±³¹¥±²¢¥³¾ · ±²¼ ±®¢°¥¬¥®© ª®¬¡¨ ²®-
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°¨ª¨. �±®¢³ ±®±² ¢«¿¾² ª« ±±¨·¥±ª¨¥ °¥§³«¼² ²» �®«« , �°®¡¥¨-

³± , �¥¨£  ¨ ¤°. ¯® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¾ ¨ ¯¥°¥·¨±«¥¨¾ ±¨±²¥¬ ° §«¨·»µ
¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥©. �¡§®° °¥§³«¼² ²®¢ ¢ ¤ ®¬  ¯° ¢«¥¨¨ ±®¤¥°¦¨²±¿
¢ ° ¡®² µ [5], [6].

� ¤ ®© ° ¡®²¥ § ¤ ·¨ ® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¨ ¨ ·¨±«¥ ±¨±²¥¬ ° §«¨·-

»µ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥© ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ¤«¿ ±¨±²¥¬ ¥·¥²ª¨µ ¬®¦¥±²¢ ±

¤¢³¬¿ ¢¨¤ ¬¨ ®£° ¨·¥¨©: ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¨ ¤®«¦» ¯°¨ ¤«¥¦ ²¼ ° §-

»¬ ª« ±± ¬ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¨«¨ § ·¥¨¥ ¢¥±®¢®© ´³ª¶¨¨ ®£° ¨-

·¥® ±¨§³. �§ ¯®«³·¥»µ °¥§³«¼² ²®¢ ±«¥¤³¥², ·²® ®±®¢»¥ °¥§³«¼-
² ²» ²¥®°¨¨ ²° ±¢¥°± «¥© ¤«¿ ®¡»·»µ ±¥¬¥©±²¢ ¬®¦¥±²¢ ¯¥°¥®-

±¿²±¿ ± ¥¡®«¼¸¨¬¨ ¨§¬¥¥¨¿¬¨   ±«³· © ¢§¢¥¸¥»µ ±¥¬¥©±²¢ ¬®-

¦¥±²¢. �²® ¯®§¢®«¿¥² ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¤«¿ °¥¸¥¨¿ ¯®±² ¢«¥»µ ¢®¯°®±®¢
¬®£®·¨±«¥»¥ °¥§³«¼² ²» ²¥®°¨¨ ¯¥°¬ ¥²®¢. � ¯®±«¥¤¨µ ° §¤¥-

« µ ° ±±¬®²°¥ ¢®¯°®± ®¡  ¢²®¬®°´¨§¬ µ ¥·¥²ª¨µ ¬®¦¥±²¢, ¢ · ±²-
®±²¨ ®¡ ³±² ®¢«¥¨¨ ¥²°¨¢¨ «¼®±²¨ £°³¯¯»  ¢²®¬®°´¨§¬®¢ ¥·¥²-
ª®£® ¬®¦¥±²¢ .

2. �¨±²¥¬» ° §«¨·»µ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥© ±¥-

¬¥©±²¢ ¬®¦¥±²¢, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨¥ ° §-

»¬ ª« ±± ¬ ¯® ®²®¸¥¨¾ ½ª¢¨¢ «¥²-

®±²¨

�³±²¼ ¤ ® ¬®¦¥±²¢® X,   ª®²®°®¬ § ¤ ® ®²®¸¥¨¥ ½ª¢¨¢ «¥²-
®±²¨ R. �³±²¼ ¨¬¥¥²±¿ ±¥¬¥©±²¢® ¯®¤¬®¦¥±²¢ �1; : : : ;�n ¬®¦¥±²¢ 
X.

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¨±²¥¬³ ½«¥¬¥²®¢  1; : : : ;  n ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ²° ±¢¥°-
± «¼¾ ±¥¬¥©±²¢  X1; : : : ;�n ¨ ®²®¸¥¨¿ R, ¥±«¨ ¢»¯®«¥» ³±«®¢¨¿:

1. ai 2 �i; i = 1; : : : ; n

2. ai 6� aj(modR) ¯°¨ i 6= j.
�®¯°®± ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ²° ±¢¥°± «¨ ±¥¬¥©±²¢  �1; : : : ;�n ¨ ®²®¸¥-

¨¿ R °¥¸ ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ³²¢¥°¦¤¥¨¥¬.

�¥®°¥¬  1. �«¿ ±¥¬¥©±²¢  ¬®¦¥±²¢ X1; : : : ;Xn ¨ ®²®¸¥¨¿ ½ª¢¨¢ -

«¥²®±²¨ R ±³¹¥±²¢³¥² ²° ±¢¥°± «¼ ¢ ²®¬ ¨ ²®«¼ª® ¢ ²®¬ ±«³· ¥,

ª®£¤  ¢»¯®«¥» ³±«®¢¨¿:
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¬®¦¥±²¢® Xi1
[ : : : [ Xik

¨¬¥¥² ¥ ¬¥¥¥ k ª« ±±®¢ ½ª¢¨-

¢ «¥²®±²¨ ®²®±¨²¥«¼® R ¤«¿ ¢±¥µ k = 1; : : : ; n ¨ ¢±¥µ

1 � i1 < : : : < ik � n.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±«¨ ¤«¿ ±¥¬¥©±²¢  X1; : : : ;Xn ¨ ®²®¸¥¨¿ ½ª¢¨¢ -

«¥²®±²¨ R ±³¹¥±²¢³¥² ²° ±¢¥°± «¼, ²® ²®£¤  ¤«¿ «¾¡®£® k = 1; : : : ; n

¨ «¾¡»µ 1 � i1 < : : : < ik � n ·¨±«® ª« ±±®¢ ¬®¦¥±²¢  Xi1
[ : : : [�ik

¯® ®²®¸¥¨¾ R ¡³¤¥² ¥ ¬¥¼¸¥, ·¥¬ k. �®½²®¬³ ³±«®¢¨¿ ²¥®°¥¬»

¥®¡µ®¤¨¬».

�³±²¼ ²¥¯¥°¼ ³±«®¢¨¿ ²¥®°¥¬» ¢»¯®«¥». �®ª ¦¥¬ ¤®±² ²®·®±²¼

¨¤³ª¶¨¥© ¯® n. �°¨ n = 1 ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ®·¥¢¨¤®. �³±²¼ ³²¢¥°¦¤¥¨¥

±¯° ¢¥¤«¨¢® ¤«¿ «¾¡®£® ±¥¬¥©±²¢  ¨§ n � 1 ¯®¤¬®¦¥±²¢. �³±²¼ ¤ ®

±¥¬¥©±²¢® ¨§ n ¯®¤¬®¦¥±²¢ X1; : : : ;�n. �®§¬®¦» ¤¢  ±«³· ¿.
 ) �¥¬¥©±²¢® X1; : : : ;�n ² ª®¢®, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® k; 1 � k < n ¨ ¢±¥µ

1 � i1 < : : : < ik � n ¬®¦¥±²¢® �i1
[ : : : [ �ik

¨¬¥¥² ¥ ¬¥¥¥ k + 1

ª« ±±®¢ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¯® R.
�® ³±«®¢¨¾ X1 6= 0. �»¡¥°¥¬ ¯°®¨§¢®«¼»© ½«¥¬¥² µ1 2 X1, ¨ ¨±-

ª«¾·¨¬ ½«¥¬¥² x1 ¨ ¢±¥ ½ª¢¨¢ «¥²»¥ ± ¨¬ ½«¥¬¥²» ¨§ ¢±¥µ ¯®¤¬®-

¦¥±²¢ �2; : : : ;�n. �®«³·¨¬ ±¥¬¥©±²¢® � 0

2; : : : ;�
0

n
, ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ n � 1

¯®¤¬®¦¥±²¢ ¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥¥ ³±«®¢¨¾ ²¥®°¥¬». �® ¯°¥¤¯®«®¦¥-

¨¾ ¨¤³ª¶¨¨ ±³¹¥±²¢³¥² ²° ±¢¥°± «¼ ±¥¬¥©±²¢  � 0

2; : : : ;�
0

n
¨ ®²®-

¸¥¨¿ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ R. �³±²¼ ½²® ¡³¤¥²  ¡®° x2; : : : ; xn. �®£¤   -
¡®° x1; x2; : : : ; xn ¡³¤¥² ²° ±¢¥°± «¼¾ ±¥¬¥©±²¢ X1; : : : ;�n ¨ ®²®¸¥¨¿

½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ R.

¡) �¥¬¥©±²¢® ¬®¦¥±²¢ X1; : : : ;Xn ² ª®¢®, ·²® ±³¹¥±²¢³¾² k; 1 � k <

n ¨  ¡®° 1 � i1 < i2 < : : : < ik � n ² ª¨¥, ·²® ¬®¦¥±²¢® �i1
[ : : : [�ik

¨¬¥¥² ²®·® k ª« ±±®¢ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¯® R.

�¥  °³¸ ¿ ®¡¹®±²¨, ±·¨² ¥¬, ·²® i1 = 1; i2 = 2; : : : ; ik = k. �®-

±ª®«¼ª³ k � n�1, ²® ¯® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾ ¨¤³ª¶¨¨ ±³¹¥±²¢³¥² ²° ±¢¥°-

± «¼ ±¥¬¥©±²¢  X1; : : : ;Xk ¨ ®²®¸¥¨¿ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ R. �³±²¼ ½²®

¡³¤¥²  ¡®° x1; : : : ; xk. �±ª«¾·¨¬ ²¥¯¥°¼ ½«¥¬¥²» x1; : : : ; xk,   ² ª¦¥
¢±¥ ½«¥¬¥²», ½ª¢¨¢ «¥²»¥ ¨¬, ¨§ ¬®¦¥±²¢ Xk+1; : : : ;�n. �®«³·¨¬
±¥¬¥©±²¢® ¬®¦¥±²¢ � 0

k+1; : : : ;�
0

n
. �®ª ¦¥¬, ·²® ¤«¿ ¯®«³·¥®£® ±¥-

¬¥©±²¢  ¢»¯®«¥» ³±«®¢¨¿ ²¥®°¥¬». �°¥¤¯®«®¦¨¬ ¯°®²¨¢®¥, ¨ ¯³±²¼

¬®¦¥±²¢® � 0

k+t1
[ : : : [X 0

k+ts
¨¬¥¥² ¬¥¥¥, ·¥¬ s ª« ±±®¢ ½ª¢¨¢ «¥²®-

±²¨ ®²®±¨²¥«¼® R ¤«¿ ¥ª®²®°»µ ¨¤¥ª±®¢ s; 1 � s � n � k; 1 � t1 <

: : : < ts � n � k. �®£¤  ¬®¦¥±²¢® X1 [ : : : [ Xk [ X 0

k+t1
[ : : : [ X 0

k+ts
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² ª ¦¥, ª ª ¨ ¬®¦¥±²¢® X1 [ : : :[Xk [Xk+t1 [ : : :[Xk+ts ¨¬¥¥² ¬¥¥¥,

·¥¬ k + s ª« ±±®¢ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¯® ®²®¸¥¨¾ R, ·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨²
³±«®¢¨¾ ²¥®°¥¬». � ·¨² ¯® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾ ¨¤³ª¶¨¨ ¤«¿ ¬®¦¥±²¢
X 0

k+1; : : : ;�
0

n
¨ ®²®¸¥¨¿ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ R ±³¹¥±²¢³¥² ²° ±¢¥°± «¼.

�¡º¥¤¨¿¿ ¥¥ ± ²° ±¢¥°± «¼¾ ¤«¿ ¬®¦¥±²¢ X1; : : : ;Xk ¨ ®²®¸¥¨¿ R,

¯®«³·¨¬ ²°¥¡³¥¬³¾ ²° ±¢¥°± «¼. �¥®°¥¬  ¤®ª §  .

�¡®¡¹¨¬ ²¥¯¥°¼ ¤ ®¥ ¢»¸¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ²° ±¢¥°± «¨ ±¥¬¥©±²¢ 

¬®¦¥±²¢ ¨ ®²®¸¥¨¿ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨.

�¯°¥¤¥«¥¨¥. � ±²¨·®© ²° ±¢¥°± «¼¾ ±¥¬¥©±²¢  ¬®¦¥±²¢

X1; : : : ;�n ¨ ®²®¸¥¨¿ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ R  §®¢¥¬ ²° ±¢¥°± «¼ ¥ª®-

²®°®£® ¯®¤±¥¬¥©±²¢  ¬®¦¥±²¢ ¤ ®£® ±¥¬¥©±²¢  ¨ ®²®¸¥¨¿ R.

�¢¥¤¥¨¥¬ ª ¯°¥¤»¤³¹¥© ²¥®°¥¬¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¤®ª §   ±«¥¤³¾¹ ¿

²¥®°¥¬ .

�¥®°¥¬  2. �¥¬¥©±²¢® ¬®¦¥±²¢ X1; : : : ;�n ¨ ®²®¸¥¨¥ ½ª¢¨¢ -

«¥²®±²¨ R ¨¬¥¾² · ±²¨·³¾ ²° ±¢¥°± «¼ ¬®¹®±²¨ t ²®£¤  ¨

²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¤«¿ «¾¡»µ k ¯®¤¬®¦¥±²¢ ¨§ �1; : : : ;�n ¨µ ®¡º-

¥¤¨¥¨¥ ±®¤¥°¦¨² ¥ ¬¥¥¥ k + t� n ª« ±±®¢ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¯® R.

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ¢®¯°®± ® ·¨±«¥ ²° ±¢¥°± «¥© ±¥¬¥©±²¢  ¬®-
¦¥±²¢ X1; : : : ;�n ¨ ®²®¸¥¨¿ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ R.

�¯°¥¤¥«¨¬ ¬ ²°¨¶³ ¨¶¨¤¥¶¨© � ±¥¬¥©±²¢  �1; : : : ;�n ¨ ®²®-
¸¥¨¿ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ R. �²°®ª¨ ¬ ²°¨¶» � ±®®²¢¥²±²¢³¾² ¬®-
¦¥±²¢ ¬ �1; : : : ;�n,   ±²®«¡¶» { ª« ±± ¬ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¬®¦¥±²¢ 

� = X1 [ : : : [�n ¯® ®²®¸¥¨¾ R. �³±²¼ ½²® ª« ±±» C1; : : : ; �q. �®-
¦¥±²¢³ Xi ¨ ª« ±±³ Cj ±² ¢¨¬ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ·¨±«® tij ½«¥¬¥²®¢ ¬®¦¥-
±²¢  �i, «¥¦ ¹¨µ ¢ ª« ±±¥ Cj (¥±«¨ ² ª¨µ ½«¥¬¥²®¢ ¥² { ±² ¢¨¬ ³«¼).
�¯° ¢¥¤«¨¢  ±«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬ .

�¥®°¥¬  3. �¨±«® ²° ±¢¥°± «¥© ±¥¬¥©±²¢  ¬®¦¥±²¢ X1; : : : ;�n ¨

®²®¸¥¨¿ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ R ° ¢® ¯¥°¬ ¥²³ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥©

¬ ²°¨¶» ¨¶¨¤¥¶¨© � .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ t1i1 � : : : � tnin { ¯°®¨§¢®«¼»© ½«¥¬¥² ¯¥°¬ -

¥²  ¬ ²°¨¶» ¨¶¨¤¥¶¨© � . �±«¨ t1i1 � : : : � tnin = 0 ¤«¿ ¥ª®²®°®£®
 ¡®°  i1; : : : ; in, ²® § ·¨² tpip = 0 ¤«¿ ¥ª®²®°®£® ° 2 f1; : : : ; ng ¨ ²®-

£¤  ¥² ½«¥¬¥²®¢ ¬®¦¥±²¢  �° ¢ ª« ±±¥ Cip, ¯®½²®¬³ ²° ±¢¥°± «¨
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x1; : : : ; xn ± ³±«®¢¨¥¬

x1 2 X1; x2 2 X2; : : : ; xn 2 �n

x1 2 Ci1
; x2 2 Ci2

; : : : ; xn 2 Cin

¥ ±³¹¥±²¢³¥². �±«¨ t1i1 � : : : � tnin 6= 0, ²® ¨¬¥¥²±¿ t1i1 ½«¥¬¥²®¢ X1 ¢

ª« ±±¥ �1i1; t2i2 ½«¥¬¥²®¢ �2 ¢ ª« ±±¥ C2i2 ¨ ².¤. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¨¬¥¥¬

t1i1 � : : : � tnin ²° ±¢¥°± «¥© ±¥¬¥©±²¢  ¬®¦¥±²¢ �1; : : : ;�n ¨ ®²®¸¥¨¿

½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ R. � ·¨², ª ¦¤®¬³ ·«¥³ ¯¥°¬ ¥²  t1i1�: : :�tnin ±®®²-
¢¥²±²¢³¾² t1i1 �: : :�tnin ²° ±¢¥°± «¥©. �¡° ²®, ¯³±²¼ x1; : : : ; xn { ²° ±-

¢¥°± «¼ ±¥¬¥©±²¢  ¬®¦¥±²¢X1; : : : ;�n ¨ ®²®¸¥¨¿ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ R.

�¯°¥¤¥«¨¬ ¯¥°¥±² ®¢ª³ i1; : : : ; in, £¤¥ µ1 2 �i1
; µ2 2 �i2

; : : : ; xn 2 �in .

�®£¤  ²° ±¢¥°± «¨ x1; : : : ; xn ±®®²¢¥²±²¢³¾² t1i1 � : : : � tnin ²° ±¢¥°± «¥©

y1; : : : ; yn, ² ª¨µ, ·²®

x1 � y1(modR); : : : ; µn � ³n; (modR):

�²¨ t1i1 � : : : � tnin ²° ±¢¥°± «¥© ±®®²¢¥²±²¢³¾² ·«¥³ ¯¥°¬ ¥²  t1i1 �
: : : � tnin - �² ª, ± ®¤®© ±²®°®»,

per � =
X

(i1;:::;in)

t1i1 � : : : � tnin ;

  ± ¤°³£®© ±²®°®» { ½²® ·¨±«® ²° ±¢¥°± «¥© ±¥¬¥©±²¢  ¬®¦¥±²¢

X1; : : : ;�N ¨ ®²®¸¥¨¿ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ R. �¥®°¥¬  ¤®ª §  .

� ¬¥· ¨¥. �±«¨ R { ®²®¸¥¨¥ ° ¢¥±²¢ , ²® ²¥®°¥¬  1 ¯°¥¢° -
¹ ¥²±¿ ¢ ¨§¢¥±²³¾ ²¥®°¥¬³ �®«« ,   ²¥®°¥¬» 2 ¨ 3 { ¢ ±² ¤ °²»¥
ª®¬¡¨ ²®°»¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¿ (±¬. [4]).

3. �¨±²¥¬» ° §«¨·»µ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥© ±¥-

¬¥©±²¢  ¥·¥²ª¨µ ¬®¦¥±²¢

�³±²¼ X1; : : : ;Xn { ±¥¬¥©±²¢® ¥·¥²ª¨µ ¯®¤¬®¦¥±²¢ ª®¥·®£® ¬®-

¦¥±²¢  X. �«¿ ª ¦¤®£® i = 1; : : : ; n ¥·¥²ª®¥ ¬®¦¥±²¢® Xi ®¯°¥¤¥«¿-

¥²±¿ ¢¥±®¢®© ´³ª¶¨¥©mi : � ! R+, £¤¥ R+ { ¬®¦¥±²¢® ¥®²°¨¶ ²¥«¼-

»µ ¤¥©±²¢¨²¥«¼»µ ·¨±¥«, ¯°¨ ½²®¬ ¯®« £ ¥²±¿

mi(µ) = 0, ¥±«¨ µ =2 Xi,
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mi(µ) { ¢¥± ½«¥¬¥²  µ 2 Xi; 0 � mi(µ).

�¯°¥¤¥«¥¨¥. � ¡®° ½«¥¬¥²®¢ (a1; : : : ;  n) ¬®¦¥±²¢  � ¡³¤¥¬  §»-
¢ ²¼ ±¨±²¥¬®© ° §«¨·»µ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥© ±¥¬¥©±²¢  ¥·¥²ª¨µ ¯®¤¬®-
¦¥±²¢ X1; : : : ;�n, ¥±«¨ ¢»¯®«¥» ³±«®¢¨¿:

1. mi(ai) > 0 ¤«¿ ¢±¥µ i = 1; : : : ; n,

2. ai 6=  j ¯°¨ i 6= j.

�¯°¥¤¥«¨¬ ¢¥± ¢¥±®¢®© ´³ª¶¨¨ m : � ! R+ ª ª ·¨±«® ½«¥¬¥-

²®¢ X,   ª®²®°»µ ´³ª¶¨¿ m ¯°¨¨¬ ¥² ¥³«¥¢®¥ § ·¥¨¥. �¡®-

§ ·¨¬ ·¥°¥§ km(x)k ¢¥± ´³ª¶¨¨ m(µ). �³±²¼ X1;X2 { ¤¢  ¥·¥²ª¨µ
¬®¦¥±²¢ , ®¯°¥¤¥«¿¥¬»¥ ¢¥±®¢»¬¨ ´³ª¶¨¿¬¨ m1(x) ¨ m2(µ) ±®®²¢¥²-

±²¢¥®. �®£¤  ¬®¦¥±²¢® X1 [ X2 ¨¬¥¥² ¢¥±®¢³¾ ´³ª¶¨¾ m(µ) =

max(m1(x);m2(x)). �¥¯¥°¼ ¬®¦® ³ª § ²¼ ³±«®¢¨¿, ¯°¨ ª®²®°»µ ±³¹¥-
±²¢³¥² ±¨±²¥¬  ° §«¨·»µ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥© ¤«¿ ±¥¬¥©±²¢  ¥·¥²ª¨µ ¬®-

¦¥±²¢. �¯° ¢¥¤«¨¢  ±«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬ .

�¥®°¥¬  4. �¥¬¥©±²¢® ¥·¥²ª¨µ ¬®¦¥±²¢ X1; : : : ;�n ®¡« ¤ ¥² ±¨-

±²¥¬®© ° §«¨·»µ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥© ¢ ²®¬ ¨ ²®«¼ª® ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ª®£¤ 

¢»¯®«¥» ³±«®¢¨¿:

kmY (x)k � k ¤«¿ Y = Xi1
[ : : : [�ik

¤«¿ ¢±¥µ k = 1; : : : ; n ¨ ¢±¥µ 1 � i1 < : : : < ik � n.

�®ª § ²¥«¼±²¢® ¨¤¥©® ¯®¢²®°¿¥² ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 1.
� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ¢®¯°®± ® ·¨±«¥ ±¨±²¥¬ ° §«¨·»µ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥©

¤«¿ ±¥¬¥©±²¢ ¥·¥²ª¨µ ¬®¦¥±²¢. �³±²¼ X1; : : : ;�n { ±¥¬¥©±²¢® ¥·¥²-

ª¨µ ¬®¦¥±²¢. �°®¢¥¬ ±¨±²¥¬» ° §«¨·»µ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥© (a1; : : : ;  n)
±¥¬¥©±²¢  X1; : : : ;�n  §®¢¥¬ ·¨±«®

� = min(m1(a1); : : : ;mn( n)):

�¯°¥¤¥«¨¬ ¬ ²°¨¶³ ¨¶¨¤¥¶¨© ±¥¬¥©±²¢  ¥·¥²ª¨µ ¬®¦¥±²¢X1; : : : ;�n

ª ª ¬ ²°¨¶³ A = (aij) ° §¬¥°  n �m, £¤¥

 ij = mi(xj);X = fx1; : : : ; xmg; i = 1; : : : ; n; j = 1; : : : ;m:

�«¿ ¬ ²°¨¶» � ®¯°¥¤¥«¨¬ ±ª¥«¥²³¾ ¬ ²°¨¶³ �� = (bij), £¤¥ bij = 0 ¯°¨

 ij = 0, bij = 1 ¯°¨ aij > 0.
�«¿ ¯°®¨§¢®«¼®£® § ·¥¨¿ � 2 R+ ®¯°¥¤¥«¨¬ ¬ ²°¨¶³ ¨¶¨¤¥¶¨©

³°®¢¿ �, £¤¥ �� = (cij), ¯°¨·¥¬ cij = 0 ¯°¨  ij < �, cij = aij ¯°¨  ij � �

¨, ±®®²¢¥²±²¢¥®, ®¯°¥¤¥«¨¬ ±ª¥«¥²³¾ ¬ ²°¨¶³ ¨¶¨¤¥¶¨© ³°®¢¿ �:
���. �¯° ¢¥¤«¨¢  ±«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬ .
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�¥®°¥¬  5. �«¿ ¯°®¨§¢®«¼®£® ³°®¢¿ � 2 R+ ·¨±«® ±¨±²¥¬ ° §«¨·»µ

¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥© ±¥¬¥©±²¢  ¥·¥²ª¨µ ¬®¦¥±²¢ X1; : : : ;�n ³°®¢¿, ¥

¬¥¼¸¥£®, ·¥¬ �, ° ¢® ¯¥°¬ ¥²³ ±ª¥«¥²®© ¬ ²°¨¶» ¨¶¨¤¥¶¨©

³°®¢¿ �.

�®ª § ²¥«¼±²¢® ¯°®¢®¤¨²±¿ ¯® ²®© ¦¥ ±µ¥¬¥, ·²® ¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®-

°¥¬» 3.

4. �¨±²¥¬» ° §«¨·»µ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥© ±¥-

¬¥©±²¢  ¥·¥²ª¨µ ¬®¦¥±²¢ ¯°¨ ¤«¥-

¦ ¹¨µ ° §»¬ ª« ±± ¬ ¯® ®²®¸¥¨¾

½ª¢¨¢ «¥²®±²¨

�¡º¥¤¨¨¬ ²¥¯¥°¼ ®¡  ¯®¤µ®¤  ¤«¿ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ±¨±²¥¬ ° §«¨·-
»µ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥©. �³±²¼ ¤ ® ¬®¦¥±²¢® X,   ª®²®°®¬ § ¤ ®
®²®¸¥¨¥ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ R. �³±²¼ ¨¬¥¥²±¿ n ¥·¥²ª¨µ ¯®¤¬®-

¦¥±²¢ X1; : : : ;Xn, ®¯°¥¤¥«¥»µ ¢¥±®¢»¬¨ ´³ª¶¨¿¬¨ m1; : : : ;mn, £¤¥
mi : X ! R+.

�¯°¥¤¥«¥¨¥. � ¡®° ½«¥¬¥²®¢ a1; : : : ; an ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ²° ±¢¥°± -

«¼¾ ®²®±¨²¥«¼® ®²®¸¥¨¿ R, ¥±«¨ ¢»¯®«¥» ³±«®¢¨¿:

1. mi(ai) > 0 ¤«¿ ¢±¥µ i = 1; : : : ; n,

2. ai 6� aj(modR) ¯°¨ i 6= j.

�®¯°®± ® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¨ ²° ±¢¥°± «¨ ±¥¬¥©±²¢  ¥·¥²ª¨µ ¬®¦¥±²¢
®²®±¨²¥«¼® ®²®¸¥¨¿ R °¥¸ ¥² ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥.

�¥®°¥¬  6. �«¿ ±¥¬¥©±²¢  ¥·¥²ª¨µ ¬®¦¥±²¢ X1; : : : ;�n ¨ ®²®¸¥-

¨¿ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ R ±³¹¥±²¢³¥² ²° ±¢¥°± «¼ ¢ ²®¬ ¨ ²®«¼ª® ¢

²®¬ ±«³· ¥, ª®£¤  ¢»¯®«¥» ³±«®¢¨¿:

´³ª¶¨¿ mY (µ) ¤«¿ Y = Xi1
[ : : : [ �ik

®²«¨·  ®² ³«¿ ¥

¬¥¥¥, ·¥¬   k ª« ±± µ Y=R ¤«¿ ¢±¥µ k = 1; : : : ; n ¨ ¢±¥µ

1 � i1 < : : : < ik � n.

�®ª § ²¥«¼±²¢® ¯°®¢®¤¨²±¿ ¯® ²®© ¦¥ ±µ¥¬¥, ·²® ¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®-

°¥¬» 1.
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�¥°¥©¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ª ¢®¯°®±³ ® ·¨±«¥ ±¨±²¥¬ ° §«¨·»µ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥©

±¥¬¥©±²¢  ¥·¥²ª¨µ ¬®¦¥±²¢ ¨ ®²®¸¥¨¿ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ R.
�¯°¥¤¥«¨¬ ¬ ²°¨¶³ ¨¶¨¤¥¶¨© � ±¥¬¥©±²¢  X1; : : : ;�n ¨ ®²®¸¥-

¨¿ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ R. �²°®ª¨ ¬ ²°¨¶» � ±®®²¢¥²±²¢³¾² ¬®¦¥±²¢ ¬

X1; : : : ;�n, ²® ¥±²¼ ´³ª¶¨¿¬ m1; : : : ;mn,   ±²®«¡¶» { ª« ±± ¬ ½ª¢¨¢ -

«¥²®±²¨ ¬®¦¥±²¢  � = X1 [ : : : [ �n ¯® ®²®¸¥¨¾ R. �³±²¼ ½²®

ª« ±±» C1; : : : ; Cq. �®¦¥±²¢³ Xi ¨ ª« ±±³ Cj ±² ¢¨¬ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥

·¨±«® tij ½«¥¬¥²®¢ ¬®¦¥±²¢  Xi, «¥¦ ¹¨µ ¢ ª« ±±¥ Cj ¨ ¤«¿ ª®²®°»µ

¢»¯®«¥® mi(xj) > 0; xj 2 Cj (¥±«¨ ² ª¨µ ½«¥¬¥²®¢ ¥² { ±² ¢¨¬ ³«¼).
�¯° ¢¥¤«¨¢  ±«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬ .

�¥®°¥¬  7. �¨±«® ²° ±¢¥°± «¥© ±¥¬¥©±²¢  ¥·¥²ª¨µ ¬®¦¥±²¢

X1; : : : ;�n ¨ ®²®¸¥¨¿ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ R ° ¢® ¯¥°¬ ¥²³ ±®®²-

¢¥²±²¢³¾¹¥© ¬ ²°¨¶» � ¨¶¨¤¥¶¨© ±¨±²¥¬» ¬®¦¥±²¢ ¨ ®²®¸¥-

¨¿ R.

�®ª § ²¥«¼±²¢®   «®£¨·® ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ²¥®°¥¬» 3.
� «®£¨·® ¯°¥¤»¤³¹¥¬³ ¬®¦® ° ±±¬®²°¥²¼ ¢®¯°®± ®¡ ³·¥²¥

³°®¢¿ ±¨±²¥¬» ° §«¨·»µ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥© ¨ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ·¨±«® ±¨±²¥¬

° §«¨·»µ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥© ³°®¢¿, ¥ ¨¦¥ § ¤ ®© ¢¥«¨·¨» � 2 R+.
�±®, ·²® ¤ »© ¢®¯°®± ² ª¦¥ ±¢®¤¨²±¿ ª ¢»·¨±«¥¨¾ ¥ª®²®°»µ ¯¥°-

¬ ¥²®¢ ¥®²°¨¶ ²¥«¼»µ ¬ ²°¨¶.
� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢®¯°®± ® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¨ ¨ ¯¥°¥·¨±«¥¨¨ ±¨±²¥¬ ° §-

«¨·»µ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥© § ¤ ®£® ³°®¢¿ ¤«¿ ±¥¬¥©±²¢ ¥·¥²ª¨µ ¬®-

¦¥±²¢ ² ª¦¥ ±¢®¤¨²±¿ ª ¢»·¨±«¥¨¾ ¯¥°¬ ¥²®¢ ¥ª®²®°»µ ¬ ²°¨¶.
� ²¥®°¨¨ ¯¥°¬ ¥²®¢ ¨¬¥¥²±¿ ¡®«¼¸®¥ ·¨±«® ´ ª²®¢, ª ± ¾¹¨µ±¿

¨µ ½´´¥ª²¨¢®£® ¢»·¨±«¥¨¿ ¨«¨ ®¶¥¨¢ ¨¿. �²®¬³ ¯®±¢¿¹¥  ®¡-

¸¨° ¿ «¨²¥° ²³°  (±¬. [1], [5], [6]). �¤ ª®, ±  «£®°¨²¬¨·¥±ª®© ²®·ª¨
§°¥¨¿, § ¤ ·  ¢»·¨±«¥¨¿ ¯¥°¬ ¥²  ¯°®¨§¢®«¼®© ¬ ²°¨¶» ¿¢«¿¥²±¿

NP -²°³¤®© [9].

5. �¡  ¢²®¬®°´¨§¬ µ ¥·¥²ª®£® ¬®¦¥-

±²¢ 

�³±²¼ (X;�) { ¯°®¨§¢®«¼®¥ ¥·¥²ª®¥ ¬®¦¥±²¢®,   ª®²®°®¬ § ¤  

£°³¯¯  ¯°¥®¡° §®¢ ¨© G. �³±²¼ AG(�) { £°³¯¯   ¢²®¬®°´¨§¬®¢ ¬®-
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¦¥±²¢  (X;�) ¢ £°³¯¯¥ G, ².¥.

AG(�) = fg 2 Gj�(gx) = �(x)g ¤«¿ ¢±¥µ x 2 X

�¢²®¬®°´¨§¬» ¥·¥²ª®£® ¬®¦¥±²¢  ±®µ° ¿¾² ±¨±²¥¬» ° §«¨·»µ

¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥© ¯°®¨§¢®«¼»µ ±¥¬¥©±²¢ ¥£® ¯®¤¬®¦¥±²¢.
�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®¡±²¢¥ ¿ ¥²°¨¢¨ «¼ ¿ ¯®¤£°³¯¯  H £°³¯¯» G  -

§»¢ ¥²±¿ ¯«®²® ¢«®¦¥®©, ¥±«¨ H ¨¬¥¥² ¥²°¨¢¨ «¼®¥ ¯¥°¥±¥·¥¨¥ ±

ª ¦¤®© ¥²°¨¢¨ «¼®© ¶¨ª«¨·¥±ª®© ¯®¤£°³¯¯®© £°³¯¯» G.

�¥®°¥¬  8. �°³¯¯   ¢²®¬®°´¨§¬®¢ ¬®¦¥±²¢  (X;�) ¢ £°³¯¯¥ G ¥-

²°¨¢¨ «¼  ¢ ²®¬ ¨ ²®«¼ª® ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ¥±«¨ ®  ¥²°¨¢¨ «¼  ¢ ¥¥

¯«®²® ¢«®¦¥®© ¯®¤£°³¯¯¥ H.

�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼ AG(�) 6= e. �²® § ·¨², ·²® ±³¹¥±²¢³¥² g 2

G; g 6= e, ² ª®¥, ·²® g� = �. � ±±¬®²°¨¬ ¶¨ª«¨·¥±ª³¾ £°³¯¯³ < g >,

(< g >6= e ¯® ³±«®¢¨¾). �·¥¢¨¤®, ·²® < g >� AG(�). �®±ª®«¼ª³ H

¯«®²® ¢«®¦¥ , ²® H\ < g >6= e. � ·¨²,  ©¤¥²±¿ ² ª®¥ ¶¥«®¥ k,
·²® gk 2 H; gk 6= e. �·¥¢¨¤®, ·²® gk� = �, ¨ ²®£¤  ¨¬¥¥¬ AH(�) 6= e.
�¡° ²®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ®·¥¢¨¤®.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ±«³· ¥, ¥±«¨ £°³¯¯  G ¨¬¥¥² ¯«®²® ¢«®¦¥³¾

¯®¤£°³¯¯³ H, ²® ¯°¨ °¥¸¥¨¨ ¢®¯°®±  ® ²°¨¢¨ «¼®±²¨ £°³¯¯»  ¢²®-
¬®°´¨§¬®¢ ¥·¥²ª®£® ¬®¦¥±²¢  ¬®¦® § ¬¥¨²¼ £°³¯¯³ G £°³¯¯®© H,

¨¬¥¾¹¥© ¬¥¼¸¨© ¯®°¿¤®ª ¨, ¢¥°®¿²®, ¡®«¥¥ ¯°®±²®¥ ±²°®¥¨¥. �®¯°®±
®¡ ®¯¨± ¨¨ ¨  µ®¦¤¥¨¨ ¯«®²® ¢«®¦¥»µ ¯®¤£°³¯¯ ¯°®¨§¢®«¼®©
£°³¯¯» ¤®±² ²®·® ±«®¦¥. �» ®£° ¨·¨¬±¿ ° ±±¬®²°¥¨¥¬ ¶¨ª«¨·¥-

±ª¨µ £°³¯¯.

�¥®°¥¬  9. �³±²¼ G =< a; an = e > {¶¨ª«¨·¥±ª ¿ £°³¯¯  ¯®°¿¤ª  n.

�®£¤ , ¥±«¨ n ±¢®¡®¤® ®² ª¢ ¤° ²®¢ ¯°®±²»µ ·¨±¥«, ²® G ¥ ¨¬¥¥²

¯«®²® ¢«®¦¥»µ ¯®¤£°³¯¯. �±«¨ n ¥ ±¢®¡®¤® ®² ª¢ ¤° ²®¢, ²®

£°³¯¯  H =< a
n

p1 :::ps > ¯®°¿¤ª  p1; : : : ; ps, £¤¥ n = p�11 ; : : : ; p�s
s

{ ° §«®-

¦¥¨¥ n   ¯°®±²»¥ ¬®¦¨²¥«¨, ¡³¤¥² ¯«®²® ¢«®¦¥®© ¯®¤£°³¯¯®©

£°³¯¯» G.

�±«¨ n ±¢®¡®¤® ®² ª¢ ¤° ²®¢ ¯°®±²»µ ·¨±¥«, ²® G { ¯°¿¬®¥ ¯°®¨§-

¢¥¤¥¨¥ ¶¨ª«¨·¥±ª¨µ ¯®¤£°³¯¯ ¯°®±²»µ ¯®°¿¤ª®¢. �±«¨ H ¯«®²® ¢«®-

¦¥ , ²® H ±®¤¥°¦¨² ½«¥¬¥²» ¯°®±²»µ ¯®°¿¤ª®¢,   § ·¨² ¨ £°³¯¯³,

¯®°®¦¤¥³¾ ¨¬¨. � ·¨², G = H.
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�±«¨ n ¥ ±¢®¡®¤® ®² ª¢ ¤° ²®¢, ²® ¯³±²¼ b { ½«¥¬¥² ¯°®±²®£®

¯®°¿¤ª  p1, ².¥. bp1 = e. �®£¤  b = ak ¤«¿ ¥ª®²®°®£® k; k < n, ².¥.
¢»¯®«¥® akp1 = e ¨«¨ k � p1 � 0(modn). �²±¾¤  kp1 = nq, q { ¶¥«®¥.
�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¨¬¥¥¬

b =
�
a

n
p1

�
g

=
�
a

n
p1 :::ps

�
q�p2:::ps

2 H;

².¥. ½«¥¬¥²» ¯°®±²»µ ¯®°¿¤ª®¢ ¢µ®¤¿² ¢ £°³¯¯³ H. �¾¡ ¿ ¥²°¨¢¨-

 «¼ ¿ ¯®¤£°³¯¯  ±®¤¥°¦¨² ¶¨ª«¨·¥±ª³¾ ¯®¤£°³¯¯³ ¯°®±²®£® ¯®°¿¤ª 

¨ ¯®½²®¬³ H ¨¬¥¥² ¥ ¯³±²®¥ ¯¥°¥±¥·¥¨¥ ± «¾¡®© ¶¨ª«¨·¥±ª®© ¯®¤£°³¯-

¯®©, ².¥. H { ¯«®²® ¢«®¦¥ .

6. � ±¢®©±²¢ µ ¥·¥²ª®£® ¥¤¨¨·®£® ª³¡ 

�¥·¥²ª¨¬ ¥¤¨¨·»¬ ª³¡®¬ ° §¬¥°®±²¨ n ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ¯ °³
(En; f), £¤¥ En { ¬®¦¥±²¢®  ¡®°®¢ ¤«¨» n ¨§ ½«¥¬¥²®¢ 0; 1,   f

{ ´³ª¶¨¿ ¯°¨ ¤«¥¦®±²¨ ½«¥¬¥²  (x1; : : : ; xn) ¬®¦¥±²¢³ En, ².¥.

f : En ! R+. �® ±³¹¥±²¢³, ¥·¥²ª¨© ¥¤¨¨·»© ª³¡ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯±¥¢-

¤®¡³«¥¢®© ´³ª¶¨¥© f(x1; : : : ; xn).
�«¿ § ¤ ¨¿ ¥·¥²ª®£® ¬®¦¥±²¢  (En; f) ¬®£³² ¡»²¼ ¨±¯®«¼§®¢ »

° §«¨·»¥ ±¯®±®¡» ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ´³ª¶¨¨ f .
�¨¦¥ ¡³¤³² ¨±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ¯±¥¢¤®¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨©

¢ ¢¨¤¥ ¤¥©±²¢¨²¥«¼»µ ¬®£®·«¥®¢ ¨ ±¨±²¥¬» ¢¥±®¢. � ¯®¬¨¬ ¥ª®-

²®°»¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿.
�°¥¤±² ¢«¥¨¥ ¯±¥¢¤®¡³«¥¢®© ´³ª¶¨¨ f(x1; : : : ; xn) ¤¥©±²¢¨²¥«¼»¬

¬®£®·«¥®¬ ®¯°¥¤¥«¨¬ ¨¤³ª²¨¢®.
�°¨ n = 1 ´³ª¶¨¾ f(x) ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¬®£®·«¥

Pf (x) = (f(1) � f(0))x+ f(0):

�±«¨ ¤«¿ n�1 ¯°¥¤±² ¢«¿¾¹¨© ¬®£®·«¥ ®¯°¥¤¥«¥, ²® ¤«¿ n ´³ª-

¶¨¾ f(x1; : : : ; xn) ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¬®£®·«¥

Pf (x1; : : : ; xn) = (Pf (x1; : : : ; xn�1)�Pf(x1; : : : ; xn�1;0))xn+Pf (x1; : : : ; xn�1;0):

�¯°¥¤¥«¨¬ ¢¥± ¯±¥¢¤®¡³«¥¢®© ´³ª¶¨¨ f(x1; : : : ; xn) ª ª ¤¥©±²¢¨²¥«¼-

³¾ ±³¬¬³

kfk =
X

(x1;:::;xn)2En

f(x1; : : : ; xn)
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�«¿ ¯°®¨§¢®«¼®© ¯±¥¢¤®¡³«¥¢®© ´³ª¶¨¨ f(x1; : : : ; xn) ®¡° §³¥¬ 2n�

1 ´³ª¶¨© ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

f � x1; f � x2; : : : ; fxn; f � x1 � x2; : : : ; f � x1 : : : xn

�¥£ª® ¤®ª §»¢ ¥²±¿

�¥®°¥¬  10. �¨±²¥¬  2n ¢¥±®¢ kfk; kf �x1k; : : : ; kf �x1 : : : xnk ®¤®§ ·®

®¯°¥¤¥«¿¥² ¯±¥¢¤®¡³«¥¢³ ´³ª¶¨¾ f .

�³±²¼ (En; f) { ¥·¥²ª¨© ¥¤¨¨·»© ª³¡. �³±²¼ g : En ! En {

¥ª®²®° ¿ ¡¨¥ª¶¨¿. � ±±¬®²°¨¬ ¢®¯°®± ®¡ ³±«®¢¨¿µ, ª®£¤  ¡¨¥ª¶¨¿ g

¿¢«¿¥²±¿  ¢²®¬®°´¨§¬®¬ ¬®¦¥±²¢  (En; f). �±®, ·²® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ g

¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ±¥¬¥©±²¢®¬ ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨© g(g1; : : : ; gn).

�¥®°¥¬  11. �¨¥ª¶¨¿ (g1; : : : ; gn) ¿¢«¿¥²±¿  ¢²®¬®°´¨§¬®¬ ¥·¥²ª®£®

¬®¦¥±²¢  (En; f) ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¢»¯®«¥» 2n�1 ³±«®-
¢¨©

kf � g1 : : : gnk = kf x1 : : : xnk

kf � g1 : : : gn�1k = kf x1 : : : xn�1k

kf gi1 : : : gikk = kf xi1 : : : xikk

kf gik = kf xik; i = 1; n

(�)

�®ª § ²¥«¼±²¢® § ª«¾· ¥²±¿ ¢ ¥¯®±°¥¤±²¢¥®© ¯°®¢¥°ª¥ ½ª¢¨¢ «¥²-

®±²¨ ³±«®¢¨© (*) ¨ ³±«®¢¨¿ g {  ¢²®¬®p´¨§¬ ¯®½«¥¬¥²®.
� ª, ¯¥°¢®¥ ° ¢¥±²¢® ¢ (*) ¤ ¥²

f(1; : : : ; :1) = f(x1; : : : ; xn); £¤¥
g1(x1; : : : ; xn) = 1;

� � �

gn(x1; : : : ; xn) = 1:

�§ ±«¥¤³¾¹¥£® ° ¢¥±²¢  ¯®«³· ¥¬

f(1; : : : ; 1; 0) + f(1; : : : ; 1; 1) = f(x) + f(y);

£¤¥
g1(x1; : : : ; xn) = 1; g1(y1; : : : ; yn) = 1;
gn(x1; : : : ; xn) = 1; gn(y1; : : : ; yn) = 0:

�°®¤®«¦ ¿ ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯®«³· ¥¬

f(g�1(x)) = f(x) 8x 2 En;

².¥. g {  ¢²®¬®°´¨§¬ ¥·¥²ª®£® ¬®¦¥±²¢ .

�±®, ·²® ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¨ ®¡° ²®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥.
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