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�³±²¼ n - ¶¥«®¥ ·¨±«®, n � 2: �³±²¼ En = f0; 1; � � � ; n�1g: �®«¼¶® ¢»-

·¥²®¢, ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ¢±¥µ ½«¥¬¥²®¢ ¬®¦¥±²¢  En; ± ®¯¥° ¶¨¿¬¨ �;
;

®¡®§ · ¥²±¿, ª ª ®¡»·®, ·¥°¥§ Zn: �³±²¼ Sn - ¯®« ¿ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª ¿

£°³¯¯  ¢±¥µ ¯¥°¥±² ®¢®ª f(x)   ¬®¦¥±²¢¥ En: �±«¨ f; g 2 Sn; ²® ®¡®-

§ ·¨¬ f(x)g(x) = g(f(x)): �³±²¼ � (x) - ¯¥°¥±² ®¢ª  ¨§ Sn ² ª ¿, ·²®

� (0) = 1; � (1) = 0; � (a) = a ¯°¨ a 62 E2: � ª ¨§¢¥±²®, ¯¥°¥±² ®¢ª¨

� (x); x� 1 ¯®°®¦¤ ¾² £°³¯¯³ Sn:

�°³¯¯  ADn  ¢²®¬ ²»µ ¯¥°¥±² ®¢®ª ±®±²®¨² ¨§ ¢±¥µ ®¤®¬¥±²»µ

¤¥²¥°¬¨¨°®¢ »µ ´³ª¶¨©, § ¤ »µ ¨¨¶¨ «¼»¬¨  ¢²®¬ ² ¬¨ [1]

A ¢¨¤  A = (En; Q;En; ';  ;w); £¤¥ En -  «´ ¢¨² ¢µ®¤»µ ¨ ¢»µ®¤»µ

±¨¬¢®«®¢, Q - ¥ ®¡¿§ ²¥«¼® ª®¥·®¥ ¬®¦¥±²¢® ±®±²®¿¨©, ' : Q �

En ! Q - ´³ª¶¨¿ ¯¥°¥µ®¤®¢,  : Q� En ! En - ´³ª¶¨¿ ¢»µ®¤®¢, w -

 · «¼®¥ ±®±²®¿¨¥, ¯°¨·¥¬  ¢²®¬ ² A ¤®«¦¥ ®¡« ¤ ²¼ ±¢®©±²¢®¬:

8q 2 Q9mq 2 En( (q; x) = x�mq):

�®¤£°³¯¯  ¢ ADn; ±®±²®¿¹ ¿ ¨§ ®£° ¨·¥® - ¤¥²¥°¬¨¨°®¢ »µ

´³ª¶¨© [1], ®¡®§ · ¥²±¿ ·¥°¥§ AZn: � ¬¥²¨¬, ·²® AZn ±®¤¥°¦¨² ¡¥±-

ª®¥·³¾ ª®¥·® - ¯®°®¦¤¥³¾ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª³¾ ¯®¤£°³¯¯³ [2].

�°³¯¯  DSn  ¢²®¬ ²»µ ¯¥°¥±² ®¢®ª ±®±²®¨² ¨§ ¢±¥µ ®¤®¬¥±²»µ

¤¥²¥°¬¨¨°®¢ »µ ´³ª¶¨©, § ¤ »µ ¨¨¶¨ «¼»¬¨  ¢²®¬ ² ¬¨ A

¢¨¤  A = (En; Q;En; ';  ;w); ®¡« ¤ ¾¹¨¬¨ ±¢®©±²¢®¬:

8q 2 Q9fq(x) 2 Sn( (q; x) = fq(x)):

�®¤£°³¯¯  ¢ DSn; ±®±²®¿¹ ¿ ¨§ ®£° ¨·¥® - ¤¥²¥°¬¨¨°®¢ »µ

´³ª¶¨©, ®¡®§ · ¥²±¿ ·¥°¥§ ASn [1].
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�¥°» ±«¥¤³¾¹¨¥ £°³¯¯®¢»¥ ¢ª«¾·¥¨¿:

DSn � ASn � AZn;DSn � ADn � AZn:

�³±²¼ Dn = fA = (En; Q;En; ';  ;w) 2 ASn :

9q 2 Q8q1 2 q(( (q; x) = x� 1) ^ ((q1 = q) _ ( (q1; x) = x)))g:

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ±¨±²¥¬³ Dn ¢µ®¤¿² ²¥  ¢²®¬ ²» ¨§ ASn;   ¤¨ -

£° ¬¬¥ �³°  [1] ª®²®°»µ «¨¸¼ ¢ ¥¤¨±²¢¥®¬ ±®±²®¿¨¨ °¥ «¨§³¥²±¿

´³ª¶¨¿ x � 1;   ¢ ®±² «¼»µ ±®±²®¿¨¿µ °¥ «¨§³¥²±¿ ²®¦¤¥±²¢¥ ¿

´³ª¶¨¿ ¢µ®¤ .

�³±²¼ Tn = fA = (En; Q;En; ';  ;w) 2 ASn :

9q 2 Q8q1 2 q(( (q; x) = � (x)) ^ ((q1 = q) _ ( (q1; x) = x)))g:

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ±¨±²¥¬³ Tn ¢µ®¤¿² ²¥  ¢²®¬ ²» ¨§ ASn;   ¤¨ -

£° ¬¬¥ �³°  [1] ª®²®°»µ «¨¸¼ ¢ ¥¤¨±²¢¥®¬ ±®±²®¿¨¨ °¥ «¨§³¥²±¿

´³ª¶¨¿ � (x);   ¢ ®±² «¼»µ ±®±²®¿¨¿µ °¥ «¨§³¥²±¿ ²®¦¤¥±²¢¥ ¿

´³ª¶¨¿ ¢µ®¤®£® § ·¥¨¿.

�³±²¼ ² ª¦¥ S(n) = Dn [ Tn:

�¥°¥§ Em

n
¬» ®¡®§ ·¨¬ ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ±«®¢ ¤«¨» m, ±®±²®¿¹¨µ

¨§ ¡³ª¢  «´ ¢¨²  En: �¥°¥§ E
�

n
¬» ®¡®§ ·¨¬ ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ±«®¢ ª®-

¥·®© ¤«¨», ±®±² ¢«¥»µ ¨§ ½«¥¬¥²®¢  «´ ¢¨²  En: �³¯¥°¯®§¨¶¨¾

 ¢²®¬ ²»µ ®²®¡° ¦¥¨© A ¨ B ®¡®§ ·¨¬ ª ª A �B ¨ ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼:

¥±«¨ C = A �B; ²® ¯°¨ «¾¡®¬ � 2 E�
n
¨¬¥¥² ¬¥±²® C(�) = B(A(�)):

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �³±²¼ A 2 ADn: �³±²¼ ¤«¿ � 2 E
�

n
·¥°¥§ q� ®¡®§ ·¥®

±®±²®¿¨¥, ¢ ª®²®°®¥  ¢²®¬ ² A ¯¥°¥µ®¤¨² ¨§  · «¼®£® ±®±²®¿¨¿ w

¯® ¢µ®¤®¬³ ±«®¢³ �: �³±²¼  (q�; x) = x � mq�
: � ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®©

¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼¾ f�A
t
: t � 0g  ¢²®¬ ²  A  §»¢ ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹ ¿

¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ·¨±¥« �A
t
¨§ En :

�
A

0 = mw;

  ¯°¨ t � 1

�
A

t
=
X

�2Et

n

mq�
(mod n):

�±«¨ A;B 2 ADn ¨ C = A � B; ²® ¯°¨ «¾¡®¬ t � 0 ¨¬¥¥² ¬¥±²®:

�
C

t
= �

A

t
� �

B

t
; ·²® ¥²°³¤® ¯°®¢¥°¨²¼ ¥¯®±°¥¤±²¢¥®.
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�°¨ � 2 E�
n
·¥°¥§ �1 ®¡®§ ·¨¬ ±¢¥°µ±«®¢® [1]: �� � � �� � � � :

�¯°¥¤¥«¨¬ ±¨±²¥¬³ =n ¢ £°³¯¯¥ ADn ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

=n = fA 2 ADn : �
A

t
= 1 ¯°¨ ¢±¥µ t � 0g:

�±¥ ½«¥¬¥²» ±¨±²¥¬» =n ¨¬¥¾² ¡¥±ª®¥·»© ¯®°¿¤®ª (¨¤³ª¶¨¥© ¯® N

«¥£ª® ¯°®¢¥°¿¥²±¿, ·²® ®²®¡° ¦¥¨¿ ¨§ =n ¤¥©±²¢³¾²   ª ¦¤®¬ ¬®-

¦¥±²¢¥ EN

n
ª ª ¶¨ª«¨·¥±ª ¿ ¯¥°¥±² ®¢ª  ¯®°¿¤ª  nN ).

�¥¬¬  1. �³±²¼ A 2 DSn: �³±²¼ W = f�01 : � 2 E
�

n
g: �³±²¼ ±³¹¥-

±²¢³¥² � ¨§ ¬®¦¥±²¢  ±¢¥°µ±«®¢ W , ² ª®¥, ·²® § ·¥¨¥ A(�) ®²®-

¡° ¦¥¨¿ A   ±¢¥°µ±«®¢¥ � ¥ ¯°¨ ¤«¥¦¨² W , ® ¤«¿ «¾¡®£® � ¨§

W ¨¬¥¥² ¬¥±²® A�1(�) 2 W; ²® ¥±²¼ ®¡° ²®¥ ª A ®²®¡° ¦¥¨¥ A�1

±®µ° ¿¥² ¬®¦¥±²¢® W . �®£¤  ®²®¡° ¦¥¨¥ A ¨¬¥¥² ¡¥±ª®¥·»©

¯®°¿¤®ª.

�¥®°¥¬  1. �°³¯¯  AZn ¯®°®¦¤ ¥²±¿ ½«¥¬¥² ¬¨ ¡¥±ª®¥·®£® ¯®-

°¿¤ª .

�¥®°¥¬  2. �°³¯¯  ADn ¯®°®¦¤ ¥²±¿ ½«¥¬¥² ¬¨ ¡¥±ª®¥·®£® ¯®-

°¿¤ª .

�¥¬¬  2. �®¦¥±²¢® S(n) ¿¢«¿¥²±¿ ¯®°®¦¤ ¾¹¥© ±¨±²¥¬®© ¤«¿

£°³¯¯» ASn:

�¥®°¥¬  3. �°³¯¯  ASn ¯®°®¦¤ ¥²±¿ ½«¥¬¥² ¬¨ ¡¥±ª®¥·®£® ¯®-

°¿¤ª .

�®ª § ²¥«¼±²¢  ¯°¨¢®¤¿²±¿ ¢ ° ¡®²¥  ¢²®°  [3].

� ¬¥²¨¬, ·²® ¢ [3] ¬» ½´´¥ª²¨¢»¬ ®¡° §®¬ ¯®±²°®¨«¨ ¯®°®¦¤ -

¾¹³¾ ±¨±²¥¬³ ¨§ ½«¥¬¥²®¢ ¡¥±ª®¥·®£® ¯®°¿¤ª  ¤«¿ £°³¯¯ ASn; AZn
(±³¹¥±²¢³¥²  «£®°¨²¬, ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨© ¯°¨ ¤«¥¦®±²¼ ¯°®¨§¢®«¼®£®

 ¢²®¬ ²  £°³¯¯» ¯°¥¤«®¦¥»¬ ¯®°®¦¤ ¾¹¨¬ ±¨±²¥¬ ¬, ±®±²®¿¹¨¬

¨§ ½«¥¬¥²®¢ ¡¥±ª®¥·®£® ¯®°¿¤ª ).

�¤ ª® ¥¨§¢¥±²®, ±³¹¥±²¢³¥² «¨ ½´´¥ª²¨¢ ¿ ¯°®¶¥¤³°  ®¯°¥¤¥-

«¥¨¿ ¯®°¿¤ª  ¯°®¨§¢®«¼®£® ª®¥·®£®  ¢²®¬ ²  ¤ ¦¥ ¢ £°³¯¯¥ AS2:

� ¬¥²¨¬ ² ª¦¥, ·²® ¥¨§¢¥±²®, ¯®°®¦¤ ¾² «¨ ¢±¥ ½«¥¬¥²» ¯®°¿¤ª 

2 £°³¯¯³ AS2:
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�±«¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ £°³¯¯³ ADp ª ª ´³ª¶¨® «¼³¾ ±¨±²¥¬³ ±  «-

£¥¡° ¨·¥±ª®© ®¯¥° ¶¨¥© ±³¯¥°¯®§¨¶¨¨ ¨ ²®¯®«®£¨·¥±ª®© ®¯¥° ¶¨¥© § -

¬»ª ¨¿ (²® ¥±²¼ ± ®¯¥° ²®°®¬ A - ¯®«®²», [1]), ²® ½«¥¬¥²» ¯®°¿¤ª 

p ¯®°®¦¤ ¾² ADp ¯°¨ ¯°®±²®¬ ·¨±«¥ p.

�²¬¥²¨¬, ·²® ¢®¯°®± ® ²®¬,  ¢²®¬ ²» ª ª¨µ ¯®°¿¤ª®¢ ¢µ®¤¿² ¢ ±¨-

±²¥¬³ S(n); ¿¢«¿¥²±¿ ®²ª°»²»¬ ¤ ¦¥ ¤«¿ ±«³· ¿ n = 2 ( ¢ ±«³· ¥ n = 2

¬®¦¥±²¢  Dn ¨ Tn ±®¢¯ ¤ ¾²). � £°³¯¯¥ AS2 ¢±¥ ½«¥¬¥²» ª®¥·®£®

¯®°¿¤ª  ¨¬¥¾² ¯®°¿¤ª¨, ¿¢«¿¾¹¨¥±¿ ±²¥¯¥¿¬¨ 2 [1]. �§¢¥±²®, ·²®

±¨±²¥¬  S(2) ±®¤¥°¦¨² ½«¥¬¥²» ¯¥°¢®£®, ¢²®°®£®, ·¥²¢¥°²®£® (°¥§³«¼-

² ²  ¢²®°  [4]) ¨ ¡¥±ª®¥·®£® ¯®°¿¤ª . �¥¨§¢¥±²®, ±®¤¥°¦ ²±¿ «¨ ¢

±¨±²¥¬¥ S(2) ½«¥¬¥²» ª ª¨µ - «¨¡® ¤°³£¨µ ¯®°¿¤ª®¢ ( ¯°¨¬¥°, ¢®±¼-

¬®£®).

� ¬¥²¨¬, ·²® ¥±«¨ A1 2 S(2) ¨ A1 6= E; £¤¥ E - ¥¤¨¨¶   ¢²®¬ ²®©

£°³¯¯», A1 = (E2; f1; � � � ; ng; E2; ';  ;w);  (1; x) = x�1; ²®  ¢²®¬ ² A0 =

(E2; f1; � � � ; ng; E2; ';  ; 1) ¨¬¥¥² ¯®°¿¤®ª, ° ¢»© ¯®°¿¤ª³  ¢²®¬ ²  A1:

�³±²¼ A0 - ½«¥¬¥² ±¨±²¥¬» S(2); 1 -  · «¼®¥ ±®±²®¿¨¥ A0 ¨ ¢ ½²®¬

±®±²®¿¨¨ °¥ «¨§³¥²±¿ ¥²®¦¤¥±²¢¥ ¿ ¢»µ®¤ ¿ ´³ª¶¨¿  (1; x) = x�

1: �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²®  ¢²®¬ ² A0 ¨¬¥¥² ¯®°¿¤®ª, ¡®«¼¸¨© 2: jA0j > 2:

�·¥¢¨¤®, ·²® ¤«¿  ¢²®¬ ²  A0 = (E2; f1; � � � ; ng; E2; ';  ; 1) ¢»¯®«¥®

±«¥¤³¾¹¥¥:

9 2 E�29� 2 E2(q� = 1; qA0(�) 6= 1):

� ¯®¬¨¬, ·²® ¤«¿ � 2 E�2 ·¥°¥§ q� ®¡®§ ·¥® ±®±²®¿¨¥, ¢ ª®²®°®¥

 ¢²®¬ ² A0 ¯¥°¥µ®¤¨² ¨§  · «¼®£® ±®±²®¿¨¿ 1 ¯® ¢µ®¤®¬³ ±«®¢³ �:

�§ ¢±¥µ ±«®¢ ; ®¡« ¤ ¾¹¨µ ¢»¸¥¯°¨¢¥¤¥»¬ ±¢®©±²¢®¬, ¢»¡¥°¥¬

±«®¢®  ¨¬¥¼¸¥© ¤«¨» (² ª¨µ, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¥±ª®«¼ª®) ¨ ®¡®§ -

·¨¬ ¥£® ·¥°¥§ �: �²® ±«®¢® �  §®¢¥¬ ° §¤¥«¿¾¹¨¬. �¥ ®£° ¨·¨¢ ¿

®¡¹®±²¨, ¬®¦® ±·¨² ²¼, ·²® � = 0:

�·¥¢¨¤®:

q0� = 1; q1� 6= 1; A0(0�) = 1�;A0(1�) = 0�:

�¬¥¥² ¬¥±²®:

�¥¬¬  3. �±«¨ ¯®°¿¤®ª  ¢²®¬ ²  A0 ° ¢¥ 4, ²®  ¢²®¬ ² A0 ¨¬¥¥²

±«¥¤³¾¹³¾ ®°¡¨²³ ¬®¹®±²¨ 4 ¨§ ±¢¥°µ±«®¢ R00; R01; R10; R11 ¤«¿ ª ¦-

¤®£® ° §¤¥«¿¾¹¥£® ±«®¢  � :

Rab = (a� b� 1) � (a�1 b�2) (a�3 b�4) � � �
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� � � (a�2k+1 b�2k) � � � ;

a; b 2 E2;

£¤¥

�1; �2; � � � ; �n; � � �

- ¥ª®²®°»¥  · «¼»¥ ´° £¬¥²» ±«®¢  �:

�±¯®«¼§³¿ ¢»¸¥¯°¨¢¥¤¥³¾ �¥¬¬³, ¬®¦® ¯®±²°®¨²¼ ½«¥¬¥² ±¨-

±²¥¬» S(2) ·¥²¢¥°²®£® ¯®°¿¤ª . �¨ £° ¬¬  ½²®£®  ¢²®¬ ²  (¬¨¨¬ «¼-

»© ¯® ·¨±«³ ±®±²®¿¨©   ¤¨ £° ¬¬¥ �³°  ½«¥¬¥² 4 - £® ¯®°¿¤ª  ±¨-

±²¥¬» S(2) ¨¬¥¥² 8 ±®±²®¿¨©) ¯°¨¢®¤¨²±¿ ¢ ° ¡®²¥  ¢²®°  [4].

�¥®°¥¬  4. � £°³¯¯¥ AS2 ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼®£®  ²³° «¼®£® ·¨±«  k ±³-

¹¥±²¢³¥²  ¢²®¬ ², ¨¬¥¾¹¨© °®¢® k ®²°¨¶ ¨©   ¤¨ £° ¬¬¥ �³° 

¯®°¿¤ª  2k+1: (�¬. [5].)

� § ª«¾·¥¨¥ ¯°¨¢¥¤¥¬ ®¤® ¨²¥°¥±®¥ ¤®±² ²®·®¥ ³±«®¢¨¥ ¡¥±ª®-

¥·®±²¨ ¯®°¿¤ª   ¢²®¬ ²  ¨§ £°³¯¯» AS2:

�³±²¼ A 2 AS2 ¨ § ¤  ¤¨ £° ¬¬®© ±  «´ ¢¨²®¬ ±®±²®¿¨© Q =

f1; � � � ; ng; ¯°¨·¥¬ ¢ ±®±²®¿¨¿µ ¨§ ¬®¦¥±²¢  M1 = f1; � � � ; kg °¥ «¨-

§³¥²±¿ ®²°¨¶ ¨¥ ¢µ®¤®£® § ·¥¨¿,   ¢ ®±² «¼»µ ±®±²®¿¨¿µ - ²®-

¦¤¥±²¢¥ ¿ ´³ª¶¨¿ ¢µ®¤®£® § ·¥¨¿. �³±²¼ 1 -  · «¼®¥ ±®±²®¿-

¨¥. �³±²¼ ¯°¨ ¯°®¨§¢®«¼®¬ t � 2 ®¯°¥¤¥«¥® Mt = fi 2 Q : 9ai 2

E2('(i; ai) 2Mt�1; '(i; ai � 1) 62Mt�1:)g

�·¥¢¨¤®, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® t Mt � Q; ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-

®±²¼ fMtg ( §»¢ ¥¬ ¿ £®¬®«®£¨·¥±ª®© ) ¿¢«¿¥²±¿ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®©.

�¥®°¥¬  5. �³±²¼ £®¬®«®£¨·¥±ª ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼  ¢²®¬ ²  A

¨¬¥¥² ¢¨¤:

M1; � � � ;MT ;M1; � � � ;MT ; � � � :

�®£¤   ¢²®¬ ² A ¨¬¥¥² ¡¥±ª®¥·»© ¯®°¿¤®ª.

� ¬¥²¨¬, ·²® ¢ ° ¡®²¥ [5] ² ª¦¥ ¨§³·¥» ²®¯®«®£¨·¥±ª¨¥ µ ° ª²¥°¨-

±²¨ª¨ £°³¯¯  ¢²®¬ ²»µ ¯¥°¥±² ®¢®ª AS2 ¨ AD2: �¨ ¡»¢ ¾² ¯®«¥§»

¯°¨ ¯°®¿±¥¨¨ °¿¤   ¢²®¬ ²»µ ¨ ²¥®°¥²¨ª® - £°³¯¯®¢»µ ±¢®©±²¢  ¢-

²®¬ ²»µ £°³¯¯. � ®¯°¥¤¥«¥®© ¬¥²°¨ª¥ ¤¨±ª°¥²»¬¨ ¯®¤£°³¯¯ ¬¨

¿¢«¿¾²±¿ «¨¸¼ ª®¥·»¥ ¯®¤£°³¯¯» AD2; ¥±²¼ ®²ª°»²® - § ¬ª³²»¥
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¬®¦¥±²¢ , ª®¬¯ ª² ¿ £°³¯¯  AD2 ¥ ¿¢«¿¥²±¿ £°³¯¯®© �¨ (ª ª «®-

ª «¼® ª®¬¯ ª² ¿ £°³¯¯ , ¢ ª ¦¤®© ®ª°¥±²®±²¨ ¥¤¨¨¶» ª®²®°®© ±®-

¤¥°¦¨²±¿ ¥²°¨¢¨ «¼ ¿ ¯®¤£°³¯¯ ).

�¢²®° ¢»° ¦ ¥² ¡« £®¤ °®±²¼ �«¥¸¨³ �.�. §  °³ª®¢®¤±²¢® ° ¡®-

²®© ¨ �³¤°¿¢¶¥¢³ �.�. §  ¶¥»¥ ±®¢¥²» ¯® ¯°¥¤±² ¢«¥¨¾ °¥§³«¼² ²®¢

¨ ¬®£®·¨±«¥»¥ ª®±³«¼² ¶¨¨.
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