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1. �¢¥¤¥¨¥

� ¯®±«¥¤¨¥ £®¤» ¯®±«¥ § ¢¥°¸¥¨¿ ¡¨¯®«¿°®£® ¤¥«¥¨¿ ¬¨°  °¥§ª®

¢®§°®±«® ª®«¨·¥±²¢® ª®´«¨ª²®¢   ¬¥¦½²¨·¥±ª®© ¯®·¢¥, ¨ ¢®§¨ª« 

 ±³¹ ¿ ¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ¢ ±°¥¤±²¢ µ ¨µ ¯°¥¤®²¢° ¹¥¨¿ ¨ «®ª «¨§ -

¶¨¨. �°¥¤« £ ¥¬»¥ ¨¦¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ¬®¤¥«¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®©

¯®¯»²ª³ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¿ ° §¢¨²¨¿ ² ª¨µ ª®´«¨ª²®¢.

2. �¡¹¥¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ®¤®°®¤®© ±²°³ª-

²³°»

�¤®°®¤ ¿ ±²°³ª²³°  (±®ª° ¹¥® ��) [1, 2] ¨«¨ ª«¥²®·»©  ¢-
²®¬ ² � ´®°¬ «¼® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª  ¡®° hZ2

; En; V; 'i, £¤¥ Z
2 -

¬®¦¥±²¢® ¢¥ª²®°®¢   ¯«®±ª®±²¨ ± ¶¥«®·¨±«¥»¬¨ ª®®°¤¨ ² ¬¨,

En = f0; 1; : : : ; n � 1g, V = f�1; �2; : : : ; �h�1g - ³¯®°¿¤®·¥»©  ¡®°

° §«¨·»µ ¥³«¥¢»µ ¢¥ª²®°®¢ ¨§ Z
2, ' - ´³ª¶¨¿ n-§ ·®© «®£¨ª¨

®² h ¯¥°¥¬¥»µ, ¯°¨·¥¬ ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ k, ·²® '(k; k; : : : ; k) = k.

�¥ª²®°» ¨§ Z
2  §»¢ ¾²±¿ ¿·¥©ª ¬¨ (ª«¥²ª ¬¨) ®¤®°®¤®© ±²°³ª-

²³°» (ª«¥²®·®£®  ¢²®¬ ² ), ½«¥¬¥²» ¬®¦¥±²¢  En - ±®±²®¿¨-

¿¬¨ ¿·¥©ª¨. � ¡®° V ,  §»¢ ¥¬»© ¸ ¡«®®¬ ±®±¥¤±²¢  ®¤®°®¤®©

±²°³ª²³°», ¤«¿ ª ¦¤®© ¿·¥©ª¨ � ®¯°¥¤¥«¿¥² ¥¥ ®ª°¥±²®±²¼ V (�) =

f�;�+�1; : : : ; �+�h�1g. � ª®¥¶, ´³ª¶¨¿ ' § ¤ ¥² «®ª «¼³¾ ´³ª¶¨¾
¯¥°¥µ®¤®¢ ®¤®°®¤®© ±²°³ª²³°»: ¥±«¨ ¢ ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ t ±®±²®¿¨¿

¿·¥¥ª �;�+�1; �+�2; : : : ; �+�h�1 ° ¢» ±®®²¢¥²±²¢¥® x0; x1; : : : ; xh�1,

²® ±®±²®¿¨¥ ¿·¥©ª¨ � ¢ ±«¥¤³¾¹¨© ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ t + 1 ¯®« £ ¥²±¿

° ¢»¬ '(x0; x1; : : : ; xh�1).
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�°¨¯¨±»¢ ¿ ª ¦¤®© ¿·¥©ª¥ �� � ±®±²®¿¨¥ ¨§ ¬®¦¥±²¢  En, ¯®«³-

·¨¬ ±®±²®¿¨¥ ®¤®°®¤®© ±²°³ª²³°». �°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¯®¤ ±®±²®¿-

¨¥¬ �� � ¯®¨¬ ¥²±¿ ´³ª¶¨¿ f , ®¯°¥¤¥«¥ ¿   ¬®¦¥±²¢¥ ¿·¥¥ª Z2

¨ ¯°¨¨¬ ¾¹ ¿ § ·¥¨¿ ¨§ En.

�³ª¶¨®¨°®¢ ¨¥ (¯®¢¥¤¥¨¥) �� ¯°®¨±µ®¤¨² ¢ ¤¨±ª°¥²®¬ ¢°¥-

¬¥¨ t = 0; 1; : : : ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®£® ¢»¯®«¥¨¿ ®±®¢®©

´³ª¶¨¨ ¯¥°¥µ®¤®¢. �±®¢ ¿ ´³ª¶¨¿ (®¯¥° ²®°) ¯¥°¥µ®¤®¢ � ®¯°¥-

¤¥«¿¥²±¿   ¬®¦¥±²¢¥ ¢±¥µ ±®±²®¿¨© �� �, ¯°¨ ½²®¬ ±·¨² ¥²±¿, ·²®

±®±²®¿¨¥ �� f ¯¥°¥µ®¤¨² ¢ ±®±²®¿¨¥ �� g; g = �(f), ¥±«¨ ¤«¿ «¾-

¡®© ¿·¥©ª¨ � ¢»¯®«¿¥²±¿ ° ¢¥±²¢® g(�) = '(f(�); f(�+ �1); : : : ; f(�+

�h�1)), ².¥. ±®±²®¿¨¥ ª ¦¤®© ¿·¥©ª¨ ¯®±«¥ ¯¥°¥µ®¤  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯®

±®±²®¿¨¾ ®ª°¥±²®±²¥© ¿·¥©ª¨ ¤® ¯¥°¥µ®¤  ± ¯®¬®¹¼¾ «®ª «¼®£® ¯°¥-

®¡° §®¢ ¨¿ ', ¥ § ¢¨±¿¹¥£® ®² ° ±¯®«®¦¥¨¿ ¿·¥©ª¨ � ¢ ¯°®±²° ±²¢¥

Z
2. � ª ¯° ¢¨«®, ¨§³· ¥²±¿ ¯®¢¥¤¥¨¥ ²®«¼ª® ² ª¨µ ±®±²®¿¨© ��, ³ ª®-

²®°»µ «¨¸¼ ª®¥·®¥ ·¨±«® ¿·¥¥ª  µ®¤¨²±¿ ¢ ±®±²®¿¨¨, ®²«¨·®¬ ®²

±®±²®¿¨¿ ¯®ª®¿ k. �®±²®¿¨¿ �� ² ª®£® ¢¨¤   §»¢ ¾²±¿ ª®´¨£³° -

¶¨¿¬¨.
�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1. �®¥·»¥ ¥¯³±²»¥ ¬®¦¥±²¢  ¿·¥¥ª ��  §»¢ ¥¬

¡«®ª ¬¨ ½²®© ��. �«®ª
S
�2B

V (�)  §»¢ ¥¬ ®ª°¥±²®±²¼¾ ¡«®ª  B ¨

®¡®§ · ¥¬ ¯®±°¥¤±²¢®¬ V (B).

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2. B�nm = f� = (�1; �2) 2 Z
2 : j�1 � �1j � n; j�2 �

�2j � mg; � 2 Z
2 - ¶¥«®·¨±«¥»© ¯°¿¬®³£®«¼¨ª ¢®ª°³£ ¿·¥©ª¨ �.

Bnm = B0nm - ¶¥«®·¨±«¥»© ¯°¿¬®³£®«¼¨ª ¢®ª°³£ ³«¿.

3. �¯°¥¤¥«¥¨¥ ¬®¤¥«¥©

�³±²¼ S 2 Z
2
; jSj <1; jV (S)nSj = o(jSj), ².¥. £° ¨¶  ¬®¦¥±²¢  S

¬ «  ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ± ¬¨¬ ¬®¦¥±²¢®¬. �° ¨¶ , ¥±²¥±²¢¥®, ®¯°¥¤¥-

«¿¥²±¿ ¢ ²¥°¬¨ µ ®ª°¥±²®±²¨ V . S ¬» ¤ «¼¸¥ ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ®¯®°-

»¬ ¬®¦¥±²¢®¬. �® ¢±¥µ ¯°¨¢®¤¨¬»µ ¨¦¥ ¬®¤¥«¿µ S ¯°¥¤±² ¢«¿¥²

±®¡®© ª®¥·³¾ ¯®¯³«¿¶¨¾, ¢ ª®²®°®© ¨§³· ¥²±¿ ¯®¢¥¤¥¨¥ ¬®¤¥«¥© °®-

±²   £°¥±±¨¢®±²¨.

� ¦¤ ¿ ¿·¥©ª  ¨§ S ±®®²®±¨²±¿ ± ®¤¨¬ ¨¤¨¢¨¤³³¬®¬ ¨§ ¯®¯³«¿-

¶¨¨. �±¥ ª«¥²ª¨ ¢¥ S ¯®«³· ¾² § ·¥¨¥ ¯®ª®¿ k, ¨ ¤«¿ ¨µ «®ª «¼ ¿

´³ª¶¨¿ ¯¥°¥µ®¤  '(k; : : :) = k, ¨ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ ½²® ¥ ³¯®¬¨ ¥²±¿.

� ª²¨·¥±ª¨ ´³ª¶¨®¨°®¢ ¨¥ ¬®¤¥«¨ ¯°®¨±µ®¤¨² ¢³²°¨ ¬®¦¥±²¢ 
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S.

�® ¢±¥µ ¬®¤¥«¿µ  £°¥±±¨¢®±²¼ ¡³¤¥² ®¯°¥¤¥«¿²¼±¿ ª®´¨£³° ¶¨¥©

f : S ! Z2, ².¥. ¨¤¨¢¨¤³³¬ «¨¡® ±¯®ª®¥, «¨¡® ¢®§¡³¦¤¥. � ¥-

®°¤¨ °»µ ¯®¯³«¿¶¨¿µ ª ¦¤ ¿ ¿·¥©ª  ± ¡¦ ¥²±¿ ¥ª®²®°»¬ ¥¨§¬¥-

¿¥¬»¬  ¡®°®¬ ¯°¨§ ª®¢ n. �®²¿ ¢ ®¡¹¥¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ ®¤®°®¤®©

±²°³ª²³°» «®ª «¼ ¿ ´³ª¶¨¿ ¯¥°¥µ®¤  ¥ § ¢¨±¨² ®² ¿·¥©ª¨ �, ®¤ ª®

¯³²¥¬ ¢¢¥¤¥¨¿ ¥ª®²®°»µ ¤®¯®«¨²¥«¼»µ ±®±²®¿¨© ¢® ¬®¦¥±²¢® ±®-

±²®¿¨© ª«¥²ª¨ En : En = En � Em ¯®«³· ¥¬ ª®´¨£³° ¶¨¨ f = (f; n),

° ±¸¨°¥ ¿ «®ª «¼ ¿ ´³ª¶¨¿ ¯¥°¥µ®¤®¢ ¤«¿ ª®²®°»µ ' = ('; id) (id -

²®¦¤¥±²¢¥®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ®¡¹¥¬³ ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ®¤®-

°®¤®© ±²°³ª²³°».

�ª°¥±²®±²¼ V ¯®« £ ¥¬ ±¨¬¬¥²°¨·®©, ².¥. 8�i 2 V 9�j 2 V ¨ �i =

��j. �±¥¢®§¬®¦»¥ ª®´¨£³° ¶¨¨  ¤ ®¤¨¬ ¬®¦¥±²¢®¬ ®¡° §³¾²

¯°®±²° ±²¢® ª®´¨£³° ¶¨© K(S). �·¥¢¨¤®, ®® ¿¢«¿¥²±¿ «¨¥©»¬

¯°®±²° ±²¢®¬  ¤ ¯®«¥¬ Z2.

3.1. �®¤¥«¼ °®±²  ±®¶¨ «¼®©  ¯°¿¦¥®±²¨ ¢ ®¤-

®°®¤®¬ ®¡¹¥±²¢¥

� ½²®© ¬®¤¥«¨ ¯®¯³«¿¶¨¿ ®¤®°®¤ , ¨ ¨ª ª¨µ ¯°¨§ ª®¢ ¤«¿ ¿·¥¥ª

¢ ¥© ¥ ³±²  ¢«¨¢ ¥²±¿.

�¯°¥¤¥«¨¬ «¨¥©»© ®¯¥° ²®° W : K(S) ! K(S) ª ª Wf(�) =P
�2V

f(�+�). �³ª¶¨¿ ¯¥°¥µ®¤  ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ '(x0; x1; : : : ; xh) =

'(x0; y),   ®¯¥° ²®° ¯¥°¥µ®¤  ¥±²¼ �f(�) = '(f(�);Wf(�)). ' ®¯°¥¤¥«¿-

¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

'(i; y) = s(y � Pi); £¤¥ s(x) =

(
0; x � 0

1; x > 0
;

P0; P1 - ª®½´´¨¶¨¥²», § ¤ ¾¹¨¥ °¥¦¨¬ ´³ª¶¨®¨°®¢ ¨¿ ¬®¤¥«¨. � -

ª¨¬ ®¡° §®¬, ' - ¯®°®£®¢ ¿ ´³ª¶¨¿ ± ¤¢³¬¿ ¯®°®£ ¬¨. �»¡®° ¯®°®£ 

§ ¢¨±¨² ®² ²¥ª³¹¥£® ±®±²®¿¨¿ ¿·¥©ª¨. � ¯®¬¨¬, ·²® ±®±²®¿¨¿ ¿·¥¥ª

¨§¬¥¿¾²±¿ ²®«¼ª® ¢® ¬®¦¥±²¢¥ S,   ¢¥ ¥£® ®¨ ²®¦¤¥±²¢¥® ° ¢»

k.

� ¬¥²¨¬, ·²® ¯®¤®¡ ¿ ±µ¥¬  ®¯¨±»¢ ¥² ¥ ²®«¼ª® °®±² ±®¶¨ «¼®©

 ¯°¿¦¥®±²¨ ¢ ®¤®°®¤®¬ ®¡¹¥±²¢¥, ® ¨ ° ±¯°®±²° ¥¨¥ ½¯¨¤¥¬¨©,

¯®¦ °®¢ ¨ ².¤.
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�°¨¬¥° 1. "� ±¯°®±²° ¥¨¥ ¯®¦ ° ". �¤¥±¼ P0 = 1; P1 = 1; V = B11.

� ª «¥£ª® § ¬¥²¨²¼, «¾¡®¥ ¬®¦¥±²¢® ¥¤¨¨·¥ª §¤¥±¼ ³¢¥«¨·¨¢ ¥²±¿ § 

±·¥² £° ¨¶»   ®¤³ ª«¥²ª³ §  ®¤¨ µ®¤ ¨ §  ¢°¥¬¿ N � d(S) �T
f(�) =

1 8� 2 S. (�®¥·®, ¨±ª«¾· ¿ ±«³· © f(�) � 0). �¤¥±¼ d - ¤¨ ¬¥²°

¬®¦¥±²¢  S ¢ ²¥°¬¨ µ ®ª°¥±²®±²¨.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3. �³±²¼ § ¤   �� �1 ± ¯®°®£ ¬¨ P0; P1. �� �2 ± ²®© ¦¥

®ª°¥±²®±²¼¾ ¯¥°¥µ®¤  ¨ ¡ §®¢»¬ ¬®¦¥±²¢®¬ S, ® ± ¯®°®£ ¬¨ P
0

0 =

jV j � 1� P1; P
0

1 = jV j � 1 � P0  §®¢¥¬ ¤¢®©±²¢¥®© ª ¤ ®©.

�¥¬¬  1. 1 � �f = ~�(1 � f); 8f 2 K(S), £¤¥ ~� - ®¯¥° ²®° ¯¥°¥µ®¤ 

¤¢®©±²¢¥®© ��.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¡®§ ·¨¬ f(�) = i; jV j = M: W (1 � f) = W1 �
Wf = m�Wf . �® ®¯°¥¤¥«¥¨¾,

~'(i;W (1� f)(�)) =

(
0; 0 �W (1 � f)(�) � P

0

i

1; P
0

i
+ 1 �W (1 � f)(�) � m

=

=

(
0; 0 � m�Wf(�) � P

0

i

1; P
0

i
+ 1 � m�Wf(�) � m

=

(
0; m� P

0

i
�Wf(�) � m

1; 0 �Wf(�) � m� 1� P
0

i

;

1 � �F (�) = 1 � '(i;Wf(�)) =

(
1; 0 �Wf(�) � Pk

0; Pk + 1 �Wf(�) � m
=

=

(
1; 0 �Wf(�) � m� 1� P

0

i

0; m� P
0

i
�Wf(�) � m

:

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯° ¢ ¿ ¨ «¥¢ ¿ · ±²¨ ¢ ¨±µ®¤®¬ ° ¢¥±²¢¥ ±®¢¯ -

¤ ¾².

�° ª²¨·¥±ª¨ ½²® ®§ · ¥², ·²® ¤¢®©±²¢¥ ¿ �� ´³ª¶¨®¨°³¥²  ¡-

±®«¾²® ² ª ¦¥, ª ª ¨ ¨±µ®¤ ¿, ²®«¼ª® ¥¤¨¨¶» ±®®²¢¥²±²¢³¾² ³«¿¬

¨  ®¡®°®².

3.2. �®¤¥«¼ ¢®§¨ª®¢¥¨¿ ª®´«¨ª²  ¢ ±¬¥¸ -

®¬ ®¡¹¥±²¢¥

�¤¥±¼ ¯°¨§ ª®¬, ° §«¨· ¾¹¨¬ ¿·¥©ª¨ ¢® ¬®¦¥±²¢¥ S, ¿¢«¿¥²±¿

" ¶¨® «¼®±²¼", ®¯°¥¤¥«¿¥¬ ¿ ª ª ´³ª¶¨¿ n : S ! Z2.
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� «®£¨·® ¬®¤¥«¨ ®¤®°®¤®£® ®¡¹¥±²¢  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ®¯¥° ²®°

W :K(S)!K(S),   ®¯¥° ²®° ¯¥°¥µ®¤  � ¥±ª®«¼ª® ¤°³£®©:

(�f)(�) =

(
1; ¥±«¨ 9� 2 V (�); n(�) 6= n(�) ¨ f(�) = 1

s(Wf(�) � Pi); £¤¥ i = f(�):

� ª ¢¨¤® ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿, ª«¥²ª   ª²¨¢¨§¨°³¥²±¿, ¥±«¨  ª²¨¢¥ ª²®-

«¨¡® ¨§ ¥¥ ±®±¥¤¥© ¤°³£®©  ¶¨® «¼®±²¨. � ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥,  ª²¨-

¢¨§ ¶¨¿ ¯°®¨±µ®¤¨²   «®£¨·® ¬®¤¥«¨ ®¤®°®¤®£® ®¡¹¥±²¢ .

3.3. �®¤¥«¼ ° §¢¨²¨¿ ª®´«¨ª²  ¯°¨ ³· ±²¨¨ ²°¥-

²¼¥© ¥©²° «¼®© ±²®°®»

�¤¥±¼ ¯°¨§ ª®¬, ° §«¨· ¾¹¨¬ ¿·¥©ª¨ ¢® ¬®¦¥±²¢¥ S, ²®¦¥ ¿¢«¿-

¥²±¿  ¶¨® «¼®±²¼, ® ½²® ³¦¥ ¥ ¤¢³§ · ¿,   ²°¥µ§ · ¿ ´³ª¶¨¿
n : S ! Z3. � ¶¨® «¼®±²¨ 0 ¨ 1 ¨¬¥¾² ¯°®²¨¢®¡®°±²¢³¾¹¨¥ ±¨«»,  

2 - ²°¥²¼¿ "¬¨°®²¢®°·¥±ª ¿" ±²®°® .

� ª ®¡»·®, ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ®¯¥° ²®° ¢®§¡³¦¤¥®±²¨ ¢ ®ª°¥±²®±²¨

ª«¥²ª¨ W :K(S)!K(S),   ®¯¥° ²®° ¯¥°¥µ®¤  � §¤¥±¼:

(�f)(�) =

8><
>:

0; ¥±«¨ 9� 2 V (�); n(�) = 2 ¨«¨ n(�) = 2

1; ¥±«¨ 9� 2 V (�); n(�) 6= n(�) ¨ f(�) = 1

s(Wf(�)� Pi); £¤¥ i = f(�):

� ª ¢¨¤®, §¤¥±¼ ²°¥²¼¿ ±²®°®  ¤¥©±²¢³¥² ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬: ¢±¥

¬¨°®²¢®°·¥±ª¨¥ ±¨«» � (n(�) = 2) " ±¨«¼®" ³±²  ¢«¨¢ ¾² ¢ ±¢®¥©

®ª°¥±²®±²¨ V (�) ±®±²®¿¨¥ f(�) = 0; � 2 V (�),   ¢ ®±² «¼®¬ ¢±¥

§¤¥±¼ ² ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ ±¬¥¸ ®¬ ®¡¹¥±²¢¥.

�°¨¢¥¤¥¬ ¯®±² ®¢ª³ § ¤ ·¨ ®¯²¨¬¨§ ¶¨¨:

� ¶¥«¿µ ±®ª° ¹¥¨¿ § ²° ² ²°¥¡³¥²±¿  ©²¨ ² ª®¥ ° §¬¥¹¥¨¥ ¬¨-

°®²¢®°·¥±ª¨µ ±¨« M � S; M = f� 2 S : n(�) = 2g, ·²®¡» ¨µ ª®«¨·¥±²¢®

¡»«® ¬¨¨¬ «¼»¬ ¯°¨ ³±«®¢¨¿µ,  «®¦¥»µ   ª®«¨·¥±²¢® ¨ ° ±¯°¥-

¤¥«¥®±²¼  £°¥±±¨¢®±²¨, ².¥. ¨¹¥²±¿ min
M

jM j = M0, ® ¯°¨ ½²®¬ ¬¨-

¨¬³¬ ¡¥°¥²±¿ ¯® ² ª¨¬ M , ·²®¡» A = f� 2 S : f(�) = 1g - ¬®¦¥±²¢®
" £°¥±±¨¨" «¥¦ «® ¢ ²°¥¡³¥¬»µ £° ¨¶ µ: A � B; jAj � A, £¤¥ A -

¥ª®²®° ¿ ª®±² ² ,   B - ¥ª®²®°»© ¡«®ª, § ¤ ¾¹¨¥±¿ § ° ¥¥.
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4. �¡¹¨¥ ²¥®°¥¬»

4.1. �¤®°®¤®¥ ®¡¹¥±²¢®

�¢¥¤¥¬   ¯°®±²° ±²¢¥ ª®´¨£³° ¶¨© ®²®¸¥¨¥ · ±²¨·®£® ¯®-

°¿¤ª ,   ¨¬¥®:

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 4. �³±²¼ f; g 2 K(S) - ª®´¨£³° ¶¨¨. �®£¤  f � g, ¥±«¨

8� 2 S f(�) � g(�).

�¥®°¥¬  1. �°¨ P1 � P0 ¤«¿ «¾¡»µ f; g 2 K(S); f � g; ¨¬¥¥¬ �f � �g.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¥¤¯®«®¦¨¬ ®¡° ²®¥, ².¥. 9� 2 S; f(�) �
g(�) ¨ �f(�) > �g(�). �²±¾¤  �f(�) = 1; �g(�) = 0. �±«¨ f � g,

²® Wf(�) � Wg(�). �¡®§ ·¨¬ w1 = Wf(�); w2 = Wg(�). �¬¥¥¬

w1 � w2. �®§¬®¦» ±«¥¤³¾¹¨¥ ²°¨ ±«³· ¿:

 ) f(�) = 0; g(�) = 0: �®£¤  w2 � P0; w1 > P0 ¨ w1 > w2; ¯®«³· ¥¬

¯°®²¨¢®°¥·¨¥.

¡) f(�) = 0; g(�) = 1: �®£¤  w1 > P0; w2 � P1 ¨ w2 � P1 � P0 � w1;

¯®«³· ¥¬ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥.

¢) f(�) = 1; g(�) = 1: �®£¤  w1 > P1; w2 � P1 ¨ w1 > w2; ¯®«³· ¥¬

¯°®²¨¢®°¥·¨¥.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢® ¢±¥µ ±«³· ¿µ ¯°¨µ®¤¨¬ ª ¯°®²¨¢®°¥·¨¾, ¨ ²¥®°¥¬ 

¤®ª §  .

�³¹®±²¼ ³±«®¢¨¿ P1 � P0 ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¤«¿ ±®µ° ¥¨¿ ±®±²®-

¿¨¿ ¢®§¡³¦¤¥®±²¨ ¿·¥©ª¥ ²°¥¡³¥²±¿ ¬¥¼¸¥¥ ª®«¨·¥±²¢® ¢®§¡³¦¤¥-

»µ ±®±¥¤¥©, ¥¦¥«¨ ¤«¿ ¢®§¡³¦¤¥¨¿ ±¯®ª®©®© ¿·¥©ª¨, ·²®, ®¤ ª®,

®¡»·® ¨  ¡«¾¤ ¥²±¿ ¢ °¥ «¼®© ¦¨§¨.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5. �³±²¼ f0; f1; f2 - ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»¥ ª®´¨£³° ¶¨¨ ¢

µ®¤¥ ´³ª¶¨®¨°®¢ ¨¿ ��. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ T (f) ¯¥°¨®¤ ½²®© ¯®±«¥-

¤®¢ ²¥«¼®±²¨,   ·¥°¥§ C(f) - ¥¥ ¯°¥¤¯¥°¨®¤:

f(t+ T (f)) = f(t) ¤«¿ «¾¡®£® t � C(f):

f(t1 + t2) 6= f(t1) ¤«¿ «¾¡®£® t1 < C(f) ¨«¨ 0 < t2 < T (f):

�¥°¥§ T ¨ C ®¡®§ ·¨¬ ¬ ª±¨¬ «¼»¥ ¯® ¢±¥¬ ª®´¨£³° ¶¨¿¬ ¯¥°¨®¤ ¨

¯°¥¤¯¥°¨®¤.

� ¬¥²¨¬, ·²® jK(S)j = 2jSj, ¨ ¯®½²®¬³ T < 2jSj; C < 2jSj. �¤ ª®, ¬»

¬®¦¥¬ ±³¹¥±²¢¥® ¯®¨§¨²¼ ¯®°¿¤®ª ½²¨µ ®¶¥®ª,   ¨¬¥®, ±¯° ¢¥¤-

«¨¢  ±«¥¤³¾¹ ¿
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�¥®°¥¬  2. C = 0 ¨«¨ 1; T < AjSj + B, £¤¥ A ¨ B - ¥ª®²®°»¥ ª®-

±² ²».

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¯°¥¤¥«¨¬ ±«¥¤³¾¹³¾ ´³ª¶¨¾ E(f) ®² ª®´¨£³-

° ¶¨¨:

E = �h�f;Wfi + hf + �f; p0i � (p0 � p1)hf;�fi;

£¤¥ p0 = P0+1=2; p1 = P1+1=2,   h�; �i ®¡®§ · ¥² ±³¬¬¨°®¢ ¨¥ ¯® ¢±¥¬
¿·¥©ª ¬ ¬®¦¥±²¢  S : hf; gi =

P
�2S

f(�) � g(�). � ±±¬®²°¨¬ ¨§¬¥¥¨¥

´³ª¶¨¨ E ¯°¨ ¯°¨¬¥¥¨¨ ®¯¥° ²®°  ¯¥°¥µ®¤  �.

�E = �h�2
f;W�fi + h�2

f + �f; p0i � (p0 � p1)h�
2
f;�fi+

+h�f;Wfi � hf + �f; p0i+ (p0 � p1)hf;�fi =

= �h�2
f � f;W�fi+ h�2

f � f; p0i � (p0 � p1)h�
2
f � f;�fi:

�«¿ «¾¡®£® � 2 S °¥ «¨§³¥²±¿ ®¤  ¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ ¢®§¬®¦®±²¥©:

�°¨ �2
f(�) = f(�) ¢±¥ ±« £ ¥¬»¥ ° ¢» ³«¾.

�°¨ f(�) = 0; �f(�) = 0; �2
f(�) = 1

�W�f(�) + p0 < 0; ².ª.W�f(�) > p0:

�°¨ f(�) = 0; �f(�) = 1; �2
f(�) = 1

�W�f(�) + p0 � (p0 � p1) = �W�f(�) + p1 < 0; ².ª.W�f(�) > p1:

�°¨ f(�) = 1; �f(�) = 0; �2
f(�) = 0

W�f(�) � p0 < 0; ².ª.W�f(�) < p0:

�°¨ f(�) = 1; �f(�) = 1; �2
f(�) = 0

W�f(�) � p0 + (p0 � p1) = W�f(�) � p1 < 0; ².ª. W�f(�) < p1:

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°¨ f 6= �2
f �E < 0, ¨   ª ¦¤®¬ ² ª®¬ ¸ £¥

¯°®¨±µ®¤¨² "¢»¡°®± ½¥°£¨¨". �¤ ª®, § ·¥¨¥ E ®£° ¨·¥® ±¨§³ ¨

±¢¥°µ³:

�jV j � jSj � (p0 � p1) � E(f) � 2p0jSj;

².¥. ± ¥ª®²®°®£® T �t
f � �t+2

f 8t � T ,   ½²® ®§ · ¥²:

T �
2p0jSj+ jV j � jSj+ (p0 � p1)

1=2
= (4p0+2jV j)jSj+2(p0�p1); C = 0 ¨«¨ 1;

¨ ²¥®°¥¬  ¤®ª §  .

�®«¼¸¥ ¯®¨§¨²¼ ®¶¥ª¨ ¥«¼§¿.
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�°¨¬¥° 2. �³±²¼ P0 = 4; P1 = 1; V = f(1; 0); (�1; 0); (0;�1); (0; 1)g.
�®´¨£³° ¶¨¿ f ¯®ª §     �¨±³ª¥ 1. �¤¥±¼ C � 1

2
jSj, ².ª. §  ®¤¨

µ®¤ "§¬¥¿" ¨§ ¥¤¨¨·¥ª ³¬¥¼¸ ¥²±¿ °®¢®   ®¤³ ª«¥²ª³.

�¨±. 1. �¨±. 2.

� °¥ «¼»µ ±¨²³ ¶¨¿µ ¡®«¼¸®¥ § ·¥¨¥ ¨¬¥¥² ¯°®¡«¥¬  «®ª «¨§ -

¶¨¨ ®· £  ±®¶¨ «¼®©  ¯°¿¦¥®±²¨ (½¯¨¤¥¬¨¨ ¨ ².¤.). �²®±¨²¥«¼®

½²®£® ¢¥°  ±«¥¤³¾¹ ¿

�¥®°¥¬  3. �³±²¼ V � B�nm - ¯°¿¬®³£®«¼¨ª ¸¨°¨®© 2n + 1 ¨ ¢»±®-
²®© 2m+ 1 ª«¥²®ª; ¨ P0 � min(n(2m + 1);m(2n+ 1)).

�®£¤  ¥±«¨ 9� 2 S; 9B�nm � S, ² ª¨¥, ·²® 8� 2 S nB�nm f(�) = 0,
²® 8t 2 N; 8� 2 S nB�nm; �

t
f(�) = 0.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �  �¨±³ª¥ 2 ¯®ª §   ®ª°¥±²®±²¼ ®¤®© ¨§ ª«¥²®ª

¢¥ ¯°¿¬®³£®«¼¨ª  B�nm. �¤¨¨·ª¨ ¬®£³² «¥¦ ²¼ ²®«¼ª® ¢ § ¸²°¨µ®-

¢ »µ ª«¥²ª µ. �  ³£«³ ¯°¿¬®³£®«¼¨ª  B�nm ª®«¨·¥±²¢® § ¸²°¨µ®-

¢ »µ ª«¥²®ª ¥¹¥ ¬¥¼¸¥. �®½²®¬³ ¯°¨ P0 � min(n(2m+1);m(2n+1))

- ª®«¨·¥±²¢  § ¸²°¨µ®¢ »µ ª«¥²®ª ¯°¨ ¯®«®¦¥¨¨ ¿·¥©ª¨ ±¢¥°µ³ ¨«¨

±¡®ª³ ®² ¯°¿¬®³£®«¼¨ª , ³«¥¢»¥ ±®±²®¿¨¿ ª«¥²®ª ¢¥ ¯°¿¬®³£®«¼-

¨ª  ¥ ±¬®£³² ¯¥°¥©²¨ ¢ ¥¤¨¨·ª¨. �¥®°¥¬  ¤®ª §  .

�°¨ ³±«®¢¨¿µ, ®¯°¥¤¥«¥»µ ¢ �¥®°¥¬¥ 3, ¢®§¡³¦¤¥»¥ ¿·¥©ª¨ ®£° -

¨·¥» ¯°¿¬®³£®«¼¨ª ¬¨, ¨ ¢®§¡³¦¤¥¨¥ ¥ ¬®¦¥² ¢»©²¨ ®²²³¤ . �°¨

¤®±² ²®·® ¡®«¼¸¨µ jV j ¨ ª¢ ¤° ²»µ ®ª°¥±²®±²¿µ P0 �
1
2
jV j.

4.2. �¬¥¸ ®¥ ®¡¹¥±²¢®

�¥¬¬  2. �°¨ P0 � jV j; P1 � jV j ¯¥°¨®¤ T (f)¢ ½²®© ¬®¤¥«¨ ° ¢¥ 0

¨«¨ 1, ².¥. ¬®¤¥«¼ ¯®·²¨ ±² ¡¨«¨§¨°³¥²±¿.
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ ¢±¥ � ¤«¿ ª®²®°»µ �t
f(�) = 1 ¯°¨ ¥ª®-

²®°®¬ t > 0. �«¿ ¨µ ¨¬¥¥¬

«¨¡® �t�1
f(�) = 0, ²®£¤  9� 2 S; �t�1

f(�) = 1; n(�) 6= n(�) ¨  

±«¥¤³¾¹¥¬ ¸ £¥ ³¦¥ �t+1
f(�) = 1 ¨ ±®¢  �t+2

f(�) = 1, ².¥. �t
f(�) =

�t+2
f(�);

«¨¡® �t�1
f(�) = 1, ²®£¤  ®¯¿²¼ ¦¥ 9� 2 S; �t�1

f(�) = 1; n(�) 6= n(�)

¨   ±«¥¤³¾¹¥¬ ¸ £¥ �t+1
f(�) = 1, ².¥. �t

f(�) = �t+1
f(�), ¨ «¥¬¬ 

¤®ª §  .

�¥®°¥¬  4. �°¨ P0 � jV j; P1 � jV j, ¥±«¨ 9B � S ² ª®¥, ·²®

8�; � 2 V (V (B)) n(�) = n(�) ¨ 8� 2 S n (V (V (B))) f(�) = 0, ²®

8t 2 N �t
f(�) = 0 8� 2 S nB.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¥¤¯®«®¦¨¬ ¯°®²¨¢®¥. �³±²¼ 9t; � 2 S n
(V (V (B))), ·²® �t

f(�) = 1. �® ¢ ±¨«³ f(�) = 0, ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ t1, ·²®

�t1f(�) = 0 ¨ �t1+1f(�) = 1. �.ª. P0 � jV j; P1 � jV j; ¨§ ½²®£® ±«¥¤³¥²,
·²® 9� 2 V (�) ± n(�) 6= n(�) ¨ �t1f(�) = 1. �§-§  ±¨¬¬¥²°¨·®±²¨ V

� 2 V (�) ¨, ®²±¾¤ , � =2 B, ².ª. ¨ ·¥ ¡» � 2 V (B). �®«³· ¥¬, ·²®

f(�) = 0 ¨ t1 > 0.

� «¥¥ 9t2 < t1 ² ª®¥, ·²® �
t2f(�) = 0 ¨ �t2+1f(�) = 1. �¯¿²¼ ¦¥ ¨§-§ 

P0 � jV j; P1 � jV j 9 2 V (�) ² ª®¥, ·²® �t2f() = 1 ¨ n() 6= n(�).

�®¢²®°¿¿ ² ª¨¬ ®¡° §®¬ ¯°®¶¥±±, ¬» ¯®«³· ¥¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼

� = �0; �1; : : : ; �n ¨ �n 2 B, ¯°¨·¥¬ ¢ ½²®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¥±²¼ ª ª

¬¨¨¬³¬ ²°¨ ·«¥ . �n�1 2 V (�n); �n�1 2 V (B) ¨ �n�1 2 V (V (B)).

� «®£¨·®, �n�2 2 V (�n�1) ¨ �n�2 2 V (V (B)), ® n(�n�2) 6= n(�n�1), ¨

¬» ¯®«³· ¥¬ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥ ± ³±«®¢¨¿¬¨ ²¥®°¥¬».

�¥®°¥¬  4 ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ³¦® ¤«¿ «®ª «¨§ ¶¨¨ ª®´«¨ª²  - ¤¢®©-

®¥ "ª®«¼¶®" ¨§ ®¤®°®¤»µ ¨¤¨¢¨¤³³¬®¢. �¤ ª®, ¯°¨ ¤°³£¨µ P0 ¨

P1 ½²®£® ª®«¼¶  ¬®¦¥² ¨ ¥ µ¢ ²¨²¼, ².ª. ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¢®§¡³¦¤¥¨¥

° ±¯°®±²° ¿¥²±¿ ¨ ¯® ®¤®°®¤®¬³ ±®®¡¹¥±²¢³ (±¬. ¢»¸¥).

�«¿ ½²®© ¬®¤¥«¨ ² ª¦¥ ±¯° ¢¥¤«¨¢  �¥®°¥¬  1 ® ¬ ¦®° ²®±²¨.

�®ª § ²¥«¼±²¢® �¥®°¥¬» 1.

�±«¨ 8� 2 V (�) n(�) = n(�), ²® ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¥ ¬¥¿¥²±¿.

�±«¨ ¦¥ 9� 2 V (�), ·²® n(�) 6= n(�) ¨ f(�) = 1, ²® �f(�) = 1, ¨

g(�) ¤®«¦® ° ¢¿²¼±¿ 1 (¨§-§  f � g), ®²ª³¤  ¯®«³· ¥¬ �g(�) = 1, ¨

¢±¥ ¢¥°®.
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�±«¨ ¯°¨ ¢±¥µ � 2 V (�) n(�) 6= n(�), ® g(�) = 0, ²® ¤«¿ ²¥µ ¦¥

� ¯®«³· ¥¬ f(�) = 0 ¨, ¯°¨¬¥¿¿ ±² °®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢®, ¯°¨µ®¤¨¬ ª

�f � �g.

5. �² ²¨±²¨·¥±ª¨¥ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿

5.1. �¤®°®¤®¥ ®¡¹¥±²¢®

�³±²¼ ²¥¯¥°¼ ¬®¦¥±²¢® ª®´¨£³° ¶¨© K(S) ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¨§ ±¥¡¿

¢¥°®¿²®±²®¥ ¯°®±²° ±²¢® K(S) = Z2 � � � � � Z2| {z }
jSj° §

, £¤¥ ! 2 Z2 = f0; 1g -

½«¥¬¥² °»¥ ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» ± P(� = 0) = q; P(� = 1) = p; p+ q =

1 - ±®±²®¿¨¿ ª«¥²®ª.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 6. �³±²¼ P(f) - ¢¥°®¿²®±²¼ ª®´¨£³° ¶¨¨ f . �¥«¨·¨³

Mf = 1
jSj

P
�2S

f(�)  §®¢¥¬ ±°¥¤¥© ¢¥«¨·¨®©  ª²¨¢®±²¨ ª®´¨£³° ¶¨¨

¢ ¯¥°¥±·¥²¥   ®¤³ ¿·¥©ª³.

MK =
P

f2K(S)

Mf � P(f); DK =
P

f2K(S)

(Mf)2 � P(f) - ¬ ²¥¬ ²¨·¥-

±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ ¨ ¤¨±¯¥°±¨¿ ±°¥¤¥© ¢¥«¨·¨»  ª²¨¢®±²¨. �» ² ª¦¥

¡³¤¥¬ ¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ®¡®§ ·¥¨¿¬¨: M�tK =
P

f2K(S)

M�t
f �P(f) - ¬ ²¥-

¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ ±°¥¤¥© ¢¥«¨·¨»  ª²¨¢®±²¨   ¸ £¥ t, MC =P
f2K(S)

C(f) �P(f); DC =
P

f2K(f)

(C(f))2 �P(f) - ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥

¨ ¤¨±¯¥°±¨¿ ¯¥°¨®¤ .

�°¨ ¡®«¼¸¨µ S Mf ¥±²¼ £ ³±±®¢  ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨  ± ¬ ²¥¬ ²¨·¥-

±ª¨¬ ®¦¨¤ ¨¥¬ np ¨ ¤¨±¯¥°±¨¥© npq, £¤¥ n = jSj. �»·¨±«¨¬ M�f .

M�f =
1

jSj

X
�2S

�f(�) = pf�f(�) = 1jf(�) = 1g+qf�f(�) = 1jf(�) = 0g =

= p

mX
i=P1+1

C
i

m
p
i
q
m�i + q

mX
i=P0+1

C
i

m
p
i
q
m�i

;

£¤¥ � - ª ª ¿-«¨¡® ¿·¥©ª  ¨§ S. �¥°¥µ®¤ ª ®¤®© ¿·¥©ª¥ ±¤¥«  ¢ ±¨«³

¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨, ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨µ ±®±²®¿¨¥ ¿·¥¥ª, m =

jV j. �¡®§ ·¨¬ ½²³ ´³ª¶¨¾ §  L(p); p 2 [0; 1] ¨  §®¢¥¬ ¥¥ ´³ª¶¨¥©

¨§¬¥¥¨¿ ±°¥¤¥©  ª²¨¢®±²¨. �±±«¥¤³¥¬ ¢¨¤ £° ´¨ª  L(p).
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�§ �¥¬¬» 1 1�~�f = �(1�f), £¤¥ ~� - ®¯¥° ²®° ¯¥°¥µ®¤  ±®¯°¿¦¥®©

��,
~L(p) =M~�f = 1 �M�(1� f) = 1� L(1 � p);

®²ª³¤  ¯®«³· ¥¬ ±¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ´³ª¶¨¿¬¨ ¨§¬¥¥¨¿ ±°¥¤¥©  ª²¨¢®±²¨

¯°¿¬®© ¨ ±®¯°¿¦¥®© ��.

�°¨ p! 0

L(p) = p

mX
i=P1+1

C
i

m
p
i(1� p)m�i+(1� p)

mX
i=P0+1

C
i

m
p
i(1� p)m�i = Ap

s+ o(ps);

£¤¥ A � 1; s = min(P0 + 2; P1 + 1). �°¨ P0 + 2 � 2; P1 + 1 � 2, ².¥. ¯°¨

P0 � 0 ¯®«³· ¥¬, ·²® ¯°¨ p ! 0 L(p) = o(p). �²® ®§ · ¥², ·²® ¯°¨ p

¡«¨§ª¨µ ª ³«¾, £° ´¨ª L(p) «¥¦¨² ¨¦¥ £° ´¨ª  ´³ª¶¨¨ y = p.

�°¨¬¥¿¿ ¯®«³·¥»© °¥§³«¼² ² ª ±®¯°¿¦¥®© ��, ¯®«³· ¥¬ ¯°¨

~P0 � 0 , m� 1� P1 � 0 , P1 � m� 1

~L(p) = 0(p) ) ~L(1 � p) = o(1 � p) ) L(p) = 1 � ~L(1 � p) = 1 + o(p), ².¥.

¯°¨ p ! 1 ´³ª¶¨¿ ¨§¬¥¥¨¿ ±°¥¤¥©  ª²¨¢®±²¨ ¢¥¤¥² ±¥¡¿ ² ª ¦¥,

ª ª ¨   «®£¨· ¿ ´³ª¶¨¿ ±®¯°¿¦¥®© ��, ¨ ¯°¨ P1 � m� 1 £° ´¨ª

´³ª¶¨¨ L(p) «¥¦¨² ¢»¸¥ £° ´¨ª  ´³ª¶¨¨ y = p.

L
0(p) = L

0

p
(p; q)� L

0

q
(p; q), ¯®« £ ¿ p ¨ q ¥§ ¢¨±¨¬»¬¨ ¯¥°¥¬¥»¬¨.

L
0(p) =

mX
i=P1+1

h
(i+ 1)C i

m
p
i
q
m�i � (m� i)C i

m
p
i+1

q
m�i�1

i
+

+
mX

i=P0+1

h
iC

i

m
p
i�1

q
m�i+1 � (m� i+ 1)C i

m
p
i+1

q
m�i

i
=

=
mX

i=P1+1

h
(i+1)q�(m�i)p

i
C
i

m
p
i
q
m�i�1+

mX
i=P0+1

h
iq�(m�i+1)p

i
C
i

m
p
i
q
m�i =

=
mX

i=P1+1

h
(i+ 1)� (m+ 1)p

i
C
i

m
p
i
q
m�i�1 +

mX
i=P0+1

h
i� (m+ 1)p

i
C
i

m
p
i
q
m�i

¯°¨ (P1+2) � (m+1)p; (P0+1) � (m+1)p, ².¥. ¯°¨ p � (m+1)�1min(P0+

1; P1 + 2) L
0(p) � 0 ¨ L(p) ¥ ³¡»¢ ¥².
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�°¨¬¥¿¿ ¯®«³·¥»© °¥§³«¼² ² ª ±®¯°¿¦¥®© ��, ¯®«³· ¥¬:

L
0(p) = ~L0(1� p); ¨ ¯°¨

1� p � (m+ 1)�1min( ~P0 + 1; ~P1 + 2)

(m+ 1)(1 � p) � min(m� P1;m� P0 + 1)

(m+ 1)�min(m� P1;m� P0 + 1) � p(m+ 1)

m�m+ 1 +max(P1; P0 � 1) � p(m+ 1)

p � (m+ 1)�1max(P0; P1 + 1)

L
0(p) � 0 ¨ L(p) ¢®§° ±² ¥².

�¥®°¥¬  5. �°¨ P0 � 0; P1 � jV j � 1; P0 � P1 = 0; 1; 2 £° ´¨ª ´³ª-

¶¨¨ ¨§¬¥¥¨¿ ±°¥¤¥©  ª²¨¢®±²¨ ¨¬¥¥² ¢¨¤ ª ª   �¨±³ª¥ 3 ¨ ±³-
¹¥±²¢³¥² °®¢® ®¤  ²®·ª  x0 ¯¥°¥±¥·¥¨¿ £° ´¨ª  ´³ª¶¨¨ L(p) ±
£° ´¨ª®¬ ´³ª¶¨¨ y = p, ¯°¨·¥¬ L(p) ¯¥°¥±¥ª ¥² ¯°¿¬³¾ y = p ±¨§³.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ P1 = P0 + h, ²®£¤ 

min(P0 + 1; P0 + 2 + h) =

(
P0 + 1 h � �1
P0 + 2 + h h < �1

;

max(P0; P0 + 1 + h) =

(
P0 + 1 + h h � �1
P0 h < �1

;

¨ ¯°¨ h = 0;�1;�2 min = max ¨ L0(p) � 0 8p 2 [0; 1].

�¨±. 3. �¨±. 4.



�¡ ®¤®© ¬®¤¥«¨ ½²¨·¥±ª¨µ ®²®¸¥¨© 229

� ±¨«³ ²®£®, ·²® ³¦¥   ¯¥°¢®¬ ¸ £¥ ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» - ±®±²®¿-

¨¿ ¿·¥¥ª ±² ®¢¿²±¿ § ¢¨±¨¬»¬¨, ²®·»© ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨©   «¨§ ½¢®-

«¾¶¨®¨°®¢ ¨¿ �� ·°¥§¢»· ©® § ²°³¤¥. �® ¢ ¯¥°¢®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨

¬®¦® ±·¨² ²¼ ±®±²®¿¨¿ ¿·¥¥ª   ª ¦¤®¬ ¸ £¥ ¥§ ¢¨±¨¬»¬¨ ±«³· ©-

»¬¨ ¢¥«¨·¨ ¬¨. �®£¤  ®±®¡®¥ § ·¥¨¥ ¯°¨®¡°¥² ¾² ²®·ª¨ ¯¥°¥±¥·¥-

¨¿ £° ´¨ª  ´³ª¶¨¨ L(p) ± £° ´¨ª®¬ y = p ¨ ¨µ µ ° ª²¥° (¯¥°¥±¥·¥-

¨¥ ±¨§³-¢¢¥°µ ¨  ®¡®°®²). �°¨ ¢»¯®«¥¨¨ ³±«®¢¨© �¥®°¥¬» 5 ±³¹¥-

±²¢³¥² °®¢® ®¤  ² ª ¿ ²®·ª  ¯¥°¥±¥·¥¨¿ x0 ¨ ¯°¨ p � x0 M�tK! 0,

  ¯°¨ p � x0 M�tK ! 1 ¯°¨ t ! 1; jSj ! 1. �ª±¯¥°¨¬¥² «¼»¥

¤ »¥ ¯®ª § »   �¨±³ª¥ 4 ¯°¨ P0 = 5; P1 = 4; V = Bnm n f(0; 0)g.
�±¥ ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»¥ ¤ »¥ §¤¥±¼ ¨ ¨¦¥ ¯®«³·¥» ¬¥²®¤®¬ �®²¥-

� °«®.

�®²¿ ³±«®¢¨¿ �¥®°¥¬» 5 ¨ ¤®±² ²®·® ®¡¹¨¥, ¤«¿ ¢±¥µ V; P0; P1

�¥®°¥¬  5 ¥ ¢¥° .

�°¨¬¥° 3. V = B11 n f(0; 0)g; P0 = 4; P1 = 7. �° ´¨ª L(p) ¢ ¤ ®¬

±«³· ¥ ¨§®¡° ¦¥   �¨±³ª¥ 5,   °¥§³«¼² ²» ½ª±¯¥°¨¬¥²    �¨±³ª¥

6.

�¨±. 5. �¨±. 6.

�¡®¡¹¨¬ °¥§³«¼² ²» �¥®°¥¬» 5.

�¥®°¥¬  6. �°¨ «¾¡»µ �� �, ¬®¤¥«¨°³¾¹¨µ ¢®§° ±² ¨¥ ±®¶¨ «¼®©

 ¯°¿¦¥®±²¨ ¢ ®¤®°®¤®¬ ®¡¹¥±²¢¥ ±³¹¥±²¢³¥² ª®¥·®¥ ·¨±«®
²®·¥ª ¯¥°¥±¥·¥¨¿ £° ´¨ª  ´³ª¶¨¨ ¨§¬¥¥¨¿ ±°¥¤¥©  ª²¨¢®±²¨

L(p) ¤«¿ ¤ ®© �� ¨ £° ´¨ª  y = p   ®²°¥§ª¥ [0; 1].
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. L(p) - ¥¯°¥°»¢ ¿ ´³ª¶¨¿. �°¨ P0 � 0; P1 �
jV j � 1 L(0) = 0 ¨ L(1) = 1,   ¯°¨ ®±² «¼»µ § ·¥¨¿µ P0; P1 ¢ ±¨«³

±¢®©±²¢ ±®¯°¿¦¥®© �� L(0) = 1 ¨ L(1) = 0, ¯®½²®¬³ ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª

¯¥°¥±¥·¥¨¿ ¥ ¯³±²®. �®¥·®±²¼ ±«¥¤³¥² ¨§ ²®£®, ·²® L(p) - ¬®£®·«¥.

� ¦®¥ ½¬¯¨°¨·¥±ª®¥ ±«¥¤±²¢¨¥, ¢»²¥ª ¾¹¥¥ ¨§ �¥®°¥¬» 6, ±®±²®¨²

¢ ²®¬, ·²® 9a1; : : : ; as; ai 2 [0; 1]; M�tK ! ai; t ! 1; jSj ! 1, £¤¥ i -

¥ª®²®°»© ®¬¥° ®² 1 ¤® s.

�¤ ª®, §¤¥±¼ ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ «¨ ²®«¼ª® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥

±°¥¤¥© ¢¥«¨·¨»  ª²¨¢®±²¨. �«¥¤³¥² § ¬¥²¨²¼, ·²® ´®°¬³«  ¨§¬¥-

¥¨¿ ¤¨±¯¥°±¨¨ ±°¥¤¥© ¢¥«¨·¨»  ª²¨¢®±²¨ ®·¥¼ £°®¬®§¤ª ,   ¯®

½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»¬ ¤ »¬ ¢¨¤®, ·²® ¤¨±¯¥°±¨¿ ¢±¥£¤  ¢®§° ±² ¥².

�¥§³«¼² ²» ½ª±¯¥°¨¬¥²  ¤«¿ P0 = 4; P1 = 7; V = Bnm n f(0; 0)g ¯°¨¢¥-
¤¥»   �¨±³ª¥ 7.

�ª±¯¥°¨¬¥² ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ±°¥¤¥© ¢¥«¨·¨»  ª-

²¨¢®±²¨ ½¬¯¨°¨·¥±ª¨ ®°¬ «¼®¥.

�»¸¥ ¡»«® ¯®ª § ®, ·²® ¯°¥¤¯¥°¨®¤ T (f) � o(jSj), ¨ ¯®½²®¬³

MT � o(jSj), ®¤ ª® ¯°¨ p, ¡«¨§ª¨µ ª 0 ¨ 1, § ·¥¨¿ MT § ·¨²¥«¼®

¬¥¼¸¥. �¥§³«¼² ²» ½ª±¯¥°¨¬¥²  ¯°¨ P0 = 5; P1 = 4; V = B11nf(0; 0)g
¯°¨¢¥¤¥»   �¨±³ª¥ 8.

�¨±. 7. �¨±. 8.
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5.2. �¬¥¸ ®¥ ®¡¹¥±²¢®

�»¡¥°¥¬ ª ª³¾-«¨¡® ¿·¥©ª³ �0 ¢ ±¥°¥¤¨¥ ¬®¦¥±²¢  S. �³¤¥¬ ¨§³-

· ²¼ ¯®¢¥¤¥¨¥ ¬®¤¥«¨ ¥®¤®°®¤®£® ®¡¹¥±²¢  ±  · «¼®© ª®´¨£³-

° ¶¨¥© f(�0) = 1 ¨ 8� 2 S; � 6= �0; f(�) = 0.

�¥°®¿²®±²®¥ ¯°®±²° ±²¢® N(S) = Z
2 � � � � � Z

2| {z }
jSj° §

¥±²¼ ±®¢®ª³¯-

®±²¼ ¥§ ¢¨±¨¬»µ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨, ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨µ  ¶¨® «¼®±²¼

¢ ª ¦¤®© ¿·¥©ª¥ ± Pfn(�) = 1g = p ¨ Pfn(�) = 0g = q ¤«¿ «¾¡®£®

� 2 S. �²®¡» ¥ § £°®¬®¦¤ ²¼   «¨§ ¯®¡®·»¬¨ ´ ª²®° ¬¨, ¡³¤¥¬

¨±±«¥¤®¢ ²¼ ¬®¤¥«¨ ± P0 � jV j; P1 � jV j.
� ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹³¾ ¡³«¥¢³ ±«³· ©³¾ ¢¥«¨·¨³ � : N(S) ! Z2.

�  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ² ª:

� =

(
0; ¥±«¨ f� 2 S : �t

f(�) = 1g � B

1; ¥±«¨ � 2 S nB; �t
f(�) = 1

;

².¥. � ¯®ª §»¢ ¥², ¢»¸¥« «¨ ª®´«¨ª² §  ¯°¥¤¥«» ¥ª®²®°®£® ¡«®ª  ¨«¨

¥². �¤¥±¼ t ! 1, ®¤ ª® ± ¥ª®²®°®£® ¬®¬¥² , ±®£« ±® �¥¬¬¥ 2,

 ±²³¯ ¥² ±² ¡¨«¨§ ¶¨¿, ¯®½²®¬³ � ®¯°¥¤¥«¥  ª®°°¥ª²®.

�¥®°¥¬  7. �±«¨ V = Bnm n f(0; 0)g ¨ P0 � jV j; P1 � jV j, ²® Pf� =

0g � p
s + q

s, £¤¥ s = 4nm+ 2(n +m) + 1.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. f� = 0g =
nS
i=1

h
f� 2 S : �t(�) = 1g = Bi

i
, £¤¥

Bi � B - ° §«¨·»¥ ¡«®ª¨ ¢³²°¨ B. � ª ±«¥¤³¥² ¨§ �¥®°¥¬» 4, ¤«¿

ª ¦¤®£® ² ª®£® Bi ±³¹¥±²¢³¥² ¥ª®²®°»© ¡«®ª ~B; Bi � V ( ~B), ·²®

8�; � 2 V (V ( ~B)) n ~B; n(�) = n(�).

�® ¢¥°®¿²®±²¼ ² ª®£® ±®¡»²¨¿ ¤®±² ²®·® ¬ « : Pf8�; � 2
V (V ( ~B)) n ~B; n(�) = n(�)g = p

s + q
s, £¤¥ s = jV (V ( ~B)) n ~Bj. �²¨ ±®¡»-

²¨¿ ¥ ¥§ ¢¨±¨¬», ® 8i P
�

nS
i=1

Ai

�
� P(Ai). � ¨¡®«¼¸³¾ ¢¥°®¿²®±²¼

¨¬¥¥² ±®¡»²¨¥ A0 = f8�; � 2 V (�0); n(�) = n(�)g; P(A0) = p
s + q

s, £¤¥

s = 4nm+2(n+m)+1 - ° §¬¥° V (�0). � ª¨¬ ®¡° §®¬, Pf� = 0g � p
s+qs,

¨ ²¥®°¥¬  ¤®ª §  .

� ¤¥©±²¢¨²¥«¼®±²¨, ¤°³£¨¥ ±®¡»²¨¿ Ai ¨¬¥¾² ²³ ¦¥ ¢¥°®¿²®±²¼

P(Ai) = p
s + q

s, ® §¤¥±¼ s ±³¹¥±²¢¥® ¡®«¼¸¥, ¨ ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¢¥°®¿²-

®±²¼ ±®¡»²¨¿ Ai ±³¹¥±²¢¥® ¬¥¼¸¥ ¢¥°®¿²®±²¨ ±®¡»²¨¿ A0, ².¥. A0

-  ¨¡®«¥¥ ¢¥°®¿²®¥ ±®¡»²¨¥.
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�° ´¨ª 1 � PfA0g ¯°¨ n = m = 1 (s = 9) ¯®ª §    �¨±³ª¥ 9,  

°¥§³«¼² ²» ½ª±¯¥°¨¬¥²  ± ²¥¬¨ ¦¥ ¯ ° ¬¥²° ¬¨ {   �¨±³ª¥ 10, £¤¥

¯°¨¢¥¤¥ ¯®«³·¥»© ¢ µ®¤¥ ±² ²¨±²¨·¥±ª¨µ ¨±¯»² ¨© £° ´¨ª ±°¥¤¥©

¢¥«¨·¨»  ª²¨¢®±²¨ ¯°¨ ° §«¨·»µ t.

�¨±. 9. �¨±. 10.

�¯¨±®ª «¨²¥° ²³°»

[1] �³¤°¿¢¶¥¢ �.�., �«¥¸¨ �.�., �®¤ª®«§¨ �.�. �¢¥¤¥¨¥ ¢ ²¥®°¨¾

 ¢²®¬ ²®¢. � ³ª , �., 1985.

[2] �³¤°¿¢¶¥¢ �.�., �®¤ª®«§¨ �.�., �®«®²®¢ �.�. �±®¢» ²¥®°¨¨ ®¤-

®°®¤»µ ±²°³ª²³°. � ³ª , �., 1990.


