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Â ðàáîòå ïîëó÷åí êðèòåðèé ðåãóëÿðíîñòè íåàâòîíîìíîãî àâòîìàòà
ñ äâîè÷íûìè àëôàâèòàìè, íå ñâîäÿùèéñÿ ê ïðîâåðêå ðåãóëÿðíîñòè
÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé ïåðåõîäà. Ïðîâåðêà ðåãóëÿðíîñòè
íåàâòîíîìíîãî àâòîìàòà ñâåäåíà ê ïðîâåðêå ðåãóëÿðíîñòè
åäèíñòâåííîãî ñåìåéñòâà áóëåâûõ ôóíêöèé è ïðîâåðêå ñâîéñòâà,
íàçâàííîãî ïðàâèëüíîñòüþ, äðóãîãî ñåìåéñòâà áóëåâûõ ôóíêöèé,
ïðè÷åì îáà ñåìåéñòâà åñòåñòâåííî àññîöèèðîâàíû ñ ôóíêöèåé
ïåðåõîäà àâòîìàòà.

1 Ââåäåíèå
Ïóñòü A = (I, S, δ) � ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé àâòîìàò áåç âûõîäà, ãäå I
� ìíîæåñòâî âõîäîâ, S � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, δ : I × S → S � ôóíêöèÿ
ïåðåõîäîâ. Àâòîìàò A íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì (ïåðåñòàíîâî÷íûì) åñëè
äëÿ ëþáîãî a ∈ I ôóíêöèÿ δ(i, s)|i=a ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé ìíîæåñòâà S.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî àâòîìàò A çàäàí â áóëåâñêîé ôîðìå, ò.å. I = Ek,
S = En � ìíîæåñòâà äâîè÷íûõ íàáîðîâ äëèí k è n ñîîòâåòñòâåííî,
δ çàäàíî ñåìåéñòâîì èç n áóëåâñêèõ ôóíêöèé îò k + n ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xk, y1, . . . , yn, ãäå (x1, . . . , xk) ∈ Ek, (y1, . . . , yn) ∈ En, δ =
(f1, . . . fn), fi = fi(x1, . . . , xk, y1, . . . , yn), i ∈ 1, n.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü òàêæå, ÷òî âõîäû àâòîìàòà A ðàçäåëåíû, ò.å. äëÿ
âñåõ i ∈ 1, n âûïîëíåíî óñëîâèå

fi = fi(xi, y1, , . . . , yn) (1)

(ïðè ýòîì k = n).
Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè ðàçäåëåííîì âõîäå êàæäàÿ ôóíêöèÿ fi

çàâèñèò òî÷íî îò îäíîãî áèòà âõîäà. Ðåãóëÿðíîñòü àâòîíîìíûõ
áóëåâñêèõ àâòîìàòîâ ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòàõ [1], [2], [3], â êîòîðûõ



áûë ïîëó÷åí ðÿä êðèòåðèåâ ðåãóëÿðíîñòè. ßñíî, ÷òî âîïðîñ î
ðåãóëÿðíîñòè íåàâòîíîìíîãî àâòîìàòà ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå ðåãóëÿðíîñòè
|I| àâòîíîìíûõ àâòîìàòîâ, ïðè÷åì äëÿ áóëåâñêîé ôîðìû àâòîìàòà |I| =
2k, à äëÿ ñëó÷àÿ ðàçäåëåííîãî âõîäà |I| = 2n.

Íàøà öåëü � ïîëó÷èòü ïðÿìîé êðèòåðèé ðåãóëÿðíîñòè íåàâòîíîìíîãî
áóëåâñêîãî àâòîìàòà ñ ðàçäåëåííûì âõîäîì.

2 Ïåðåõîä ê êàíîíè÷åñêèì êîîðäèíàòàì
Ïóñòü ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ àâòîìàòà çàäàíà ôóíêöèÿìè (f1, ..., fn), ãäå
fi = fi(xi, y1, . . . , yn), i ∈ 1, n. Ðàçëîæèì êàæäóþ ôóíêöèþ fi ïî
ïåðåìåííîé xi â âèäå fi = gi · xi + hi, ãäå gi = gi(y1, . . . , yn), hi =
hi(y1, . . . , yn), i ∈ 1, n.

Äëÿ ðåãóëÿðíîñòè àâòîìàòà íåîáõîäèìî, ÷òîáû ôóíêöèÿ (h1, . . . , hn)
îáëàäàëà ñâîéñòâîì ðåãóëÿðíîñòè, ïîýòîìó, ïðåäïîëàãàÿ ýòî óñëîâèå
âûïîëíåííûì, ïðîèçâåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

hi(y1, . . . , yn) = zi, i = 1, n

Òîãäà ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ àâòîìàòà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

Fi(z1, . . . , zn) · xi + zi, i = 1, n (2)

ãäå
Fi = gi

(
h−1

1 (z1, . . . , zn), . . . , h−1
n (z1, . . . , zn)

)
.

Ïðî ôîðìóëû (2) áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ çàäàíà â
êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà áóëåâñêèõ ôóíêöèé F1, . . . , Fn îò
ïåðåìåííûõ z1, . . . , zn îïðåäåëèì ∀∃-ñâîéñòâî (ñâîéñòâî ïðàâèëüíîñòè)
óñëîâèÿìè:

Äëÿ ëþáûõ (z′1, . . . , z
′
n) 6= (z′′1 , . . . , z

′′
n) ñóùåñòâóåò

α ∈ 1, n, òàêîå, ÷òî z′α 6= z′′α, Fα(z′1, . . . , z
′
n) = Fα(z′′1 , . . . , z

′′
n)

(3)

Ëåììà 1 Äëÿ ðåãóëÿðíîñòè ñåìåéñòâà ôóíêöèé (2) ïðè âñåõ
(x1, . . . , xn) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ñåìåéñòâà ôóíêöèé
(F1, . . . , Fn) âûïîëíÿëîñü ñâîéñòâî ïðàâèëüíîñòè (3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñåìåéñòâî (F1, . . . , Fn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
ïðàâèëüíîñòè (3). Ïóñòü a = (a1, . . . , an), z′ = (z′1, . . . , z

′
n), z′′ =

(z′′1 , . . . , z
′′
n) � ïðîèçâîëüíûå äâîè÷íûå íàáîðû, ïðè÷åì z′ 6= z′′. Ïî
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óñëîâèþ ñóùåñòâóåò α ∈ 1, n, òàêîå, ÷òî âûïîëíåíî z′α 6= z′′α, Fα(z′) =
Fα(z′′).

Òîãäà èìååì z′α + aα · Fα(z′) 6= z′′α + aα · Fα(z′′) è, ñëåäîâàòåëüíî,
ñåìåéñòâî (2) ðåãóëÿðíî ïðè (x1, . . . , xn)(a1, . . . , an).

Ïóñòü òåïåðü ñåìåéñòâî (F1, . . . , Fn) íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
ïðàâèëüíîñòè (3). Çíà÷èò, ñóùåñòâóþò íàáîðû z′ è z′′, z′ 6= z′′, òàêèå,
÷òî äëÿ âñåõ α ∈ 1, n, äëÿ êîòîðûõ z′α 6= z′′α âûïîëíåíî Fα(z′) 6= Fα(z′′).
Îïðåäåëèì ñåìåéñòâî a = (a1, . . . , an) ãäå aα = z′α + z′′α, a ∈ 1, n. Äëÿ
âûáðàííûõ aα èìååì äëÿ âñåõ α ∈ 1, n

z′α + aαFα(z′) = z′′α + aαFα(z′′).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñåìåéñòâî ôóíêöèé (2) íå ðåãóëÿðíî ïðè (x1, . . . , xn) =
(a1, . . . , an).

3 Êðèòåðèé ïðàâèëüíîñòè ñåìåéñòâà
áóëåâûõ ôóíêöèé

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ïðèâåäåí êðèòåðèé ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè
ñåìåéñòâ áóëåâûõ ôóíêöèé, îñíîâàííûé íà ïðîâåðêå òàáëè÷íûõ ñâîéñòâ
ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî êðèòåðèÿ,
îñíîâàííîãî íà ïðîâåðêå àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ôóíêöèé, ÷òî ìîæåò
ïðèâåñòè ê ïîñòðîåíèþ áîëåå ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ. Â íàñòîÿùåì
ðàçäåëå äàåòñÿ òàêîé êðèòåðèé è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ
çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé.

Äëÿ ñåìåéñòâà áóëåâûõ ôóíêöèé f = (fi), i = 1, n îïðåäåëèì
ñåìåéñòâî f̌ = (f̌i), i = 1, n, ãäå äëÿ ëþáîãî i ∈ [1, n] èìååì

f̌i = xi + fi

Ïóñòü I � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, ãäå I ⊂ [1, n] è εI = (εα),
α ∈ I, εα ∈< 0, 1 > � ñåìåéñòâî êîíñòàíò ñ èíäåêñàìè èç ìíîæåñòâà I.
Îïðåäåëèì ñåìåéñòâî ôóíêöèé àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó

f̌ 0
CI = (f̌ 0

i ), i ∈ CI

ãäå CI � äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà I â [1, n], ïîëàãàÿ äëÿ ëþáîãî λ ∈ CI

f̌ 0
λ(x) = f̌λ(x)|xα=εα , α ∈ I (1)

Äðóãèìè ñëîâàìè, f̌ 0 - ýòî ôóíêöèè ñåìåéñòâà f̌ ñ èíäåêñàìè èç
ìíîæåñòâà CI, â êîòîðûõ ïåðåìåííûå ñ èíäåêñàìè èç I çàìåùåíû
êîíñòàíòàìè ñåìåéñòâà εI .

Ñïðàâåäëèâà
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Ëåììà 2 Ñåìåéñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé f ïðàâèëüíî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà I ⊂ [1, n] è ëþáîãî
ñåìåéñòâà êîíñòàíò εI ñåìåéñòâî f̌ 0

CI áóäåò ðåãóëÿðíûì, ò.å. áóäåò
îñóùåñòâëÿòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ
íàáîðîâ (xi), i ∈ CI.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 1.
Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ îäèí èç êðèòåðèåâ ðåãóëÿðíîñòè

ñåìåéñòâà áóëåâûõ ôóíêöèé � êðèòåðèé Õàôôìåíà [6]: ñåìåéñòâî
áóëåâûõ ôóíêöèé f = (fi), i = 1, n ðåãóëÿðíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âñå ïðîèçâåäåíèÿ fi1 , . . . , fis , 1 ≤ s ≤ n − 1 íå ñîäåðæàò â ïðèâåäåííîé
ïîëèíîìèàëüíîé çàïèñè ÷ëåíà x1 . . . xn, à ïðîèçâåäåíèå f1 . . . fn ñîäåðæèò
òàêîé ÷ëåí.

Ââåäåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) � áóëåâà ôóíêöèÿ
îò n ïåðåìåííûõ è I ⊆ [1, n]. Ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ xI = (xi), i ∈ I,
ãäå äëÿ îïðåäåëåííîñòè âîçüìåì I = [1, s], 1 ≤ s ≤ n, áóäåì íàçûâàòü
ñóùåñòâåííûì äëÿ ôóíêöèè f , åñëè

∑
α1,...,αs

f(α1, . . . , αs, xs+1, . . . , xn) 6≡ 0 (ñóììà ïî ìîäóëþ 2) (2)

Ïðè s = 1 ìû èìååì îïðåäåëåíèå ñóùåñòâåííîñòè îäíîãî ïåðåìåííîãî.
Ïðè s = n óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâåííîñòè ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ (xi),
i ∈ [1, n] ðàâíîñèëüíî íå÷åòíîñòè âåñà f .

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ xI = (xi), i ∈ I
ñóùåñòâåííî äëÿ ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
â êàíîíè÷åñêîé ïîëèíîìèàëüíîé çàïèñè ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f ïî
ïåðåìåííûì xi, i ∈ I êîýôôèöèåíò ó ïðîèçâåäåíèÿ

∏
i∈I

xi íå áóäåò
òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ. Ýòî ñëåäóåò èç õîðîøî èçâåñòíîãî òîæäåñòâà

f(x1, ..., xn) =
∨

α1,...,αs

f(α1, ..., αs, xs+1, ..., xn)xα1
1 ...xαs

s =

=
∑

α1,...,αs

f(α1, ..., αs, xs+1, ..., xn)(x1 + α1 + 1)...(xs + αs + 1)
(3)

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ äâå òåõíè÷åñêèå ëåììû, ëåãêî
äîêàçûâàåìûå íåïîñðåäñòâåííî íà îñíîâå îïðåäåëåíèÿ.

Ëåììà 3 Åñëè ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ xS = (xi), i ∈ S, S ⊆ [1, n]
ñóùåñòâåííî äëÿ ôóíêöèè f(x1, . . . , xn), òî ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ
xP = (xi), i ∈ P , P ⊆ [1, n] òàêæå áóäåò ñóùåñòâåííûì ïðè P ⊂ S.

Ëåììà 4 Ïóñòü ôóíêöèÿ f 0(x1, . . . , xn) ïîëó÷åíà èç ôóíêöèè
f(y1, . . . , ym) ïóòåì çàìåùåíèÿ íåêîòîðûõ ïåðåìåííûõ êîíñòàíòàìè.
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Ïóñòü ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ xI = (xi), i ∈ I, I ⊆ [1, n] ñóùåñòâåííî
äëÿ ôóíêöèè f 0(x1, . . . , xn). Òîãäà îíî ñóùåñòâåííî è äëÿ ôóíêöèè
f(y1, . . . , ym).

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 1 Ñåìåéñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé f = (fi), i ∈ [1, n] áóäåò
ïðàâèëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà
I, I ⊆ [1, n] ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé

∏
i∈I

fi íå çàâèñèò ñóùåñòâåííî îò
ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ xI = (xi), i ∈ I.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü óñëîâèå � äëÿ ëþáîãî
ïîäìíîæåñòâà I, I ⊆ [1, n] ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé

∏
i∈I

fi íå çàâèñèò
ñóùåñòâåííî îò ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ xI = (xi), i ∈ I � íå âûïîëíÿåòñÿ.
Çíà÷èò ñóùåñòâóåò I ⊆ [1, n], äëÿ êîòîðîãî

∏
i∈I

fi çàâèñèò ñóùåñòâåííî
îò xI = (xi), i ∈ I. Èç âñåõ òàêèõ ìíîæåñòâ âûáåðåì ìèíèìàëüíîå
ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâî. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè I = {i1, . . . , is}.
Ïîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ íàáîð êîíñòàíò, çàìåñòèâ êîòîðûìè ïåðåìåííûå
xi, i ∈ CI, â ôóíêöèÿõ ñåìåéñòâà f̌i = xi+fi, i ∈ I, ïîëó÷èì íåðåãóëÿðíîå
ñåìåéñòâî f̌ 0 = (f̌ 0

i ), i ∈ I.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå

∏
i∈I

f̌i =
∏
i∈I

(xi + fi) =
∏
i∈I

xi +
∑

(L1,L2)

∏
i∈L1

xi ·
∏
j∈L2

fj +
∏
i∈I

fi (4)

ãäå ñóììà â (4) ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî âñåì ðàçáèåíèÿì ìíîæåñòâà I íà
ñóììó íåïóñòûõ ìíîæåñòâ L1, L2, ò.å. òàêèì L1, L2, ÷òî I = L1 ∪ L2,
L1 ∩ L2 = ∅.

Ïî óñëîâèþ, ïðîèçâåäåíèå
∏
i∈I

fi ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ìíîæåñòâà
ïåðåìåííûõ xI = (xi), i ∈ I. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò íàáîð êîíñòàíò εCI äëÿ
ïåðåìåííûõ ñ èíäåêñàìè èç CI, òàêîé, ÷òî ôóíêöèÿ

∏
i∈I

fi|xα=εα , α ∈ CI (5)

ñîäåðæèò ÷ëåí
∏
i∈I

xi â ïðèâåäåííîé êàíîíè÷åñêîé çàïèñè.
Ïîäñòàâèì äàííûé íàáîð êîíñòàíò εCI â îñòàëüíûå ÷ëåíû

ñîîòíîøåíèÿ (4).
Ïîêàæåì, ÷òî

∏
i∈L1

xi·
∏

j∈L2

f 0
j , ãäå f 0

j � ôóíêöèÿ, ïîëó÷èâøàÿñÿ èç fj ïðè

ïîäñòàíîâêå êîíñòàíò, íå ñîäåðæèò ÷ëåíà
∏
i∈I

xi â êàíîíè÷åñêîé çàïèñè
ïðè ëþáûõ íåïóñòûõ L1, L2. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå.

273



Ïóñòü ïðîèçâåäåíèå
∏

i∈L1

xi ·
∏

j∈L2

fj äàåò ÷ëåí
∏
i∈I

xi â ïðèâåäåííîé

êàíîíè÷åñêîé çàïèñè ïðè íåêîòîðûõ L1, L2. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
∏

j∈L2

f 0
j

èìååò íå÷åòíîå ÷èñëî ÷ëåíîâ, êîòîðûå èìåþò âõîæäåíèå ÷ëåíà
∏

i∈L2

xi, â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðè óìíîæåíèè íà
∏

i∈L1

xi âñå ÷ëåíû
∏
i∈I

xi óíè÷òîæàòñÿ.

Òîãäà ôóíêöèÿ
∏

j∈L2

f 0
j ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

∏
j∈L2

f 0
j =

∏
i∈L2

xi(Q1((xλ), λ /∈ L2) + Q2((xλ), λ ∈ [1, n])) (6)

ãäå ïîëèíîì Q1((xλ), λ /∈ L2) íå çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ ñ èíäåêñàìè èç
L2 è èìååò íå÷åòíîå ÷èñëî ÷ëåíîâ, ïîëèíîì Q2 èìååò ñòåïåíü ìåíüøóþ,
÷åì |L2| ïî ïåðåìåííûì xi, i ∈ L2.

Èç (6) ñëåäóåò, ÷òî ïðè xλ = 1, λ /∈ L2 êîýôôèöèåíò ïðè
∏

i∈L2

xi

îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó è, çíà÷èò, ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ xL2 = (xi),
i ∈ L2 áóäåò ñóùåñòâåííûì äëÿ ôóíêöèè

∏
j∈L2

f 0
j , à çíà÷èò ïî ëåììå

3 îíî áóäåò ñóùåñòâåííûì è äëÿ ôóíêöèè
∏

j∈L2

fj. Ïîñêîëüêó L2 ⊂ I

� ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî, òî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î
ìèíèìàëüíîñòè ìíîæåñòâà I. Çíà÷èò, â ñîîòíîøåíèè (4) ïîñëå çàìåùåíèÿ
ïåðåìåííûõ xα, α ∈ CI óêàçàííûìè êîíñòàíòàìè εCI , ïîëó÷èì òîëüêî
äâà âõîæäåíèÿ ÷ëåíà

∏
i∈I

xi, êîòîðûå óíè÷òîæàþòñÿ, è ôóíêöèÿ
∏
i∈I

f̌ 0
i

íå áóäåò ñîäåðæàòü ÷ëåíà
∏
i∈I

xi. Ñëåäîâàòåëüíî, ñåìåéñòâî f 0
I = (f 0

i ),
i ∈ I íå óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ Õàôôìåíà äëÿ ðåãóëÿðíîñòè è
ñîãëàñíî ñäåëàííîìó âûøå çàìå÷àíèþ (ëåììà 2) ñåìåéñòâî f íå ÿâëÿåòñÿ
ïðàâèëüíûì. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà I ⊆ [1, n]
ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé

∏
i∈I

fi íå çàâèñèò ñóùåñòâåííî îò ìíîæåñòâà
ïåðåìåííûõ xI = (xi), i ∈ I. Ïîêàæåì, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò ïðàâèëüíîñòü
ñåìåéñòâà f = (fi), i ∈ [1, n]. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, â ñèëó
ñäåëàííîãî âûøå çàìå÷àíèÿ, ÷òî ñåìåéñòâî f̌ 0

CI = (f̌ 0
i ), i ∈ CI, f̌ 0

i =
(xi + f 0

i ), i ∈ CI óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ ðåãóëÿðíîñòè Õàôôìåíà ïðè
ëþáîì I ⊆ [1, n] è ëþáîì ñåìåéñòâå êîíñòàíò εI .

Ïóñòü ñíà÷àëà I = ∅. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå
n∏

i=1

f̌i =
n∏

i=1

(xi + fi) è

ïîêàæåì, ÷òî îíî ñîäåðæèò ÷ëåí
n∏

i=1

xi.
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Èìååì
n∏

i=1

(xi + fi) =
n∏

i=1

xi +
∑

(L1,L2)

∏
i∈L1

xi ·
∏
j∈L2

fj +
n∏

i=1

fi, (7)

ãäå ñóììà â (7) ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî âñåì íåïóñòûì ðàçáèåíèÿì (L1, L2)
ìíîæåñòâà [1, n].

Ïðîèçâåäåíèå
n∏

i=1

fi íå ñîäåðæèò ÷ëåíà
n∏

i=1

xi ïî óñëîâèþ. Ïîêàæåì,
÷òî ïðè ëþáûõ íåïóñòûõ L1, L2 ïðîèçâåäåíèå

∏
i∈L1

xi ·
∏

j∈L2

fj íå äàåò ÷ëåíà
n∏

i=1

xi.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå íåïóñòûå L1, L2.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî
∏

j∈L2

fj ñîäåðæèò íå÷åòíîå ÷èñëî ÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ

âõîæäåíèå ïðîèçâåäåíèÿ
∏

j∈L2

xj. Çàïèøåì
∏

j∈L2

fj â âèäå

ΦL2 =
∏
j∈L2

fj =
∏
j∈L2

xi · (Q1((xλ), λ /∈ L2)) + Q2((xλ), λ ∈ [1, n]), (8)

ãäå ìíîãî÷ëåí Q1((xλ), λ /∈ L2) èìååò íå÷åòíîå ÷èñëî ÷ëåíîâ, à ìíîãî÷ëåí
Q2 èìååò ñòåïåíü ïî ïåðåìåííûì xλ, λ ∈ L2 ìåíüøóþ, ÷åì |L2|. Ïîëàãàÿ â
(8) xλ = 1, λ ∈ L1, ïîëó÷èì Q1((xλ)λ /∈ L2) = 1 è, çíà÷èò, Φ0

L2
ïðè äàííîé

ôèêñàöèè ïåðåìåííûõ xλ, λ ∈ L1, ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ìíîæåñòâà
ïåðåìåííûõ xL2 = (xi), i ∈ L2. Çíà÷èò, ïî ëåììå 3 è ôóíêöèÿ ΦL2 òàêæå
ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò xL2 = (xi), i ∈ L2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
Çíà÷èò, â (7) ïåðâûé ÷ëåí

n∏
i=1

xi íå ìîæåò óíè÷òîæèòüñÿ è ïðîèçâåäåíèå
n∏

i=1

f̌i ñîäåðæèò ÷ëåí
n∏

i=1

xi.
Ïóñòü òåïåðü M ⊂ [1, n] � ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå ΦM =

∏
i∈M

f̌i

∏
i∈M

(xi +fi) è ïîêàæåì, ÷òî îíî

íå ñîäåðæèò ÷ëåíà
n∏

i=1

xi ïðè ëþáîì M ⊂ [1, n].
Èìååì

∏
i∈M

(xi + fi) =
∏
i∈M

xi +
∑

(L1,L2)

∏
i∈L1

xi ·
∏
j∈L2

fj +
∏
j∈M

fj, (9)

ãäå ñóììà â (9) ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî âñåì íåïóñòûì ðàçáèåíèÿì (L1, L2)
ìíîæåñòâà M .
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Ïðîèçâåäåíèå
∏

i∈M

fi íå ñîäåðæèò ÷ëåíà
n∏

i=1

xi, ïîñêîëüêó ýòî îçíà÷àëî
áû, ÷òî ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ (xi), i ∈ [1, n] ñóùåñòâåííî äëÿ ΦM =∏
i∈M

fi, à çíà÷èò è åãî ïîäìíîæåñòâî xM = (xi), i ∈ M ïî ëåììå 3 òàêæå
ñóùåñòâåííî äëÿ ΦM , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Äàëåå, äëÿ ëþáûõ íåïóñòûõ L1, L2 ïðîèçâåäåíèå
∏

i∈L1

xi ·
∏

j∈L2

fj

íå ìîæåò äàâàòü ÷ëåíà
n∏

i=1

xi. Åñëè, íàïðîòèâ, ýòî èìååò ìåñòî äëÿ
ôèêñèðîâàííûõ L1, L2, òî

∏
j∈L2

fj ñîäåðæèò íå÷åòíîå ÷èñëî ÷ëåíîâ,

èìåþùèõ âõîæäåíèå
∏

i∈CL1

xi, ãäå CL1 � äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà L1 â [1, n].
Àíàëîãè÷íî ïðîäåëàííîìó âûøå, ïðåäñòàâëÿåì

ΦL2 =
∏
j∈L2

fj =
∏

i∈CL1

xi · (Q1((xλ), λ ∈ L1)) + Q2((xλ), λ ∈ [1, n]), (10)

ãäå Q1 èìååò íå÷åòíîå ÷èñëî ÷ëåíîâ, Q2 èìååò ñòåïåíü ïî ïåðåìåííûì
xλ, λ ∈ CL1 ìåíüøóþ, ÷åì |CL1|.

Ïîëàãàÿ â (10) xλ = 1, λ ∈ L1, ïîëó÷àåì Q1 = 1 è, çíà÷èò, Φ0
L2

ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò (xi), i ∈ CL1. Ñëåäîâàòåëüíî, è ΦL2 ñóùåñòâåííî
çàâèñèò îò (xi), i ∈ CL1. Ïîñêîëüêó L2 ⊂ CL1, òî ΦL2 ñóùåñòâåííî
çàâèñèò è îò xL2 = (xi), i ∈ L2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Òàêèì
îáðàçîì, â (9) íåò ÷ëåíîâ, äàþùèõ ïðîèçâåäåíèå

n∏
i=1

xi.

Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâî f̌ òàêîâî, ÷òî
n∏

i=1

f̌i ñîäåðæèò ÷ëåí
n∏

i=1

xi, à
∏

i∈M

f̌i íå ñîäåðæèò ÷ëåíà
n∏

i=1

xi ïðè ëþáîì M ⊂ [1, n]. Çíà÷èò, ñîãëàñíî
êðèòåðèþ Õàôôìåíà, ñåìåéñòâî f áóäåò ðåãóëÿðíûì, è ñëó÷àé I = ∅
ðàçîáðàí ïîëíîñòüþ.

Ïóñòü òåïåðü I 6= ∅, CI 6= ∅ è εI � ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîèçâîëüíîå
ìíîæåñòâî êîíñòàíò. Ïîêàæåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ñåìåéñòâî f̌ 0

CI áóäåò
ðåãóëÿðíûì.

Ñíîâà ïðîâåðèì âûïîëíåíèå êðèòåðèÿ Õàôôìåíà.
Ðàññìîòðèì Φ0

CI =
∏

i∈CI

(xi + f 0
i ).

Èìååì
Φ0

CI =
∏
i∈CI

xi +
∑

(L1,L2)

∏
i∈L1

xi ·
∏
j∈L2

f 0
j +

∏
i∈CI

f 0
i , (11)

ãäå ñóììà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî âñåì íåïóñòûì ðàçáèåíèÿì L1, L2

ìíîæåñòâà CI.
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Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó,
∏

i∈CI

f 0
i íå ñîäåðæèò ÷ëåíà

∏
i∈CI

xi, òàê
êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ (xi), i ∈ CI áûëî áû
ñóùåñòâåííûì äëÿ Φ0

CI , à ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâåííûì è äëÿ ΦCI , ÷òî
ïðîòèâîðå÷èëî áû óñëîâèþ.

Äàëåå, ïðîèçâåäåíèå
∏

i∈L1

xi·
∏

j∈L2

f 0
j òàêæå íå ñîäåðæèò ÷ëåíà

∏
i∈CI

xi ïðè

ëþáûõ íåïóñòûõ L1, L2. Åñëè ýòî íå òàê, íàïðèìåð äëÿ ôèêñèðîâàííîãî
ðàçáèåíèÿ L1, L2, òî â ýòîì ñëó÷àå

∏
j∈L2

f 0
j ñîäåðæèò íå÷åòíîå ÷èñëî

÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ âõîæäåíèå
∏

i∈L2

xi. Ïðåäñòàâëÿÿ
∏

j∈L2

f 0
j â âèäå

∏
i∈L2

xi ·Q1((xλ), λ ∈ L1) + Q2((xλ), λ ∈ CI), (12)

ãäå Q1 èìååò íå÷åòíîå ÷èñëî ÷ëåíîâ, Q2 èìååò ñòåïåíü ïî ïåðåìåííûì xλ,
λ ∈ L2 ìåíüøóþ, ÷åì |L2| è, ïîëàãàÿ â (12) xλ = 1, λ ∈ L1, óáåæäàåìñÿ,
÷òî

∏
j∈L2

f 0
j ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò (xi), i ∈ L2. Çíà÷èò è

∏
j∈L2

fj

ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò äàííîãî ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ. Ïîñëåäíåå
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Çíà÷èò, â (11) ÷ëåí
∏

i∈CI

xi íå ìîæåò óíè÷òîæèòüñÿ.

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ΦM =
∏

i∈M

(xi + f 0
i ), ãäå M ⊂

CI � ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî, íå ñîäåðæèò ÷ëåíà
∏

i∈CI

xi. Èìååì

ΦM =
∏
i∈M

xi +
∑

(L1,L2)

∏
i∈L1

xi ·
∏
j∈L2

f 0
j +

∏
i∈M

f 0
i (13)

(ñóììà ïî âñåì íåïóñòûì ðàçáèåíèÿì (L1, L2) ìíîæåñòâà M).
Åñëè ïðîèçâåäåíèå

∏
i∈M

f 0
i äàåò ÷ëåí

∏
i∈CI

xi, òî àíàëîãè÷íî
ïðåäûäóùåìó, ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ xM = (xi), i ∈ M áóäåò
ñóùåñòâåííûì äëÿ

∏
i∈M

fi, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Ïðîèçâåäåíèå
∏

i∈L1

xi ·
∏

j∈L2

f 0
j òàêæå íå äàåò ÷ëåíà

∏
i∈CI

xi ïðè ëþáûõ

íåïóñòûõ L1, L2. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Φ0
L2

=
∏

j∈L2

f 0
j èìååò íå÷åòíîå ÷èñëî

÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ âõîæäåíèå
∏

i∈CL1

xi, CL1 � äîïîëíåíèå L1 â CI.

Ïîëàãàÿ xλ = 1, λ ∈ CI, λ /∈ CL1, â Φ0
L2

ïîëó÷àåì, ÷òî
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ Φ00

L2
ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ìíîæåñòâà

ïåðåìåííûõ xCL1 = (xi), i ∈ CL1. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ïåðåìåííûå
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ñóùåñòâåííû è äëÿ ΦL2 , à çíà÷èò ΦL2 ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò xL2 =
(xi), i ∈ L2, ïîñêîëüêó L2 ⊂ CL1. Ñîãëàñíî (13), ôóíêöèÿ ΦM íå
ñîäåðæèò ÷ëåíà

∏
i∈CI

xi. Ïî êðèòåðèþ Õàôôìåíà ñåìåéñòâî f̌ 0
CI áóäåò

ðåãóëÿðíûì, à çíà÷èò, ñîãëàñíî îòìå÷åííîìó âûøå, èñõîäíîå ñåìåéñòâî
áóäåò ïðàâèëüíûì.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî åñëè P 6= NP , òî äëÿ çàäà÷è ïðîâåðêè

ïðàâèëüíîñòè ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà ôóíêöèé íå ñóùåñòâóåò
ïîëèíîìèàëüíûõ ðàçðåøàþùèõ àëãîðèòìîâ. Àíàëîãè÷íîå ÿâëåíèå
èìååò ìåñòî è äëÿ çàäà÷è ïðîâåðêè ðåãóëÿðíîñòè [5].

Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2 Ïóñòü äàíî ñåìåéñòâî n áóëåâûõ ôóíêöèé f = (fi), i =
1, n îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, çàäàííûõ â ÊÍÔ. Òîãäà çàäà÷à ïðîâåðêè
ïðàâèëüíîñòè ñåìåéñòâà f ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) � ïðîèçâîëüíàÿ èíäèâèäóàëüíàÿ
çàäà÷à "âûïîëíèìîñòü". Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî èç n +
1 áóëåâûõ ôóíêöèé f ∗ = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n

, xn+1 · f(x1, . . . , xn)), ãäå xn+1 �

íîâàÿ ïåðåìåííàÿ. ßñíî, ÷òî ñåìåéñòâî f ∗ ñòðîèòñÿ ïî ôóíêöèè f çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñåìåéñòâî f ∗ áóäåò
ïðàâèëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ f íå âûïîëíèìà.
Çíà÷èò, åñëè èìååòñÿ ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè
ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà, òî, ïðèìåíÿÿ åãî ê ñåìåéñòâó f ∗, ïîëó÷àåì
ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ïðîâåðêè âûïîëíèìîñòè ïðîèçâîëüíîé ÊÍÔ,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé çàäà÷åé [5].

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî çàäà÷à ïðîâåðêè ðåãóëÿðíîñòè
íåàâòîíîìíîãî áóëåâñêîãî àâòîìàòà ñ ðàçäåëåííûì âõîäîì ñâîäèòñÿ ê
ïðîâåðêå ðåãóëÿðíîñòè ñåìåéñòâà áóëåâûõ ôóíêöèé, ïîëó÷àåìûõ íà
íóëåâîì âõîäå, è ïðîâåðêå ïðàâèëüíîñòè ñåìåéñòâà áóëåâûõ ôóíêöèé,
ïîëó÷àåìîãî ïðè ïåðåõîäå ê êàíîíè÷åñêèì êîîðäèíàòàì.
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