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Ââåäåíèå
Ïîä èçîáðàæåíèåì â ýòîé ðàáîòå ïîíèìàåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê
íà ïëîñêîñòè. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ìîæåò ïîêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íî àáñòðàêòíûì,
îòâëå÷åííûì îò òîãî, ÷òî íà ïðàêòèêå ïîíèìàåòñÿ ïîä èçîáðàæåíèåì. Ê
íåìó, îäíàêî, ïðèâîäèò ðàññìîòðåíèå øèðîêîãî êëàññà ðåàëüíûõ èçîáðàæåíèé:
ãàçåòíûõ ôîòîãðàôèé, êàðòèíîê íà ýêðàíå òåëåâèçîðà è ò.ï. - âñå ýòî
èçîáðàæåíèÿ, ñîñòàâëåííûå èç òî÷åê, òî åñòü ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ñîâîêóïíîñòè
òî÷åê íà ïëîñêîñòè. Ïðîåöèðóåìîå íà ñåò÷àòêó ãëàçà èçîáðàæåíèå ïîðîæäàåò
êîíôèãóðàöèþ ðåöåïòîðîâ, íàõîäÿùèõñÿ â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè, òî
åñòü, â êîíå÷íîì ñ÷åòå, òîæå òî÷å÷íîå èçîáðàæåíèå.

Ïðèìåíèòåëüíî ê èçîáðàæåíèÿì ãîâîðÿò î çðèòåëüíûõ îáðàçàõ. Îïðåäåëåíèÿ
îáðàçà íåò, è êîíêðåòíûé îáðàç çàäàåòñÿ, êàê ïðàâèëî, ïåðå÷èñëåíèåì
ïðèìåðîâ èçîáðàæåíèé, â íåãî âõîäÿùèõ. Åñëè èñõîäèòü èç ýòîãî, òî
îáðàç - ýòî ñîâîêóïíîñòü èçîáðàæåíèé, îáúåäèíÿåìûõ â îäíó ãðóïïó,
ïðè÷åì ïî òðóäíîôîðìàëèçóåìûì êðèòåðèÿì. Â ñëîâåñíîì âûðàæåíèè
ýòè êðèòåðèè ÷àùå âñåãî çâó÷àò òàê: èçîáðàæåíèÿ ãðóïïû "ïîõîæè îíè
"îäíîé ôîðìû "îäíîãî òèïà "îäèíàêîâî óñòðîåíû"è ò.ï.

Íàèáîëåå íàãëÿäíûé è âñëåäñòâèå ýòîãî ÷àñòî ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé
- îáðàçû áóêâ è öèôð, ïîýòîìó áóäåì âåñòè ðàññóæäåíèÿ íà èõ ïðèìåðå.
Âîçüìåì, äëÿ êîíêðåòíîñòè, îáðàç öèôðû äâà. Âî ìíîæåñòâî èçîáðàæåíèé,
îáúåäèíÿåìûõ ïîä îáùèì íàçâàíèåì "äâîéêà âõîäÿò î÷åíü ðàçíûå èçîáðàæåíèÿ.
Ýòî ìîæåò áûòü è êðèâàÿ ëèíèÿ íà ëèñòå áóìàãè, è ãèãàíòñêàÿ ôèãóðà íà
ðåêëàìíîì ùèòå, è çíà÷îê èç ñòàíäàðòíîãî øðèôòà íà ýêðàíå êîìïüþòåðà,
è ïð. Âîïðîñ â òîì, êàê êîíêðåòèçèðîâàòü, íà ÷åì îñíîâûâàåòñÿ èíòóèòèâíî
î÷åâèäíîå ñõîäñòâî â ôîðìå ýòèõ èçîáðàæåíèé? Ìîæíî ïîëîæèòü, â
êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà, ÷òî íàãëÿäíåå è î÷åâèäíåå âñåãî "îäèíàêîâîñòü
ôîðìû"äëÿ äâóõ èçîáðàæåíèé èìååò ìåñòî, åñëè èõ ìîæíî ïðîñòî íàëîæèòü
äðóã íà äðóãà, è îíè ïðè ýòîì â òî÷íîñòè ñîâïàäóò. Íàëîæèòü, î÷åâèäíî,
äâèæåíèÿìè, òî åñòü, â ýòîì ñëó÷àå, ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè, ïîâîðîòàìè



è, ìîæåò áûòü, ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñèììåòðèè. Òàêèì îáðàçîì, åñëè âçÿòü
ïðèìåð íà ðèñ. 1, òî â îäíó ãðóïïó ñ íèì ïîïàäóò âñå èçîáðàæåíèÿ,
êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ýòîãî ðèñóíêà ïåðåíîñàìè è ïîâîðîòàìè.

Ðèñ. 1-4.

Êîíå÷íî, òàêîå îïðåäåëåíèå áóäåò íåäîñòàòî÷íûì õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî
â ýòó ãðóïïó íå ïîïàäóò èçîáðàæåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ îò äâîéêè íà ðèñ. 1
ðàçìåðàìè. Ïîýòîìó íà ñëåäóþùåì øàãå äîáàâèì èçìåíåíèå ìàñøòàáà,
è, òåì ñàìûì, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ (ðèñ. 2).
Íàêîíåö, äîáàâëåíèå âîçìîæíîñòè ðàñòÿãèâàòü è ñæèìàòü èçîáðàæåíèå
(ðèñóíêè 3 è 4) ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ ïðèâîäèò ê àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèÿì
â öåëîì. Ýòèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè èç ðèñóíêà 1 ïîðîæäàåòñÿ óæå äîâîëüíî
øèðîêèé êëàññ èçîáðàæåíèé, îíè, î÷åâèäíî, îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà
äîâîëüíî çíà÷èòåëüíî. Ðàíåå [1, 2, 3] äëÿ îïèñàíèÿ êëàññà èçîáðàæåíèé,
ïåðåâîäèìûõ äðóã â äðóãà â òî÷íîñòè àôôèííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè,
áûë ïðåäëîæåí êîä è îïèñàíû íåêîòîðûå åãî ñâîéñòâà.

Ðàçóìååòñÿ, êëàññ èçîáðàæåíèé, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà ïðîèçâîëüíûìè
àôôèííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè - åùå äàëåêî íå òî, ÷òî ñîäåðæàòåëüíî
ïîíèìàåòñÿ ïîä îáðàçîì. Äîñòàòî÷íî îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî åñëè
íà ðèñ. 1 êàêóþ-ëèáî èç òî÷åê íåñêîëüêî ñäâèíóòü, îñòàâëÿÿ îñòàëüíûå
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òî÷êè íåïîäâèæíûìè, òî òàêóþ ôèãóðó óæå íèêàêèìè àôôèííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè
íå ñäåëàòü ñîâïàäàþùåé ñ èñõîäíîé. À âåäü èìåííî ñâîåîáðàçíàÿ "èíâàðèàíòíîñòü"ïî
îòíîøåíèþ ê ëîêàëüíûì èçìåíåíèÿì ôîðìû äîëæíà èìåòü ìåñòî, åñëè
îðèåíòèðîâàòüñÿ íà èíòóèòèâíûå, ñîäåðæàòåëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ î òîì,
÷òî åñòü îáðàç.

Â ýòîé ðàáîòå äåëàåòñÿ ïîïûòêà ñäåëàòü î÷åðåäíîé øàã â ïðèáëèæåíèè
ê ïîíÿòèþ çðèòåëüíîãî îáðàçà íà îñíîâå ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Ïóñòü
äaíî èçîáðàæåíèå öèôðû äâà. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç A. Ïîëîæèì, ÷òî
êàæäàÿ èç òî÷åê èçîáðàæåíèÿ A - öåíòð êðóãà ðàäèóñà r (ðèñ. 5). Îòìåòèì
â êàæäîì êðóãå ïî òî÷êå (êðóæî÷êè íà ðèñ. 5). Â ñîâîêóïíîñòè îíè òîæå
ñîñòàâëÿþò òî÷å÷íîå èçîáðàæåíèå (öåíòð êðóæî÷êà - òî÷êà), îáîçíà÷èì
åãî ÷åðåç B. Èçîáðàæåíèå B ñìåùåíèÿìè è ïîâîðîòàìè ìîæíî âûíåñòè
çà ïðåäåëû èçîáðàæåíèÿ A è ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî (ðèñ. 6). ßñíî,
÷òî â îáùåì ñëó÷àå îíî îòëè÷íî îò èçîáðàæåíèÿ A â òîì ñìûñëå, ÷òî
íèêàêèìè ïåðåíîñàìè è ïîâîðîòàìè íåëüçÿ ñîâìåñòèòü âñå òî÷êè ðèñóíêà
6 ñ òî÷êàìè ðèñóíêà 5. Âìåñòå ñ òåì èç "ïðîèñõîæäåíèÿ"ðèñóíêà 6 ñëåäóåò,
÷òî ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè è ïîâîðîòàìè ìîæíî åãî òàê ðàñïîëîæèòü
íà ðèñóíêå 5, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà èçîáðàæåíèÿ B áóäåò îòñòîÿòü îò ñîîòâåòñòâóþùåé
òî÷êè èçîáðàæåíèÿ A íà ðàññòîÿíèå, íå áîëüøåå r. Íàçîâåì òàêîå âçàèìîðàñïîëîæåíèå
äëÿ A è B èñêîìûì. Òîãäà èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî - âîçìîæíîñòü
èñêîìûì îáðàçîì ðàñïîëîæèòü èçîáðàæåíèÿ A è B - è ìîæåò ñëóæèòü
ïðîÿâëåíèåì êðèòåðèÿ "îäèíàêîâîñòè ôîðìû êîòîðûé ìû çäåñü è ðàññìàòðèâàåì.

Ðèñ. 5-6.
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Åñëè ðèñóíîê 6 äàí "ñàì ïî ñåáå áåç óêàçàíèÿ íà åãî "ïðîèñõîæäåíèå òî
àïðèîðè íåèçâåñòíî, ìîæíî ëè A è B ðàñïîëîæèòü èñêîìûì îáðàçîì.
Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ âçàèìîðàñïîëîæåíèé ðèñóíêîâ 5 è 6,
î÷åâèäíî, êîíòèíóàëüíî ïî ìîùíîñòè, òî ýòó çàäà÷ó íåëüçÿ ðåøèòü ïåðåáîðîì.
Ïîýòîìó â ïåðâóþ î÷åðåäü íóæíî îòâåòèòü íà âîïðîñ î òîì, ìîæíî ëè è
êàê ðåøèòü ýòó çàäà÷ó êîíå÷íûìè ñðåäñòâàìè, òî åñòü èñïîëüçîâàíèåì
íåêîòîðîé êîíå÷íîé ïðîöåäóðû. Ïîä êîíå÷íîé ïðîöåäóðîé ïîíèìàåòñÿ
çäåñü ðåøåíèå çàäà÷è ãåîìåòðè÷åñêèì ïîñòðîåíèåì èëè ñâåäåíèåì ê ðåøåíèþ
íåêîòîðîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Âîïðîñ, ñâÿçàííûé ñ îïðåäåëåíèåì èñêîìîãî ïîëîæåíèÿ, ìîæíî óñèëèòü:
êàêîâ ìèíèìàëüíûé âîçìîæíûé ðàäèóñ r, ïðè êîòîðîì åùå ìîæíî òàê
ðàñïîëîæèòü èçîáðàæåíèÿ A è B, ÷òî èõ ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè âçàèìîóäàëåíû
íà ðàññòîÿíèå, íå áîëüøåå r, è êàêèìè ñðåäñòâàìè (êîíå÷íûìè) îñóùåñòâèòü
òàêîå èõ ðàñïîëîæåíèå? Èìåííî ýòîò âîïðîñ è òî, ÷òî ñ íèì ñâÿçàíî,
ðàññìàòðèâàþòñÿ â ýòîé ðàáîòå.

ßñíî, ÷òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ïîëîæåíî â îñíîâó ïðîöåäóð
ðàñïîçíàâàíèÿ èçîáðàæåíèé. Äâîéêó íà ðèñ. 6 ðàñïîëîæèòü íà èçîáðàæåíèè
äðóãîé öèôðû òàê, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè íàõîäèëèñü íà ðàññòîÿíèè,
íå áîëüøåì òîãî æå r, î÷åâèäíî, óæå íå óäàñòñÿ, è íà ýòîì ìîæíî îñíîâûâàòü
èõ ðàçëè÷åíèå.

Ðèñ. 7-8.

Âåçäå âûøå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè èçîáðàæåíèé A è B ïðåäïîëàãàëîñü
âçàèìíîîäíîçíà÷íûì, òî åñòü èçîáðàæåíèÿ A è B ïðåäïîëàãàëèñü ñîñòîÿùèìè
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èç îäèíàêîâîãî ÷èñëà òî÷åê. Ýòî äåéñòâèòåëüíî îñíîâíîé, áàçîâûé ñëó÷àé,
è èìåííî îí ðàññìàòðèâàåòñÿ äàëåå. Îäíàêî, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ðåøåíèå
äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïîçâîëèò ñäåëàòü ïîòîì åñòåñòâåííûå åãî ðàñøèðåíèÿ:
êîãäà ãðóïïà òî÷åê èçîáðàæåíèÿ B ñîïîñòàâëÿåòñÿ îäíîé òî÷êå èçîáðàæåíèÿ
A (ðèñ. 7), è êîãäà ñîïîñòàâëÿþòñÿ äðóã äðóãó ãðóïïû òî÷åê èçîáðàæåíèé
A è B (ðèñ. 8).

Âûøå â êà÷åñòâå îñíîâíîãî èëëþñòðèðóþùåãî ïðèìåðà áûëè âûáðàíû
èçîáðàæåíèÿ öèôð. Îäíàêî âîçìîæíîñòè ðàñøèðåíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå
ðèñóíêàìè 7 è 8, âèäíû íà íèõ íåäîñòàòî÷íî îò÷åòëèâî. Ñóòü â òîì, ÷òî
êîëè÷åñòâî òî÷åê â êðóãàõ (îíî ìîæåò áûòü ðàçíûì è äëÿ èçîáðàæåíèÿ
A, è äëÿ èçîáðàæåíèÿ B) åñòü êàê áû ïëîòíîñòü "êðàñêè ïëîòíîñòü èçîáðàæåíèÿ
â ýòîì ìåñòå. Ýòî îòêðûâàåò äîðîãó ê ðàññìîòðåíèþ ïîëóòîíîâûõ èçîáðàæåíèé,
à ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, âàæíî ïðè ðàñïîçíàâàíèè, íàïðèìåð, ôîòîãðàôèé.

Íàêîíåö, ðàññìîòðåíèå òðåõ ïîëóòîíîâûõ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ (â îñíîâíûõ
öâåòàõ) èçîáðàæåíèé ýêâèâàëåíòíî ðàññìîòðåíèþ öâåòíîãî èçîáðàæåíèÿ.
Ýòî, â ïåðñïåêòèâå, äàåò âîçìîæíîñòü âûõîäà â ðàìêàõ òàêîãî ïîäõîäà
è íà ðàñïîçíàâàíèå öâåòíûõ èçîáðàæåíèé.

1 Ïðåîáðàçîâàíèÿ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà è
ñèììåòðèè èçîáðàæåíèé

Ñîäåðæàòåëüíî çàäà÷ó ýòîãî ïàðàãðàôà ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü äàíû äâà èçîáðàæåíèÿ A è B, è êàêèì-ëèáî îáðàçîì òî÷êè èç
A è B âçàèìíîîäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëåíû äðóã äðóãó. Ýòèì îïðåäåëåíà
âçàèìîóäàëåííîñòü äëÿ êàæäîé ïàðû ñîîòâåòñòâóþùèõ äðóã äðóãó òî÷åê
èç A è B - îíà åñòü äëèíà îòðåçêà, êîíöàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ýòè
òî÷êè. Ìîæíî ñ÷èòàòü õàðàêòåðèñòèêîé äàííîãî âçàèìîðàñïîëîæåíèÿ
èçîáðàæåíèé A è B âåëè÷èíó íàèáîëüøåãî èç ýòèõ îòðåçêîâ è íàçûâàòü
åå âçàèìîóäàëåííîñòüþ òî÷åê â A è B. Áóäåì òåïåðü äâèãàòü A è B
(ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè) âñåìè âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè. Ìîæíî ëè
ýòèì òàê ðàñïîëîæèòü èçîáðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà, ÷òîáû
âçàèìîóäàëåííîñòü òî÷åê â A è B áûëà áû íàèìåíüøåé? ßñíî, ÷òî ýòî
íåëüçÿ ñäåëàòü ïðîñòûì ïåðåáîðîì, ïîñêîëüêó ðàçíûõ ïîëîæåíèé äëÿ
A è B ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñàõ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ìîæíî ëè
íàéòè íóæíîå âçàèìîðàñïîëîæåíèå êîíå÷íîé ïðîöåäóðîé?

Èòàê, èçîáðàæåíèåì íàçûâàåì êîíå÷íîå (íåïóñòîå) ìíîæåñòâî òî÷åê
íà ïëîñêîñòè. Ïóñòü èçîáðàæåíèå A ñîñòîèò èç n (n ≥ 1) òî÷åê. Ïåðåíóìåðóåì
íåêîòîðûì îáðàçîì òî÷êè èç A, òî÷êó ñ íîìåðîì i áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç ai (i = 1, . . . , n). ×åðåç Ā îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ èçîáðàæåíèé,
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êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç A ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè. Ïðè ýòîì åñëè
A′ ∈ Ā, òî ïîëàãàåì, ÷òî íà íåì ñîõðàíÿåòñÿ íóìåðàöèÿ òî÷åê, ïîðîæäåííàÿ
A, òî åñòü ÷åðåç a′i íà A′ îáîçíà÷åíà òî÷êà, â êîòîðóþ ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì
ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå ïåðåõîäèò òî÷êà ai èç A. Èçîáðàæåíèÿ A′ è A′′

èç Ā íàçûâàåì ýêâèâàëåíòíûìè.
Ëþáàÿ ÷àñòü òî÷åê ai1 , . . . , aik (k ≤ n) èç A ìîæåò òàêæå ðàññìàòðèâàòüñÿ

êàê èçîáðàæåíèå. Åãî íàçûâàåì ÷àñòüþ èçîáðàæåíèÿ A.
Ïóñòü èçîáðàæåíèÿ A è B ñîñòîÿò èç òî÷åê a1, . . . , an è b1, . . . , bn

ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âñå âîçìîæíûå áèåêöèè íà ìíîæåñòâàõ
òî÷åê èçîáðàæåíèé A è B. Çàôèêñèðóåì êàêóþ-ëèáî èç íèõ è îáîçíà÷èì
åå ÷åðåç ψ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ïîëàãàòü, ÷òî åþ òî÷êå ai

ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå òî÷êà bi (i = 1, . . . , n). Òî÷êè ai è bi íàçûâàåì
ñîîòâåòñòâóþùèìè, îòðåçêè (aiaj) è (bibj), i, j = 1, . . . , n, i 6= j òîæå
íàçûâàåì ñîîòâåòñòâóþùèìè.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå èçîáðàæåíèå C, êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèì,
è êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ
òî÷êó O íà ïëîñêîñòè. Ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì îòðåçêà (aibi) ñîâìåùàåì
òî÷êó ai ñ òî÷êîé O. Òî÷êó, â êîòîðóþ ïåðåõîäèò ïðè ýòîì bi, îáîçíà÷àåì
÷åðåç ci. Òî÷êó ci íàçûâàåì ïîðîæäåííîé òî÷êàìè ai è bi, à òî÷êè ai è bi -
ñîîòâåòñòâóþùèìè òî÷êå ci. Èçîáðàæåíèå C, ïîëàãàåì, ñîñòîèò èç òî÷êè
O è òî÷åê ci (i = 1, . . . , n). Òî÷êó O íàçûâàåì öåíòðîì èçîáðàæåíèÿ C,
à ÷àñòü, ñîñòàâëåííóþ èç òî÷åê c1, . . . , cn - åãî ÿäðîì.

Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè íåñêîëüêî òî÷åê bi1 , . . . , bik ìîãóò ïðè ïàðàëëåëüíîì
ïåðåíîñå ïåðåéòè â îäíó. Òàêóþ òî÷êó íàçûâàåì êðàòíîé è ñîõðàíÿåì
ïðèïèñàííûå åé íîìåðà, òî åñòü îáîçíà÷àåì åå ÷åðåç ci1 , . . . , cik . Èçîáðàæåíèå
ñ êðàòíûìè òî÷êàìè íàçûâàåì îñîáûì. Òåì ñàìûì, ñëåäîâàòåëüíî, C
ìîæåò áûòü îñîáûì èçîáðàæåíèåì.

Âçÿâ âìåñòî öåíòðà O èíóþ òî÷êó O′ íà ïëîñêîñòè, îïèñàííîé ïðîöåäóðîé
ïîëó÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå C ′ èç òî÷êè O′ è òî÷åê c′i
(i = 1, . . . , n). Î÷åâèäíî, ÷òî C ′ è C ýêâèâàëåíòíû. Òî÷êè ci èç C è
c′i èç C ′, ïîðîæäåííûå îäíîé è òîé æå ïàðîé òî÷åê ai è bi, íàçûâàåì
ñîîòâåòñòâóþùèìè. Êëàññ èçîáðàæåíèé, ïîëó÷àåìûõ òàêèì îáðàçîì ïðè
âñåõ âîçìîæíûõ öåíòðàõ íà ïëîñêîñòè, îáîçíà÷èì ÷åðåç (B − A). Âñå
èçîáðàæåíèÿ èç (B−A) ïåðåâîäèìû äðóã â äðóãà ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè.

Ïîìåíÿâ ðîëÿìè A è B, ìîæíî îïðåäåëèòü (A−B). Èçîáðàæåíèÿ èç
(B −A) è (A−B) ïåðåâîäèìû äðóã â äðóãà ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè
è ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñèììåòðèè.

Ïî A è ëþáîìó C ∈ (B−A) ïîñòðîèì èçîáðàæåíèå, êîòîðîå îáîçíà÷èì
÷åðåç A+(B−A). Áåðåì îòðåçîê (Oci) èç èçîáðàæåíèÿ C è ïàðàëëåëüíûì
ïåðåíîñîì ñîâìåùàåì òî÷êó O ñ òî÷êîé ai. Òî÷êà, â êîòîðóþ ïðè ýòîì
ïåðåõîäèò ci, îáîçíà÷àåì ÷åðåç bi. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî èçîáðàæåíèå èç
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òî÷åê bi (i = 1, . . . , n), âîçíèêàþùåå òàêèì îáðàçîì, åñòü èçîáðàæåíèå B.
Ïóñòü rψ(A,B) - äëèíà íàèáîëüøåãî èç îòðåçêîâ Oci (i = 1, . . . , n) â

èçîáðàæåíèè C, òî åñòü òî, ÷òî âûøå áûëî íàçâàíî âçàèìîóäàëåííîñòüþ
òî÷åê â A è B. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà âåëè÷èíà íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî
C ∈ (B −A). ßñíî, ÷òî è rψ(A,B) = rψ(B, A), ãäå rψ(B, A) îïðåäåëÿåòñÿ
ïî ïðîèçâîëüíîìó C ′ ∈ (A−B). Îòìåòèì, ÷òî åñëè íà C ðàññìàòðèâàòü
êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå O è ðàäèóñà rψ(A,B), òî âñå òî÷êè èçîáðàæåíèÿ
C áóäóò íàõîäèòüñÿ âíóòðè êðóãà èëè íà îêðóæíîñòè.

Ðàññìîòðèì áèíàðíîå îòíîøåíèå P íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè Ā×
B̄: ïîëàãàåì, ÷òî ïàðû (A1, B1) è (A2, B2) èç Ā×B̄ íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè
P , åñëè (A1, B1) êàê öåëîå ïåðåâîäèòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì â ïàðó
(A2, B2). Ïî îòíîøåíèþ P ìíîæåñòâî Ā×B̄ ðàçáèâàåòñÿ íà ìíîæåñòâî P ∗

êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, è, î÷åâèäíî, P ∗ èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.
Ñîäåðæàòåëüíî êàæäûé êëàññ P ′ èç P ∗ çàäàåò îäèí âàðèàíò âçàèìîðàñïîëîæåíèÿ

èçîáðàæåíèé A è B ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ ïàðû (A,B)
êàê öåëîãî íà ïëîñêîñòè. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî âñåìè ïàðàìè (A,B)
èç P ′ çàäàåòñÿ îäíî è òî æå, ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ,
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå, òî åñòü êëàññ ïîïàðíî ýêâèâàëåíòíûõ
èçîáðàæåíèé. Ýòîò êëàññ îáîçíà÷èì ÷åðåç C̄ ′. Î÷åâèäíî, ÷òî C̄ ′ ñîâïàäàåò
ñ êëàññîì (B − A), ïîðîæäåííûì ëþáîé ïàðîé (A,B) èç P ′.

Ðàçíûì êëàññàì P1 è P2 èç P ∗ ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå êëàññû C̄1 è
C̄2 õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì òàêèå
äâå ïàðû èçîáðàæåíèé èç P1 è P2 ñîîòâåòñòâåííî, ó êîòîðûõ ïåðâûå
ýëåìåíòû ñîâïàäàþò, òî åñòü (A, B′) è (A,B′′). Ýòî èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê
ôèêñèðîâàííîå èçîáðàæåíèå A è ñäâèíóòûå ïî îòíîøåíèþ äðóã ê äðóãó
ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì èçîáðàæåíèÿ B′ è B′′. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî
âñå îòðåçêè (ai, b

′
i) ðàçíÿòñÿ ñ îòðåçêàìè (ai, b

′′
i ) (i = 1, . . . , n) ïî äëèíå

èëè óãëó íàêëîíà, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè íå ñîâìåùàþòñÿ.
Íî òîãäà, ñîîòâåòñòâåííî, è C̄1 ñ C̄2 íå ñîâïàäàþò.

Ìíîæåñòâî êëàññîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé îáîçíà÷èì ÷åðåç
C∗. Êàæäîìó êëàññó èç P ∗ ñîîòâåòñòâóåò, êàê ïîêàçàíî, îäèí è òîëüêî
îäèí êëàññ èç C∗. Âñå èçîáðàæåíèÿ èç îäíîãî êëàññà C ′ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
èçîáðàæåíèé èìåþò îäíó è òó æå âåëè÷èíó rψ(A,B), êîòîðàÿ, òåì ñàìûì,
åñòü è õàðàêòåðèñòèêà ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà P ′ èç P ∗. Ïóñòü íà êëàññå
P0 èç P ∗ äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì âåëè÷èíû rψ(A,B). Åñëè òàêîé êëàññ P0

ñóùåñòâóåò, òî íàçîâåì åãî ãëàâíûì.
Èòàê, èçîáðàæåíèÿ âíóòðè êàæäîãî êëàññà â C∗ ïîïàðíî ýêâèâàëåíòíû,

èçîáðàæåíèÿ èç ðàçíûõ êëàññîâ - íå ýêâèâàëåíòíû. Êàæäîå òàêîå èçîáðàæåíèå
ñîñòîèò èç öåíòðà O è òî÷åê ci, . . . , cn ÿäðà.

Ëåììà 1 ßäðà âñåõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé èç âñåõ êëàññîâ
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â C∗ ýêâèâàëåíòíû.

Ðèñ. 9.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êàêóþ-ëèáî ïàðó (A,B) èç êàêîãî-ëèáî
êëàññà â P ∗. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ òî÷êó èçîáðàæåíèÿ A, ïóñòü ýòî
áóäåò òî÷êà ai (ðèñ. 9). Ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå C
ïàðû (A,B). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ïîëàãàòü, ÷òî öåíòð O
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé ai. Òîãäà òî÷êà
ci ÿäðà ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé bi. Îïðåäåëÿåì îñòàëüíûå òî÷êè cj (j =
1, . . . , n, j 6= i) ÿäðà. Îòðåçîê (Oci) ïîëó÷àåòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì
îòðåçêà (aj, bj) ñ ñîâìåùåíèåì òî÷êè aj ñ òî÷êîé O, òî åñòü ñ òî÷êîé
ai. Â ïàðàëëåëîãðàììå aiajbjcj ñòîðîíà (cjbj) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ
êàê ïîëó÷åííàÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì îòðåçêà (aiaj). Ðàññìîòðèì
òðåóãîëüíèê cicjbj. Îí îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî: ñòîðîíà (cibj) åñòü îòðåçîê
(bibj) èç èçîáðàæåíèÿ B, ñòîðîíà (cjbj) ïîëó÷àåòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì
îòðåçêà (aiaj) èç èçîáðàæåíèÿ A ñ ñîâìåùåíèåì òî÷êè aj ñ òî÷êîé bj.
Òåì ñàìûì îòðåçîê (cjbj) (j = 1, . . . , n, j 6= i) îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî, à
çíà÷èò îïðåäåëåíû è âñå òî÷êè ÿäðà. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ïîñòðîåíèè
òðåóãîëüíèêà cicjbj íèêàê íå ñêàçûâàåòñÿ êîíêðåòíîå âçàèìîðàñïîëîæåíèå
èçîáðàæåíèé A è B, ÷òî è äîêàçûâàåò ëåììó.
Çàìå÷àíèå. Â òðåóãîëüíèêå cicjbj óãîë, ïðîòèâîëåæàùèé ñòîðîíå (cicj),
îáîçíà÷èì ÷åðåç αij è áóäåì íàçûâàòü óãëîì ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè
îòðåçêàìè (aiaj) è (bibj). Óãîë ýòîò áóäåì ñ÷èòàòü ïîëîæèòåëüíûì, åñëè
äëÿ ñîâìåùåíèÿ ñî ñòîðîíîé (cjbj) ñòîðîíó (cibj) íóæíî ïîâåðíóòü íà αij

ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, è îòðèöàòåëüíûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Äëèíà îòðåçêà
(cicj) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà, ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùèå îòðåçêè è óãîë
ìåæäó íèìè ïðè çàäàííûõ A è B èçâåñòíû. Òåì ñàìûì âñå ïîïàðíûå
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè ÿäðà ìîæíî ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè.

Ïîñêîëüêó õàðàêòåðèñòè÷åñêèå èçîáðàæåíèÿ èç ðàçíûõ êëàññîâ â C∗

íå ýêâèâàëåíòíû, òî, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ñîâìåùåíèè ïàðàëëåëüíûìè
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ïåðåíîñàìè òî÷åê èõ ÿäåð ó íèõ íå ñîâïàäóò èìåííî öåíòðû. Òàêèì
îáðàçîì, ñîäåðæàòåëüíî ðàçëè÷èå ìåæäó íå ýêâèâàëåíòíûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè
èçîáðàæåíèÿìè ñîñòîèò â ðàçëè÷èè ïîëîæåíèÿ öåíòðà îòíîñèòåëüíî òî÷åê
ÿäðà.

Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî è ïðîèçâîëüíî âçÿòàÿ â êà÷åñòâå öåíòðà
òî÷êà âìåñòå ñ òî÷êàìè ÿäðà åñòü â ñîâîêóïíîñòè íåêîòîðîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
èçîáðàæåíèå?

Ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå C ñîñòîèò èç öåíòðà O è
òî÷åê c1, . . . , cn ÿäðà. Èçîáðàæåíèå èç òî÷åê c1, . . . , cn è ïðîèçâîëüíîé
òî÷êè Ox îáîçíà÷èì ÷åðåç Cx.

Ëåììà 2 Èçîáðàæåíèå Cx ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïàðà èç
A×B, äëÿ êîòîðîé èçîáðàæåíèå Cx ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì.

Ðèñ. 10.

Íà ðèñ. 10 òî÷êè ai è aj ïðèíàäëåæàò èçîáðàæåíèþ A, òî÷êè bi è bj

- èçîáðàæåíèþ B. Ñòðîèì òî÷êè b′i è b′j, ïðèíàäëåæàùèå èçîáðàæåíèþ
(A + Cx): òî÷êó b′i ïîëó÷àåì ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì îòðåçêà (Oxci) ñ
ñîâìåùåíèåì òî÷êè Ox ñ òî÷êîé ai, è òî÷êó b′j - ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì
îòðåçêà (Oxcj) ñ ñîâìåùåíèåì òî÷êè Ox ñ òî÷êîé aj. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè
b′iaibi è OciOx. Ñòîðîíû (aibi) è (ciO), (aib

′
i) è (ciOx) ó íèõ ðàâíû è

ïàðàëëåëüíû, óãëû b′iaibi è OaiOx ðàâíû. Îòñþäà ñòîðîíà (b′ibi) ðàâíà è
ïàðàëëåëüíà ñòîðîíå (OOx). Èç àíàëîãè÷íîãî ðàññìîòðåíèÿ äëÿ òðåóãîëüíèêîâ
b′jajbj è OcjOx ïîëó÷àåì, ÷òî è (b′jbj) ðàâíà è ïàðàëëåëüíà (OOx). Òàêèì
îáðàçîì, (b′ibi) ðàâíà è ïàðàëëåëüíà (b′jbj) (i 6= j, i, j = 1, . . . , n), è,
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ñëåäîâàòåëüíî, èçîáðàæåíèå èç òî÷åê b′i (i = 1, . . . , n) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî
ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì èçîáðàæåíèÿ B. Ëåììà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 1 Â P ∗ ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí ãëàâíûé êëàññ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà Ox âìåñòå ñ òî÷êàìè ÿäðà äàåò
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå Cx, êîòîðîå ïðèíàäëåæèò ðîâíî îäíîìó
êëàññó â C∗. Ïîñêîëüêó êëàññàì â C∗ âçàèìíîîäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò
êëàññû â P ∗, òî, òåì ñàìûì, ñîäåðæàòåëüíî Cx îïðåäåëÿåò ðîâíî îäèí
âàðèàíò âçàèìîðàñïîëîæåíèÿ èçîáðàæåíèé A è B. Âçàèìîóäàëåííîñòü
òî÷åê èçîáðàæåíèé A è B îïðåäåëÿåòñÿ äëèíîé íàèáîëüøåãî èç îòðåçêîâ
(Oxci) (i = 1, . . . , n), òî åñòü ðàäèóñîì îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â Ox,
âìåùàþùåé â ñåáÿ âñå òî÷êè ÿäðà. ßñíî, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
íàèìåíüøàÿ ïî ðàäèóñó òàêàÿ îêðóæíîñòü, åå öåíòð è ðàäèóñ îïðåäåëÿþòñÿ
îäíîçíà÷íî. Íàçîâåì ýòó îêðóæíîñòü êëþ÷åâîé, ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ
èç P ∗ åñòü, î÷åâèäíî, òî, ÷òî âûøå áûëî íàçâàíî ãëàâíûì êëàññîì.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñîäåðæàòåëüíî òåîðåìà 1 îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé âàðèàíò
âçàèìîðàñïîëîæåíèÿ èçîáðàæåíèé A è B (íàçîâåì åãî òîæå ãëàâíûì),
ïðè êîòîðîì âçàèìîóäàëåííîñòü èõ òî÷åê ìèíèìàëüíà.

Ïðè çàäàííûõ èçîáðàæåíèÿõ A è B ãëàâíîå èõ âçàèìîðàñïîëîæåíèå
ãåîìåòðè÷åñêè ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáèðàåì ïðîèçâîëüíóþ
òî÷êó O íà ïëîñêîñòè â êà÷åñòâå öåíòðà, è ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè
îòðåçêîâ aibi (i = 1, . . . , n), ñ ñîâìåùåíèåì òî÷êè ai ñ òî÷êîé O, ñòðîèì
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå. Ýòèì îïðåäåëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòü òî÷åê
ci (i = 1, . . . , n) ÿäðà. Ñòðîèì êëþ÷åâóþ îêðóæíîñòü, åå öåíòð Ox âìåñòå
ñ ÿäðîì îáðàçóþò õàðàêòåðèñòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå Cx. Äàëåå ñòðîèì
A+Cx, ÷òî äàåò èçîáðàæåíèå B′, ýêâèâàëåíòíîå B. Âçàèìîðàñïîëîæåíèå
A è B′ - ãëàâíîå.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèìåðû, â êîòîðûõ èçîáðàæåíèå
A ñîñòîèò èç òî÷åê a1, a2, a3, èçîáðàæåíèå B - èç òî÷åê b1, b2, b3, òðåóãîëüíèêè
a1a2a3 è b1b2b3 ïîäîáíû è ñòîðîíû èõ ïàðàëëåëüíû.
Ïðèìåð 1. Ýòîò ñëó÷àé ìîæíî íàçâàòü âûðîæäåííûì, òðåóãîëüíèêè
a1a2a3 è b1b2b3 â íåì ðàâíû (ðèñ. 11), òî÷êè ÿäðà c1, c2, c3 ñëèòû â îäíó.
Ïðèìåð 2. Â ýòîì ïðèìåðå òðåóãîëüíèê c1c2c3 òóïîóãîëüíûé (ðèñ. 12),
ïîýòîìó öåíòð Ox ðàñïîëàãàåòñÿ íà ñåðåäèíå íàèáîëüøåé ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà.
Íà êëþ÷åâîé îêðóæíîñòè íàõîäÿòñÿ äâå òî÷êè ÿäðà, îäíà òî÷êà ÿäðà -
âíóòðè êðóãà.
Ïðèìåð 3. Â ýòîì ñëó÷àå òðåóãîëüíèê c1c2c3 îñòðîóãîëüíûé (ðèñ. 13(à)),
öåíòð Ox êëþ÷åâîé îêðóæíîñòè - öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà
c1c2c3. Íà êëþ÷åâîé îêðóæíîñòè - òðè òî÷êè ÿäðà. Íà ðèñ. 13(á) ïîñòðîåíî
ãëàâíîå âçàèìîðàñïîëîæåíèå èçîáðàæåíèé A è B.
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Ðàäèóñ êëþ÷åâîé îêðóæíîñòè ìîæåò áûòü îïðåäåëåí íå òîëüêî ãåîìåòðè÷åñêèì
ïîñòðîåíèåì, íî è âû÷èñëåíèåì. Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì ê ëåììå 1
âñå ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè ÿäðà ìîæíî ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè.
Äàëåå âû÷èñëåíèÿ ðàçáèâàþòñÿ íà äâà ñëó÷àÿ, èëëþñòðèðóåìûõ ïðèìåðàìè
2 è 3 âûøå.
Ïåðâûé ñëó÷àé. Íà êëþ÷åâîé îêðóæíîñòè íàõîäÿòñÿ äâå òî÷êè, ci1 è
ci2 , ïðè÷åì îòðåçîê (ci1ci2) - äèàìåòð îêðóæíîñòè, à âñå îñòàëüíûå òî÷êè
ÿäðà íàõîäÿòñÿ âíóòðè êðóãà. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
ýòîãî ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îòðåçîê (ci1ci2) - íàèáîëüøèé ïî äëèíå, è òðåóãîëüíèêè
ci1ci2ci (i = 1, . . . , n, i 6= i1, i2) - òóïîóãîëüíûå (âêëþ÷àÿ ñëó÷àé, êîãäà ci

ëåæèò íà îòðåçêå (ci1ci2)). Ïðè èçâåñòíûõ ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèÿõ ìåæäó
òî÷êàìè ÿäðà ýòî óñëîâèå ïðîâåðÿåòñÿ íåñëîæíî.
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Ðèñ. 11,12,13(a),13(á).

Ñþäà æå îòíåñåì è â íåêîòîðîì ñìûñëå ïîãðàíè÷íûé ñëó÷àé, êîãäà
íà êëþ÷åâîé îêðóæíîñòè, ïîìèìî òî÷åê ci1 è ci2 , åñòü åùå è äðóãèå
òî÷êè ÿäðà. Â ýòîì ñëó÷àå îíè äîëæíû ñ òî÷êàìè ci1 è ci2 îáðàçîâûâàòü
ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê.
Âòîðîé ñëó÷àé. Ïîëîæèì, ÷òî ïåðâûé ñëó÷àé óæå èñêëþ÷åí. Ýòî çíà÷èò
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÷òî íà êëþ÷åâîé îêðóæíîñòè ëåæàò òðè è áîëüøå òî÷åê, ïðè÷åì íèêàêàÿ
ïàðà èç íèõ íå îáðàçóåò äèàìåòð îêðóæíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå êëþ÷åâàÿ
îêðóæíîñòü ÿâëÿåòñÿ îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ òðåóãîëüíèêà èç òî÷åê,
ëåæàùèõ íà îêðóæíîñòè, è ýòîò òðåóãîëüíèê - îñòðîóãîëüíûé. Äëÿ íàõîæäåíèÿ
ðàäèóñà êëþ÷åâîé îêðóæíîñòè íàäî ïåðåáðàòü âñå îñòðîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè
ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ ÿäðà è îïðåäåëèòü òðåóãîëüíèê ñ íàèáîëüøåé ïî
ðàäèóñó îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ. Îíà è áóäåò êëþ÷åâîé, âñå îñòàëüíûå
òî÷êè ÿäðà áóäóò ñîäåðæàòüñÿ âíóòðè êðóãà (èëè, â êðàéíåì ñëó÷àå, íà
ñàìîé îêðóæíîñòè, êîãäà îñòðîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ íàèáîëüøèì
ðàäèóñîì îïèñàííîé îêðóæíîñòè íåñêîëüêî).

Ïðåäøåñòâóþùåå îïèñàíèå îòíîñèëîñü ê ñëó÷àþ, êîãäà áèåêöèåé ψ
òî÷êè a1, . . . , an èçîáðàæåíèÿ A ñîïîñòàâëÿëèñü òî÷êàì b1, . . . , bn èçîáðàæåíèÿ
B. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r′(A,B) = min

ψ
{rψ(A,B)}, ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ íà

ìíîæåñòâå âñåõ âåëè÷èí rψ(A,B), ïîëó÷åííûõ ïðè âñåõ âîçìîæíûõ áèåêöèÿõ
íà ìíîæåñòâàõ òî÷åê èçîáðàæåíèé A è B.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B̂ èçîáðàæåíèå, ïîëó÷åííîå èç B ïðåîáðàçîâàíèåì
ñèììåòðèè, è ÷åðåç r′′(A,B) - âåëè÷èíó, îïðåäåëÿåìóþ êàê r′′(A,B) =
r′(A, B̂).

Íàêîíåö, ÷åðåç r(A,B) îáîçíà÷èì r(A,B) = min(r′(A,B), r′′(A,B)).
Ñîäåðæàòåëüíî r(A,B) îïðåäåëÿåò íàèìåíüøóþ âçàèìîóäàëåííîñòü òî÷åê
èçîáðàæåíèé A è B ïðè âñåõ âîçìîæíûõ ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñàõ è
ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñèììåòðèè èçîáðàæåíèé è ïðè âñåõ âîçìîæíûõ âàðèàíòàõ
ñîïîñòàâëåíèé èõ òî÷åê äðóã äðóãó.
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2 Èçîìåòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ èçîáðàæåíèé
Ñîäåðæàòåëüíî çàäà÷à äëÿ ýòîãî ïàðàãðàôà ïîâòîðÿåò çàäà÷ó äëÿ ïàðàãðàôà
ïðåäøåñòâóþùåãî, íî ñ äîáàâëåíèåì âîçìîæíîñòè ïîâîðà÷èâàòü èçîáðàæåíèÿ
îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äâóõ èçîáðàæåíèé íóæíî
ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè, ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñèììåòðèè è ïîâîðîòàìè,
òî åñòü èçîìåòðè÷åñêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, òàê ðàñïîëîæèòü èõ, ÷òîáû
âçàèìîóäàëåííîñòü èõ òî÷åê áûëà áû íàèìåíüøåé.

×åðåç Ã îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ èçîáðàæåíèé, ïîëó÷àåìûõ èç èçîáðàæåíèÿ
A ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè è ïîâîðîòàìè. Óãëû ïîâîðîòà ñ÷èòàåì
ïîëîæèòåëüíûìè ïðè âðàùåíèè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, è îòðèöàòåëüíûìè
- â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïðè ýòîì äëÿ A′ ∈ Ã ïîëàãàåì, ÷òî ñîõðàíÿåòñÿ
íóìåðàöèÿ òî÷åê, ïîðîæäåííàÿ èçîáðàæåíèåì A, òî åñòü ÷åðåç a′i îáîçíà÷åíà
òà òî÷êà íà A′, â êîòîðóþ ïåðåõîäèò òî÷êà ai (i = 1, . . . , n) ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì
âðàùåíèè è ïåðåíîñå èçîáðàæåíèÿ A. Èçîáðàæåíèÿ A′ è A′′ èç Ã íàçûâàåì
ýêâèâàëåíòíûìè ïî ïåðåíîñó è ïîâîðîòó (äàëåå, äëÿ êðàòêîñòè, ïðîñòî
ýêâèâàëåíòíûìè), òî÷êè a′i è a′′i (i = 1, . . . , n) - òîæå ýêâèâàëåíòíûìè.
×àñòè èçîáðàæåíèé A′ è A′′, ñîñòîÿùèå èç ýêâèâàëåíòíûõ òî÷åê, íàçûâàåì
ýêâèâàëåíòíûìè.

Ðàññìàòðèâàåì áèåêöèþ ψ, êîòîðàÿ òî÷êàì a1, . . . , an èçîáðàæåíèÿ A
ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå òî÷êè b1, . . . , bn èçîáðàæåíèÿ B. Äëÿ èçîáðàæåíèé
A′ ∈ Ã è B′ ∈ B̃ òî÷êè a′i è b′i (i = 1, . . . , n) íàçûâàåì ñîîòâåòñòâóþùèìè.
×àñòè èçîáðàæåíèé A′ è B′, ñîñòîÿùèå èç ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê, íàçûâàåì
ñîîòâåòñòâóþùèìè. Óãîë ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè îòðåçêàìè (aiaj) èç
A è (bibj) èç B îáîçíà÷àåì ÷åðåç α0

ij (i, j = 1, . . . , n, i 6= j).
Ðàññìàòðèâàåì äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå Ã×B̃. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî ñðåäè óãëîâ α0
ij (i, j = 1, . . . , n, i 6= j) åñòü óãîë α0

uv,
ðàâíûé íóëþ. Äàëåå ÷åðåç ϕ áóäåì îáîçíà÷àòü óãîë αuv, åñëè αuv ≥ 0, è
óãîë (2π+αuv), åñëè αuv < 0. Îòñþäà 0 ≤ ϕ < 2π. Óãîë ϕ áóäåì íàçûâàòü
óãëîì ìåæäó èçîáðàæåíèÿìè A è B.

Íà ìíîæåñòâå Ã × B̃ ðàññìàòðèâàåì áèíàðíîå îòíîøåíèå P : ïàðû
(A1B1) è (A2B2) íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè P , åñëè óãëû ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè
îòðåçêàìè ó íèõ îäèíàêîâû, òî åñòü α1

ij = α2
ij ïðè âñåõ i, j = 1, . . . , n, i 6=

j. Ýòî îòíîøåíèå ïîðîæäàåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Ã × B̃ íà êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè. Êàæäîìó êëàññó ñîîòâåòñòâóåò ñâîå çíà÷åíèå óãëà ϕ
ìåæäó èçîáðàæåíèÿìè A è B, ïîýòîìó êëàññ îáîçíà÷èì ÷åðåç P ′

ϕ, ìíîæåñòâî
êëàññîâ - ÷åðåç {P ′

ϕ}0≤ϕ<2π.
Ïóñòü Q′ è Q′′ - ÿäðà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé ïðîèçâîëüíûõ

ïàð (A′, B′) è (A′′, B′′) èç P ′
ϕ, c′i è c′j - òî÷êè èç Q′, c′′i è c′′j - ñîîòâåòñòâóþùèå

òî÷êè èç Q′′ (i, j = 1, . . . , n, i 6= j). Äëèíû îòðåçêîâ (c′ic
′
j) è (c′′i c

′′
j )
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îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî äëèíàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ îòðåçêîâ (a′ia
′
j), (b′ib

′
j) è

(a′′i a
′′
j ), (b′′i b

′′
j ) è óãëîì ìåæäó íèìè, è ïîòîìó îäèíàêîâû. Ìíîæåñòâî ÿäåð

âñåõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé âñåõ ïàð (A,B) èç P ′
ϕ îáîçíà÷èì

÷åðåç Qϕ. Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî âñå èçîáðàæåíèÿ èç Qϕ ïåðåâîäÿòñÿ
äðóã â äðóãà ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà è ïîâîðîòà. Ïîýòîìó
ìîæíî ãîâîðèòü îá îáùåé äëÿ âñåõ ÿäåð èç Qϕ âåëè÷èíå ðàäèóñà êëþ÷åâîé
îêðóæíîñòè, îáîçíà÷èì åå ÷åðåç Rϕ. ×åðåç Pϕ îáîçíà÷èì ïîäêëàññ êëàññà
P ′

ϕ, ñîñòîÿùèé èç âñåõ òàêèõ ïàð, ó êîòîðûõ öåíòð õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
èçîáðàæåíèÿ ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì êëþ÷åâîé îêðóæíîñòè.

Âåëè÷èíà Rϕ åñòü ôóíêöèÿ îò ϕ. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå Rϕ (0 ≤
ϕ < 2π) îáîçíà÷èì ÷åðåç Rmin

ψ . Óãîë ϕ0 òàêîé, ÷òî Rϕ0 = Rmin
ψ íàçîâåì

èñêîìûì. Âçàèìîðàñïîëîæåíèå A è B â ïàðàõ (A,B) èç Pϕ0 òîæå íàçîâåì
èñêîìûì. Ñîäåðæàòåëüíî èñêîìîå âçàèìîðàñïîëîæåíèå A è B îçíà÷àåò,
÷òî èõ òî÷êè âçàèìîóäàëåíû íà ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå, êàêîãî ìîæíî
äîáèòüñÿ ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè è ïîâîðîòàìè èçîáðàæåíèé A è B.

Ìû èñïîëüçóåì äàëåå ýêâèâàëåíòíîå ïðåæíåìó, íî áîëåå íàãëÿäíîå
è óäîáíîå ïðåäñòàâëåíèå î ìíîæåñòâå êëàññîâ {Pϕ}0≤ϕ<2π è îá èñêîìîì
âçàèìîðàñïîëîæåíèè. Çàôèêñèðóåì êàêîå-ëèáî èçîáðàæåíèå èç Ã, ïóñòü,
äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ýòî áóäåò èñõîäíîå èçîáðàæåíèå A. Èç êàæäîãî
êëàññà Pϕ âîçüìåì òó ïàðó (A,Bϕ), ó êîòîðîé ïåðâûé ýëåìåíò ñîâïàäàåò
ñ A. Åñëè ïðîäåëûâàòü ýòî ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ âñåõ ϕ îò 0 äî 2π,
òî íàãëÿäíî ýòî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê íåïîäâèæíîå èçîáðàæåíèå A
è ïîñëåäîâàòåëüíî ïîâîðà÷èâàþùååñÿ îòíîñèòåëüíî A èçîáðàæåíèå B,
ïðè÷åì â êàæäûé ìîìåíò âçàèìîðàñïîëîæåíèå A è B - ãëàâíîå.

Òî÷êè, èç êîòîðûõ ñîñòîèò Bϕ, îáîçíà÷èì ÷åðåç bϕ
1 , . . . , bϕ

n. Äëÿ ïàðû
(A,Bϕ) ñòðîèòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê
cϕ
1 , . . . , cϕ

n ÿäðà è öåíòðà O, ñîâïàäàþùåãî ñ öåíòðîì êëþ÷åâîé îêðóæíîñòè.
Òî÷êà O ôèêñèðîâàíà è öåíòðû âñåõ êëþ÷åâûõ îêðóæíîñòåé (ïðè ðàçíûõ
ϕ) ñîâïàäàþò ñ òî÷êîé O. Ïðè òàêîì ïðåäñòàâëåíèè âåëè÷èíà Rϕ è
èçîáðàæåíèå èç òî÷åê cϕ

1 , . . . , cϕ
n - ôóíêöèè îò óãëà ϕ. Âîïðîñ â òîì, ïðè

êàêèõ óãëàõ ïîâîðîòà âåëè÷èíà Rϕ íàèìåíüøàÿ?
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà äëÿ ïðèìåðà ÷àñòíûé ñëó÷àé, â êîòîðîì ïîñòàâëåííàÿ

çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðîñòî. Ïóñòü èçîáðàæåíèÿ A è B òàêîâû, ÷òî îíè
ïåðåâîäèìû äðóã â äðóãà ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ. Ïîëîæèì äëÿ êîíêðåòíîñòè,
÷òî B ïîëó÷åíî èç A óâåëè÷åíèåì èëè óìåíüøåíèåì â ðàçìåðàõ ñ êîýôôèöèåíòîì
k è ïîâîðîòîì íà óãîë α∗. Ïðè ïîâîðîòå B íà ïðîèçâîëüíûé óãîë ϕ
ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè cϕ

i è cϕ
j ÿäðà (i, j = 1, . . . , n, i 6= j)

âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (cϕ
i cϕ

j )2 = (aiaj)
2 +(bibj)

2−2(aiaj)(bibj) cos(α∗+
ϕ). Ïîñêîëüêó (bibj) = k(aiaj), òî (cϕ

i cϕ
j )2 = (aiaj)

2(1+k2−2k cos(α∗+ϕ)).
Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè âðàùåíèè èçîáðàæåíèÿ B ÿäðî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
èçîáðàæåíèÿ ïàðû (A,B) ìåíÿåòñÿ, îñòàâàÿñü ïîäîáíûì ñàìîìó ñåáå (è,
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çàìåòèì, èçîáðàæåíèÿì A è B). Íàèìåíüøèìè âñå ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó òî÷êàìè ÿäðà, à ñëåäîâàòåëüíî è ðàäèóñ êëþ÷åâîé îêðóæíîñòè,
áóäóò ïðè (α∗+ϕ) = 0. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå âçàèìîðàñïîëîæåíèå äëÿ
A è B õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî âñå ñîîòâåòñòâóþùèå îòðåçêè íà ýòèõ
èçîáðàæåíèÿõ (òî åñòü (aiaj) è (bibj), i, j = 1, . . . , n, i 6= j) ïàðàëëåëüíû
äðóã äðóãó.

Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå ÿäðî, ìåíÿÿñü â ðàçìåðàõ, îñòàåòñÿ ïîäîáíûì
ñåáå, è ïîòîìó íà êëþ÷åâîé îêðóæíîñòè ïðè âñåõ óãëàõ ïîâîðîòà íàõîäÿòñÿ
îäíè è òå æå òî÷êè (òî åñòü òå òî÷êè, êîòîðûå âûøå áûëè íàçâàíû
ñîîòâåòñòâóþùèìè). Â îáùåì ñëó÷àå òî÷êè ÿäðà ìåíÿþò ðàñïîëîæåíèå
îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà, è ïîòîìó ïðè ðàçíûõ ϕ íà êëþ÷åâîé îêðóæíîñòè
ìîãóò îêàçûâàòüñÿ ðàçíûå òî÷êè.

Èòàê, èìååì èçîáðàæåíèÿ A èç òî÷åê a1, . . . , an, Bϕ èç òî÷åê bϕ
1 , . . . , bϕ

n

è Cϕ èç òî÷åê cϕ
1 , . . . , cϕ

n; Rϕ - ðàäèóñ êëþ÷åâîé îêðóæíîñòè äëÿ Cϕ. Ïóñòü
èçîáðàæåíèå Ai åñòü ÷àñòü A èç òî÷åê ai1 , . . . , aik , Bϕ

i åñòü ÷àñòü Bϕ èç
òî÷åê bϕ

i1
, . . . , bϕ

ik
, Cϕ

i åñòü ÷àñòü Cϕ èç òî÷åê cϕ
i1
, . . . , cϕ

ik
(1 ≤ k ≤ n).

Èçîáðàæåíèå Cϕ
i íàçûâàåì ïîðîæäåííûì èçîáðàæåíèÿìè Ai è Bϕ

i , à
ñàìè èçîáðàæåíèÿ Ai è Bϕ

i íàçûâàåì ñîîòâåòñòâóþùèìè Cϕ
i . ×åðåç rϕ

i

îáîçíà÷èì ðàäèóñ êëþ÷åâîé îêðóæíîñòè èçîáðàæåíèÿ Cϕ
i .

Èçîáðàæåíèå Cϕ
i íàçîâåì ìîíîòîííûì â òî÷êå ϕ, åñëè ñóùåñòâóåò

òàêîå 4ϕ > 0, ÷òî â ïðîìåæóòêå îò ϕ −4ϕ äî ϕ +4ϕ ðàäèóñ rϕ
i ëèáî

ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, ëèáî ìîíîòîííî óáûâàåò. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Cϕ
i

íàçûâàåì íåìîíîòîííûì â òî÷êå ϕ. Çíà÷åíèÿ óãëîâ ϕ, â êîòîðûõ Cϕ
i

íåìîíîòîííî, íàçûâàåì êðèòè÷åñêèìè äëÿ Cϕ
i , âçàèìîðàñïîëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ

Cϕ
i èçîáðàæåíèé Bϕ

i è Ai ïðè êðèòè÷åñêèõ óãëàõ òîæå íàçûâàåì êðèòè÷åñêèìè.
Ïóñòü óãîë ϕ0 - èñêîìûé. Òîãäà ÿäðî Cϕ - íåìîíîòîííîå èçîáðàæåíèå

â òî÷êå ϕ0, ñëåäîâàòåëüíî, óãîë ϕ0 äëÿ Cϕ - êðèòè÷åñêèé.
Èäåÿ äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé ñîñòîèò â âûäåëåíèè íà Cϕ îñîáûõ

÷àñòåé, ìèíèìàëüíûõ ïî êîëè÷åñòâó òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ ϕ0 - òîæå êðèòè÷åñêèé
óãîë. Ýòè îñîáûå ÷àñòè íàçîâåì êëþ÷åâûìè èçîáðàæåíèÿìè è îïðåäåëèì
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü äëÿ Cϕ
i - ÷àñòè èçîáðàæåíèÿ Cϕ - âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå: óãîë

ϕ0 äëÿ Cϕ
i - êðèòè÷åñêèé, è rϕ

i = Rϕ0 . Ïóñòü äëÿ Cϕ
j - ëþáîé ÷àñòè

èçîáðàæåíèÿ Cϕ
i - ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà Cϕ

i íàçûâàåì êëþ÷åâûì
èçîáðàæåíèåì, à ñîîòâåòñòâóþùèå Cϕ

i èçîáðàæåíèÿ Ai è Bϕ
i òîæå íàçûâàåì

êëþ÷åâûìè.
Èç ïîñëåäíåãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî èñêîìûé óãîë ìîæåò íàõîäèòüñÿ

òîëüêî ñðåäè êðèòè÷åñêèõ óãëîâ êëþ÷åâûõ èçîáðàæåíèé. Âñå âîçìîæíûå
êëþ÷åâûå èçîáðàæåíèÿ ðàçîáüåì íà òðè êëàññà: 1) èç äâóõ òî÷åê, 2) èç
òðåõ òî÷åê, 3) èç ÷åòûðåõ è áîëåå òî÷åê.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî ýòè òðè ñëó÷àÿ.
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Ïåðâûé ñëó÷àé. Êëþ÷åâûå èçîáðàæåíèÿ ñîñòîÿò èç äâóõ òî÷åê: cϕ0

i1
, cϕ0

i2

èç Cϕ0 , ai1 , ai2 èç A è bϕ0

i1
, bϕ0

i2
èç Bϕ0 . Â ýòîì ñëó÷àå îòðåçîê (cϕ0

i1
cϕ0

i2
)

äîëæåí áûòü äèàìåòðîì êëþ÷åâîé îêðóæíîñòè, è (cϕ0

i1
cϕ0

i2
)2 = (ai1ai2)

2 +
(bϕ0

i1
bϕ0

i2
)2−2(ai1ai2)(b

ϕ0

i1
bϕ0

i2
) cos(αi1i2+ϕ0). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êðèòè÷åñêèå

óãëû äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ êëþ÷åâûõ èçîáðàæåíèé îïðåäåëÿþòñÿ íåîáõîäèìûì
óñëîâèåì: | cos(α0

i1i2
+ ϕ)| = 1. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå îòðåçêè

(ai1ai2) è (bϕ0

i1
bϕ0

i2
) äîëæíû áûòü ïàðàëëåëüíûìè, òî åñòü óãîë ìåæäó

íèìè ðàâåí íóëþ èëè π. ßñíî, ÷òî ϕ0 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì óãëà
ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè îòðåçêàìè íóëþ. Ïðè ýòîì Rϕ0 ðàâåí ïîëîâèíå
ìîäóëÿ ðàçíîñòè äëèí îòðåçêîâ (ai1ai2) è (bi1bi2).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç U1 ìíîæåñòâî çíà÷åíèé óãëà ϕ, ïðè êîòîðûõ óãëû
ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè îòðåçêàìè (aiaj) è (bibj) (i, j = 1, . . . , n, i 6= j)
ðàâíû íóëþ.
Âòîðîé ñëó÷àé. Êëþ÷åâûå èçîáðàæåíèÿ ñîñòîÿò èç òðåõ òî÷åê: cϕ0

i1
, cϕ0

i2
,

cϕ0

i3
èç Cϕ, ai1 , ai2 , ai3 èç A è bϕ0

i1
, bϕ0

i2
, bϕ0

i3
èç Bϕ0 . Ïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî

íèêàêèå äâå èç òî÷åê cϕ0

ij
(j = 1, 2, 3) íå ñëèâàþòñÿ â îäíó, òî åñòü cϕ0

i1
cϕ0

i2
cϕ0

i3

- îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê (ðèñ. 14).
Äëèíû îòðåçêîâ (ai1b

ϕ0

i1
), (ai2b

ϕ0

i2
), (ai3b

ϕ0

i3
) îäèíàêîâû è ðàâíû Rϕ0 .

Îòðåçêè áóäåì ïîëàãàòü íàïðàâëåííûìè ñ íàïðàâëåíèåì îò òî÷åê aij

ê bϕ0

ij
èëè íàîáîðîò. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, îòðåçêè íàïðàâëåíû îò

aij ê bϕ0

ij
(j = 1, 2, 3). Ðàññìîòðèì íàïðàâëåííûå ïðÿìûå L1, L2, L3, íà

êîòîðûõ ëåæàò ýòè îòðåçêè, ñ íàïðàâëåíèÿìè äëÿ âñåõ òðåõ ïðÿìûõ,
ñîâïàäàþùèìè ñ íàïðàâëåíèÿìè îòðåçêîâ èëè ïðîòèâîïîëîæíûìè èì.
Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, íàïðàâëåíèÿ ïðÿìûõ Lj ñîâïàäàþò ñ íàïðàâëåíèÿìè
îòðåçêîâ (aijb

ϕ0

ij
) (j = 1, 2, 3), ëåæàùèõ íà íèõ.

Ëåììà 3 Äëÿ òîãî, ÷òîáû âçàèìîðàñïîëîæåíèå èçîáðàæåíèé èç òî÷åê
ai1, ai2, ai3 è bϕ0

i1
, bϕ0

i2
, bϕ0

i3
áûëî êðèòè÷åñêèì, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïðÿìûå

L1, L2, L3 ïåðåñåêàëèñü â îäíîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî â òðåóãîëüíèêå cϕ
i1
cϕ
i2
cϕ
i3

äëèíû
åãî ñòîðîí ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè îò óãëà ϕ. Â òî÷êå ϕ0

òðåóãîëüíèê cϕ0

i1
cϕ0

i2
cϕ0

i3
ïî óñëîâèþ îñòðîóãîëüíûé, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò

îêðåñòíîñòü òî÷êè ϕ0 òàêàÿ, ÷òî ïðè óãëàõ èç ýòîé îêðåñòíîñòè îí îñòàåòñÿ
îñòðîóãîëüíûì.
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Ðèñ. 14-15.

Ðèñ. 16(à),(á).

Ïðÿìàÿ Lj (j = 1, 2, 3), åñëè ñìîòðåòü ïî åå íàïðàâëåíèþ, äåëèò
ïëîñêîñòü íà ïðàâóþ è ëåâóþ ïîëóïëîñêîñòè. Ïóñòü O′ - ïðîèçâîëüíàÿ
òî÷êà â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè (ðèñ. 15). Ïðàâàÿ ÷àñòü ïåðïåíäèêóëÿðà
ê îòðåçêó (O′bϕ0

ij
) â òî÷êå bϕ0

ij
íàõîäèòñÿ âíå êðóãà ðàäèóñà Rϕ0 ñ öåíòðîì

â òî÷êå aij , äëÿ ëåâîé ÷àñòè ïåðïåíäèêóëÿðà ó÷àñòîê, ïðèìûêàþùèé ê
bϕ0

ij
, íàõîäèòñÿ âíóòðè êðóãà. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò óãîë 4ϕ > 0 òàêîé,

÷òî ïîâîðîò âïðàâî òî÷êè bϕ0

ij
ñ öåíòðîì âðàùåíèÿ â O′ íà óãîë, íå

áîëüøèé 4ϕ, óäàëÿåò òî÷êó bϕ0

ij
îò aij , à ïîâîðîò âëåâî íà òàêîé æå

óãîë - ïðèáëèæàåò. Àíàëîãè÷íî äëÿ ëþáîãî öåíòðà âðàùåíèÿ O′′ â ëåâîé
ïîëóïëîñêîñòè ïîâîðîò âïðàâî ïðèáëèæàåò òî÷êó bϕ0

ij
, ïîâîðîò âëåâî -

óäàëÿåò åå îò aij .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L1, L2, L3 íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Òîãäà

îíè îáðàçóþò òðåóãîëüíèê, âñå âíóòðåííèå òî÷êè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
òî÷êàìè èõ ïðàâûõ ïîëóïëîñêîñòåé (ðèñ. 16(à)), èëè ëåâûõ ïîëóïëîñêîñòåé
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(ðèñ. 16(á)). Â ëþáîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ âðàùåíèå Bϕ0 ñ öåíòðîì âðàùåíèÿ
â ëþáîé èç âíóòðåííèõ òî÷åê ýòîãî òðåóãîëüíèêà â îäíó ñòîðîíó óäàëÿåò
îäíîâðåìåííî âñå òî÷êè bϕ0

ij
îò ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê aij (j = 1, 2, 3), â

äðóãóþ - îäíîâðåìåííî ïðèáëèæàåò èõ ê íèì. Äëèíû îòðåçêîâ (aijb
ϕ0

ij
)

(j = 1, 2, 3) è óãëû ìåæäó íèìè ïðè òàêîì âðàùåíèè ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè
ôóíêöèÿìè îò óãëà ϕ (â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ϕ0). Ñëåäîâàòåëüíî,
èçîáðàæåíèå èç òî÷åê cϕ0

i1
, cϕ0

i2
, cϕ0

i3
ìîíîòîííî â òî÷êå ϕ0 - ïðèøëè ê

ïðîòèâîðå÷èþ. Ëåììà äîêàçàíà.
Ïåðåñåêàþùèåñÿ â îäíîé òî÷êå ïðÿìûå L1, L2, L3 íàçîâåì òðåõîñíèêîì,

ñàìè ïðÿìûå - îñÿìè, òî÷êó OL ïåðåñå÷åíèÿ - öåíòðîì òðåõîñíèêà. Íà
êàæäîé îñè ÷àñòü åå îò öåíòðà â íàïðàâëåíèè îñè íàçûâàåì ïîëîæèòåëüíîé
ïîëóîñüþ, îñòàâøóþñÿ ÷àñòü - îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñüþ.

Âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê ai1 , ai2 , ai3 è bϕ0

i1
, bϕ0

i2
,

bϕ0

i3
íà òðåõîñíèêå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åòûðüìÿ êëàññàìè.

1. Êëàññ S1: îòðåçêè (aϕ0

ij
bϕ0

ij
) (j = 1, 2, 3) âñå îäíîâðåìåííî ëåæàò â

ïîëîæèòåëüíûõ ïîëóîñÿõ (ðèñ. 17(à)), èëè âñå îäíîâðåìåííî - â îòðèöàòåëüíûõ
ïîëóîñÿõ (ðèñ. 17(á)).
2. Êëàññ S2: îäèí èç îòðåçêîâ (aijb

ϕ0

ij
) (j = 1, 2, 3) ëåæèò â ïîëîæèòåëüíîé

ïîëóîñè, äâà äðóãèõ - â îòðèöàòåëüíûõ ïîëóîñÿõ (ðèñ. 18(à)), èëè íàîáîðîò,
îäèí îòðåçîê ëåæèò â îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè, äâà äðóãèõ - â ïîëîæèòåëüíîé
(ðèñ. 18(á)).

Êëàññàìè S1 è S2 èñ÷åðïûâàþòñÿ òàêèå âàðèàíòû ðàçìåùåíèÿ òî÷åê
íà îñÿõ, êîãäà êàæäûé èç îòðåçêîâ (aijb

ϕ0

ij
) (j = 1, 2, 3) öåëèêîì ëåæèò

ëèáî â ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè, ëèáî â îòðèöàòåëüíûõ.
3. Êëàññ S3: äëÿ âñåõ òðåõ îòðåçêîâ (aijb

ϕ0

ij
) (j = 1, 2, 3) öåíòð òðåõîñíèêà

ðàñïîëîæåí ìåæäó òî÷êàìè aij è bϕ0

ij
(ðèñ. 19).

4. Êëàññ S4: ó îäíîãî èëè äâóõ îòðåçêîâ èç (aijb
ϕ0

ij
) (j = 1, 2, 3) öåíòð

òðåõîñíèêà ëåæèò íà îòðåçêå, îñòàëüíûå öåëèêîì ëåæàò â îòðèöàòåëüíîé
èëè ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñÿõ (äâà ïðèìåðà íà ðèñ. 20).
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Ðèñ. 17-20.

Êëàññû S1 è S2 ïðåäñòàâëÿþò âàðèàíòû èñêîìîãî âçàèìîðàñïîëîæåíèÿ:
íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âðàùåíèå Bϕ0 îòíîñèòåëüíî öåíòðà òðåõîñíèêà â
ëþáóþ ñòîðîíó (íà óãîë, íå ïðåâûøàþùèé íåêîòîðûé4ϕ) óäàëÿåò òî÷êè
bϕ0

ij
îò ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê aij (j = 1, 2, 3). Â S3 âçàèìîðàñïîëîæåíèå
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òî÷åê êðèòè÷åñêîå, íî íå èñêîìîå: âðàùåíèå Bϕ0 îòíîñèòåëüíî öåíòðà
òðåõîñíèêà â ëþáóþ ñòîðîíó ïðèáëèæàåò ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè äðóã
ê äðóãó. Â êëàññå S4 òîëüêî ÷àñòü âçàèìîðàñïîëîæåíèé èñêîìûå.

Èòàê, èñêîìîå âçàèìîðàñïîëîæåíèå íàõîäèòñÿ ñðåäè âçàèìîðàñïîëîæåíèé
èçîáðàæåíèé èç òî÷åê ai1 , ai2 , ai3 è bϕ0

i1
, bϕ0

i2
, bϕ0

i3
, ïðåäñòàâëåííûõ êëàññàìè

S1 - S4. Ñëåäóþùèé âîïðîñ: êàê íàéòè ýòè âçàèìîðàñïîëîæåíèÿ ïðè
êîíêðåòíûõ èçîáðàæåíèÿõ A è B?

Óñëîâèìñÿ î ñëåäóþùèõ îáîçíà÷åíèÿõ. Îòðåçêè (aijb
ϕ0

ij
) (j = 1, 2, 3)

áóäåì ïðåäñòàâëÿòü âåëè÷èíîé R, ãäå |R| = Rϕ0 , ïðè÷åì áóäåì ñ÷èòàòü
R ïîëîæèòåëüíûì, åñëè íàïðàâëåíèå îòðåçêà ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì
îñè, íà êîòîðîé îí ëåæèò, è îòðèöàòåëüíûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Îòðåçêè (OLai1), (OLai2), (OLai3) ñ÷èòàåì íàïðàâëåííûìè îò OL ê aij

(j = 1, 2, 3), è ïðåäñòàâëÿåì èõ âåëè÷èíàìè x, y, z ñîîòâåòñòâåííî. Äëèíó
îòðåçêà (OLai1) ïîëàãàåì ðàâíîé |x|, x ïîëàãàåì ïîëîæèòåëüíûì, åñëè
íàïðàâëåíèå (OLai1) ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì îñè L1, è îòðèöàòåëüíûì
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Àíàëîãè÷íî ïîëàãàåì è äëÿ y è z. Óãëû (ïîëîæèòåëüíûå,
ìåíüøèå π, â ñóììå ñîñòàâëÿþùèå 2π) ìåæäó îñÿìè L1 è L2, L1 è L3,
L2 è L3 îáîçíà÷èì ÷åðåç α, β, γ ñîîòâåòñòâåííî. Íà ðèñ. 21 äëÿ äâóõ
ïðèìåðîâ ïîêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.

ßñíî, ÷òî çàäàíèå êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé äëÿ x, y, z, α, β, γ, R îïðåäåëÿåò
êîíêðåòíîå âçàèìîðàñïîëîæåíèå òî÷åê ai1 , ai2 , ai3 è bi1 , bi2 , bi3 , à çíà÷èò
è êîíêðåòíîå çíà÷åíèå óãëà ϕ ìåæäó èçîáðàæåíèÿìè A è B.

Ëåììà 4 Âñå âàðèàíòû âçàèìîðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê ai1, ai2, ai3 è bi1,
bi2, bi3, ïðåäñòàâëåííûå â êëàññàõ S1, S2, S3, S4, íàõîäÿòñÿ ñðåäè ðåøåíèé
ñëåäóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé:





(ai1ai2)
2 = x2 + y2 − 2xy cos α

(bi1bi2)
2 = (x + R)2 + (y + R)2 − 2(x + R)(y + R) cos α

(ai1bi3)
2 = x2 + z2 − 2xz cos β

(bi1bi3)
2 = (x + R)2 + (z + R)2 − 2(x + R)(z + R) cos β

(ai2ai3)
2 = y2 + z2 − 2yz cos γ

(bi2bi3)
2 = (y + R)2 + (z + R)2 − 2(y + R)(z + R) cos γ

α + β + γ = 2π
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Ðèñ. 21.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïðîâîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé: íàïèñàíèåì
ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ êàæäîãî èç âàðèàíòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ êëàññàìè
S1 - S4.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òðîéêó òî÷åê ã èç A è òðîéêó ñîîòâåòñòâóþùèõ
òî÷åê b̃ èç B. Äëÿ èçîáðàæåíèé ã è b̃ ïðè îïðåäåëåíèè äëÿ íèõ èñêîìîãî
âçàèìîðàñïîëîæåíèÿ âîçìîæíû òîëüêî ïåðâûé è âòîðîé ñëó÷àè. Åñëè
èìååò ìåñòî ïåðâûé ñëó÷àé, òî îïðåäåëÿåìîå èì çíà÷åíèå óãëà ϕ ìåæäó
èçîáðàæåíèÿìè A è B íàõîäèòñÿ ñðåäè óãëîâ èç ìíîæåñòâà U1. Âî âòîðîì
ñëó÷àå èñêîìûé óãîë íàõîäèòñÿ ñðåäè íàáîðà ũ óãëîâ, îïðåäåëÿåìûõ
ðåøåíèÿìè ñèñòåìû óðàâíåíèé èç ëåììû 4. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U2 îáúåäèíåíèå
ìíîæåñòâ ũ, ïîëó÷åííûõ äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ òðîåê òî÷åê èç A è ñîîòâåòñòâóþùèõ
òðîåê òî÷åê èç B.

Âåçäå âûøå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî òî÷êè cϕ0

i1
, cϕ0

i2
, cϕ0

i3
- ðàçíûå. Ðàññìîòðèì

òåïåðü âûðîæäåííûé ñëó÷àé, êîãäà äâå èç ýòèõ òî÷åê, äëÿ îïðåäåëåííîñòè
cϕ0

i2
è cϕ0

i3
, ñëèâàþòñÿ â îäíó (ðèñ. 22). Ïîñêîëüêó äëèíà îòðåçêà (cϕ0

i2
cϕ0

i3
)

â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà íóëþ, òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ ýòîãî ÿâëÿåòñÿ
ðàâåíñòâî ïî äëèíå îòðåçêîâ (ai2ai3) è (bi2bi3) è ðàâåíñòâî íóëþ óãëà
αi2i3 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëÿåìûå íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ âñåõ
âîçìîæíûõ âûðîæäåííûõ ñëó÷àåâ óãëû ìåæäó èçîáðàæåíèÿìè A è B
íàõîäÿòñÿ ñðåäè óãëîâ ìíîæåñòâà U1.

Ðèñ. 22.

116



Ðèñ. 23.

Íà ðèñóíêå 23 ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû, îòíîñÿùèåñÿ ê âûðîæäåííîìó
ñëó÷àþ è âûïîëíåíèþ äëÿ íåãî íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ: íà (à) - èñêîìîå
âçàèìîðàñïîëîæåíèå, íà (á) - íå èñêîìîå.
Òðåòèé ñëó÷àé. Êëþ÷åâûå èçîáðàæåíèÿ ñîñòîÿò èç ÷åòûðåõ è áîëåå
òî÷åê. Ðàññìîòðèì ÷åòûðå èç íèõ: cϕ0

i1
, cϕ0

i2
, cϕ0

i3
, cϕ0

i4
. Ïîëàãàåì, ÷òî íèêàêèå

äâå èç íèõ íå ñëèâàþòñÿ â îäíó. Èç òåîðåìû Ïòîëåìåÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
òîãî, ÷òîáû òî÷êè cϕ0

i1
, cϕ0

i2
, cϕ0

i3
, cϕ0

i4
íàõîäèëèñü íà îäíîé îêðóæíîñòè,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü îäíî èç òðåõ ðàâåíñòâ:

±(cϕ0

i1
cϕ0

i2
)(cϕ0

i3
cϕ0

i4
)± (cϕ0

i1
cϕ0

i3
)(cϕ0

i4
cϕ0

i2
)± (cϕ0

i1
cϕ0

i4
)(cϕ0

i2
cϕ0

i3
) = 0.

Âåëè÷èíà êàæäîãî èç îòðåçêîâ â ýòèõ óðàâíåíèÿõ åñòü ôóíêöèÿ îò
óãëà ϕ ìåæäó èçîáðàæåíèÿìè A è B. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à íàõîæäåíèÿâîçìîæíûõ êðèòè÷åñêèõ óãëîâ äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
ýòèõ óðàâíåíèé, íåèçâåñòíûì â êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ óãîë ϕ. Òàêèå óðàâíåíèÿ
ñîñòàâëÿåì äëÿ âñåõ ÷åòâåðîê òî÷åê ai1 , ai2 , ai3 , ai4 èç A è ñîîòâåòñòâóþùèõ
÷åòâåðîê òî÷åê bi1 , bi2 , bi3 , bi4 èç B. Ìíîæåñòâî óãëîâ ϕ, ÿâëÿþùèõñÿ
ðåøåíèÿìè ïîëó÷àåìûõ óðàâíåíèé, îáîçíà÷èì ÷åðåç U3.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç U îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ U1, U2, U3.
Òåîðåìà 2 Èñêîìûé óãîë ϕ0 íàõîäèòñÿ ñðåäè óãëîâ ìíîæåñòâà U .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî, ïî ïîñòðîåíèþ, U âêëþ÷àåò âñå
âîçìîæíûå êðèòè÷åñêèå óãëû äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ êëþ÷åâûõ èçîáðàæåíèé.

Èòàê, ïóñòü îïðåäåëåí óãîë ϕ0, ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåíî çíà÷åíèå Rϕ0 =
Rmin

ψ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç R′(A,B) min
ψ

Rmin
ψ , ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ íà ìíîæåñòâå

âåëè÷èí Rmin
ψ , ïîëó÷åííûõ ïðè âñåõ âîçìîæíûõ áèåêöèÿõ íà ìíîæåñòâàõ

òî÷åê èçîáðàæåíèé A è B.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç B̂ èçîáðàæåíèå, ïîëó÷åííîå èç B ïðåîáðàçîâàíèåì

ñèììåòðèè, è ïóñòü R′′(A,B) = R′(A, B̂).
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Íàêîíåö, ÷åðåç R(A,B) îáîçíà÷èì min(R′(A,B), R′′(A,B)). Âåëè÷èíà
R(A,B) îïðåäåëÿåò íàèìåíüøóþ âçàèìîóäàëåííîñòü òî÷åê èçîáðàæåíèé
A è B ïðè âñåõ âîçìîæíûõ ñîïîñòàâëåíèÿõ ýòèõ òî÷åê äðóã äðóãó è ïðè
âñåõ âîçìîæíûõ èçîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ýòèõ èçîáðàæåíèé.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ R(A,B), åñëè ïðÿìî ñëåäîâàòü
îïèñàííîìó âûøå, â çíà÷èòåëüíîé ìåðå ïåðåáîðíûé, è ïîòîìó äîâîëüíî
òðóäîåìîê. Ýòî ïðîèñõîäèò èç òîãî, ÷òî öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîÿëà,
â ïåðâóþ î÷åðåäü, â äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîé ïðîöåäóðû
íàõîæäåíèÿ R(A,B). Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ íà îñíîâå ýòîé ïðîöåäóðû ýôôåêòèâíîãî
ïðè èñïîëüçîâàíèè íà ïðàêòèêå àëãîðèòìà - ñëåäóþùàÿ ïî î÷åðåäíîñòè
çàäà÷à. Âîçìîæíîñòè ê åå ðåøåíèþ åñòü è çäåñü áóäåò îáîçíà÷åí òîëüêî
îäèí ìîìåíò, ñ ýòèì ñâÿçàííûé. Íàèáîëåå ÷ðåâàòî òðóäîåìêîñòüþ òî
îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî íóæíî ðàññìàòðèâàòü âñå áèåêöèè ìåæäó òî÷êàìè
èçîáðàæåíèé A è B, è äëÿ êàæäîé íàõîäèòü èñêîìûé óãîë ϕ0. Òàêèõ
áèåêöèé n!, ãäå n - êîëè÷åñòâî òî÷åê â èçîáðàæåíèÿõ A è B. Âîñïîëüçóåìñÿ,
îäíàêî, òåì, ÷òî êîíêðåòíîå âçàèìîðàñïîëîæåíèå ëþáûõ äâóõ ÷àñòåé ã
è b̃ èçîáðàæåíèé A è B îïðåäåëÿåò è íåêîòîðûé óãîë ϕ ìåæäó ñàìèìè
èçîáðàæåíèÿìè A è B. Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ÷àñòè ã2 èç äâóõ
òî÷åê èçîáðàæåíèÿ A è âñå âàðèàíòû ñîïîñòàâëåíèÿ èì ÷àñòåé b̃2 èç äâóõ
òî÷åê èçîáðàæåíèÿ B. Òàêèõ ïàð (ã2, b̃2) áóäåò 2(C2

n)2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Ũ1 ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ óãëîâ äëÿ ýòèõ ïàð. Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì
ïàðû (ã3, b̃3) ÷àñòåé èçîáðàæåíèé A è B èç òðåõ òî÷åê, èõ áóäåò 6(C3

n)2.
Ìíîæåñòâî èõ êðèòè÷åñêèõ óãëîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç Ũ2. Íàêîíåö, ÷åðåç Ũ3

îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ óãëîâ ïàð (ã4, b̃4) ÷àñòåé èç ÷åòûðåõ
òî÷åê èçîáðàæåíèé A è B, òàêèõ ïàð áóäåò 24(C4

n)2. Èñêîìûé óãîë áóäåò
íàõîäèòüñÿ ñðåäè óãëîâ îáúåäèíåíèÿ Ũ1 ∪ Ũ2 ∪ Ũ3. Ïðè òàêîé ïðîöåäóðå
îò ïåðåáîðà n! áèåêöèé ìû èçáàâëåíû.

Àâòîð ãëóáîêî áëàãîäàðåí Þ.È. Æóðàâëåâó è Â.Á. Êóäðÿâöåâó çà
âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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