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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ "çàäà÷è î ñóùåñòâîâàíèè
ãàìèëüòîíîâà ïóòè"â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòîãî ñâÿçíîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî
ãðàôà. Öåëüþ ðàññìîòðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê
äàííîãî àëãîðèòìà, ïîñòðîåíèå êëàññîâ ãðàôîâ, íà êîòîðûõ àëãîðèòì
äàåò ðåøåíèå çàäà÷è çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Êðîìå òîãî, óñòàíàâëèâàåòñÿ
çàâèñèìîñòü âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà îò òàêîãî ïàðàìåòðà ãðàôà, êàê
ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà öèêëîâ.

Äàííàÿ çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè ãàìèëüòîíîâà ïóòè ÿâëÿåòñÿ NP -
ïîëíîé â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà, òàê æå êàê è áëèçêèå åé çàäà÷è
"î ñóùåñòâîâàíèè ãàìèëüòîíîâà öèêëà "çàäà÷à î êîììèâîÿæåðå"è äð.
Çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ â ñëó÷àå, åñëè ãðàô íå
èìååò âåðøèí ñòåïåíè áîëåå äâóõ, ëèáî â ñëó÷àå, êîãäà ãðàô ÿâëÿåòñÿ
äåðåâîì. Â òî æå âðåìÿ íà ïëàíàðíûõ, êóáè÷åñêèõ, äâóäîëüíûõ ãðàôàõ
çàäà÷à îñòàåòñÿ NP -ïîëíîé.

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîé ðàçâåðòêè ãðàôà (ÄÐÃ).
Ýòîò àëãîðèòì (ïðåäëîæåííûé Ñ.Â. Àëåøèíûì è Â.È. Ìàëûãèíûì) îòíîñèòñÿ
ê ìåòîäàì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è îñíîâàí íà ñîêðàùåíèè
ïåðåáîðà ïóòåì îòñå÷åíèÿ ìíîãîêðàòíî ïîâòîðÿþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ âåðøèí
ãðàôà. Êðîìå òîãî, áóäóò ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå âàðèàíòû àëãîðèòìà
ÄÐÃ, ãäå ñîêðàùåíèå ïåðåáîðà áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ åùå è çà ñ÷åò îòñå÷åíèÿ
íåïåðñïåêòèâíûõ ïîäìíîæåñòâ ïî îòíîøåíèþ ê êàêîìó-ëèáî ïîëèíîìèàëüíî
ïðîâåðÿåìîìó ïðèçíàêó íåãàìèëüòîíîâîñòè ãðàôà.

1 Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîé
ðàçâåðòêè ãðàôà

Ïóñòü G = (V,E) - ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V = {v0, ...vn} è íàáîðîì
ðåáåð E, áåç ïàðàëëåëüíûõ ðåáåð è ïåòåëü, êðîìå òîãî, ãðàô G ñâÿçíûé



(äëÿ íåñâÿçíûõ ãðàôîâ çàäà÷à èìååò î÷åâèäíîå ðåøåíèå, à ïðîâåðêà íà
ñâÿçíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé ïî ñëîæíîñòè). Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
òàêîâà: ñóùåñòâóåò ëè ãàìèëüòîíîâ ïóòü ñ íà÷àëîì â v0 è êîíöîì â vn.

Îáîçíà÷èì pk(vi0 , vik) ïóòü (vi0 , vi1 , ..., vik) äëèíû k, ãäå vim 6= vij ïðè
m 6= j è äëÿ ëþáîãî 0 ≤ j < k âåðíî, ÷òî (vij , vij+1

) ∈ E. ×åðåç
G(V,E, v0, vn) áóäåì îáîçíà÷àòü ãðàô ñ âûäåëåííîé ïàðîé âåðøèí v0, vn ∈
V .

Àëãîðèòì ÄÐÃ ïîñëåäîâàòåëüíî ïîðîæäàåò íåêîòîðûå ïîäìíîæåñòâà
ïóòåé, áåðóùèõ íà÷àëî â v0, ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Íà ïåðâîì øàãå àëãîðèòì
ïîðîæäàåò ïóòè äëèíû 1, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðàì, èíöèäåíòíûì âåðøèíå
v0. Åñëè íà k-îì øàãå àëãîðèòì ïîðîäèë ìíîæåñòâî ïóòåé P k äëèíû k
ñ íà÷àëîì â v0, òî íà (k + 1)-ì øàãå îí ñòðîèò P k+1 � âñåâîçìîæíûå
ïðîäîëæåíèÿ ïóòåé èç P k äëèíû k+1. Ïîñëå ýòîãî ýëåìåíòû P k+1 äåëÿòñÿ
íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè òàêèì îáðàçîì, ÷òî â îäèí êëàññ ïîïàäàþò
ïóòè, ñîäåðæàùèå îäèíàêîâîå ìíîæåñòâî âåðøèí, è, êðîìå òîãî, ñ ñîâïàäàþùèìè
ïîñëåäíèìè âåðøèíàìè. Ãîâîðÿ áîëåå òî÷íî, äâà ïóòè p1

k+1(v0, vs) è p2
k+1(v0, vt)

èç P k+1 ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó, åñëè vs = vt è {v|v ∈ p1
k+1(v0, vs)} =

{v|v ∈ p2
k+1(v0, vs)}.

Âçÿâ â êàæäîì êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ
è îòáðîñèâ òå, ãäå âñòðå÷àåòñÿ vn ïðè k + 1 íå ðàâíîì n, àëãîðèòì
îáðàçóåò èç íèõ P k+1. Âûáîð ðàçáèåíèÿ P k+1 ýòèì ñïîñîáîì îïðàâäàí
òåì, ÷òî åñëè ó êàêîãî-òî ïðåäñòàâèòåëÿ êëàññà åñòü ïðîäîëæåíèå äî
ãàìèëüòîíîâà ïóòè, òî è ó âñåõ ïðåäñòàâèòåëåé òîãî æå êëàññà åñòü òî
æå ïðîäîëæåíèå äî ãàìèëüòîíîâà ïóòè.

Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì ñòðîèò P 1, P 2, ..., P n. Åñëè P n íå ïóñòî, è
ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâèòåëü ñ ïîñëåäíåé âåðøèíîé vn, òî ãðàô G èìååò
ãàìèëüòîíîâ ïóòü èç v0 â vn, åñëè æå íà êàêîì-òî øàãå ñîîòâåòñòâóþùåå
P k îêàæåòñÿ ïóñòûì, ëèáî P n íå èìååò ïðåäñòàâèòåëÿ ñ ïîñëåäíåé âåðøèíîé
vn, òî òàêîãî ïóòè íåò.

Ñëîæíîñòü îáðàáîòêè àëãîðèòìîì îäíîãî ïóòè èç P k ìîæíî îöåíèòü
ñâåðõó êàê Cn2. Îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ èç òîãî, ÷òî îäèí ïóòü ìîæåò ïîðîäèòü
n ïîòîìêîâ, à êàæäûé èç ïîëó÷èâøèõñÿ íàäî ñðàâíèòü ñ äðóãèìè ïðåäñòàâèòåëÿìè
èç P k+1, ÷òî ìîæåò áûòü ñäåëàíî çà ëèíåéíîå âðåìÿ, åñëè îðãàíèçîâàòü
P k+1 â âèäå ñîîòâåòñòâóþùåãî äåðåâà. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îöåíêó ìîæíî
ñíèçèòü äî ëèíåéíîé, íàïðèìåð, åñëè âçÿòü êëàññ ãðàôîâ ñ îãðàíè÷åíèåì
íà ñòåïåíü âåðøèíû d(v) ≤ K.

Äëÿ óäîáñòâà ïðèâåäåì íàãëÿäíóþ èíòåðïðåòàöèþ ðàáîòû àëãîðèòìà
(ðèñ.1)
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Ðèñ. 1. Ãðàô, ïîðîæäåííûé àëãîðèòìîì ÄÐÃ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî àëãîðèòì ïîðîæäàåò íåêîòîðûé ãðàô DR(G), âåðøèíû
êîòîðîãî ðàçäåëåíû ïî n + 1 ÿðóñàì (0, 1, . . . , n), ïðè÷åì ïðè k > 0
êàæäîé âåðøèíå íà k-îì ÿðóñå ïðèïèñàí ïóòü èç P k, à íà íóëåâîì ÿðóñå
åäèíñòâåííîé âåðøèíå ïðèïèñàíà âåðøèíà ãðàôà G � v0. Ðåáðàì DR(G)
áóäóò ïðèïèñàíû ðåáðà èç E, è DR(G) ìîæåò èìåòü ðåáðà òîëüêî ìåæäó
ñîñåäíèìè ÿðóñàìè. Ñòðîèòñÿ DR(G) òàê: íóëåâîìó ÿðóñó ïðèíàäëåæèò
âåðøèíà ñ ìåòêîé v0, ïåðâîìó - |P 1| âåðøèí ñ ïðèïèñàííûìè èì ïîïàðíî
ðàçëè÷íûìè ìåòêàìè èç P 1. Êàæäàÿ âåðøèíà ïåðâîãî ÿðóñà ñîåäèíåíà
ñ åäèíñòâåííîé âåðøèíîé íóëåâîãî ÿðóñà ðåáðîì, êîòîðîìó ïðèïèñàíî
ðåáðî èç E, ñîâïàäàþùåå ñ ìåòêîé âåðøèíû ïåðâîãî ÿðóñà. Ñîîòâåòñòâåííî
íà k-ì ÿðóñå ðàñïîëîæåíî |P k| âåðøèí ñ ïðèïèñàííûìè èì ïîïàðíî
ðàçëè÷íûìè ìåòêàìè èç P k. Ðåáðà ìåæäó ÿðóñàìè k è k+1 ïðèñóòñòâóþò
ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: ïóñòü vk � âåðøèíà íà k-îì ÿðóñå ñ ìåòêîé pk,
vk+1 � âåðøèíà íà (k + 1)-îì ñ ìåòêîé pk+1, îíè ñîåäèíåíû ðåáðîì ñ
ìåòêîé e, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé ïóòü pk ìîæíî ïðîäîëæèòü ðåáðîì e
èç E, òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïóòü â òîì æå êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè, ÷òî è
ïóòü pk+1.

Ñëîæíîñòüþ àëãîðèòìà ÄÐÃ íà ãðàôå G(V, E, v0, vn) áóäåì ñ÷èòàòü
÷èñëî âåðøèí â ãðàôå DR(G) è áóäåì îáîçíà÷àòü åãî LR(G).

Ôàêòè÷åñêè, LR(G) ðàâíî ñóììàðíîìó ÷èñëó ïóòåé ðàçëè÷íîé äëèíû,
íå ïðåâûøàþùåé n, òî åñòü LR(G) =

∑n
i=1 |P i|+1. Èç îöåíêè, ñäåëàííîé

äëÿ ñëîæíîñòè îáðàáîòêè îäíîãî ïóòè, ìîæíî îöåíèòü ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ
îïåðàöèé, âûïîëíåííûõ àëãîðèòìîì íà G(V, E, v0, vn), ñâåðõó ÷èñëîì LR(G)Cn2.
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2 Îöåíêè ñëîæíîñòè àëãîðèòìà ÄÐÃ
Îáîçíà÷èì C � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà öèêëîâ ãðàôà. Äëÿ ñâÿçíîãî
ãðàôà C = |E| − |V |+ 1.

Òåîðåìà 1 1) Ïóñòü G(V, E, v0, vn) � ãðàô ñ ÷èñëîì âåðøèí n è ðàç-
ìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà öèêëîâ C. Òîãäà LR(G) ≤ 2Cn.

2) Äëÿ ëþáîãî ε > 0 è ëþáîãî öåëîãî C > 0 ñóùåñòâóåò ãðàô G(V, E, v0, vn)
ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà öèêëîâ C òàêîé, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

LR(G) > 2Cn(1− ε).

Äîêàçàòåëüñòâî: 1) Èñïîëüçóåì èíäóêöèþ ïî C. Ïðè C = 0 G � äåðåâî.
Î÷åâèäíî, ÷òî èç âåðøèíû v0 â êàæäóþ âåðøèíó ìîæåò áûòü òîëüêî
îäèí ïóòü, ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî âåðøèí â DR(G) ðàâíî 20n. Êàæäàÿ
âåðøèíà ãðàôà G ïðèñóòñòâóåò òîëüêî 1 = 20 ðàç. Ïóñòü äîêàçàíî äëÿ
ãðàôà ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà öèêëîâ C, ÷òî ëþáàÿ âåðøèíà ìîæåò
ó÷àñòâîâàòü òîëüêî 2C ðàç â êà÷åñòâå ïîñëåäíåé â pi

k � âåðøèíàõ ñòðóêòóðû
DR(G). Òîãäà ðàññìîòðèì ãðàô ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà öèêëîâ
C + 1 è åãî ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó vk. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

Ñëó÷àé À. Ñóùåñòâóåò ðåáðî (vk, vi), òàêîå ÷òî ïðè âûáðàñûâàíèè
ýòîãî ðåáðà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà öèêëîâ óìåíüøèòñÿ íà åäèíèöó.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç FG(vk) ÷èñëî ïóòåé pl

m, êîòîðûå èìåþò vk ñâîèì êîíöîì.
Äîêàæåì, ÷òî FG(vk) ≤ 2C+1. Ðàññìîòðèì G′(V, E ′, v0, vn), ãäå E ′ = E \
(vk, vi), è ðàññìîòðèì DR(G′). Èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè FG′(vk) ≤ 2C

è FG′(vi) ≤ 2C . Òåïåðü âíîâü äîáàâèì ðåáðî (vk, vi) è ïîñìîòðèì, ñêîëüêî
ïîÿâèòñÿ ïóòåé, íå ó÷àñòâóþùèõ â DR(G′) è êîí÷àþùèõñÿ â vk. ßñíî,
÷òî åñëè ðåáðî (vk, vi) 6∈ pl

m, òî îíî óæå áûëî ó÷òåíî â DR(G′). Òàêèì
îáðàçîì, íóæíî îöåíèòü ÷èñëî ïóòåé, êîí÷àþùèõñÿ ðåáðîì (vi, vk), íî èõ
íå ìîæåò áûòü áîëüøå FG′(vi), òî åñòü FG(vk) ≤ FG′(vk) + FG′(vi) ≤ 2C+1

Ñëó÷àé Á. Íå ñóùåñòâóåò ðåáðà (vk, vi), òàêîãî ÷òî ïðè âûáðàñûâàíèè
ýòîãî ðåáðà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà öèêëîâ óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó.
Â ýòîì ñëó÷àå ãðàô G äåëèòñÿ ðåáðîì (vk, vi) íà äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç v′ òó âåðøèíó èç vk, vi êîòîðàÿ ëåæèò â îäíîé êîìïîíåíòå
ñâÿçíîñòè ñ v0, à äðóãóþ � ñîîòâåòñòâåííî v′′. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé ïóòü
èç v0 â v′′ ñîäåðæèò v′, òî åñòü FG(v′′) ≤ FG(v′). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
åñëè ïóòü êîí÷àåòñÿ â v′, òî îí íå ñîäåðæèò ðåáðà (v′, v′′), íî ïðè åãî
äîáàâëåíèè ïîëó÷èòñÿ ïóòü, êîí÷àþùèéñÿ â v′′, òî åñòü FG(v′) ≤ FG(v′′).
Îòñþäà FG(vi) = FG(vk).

Òàê êàê C > 0, òî ñóùåñòâóåò ðåáðî (vm, vs) ïðè âûáðàñûâàíèè êîòîðîãî
ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà öèêëîâ óìåíüøèòñÿ íà åäèíèöó. Èç ñâÿçíîñòè
ãðàôà G ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïóòè (vk, vi1 , vi2 , . . . , vit , vm). Ïîñëåäîâàòåëüíî
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ïðîõîäÿ ÷åðåç ðåáðà (vk, vi1), (vi1 , vi2) è òàê äàëåå, áóäåì ïîëó÷àòü FG(vk) =
FG(vij). Äåéñòâèòåëüíî, FG(vk) = FG(vi1), è äàëåå, åñëè vi1 òàêæå íå
èíöèäåíòíà ðåáðàì, ïðè âûáðàñûâàíèè êîòîðûõ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
öèêëîâ íå ìåíÿåòñÿ, òî ïåðåõîäèì ê ðàâåíñòâó FG(vk) = FG(vi1) = FG(vi2)
è òàê äàëåå, ïîêà ëèáî vil íå ïîäïàäåò ïîä ñëó÷àé À, ëèáî ìû ïðèäåì ê
vm è ñíîâà ïîäïàäåì ïîä ñëó÷àé À. Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì

FG(vk) = FG(vi1) = FG(v2) = . . . = FG(vil) ≤ 2C+1,

âî âòîðîì �

FG(vk) = FG(vi1) = FG(v2) = . . . = FG(vit) = FG(vm) ≤ 2C+1.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ñïðàâåäëèâà îöåíêà FG(v) ≤
2C+1, à òàê êàê

LR(G) =
n∑

k=1

FG(vk) + 1 ≤ 2C+1n,

òî ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû äîêàçàíà.
2) Ðàññìîòðèì ãðàô G(V,E, v0, vn) (ðèñ. 2),

Ðèñ. 2.

ãäå v0 = 1, vn = n + 1. Ðàññìîòðèì âåðøèíû îò 2C + 2 äî n + 1.
Ëþáàÿ èç ýòèõ âåðøèí òàêîâà, ÷òî ëþáîå âûõîäÿùåå èç íåå ðåáðî ïðè
âûáðàñûâàíèè íå ìåíÿåò ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà öèêëîâ, òî åñòü FG(vi) =
FG(vk), vk, vi ∈ {2C + 1, . . . , n + 1}. Òåïåðü ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî ïóòåé,
èìåþùèõ êîíåö â (2C+1)-é âåðøèíå ãðàôà. Âû÷èñëèì FG(2C+1) èíäóêöèåé
ïî C.

Ðèñ. 3.

C = 1. Î÷åâèäíî, ÷òî ïóòè äâà � (1, 2, 3) è (1, 3), îíè ðàçíûå.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ C = k ïîäñ÷èòàíî. Òîãäà ðàññìîòðèì C =

k+1. Ëþáîé ïóòü, êîí÷àþùèéñÿ â âåðøèíå 2C+1 ïðîõîäèò ÷åðåç 2C−1.
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Åñëè ïóòü p êîí÷àåòñÿ â 2C−1, òî ïóòÿìè, êîí÷àþùèìèñÿ â 2C+1 áóäóò
(p, 2C, 2C+1), (p, 2C+1). Åñëè äâà ïóòè p è p′ ðàçíûå, òî è (p, 2C, 2C+1),
(p, 2C + 1), (p′, 2C, 2C + 1), (p′, 2C + 1) áóäóò, î÷åâèäíî, ðàçëè÷íûìè (èç
ïîïàðíîãî ñðàâíåíèÿ), òî åñòü ïóòåé, êîí÷àþùèõñÿ â 2C + 1 áóäåò â äâà
ðàçà áîëüøå, ÷åì ïóòåé, êîí÷àþùèõñÿ â 2C − 1. Ñëåäîâàòåëüíî, èõ 2C .
Îòñþäà, äëÿ vk ∈ {2C + 1, . . . , n} FG(vk) = 2C è òàêèõ âåðøèí n − 2C,
òî åñòü âñåãî â DR(G) íå ìåíåå (n − 2C)2C âåðøèí. Äëÿ ëþáîãî ε > 0
ðàññìîòðèì îòíîøåíèå

2Cn− 2C(n− 2C)

2Cn
=

2C2C

2Cn
=

2C

n
.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè n > 2C
ε íåðàâåíñòâî èç ïóíêòà 2) òåîðåìû âûïîëíåíî,

òî åñòü òåîðåìà äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.
Èç îöåíêè, ïîëó÷åííîé â òåîðåìå, ñëåäóåò, ÷òî åñëè ó êëàññà ãðàôîâ

ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà öèêëîâ ðàñòåò êàê Kn2, òî LR(G) ≤ 2Kn2 .
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî îöåíêè, ïîëó÷åííûå â òåîðåìå, ìîãóò ýôôåêòèâíî
ïðèìåíÿòñÿ ëèøü ïðè ðîñòå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà öèêëîâ íå áîëåå
ïîðÿäêà Kn. Ýòî ðàçúÿñíÿåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé î ñëîæíîñòè LR(G)
â ñëó÷àå ïîëíîãî ãðàôà G. Î÷åâèäíî, ÷òî ñëîæíîñòü LR(G′) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ïîäãðàôà G′ ãðàôà G ìåíüøå LR(G).

Òåîðåìà 2 Åñëè G(V,E, v0, vn)� ïîëíûé ãðàô, òî LR(G) < n
3
2

2 2n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå ïî ÿðóñàì ñòðóêòóðû DR(G).
Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî âåðøèí DR(G) íà k-îì ÿðóñå ïðè k 6= 0, n. ßñíî, ÷òî
êîíöàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïóòåé ìîãóò áûòü âñå âåðøèíû êðîìå v0 è vn,
òî åñòü {v1, v2, v3, . . . , vn−1} � ìíîæåñòâî êîíöîâ. Â ïîëíîì ãðàôå ìîæåò
áûòü Ck−1

n−2 (íå ñîâïàäàþùèõ êàê ìíîæåñòâà âåðøèí) ðàçëè÷íûõ ïóòåé
äëèíû k − 1 ê êîíå÷íîé âåðøèíå vi. Òàêèì îáðàçîì íà k-îì ÿðóñå ðîâíî
(n− 1)Ck−1

n−2 âåðøèí. Îöåíèì Ck−1
n−2 ÷åðåç n:

Ck−1
n−2 ≤ C

[n
2
]−1

n−2 ≤ C
[n
2
]

n ≤ n!
n
2
!n
2
!
.

Ïî ôîðìóëå Ñòèðëèíãà: x! =
√

2πxx+1/2e−x+θ/12x, x > 0, 0 < θ < 1.
Îòñþäà

n!
n
2
!n
2
!
=

√
2πnn+1/2

2π(n
2
)n/2+n/2+1

e(−n+θ1/12n+n/2+n/2−θ2/6n−θ2/6n) =

=
nn+1/2

√
2π(n

2
)n+1 e(θ1/12n−θ2/3n).
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Îöåíèâ θ1 = 1, θ2 = 0, ïîëó÷èì
1√
2π

e(θ1/12n−θ2/3n) ≤ 1√
2π

e1/12n <
1√
2π

e1/24 = 0,416 . . . <
1

2
.

Ñîîòâåòñòâåííî
n!

n
2
!n
2
!
<

1

2

(
n

n/2

)n+1/2(n

2

)−1/2

2n−1n−1/2,

òî åñòü Ck−1
n−2 < 2n−1n−1/2, à òàê êàê â DR(G) n ÿðóñîâ (íà íóëåâîì ÿðóñå

îäíà âåðøèíà, íà n-îì � íå áîëåå n), òî ìîæíî îöåíèòü LR(G) < n(n−
1)2n−1n−1/2 < n

3
2

2 2n , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ïàðàìåòð C � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà öèêëîâ ãðàôà � äàåò âîçìîæíîñòü

ðàçäåëèòü âñå ìíîæåñòâî ãðàôîâ íà íåñêîëüêî êëàññîâ, åñëè óñòàíîâèòü
çàâèñèìîñòü C(n) � çàäàííûé ðîñò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà öèêëîâ ñ
ðîñòîì n. Äâå ïðåäûäóùèå òåîðåìû äàþò ñëåäóþùóþ òàáëèöó:

C(n) K log n K log n Kn, K ≤ 1 Kn Kn2

Lmax
R (n) 2Kn n2 nK 2Knn min{2Knn, 2nn3/2/2} 2nn3/2/2

ãäå Lmax
R (n) � îöåíêà ñâåðõó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî

êëàññà ãðàôîâ ñ ÷èñëîì âåðøèí n è ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà öèêëîâ
C(n). Ïðè C(n) = Kn, K > 1, ÿñíî, ÷òî ðîñò 2Knn áûñòðåå 2nn3/2/2
è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîå N(K), ÷òî äëÿ ëþáîãî n > N(K):
2Knn > 2nn3/2/2, òî åñòü ïðèìåíèìîñòü òåîðåìû 1 ôàêòè÷åñêè îãðàíè÷åíà
ñëó÷àåì C(n) < n. Íàëè÷èå ãðàôîâ "áîëüøîé"ñëîæíîñòè óñòàíîâëåíî
âòîðîé ÷àñòüþ òåîðåìû 1.

Òàáëèöà äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå î ñòðóêòóðå âñåãî
ìíîæåñòâà ãðàôîâ ïî îòíîøåíèþ ê ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è
î ñóùåñòâîâàíèè ãàìèëüòîíîâà ïóòè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ÄÐÃ. Åñëè
êëàññ ãðàôîâ îáëàäàåò õàðàêòåðèñòèêîé C(n) < K log2 n, çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè
ãàìèëüòîíîâà ïóòè íà íåì ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà è ñòåïåíü ïîëèíîìà
íå ïðåâûøàåò K + 3.

3 Ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì ÄÐÃ è ïîçèòèâíàÿ
ïðîâåðêà íà íåãàìèëüòîíîâîñòü

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïóòü pk(v0, vk) ∈ P k â àëãîðèòìå ÄÐÃ, k <
n. Ïóñòü ãðàô G′(V ′, E ′, vk, vn) òàêîé, ÷òî V ′ = {v|v 6∈ P k} ∪ vk, E ′ =
{(vi, vj)|vi ∈ V ′, vj ∈ V ′, (vi, vj) ∈ E}.
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Î÷åâèäíî, åñëè G′ íå èìååò ãàìèëüòîíîâà ïóòè èç vk â vn, òî â äåéñòâèòåëüíîñòè
ðàññìàòðèâàòü pk(v0, vk) íå òðåáóåòñÿ. Ñóùåñòâóåò äîâîëüíî ìíîãî ïðèçíàêîâ,
ïî êîòîðûì ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ãðàô íå èìååò ãàìèëüòîíîâà ïóòè èç
îäíîé âåðøèíû â äðóãóþ, íî íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî òå èç íèõ,
êîòîðûå ìîæíî ïðîâåðèòü ïîëèíîìèàëüíî. Íàçîâåì ìîäèôèöèðîâàííîé
äèíàìè÷åñêîé ðàçâåðòêîé ãðàôà (ÌÄÐÃ) àëãîðèòì ÄÐÃ, â êîòîðîì èç
ìíîæåñòâà P k íà êàæäîì øàãå óäàëÿþòñÿ íåêîòîðûå ïóòè, äîïîëíåíèå
ê êîòîðûì ïîäïàäàåò ïîä êàêîé-òî èç çàðàíåå çàäàííûõ ïîëèíîìèàëüíî
ïðîâåðÿåìûõ ïðèçíàêîâ íåãàìèëüòîíîâîñòè â óêàçàííîì ñìûñëå. Êàê
áóäåò ïîêàçàíî, â îáùåì ñëó÷àå ÌÄÐÃ ìàëî âûèãðûâàåò ïî ñðàâíåíèþ
ñ ÄÐÃ â ïëàíå ïîíèæåíèÿ âåðõíåé îöåíêè ñëîæíîñòè, íî â òî æå âðåìÿ
ñóùåñòâóåò ðÿä ñëó÷àåâ, êîãäà ÌÄÐÃ äàåò ïîíèæåíèå ñðåäíåé ñëîæíîñòè
àëãîðèòìà íà çàäàííîì êëàññå ãðàôîâ. ÑëîæíîñòüþÌÄÐÃ, êàê è â ñëó÷àå
ÄÐÃ, áóäåì ñ÷èòàòü ÷èñëî âåðøèí â ñîîòâåòñòâóþùåì ãðàôå DR(G).
Îïðåäåëåíèå. Ãðàô G(V,E, v0, vn) íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì èç v0 â
vn, åñëè ñóùåñòâóåò ãàìèëüòîíîâ ïóòü, ñîåäèíÿþùèé v0 ñ vn.
Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì ïðîâåðêó ãðàôà íà íåãàìèëüòîíîâîñòü ïîçèòèâíîé,
åñëè:

1) äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ãðàôîâ G, äëÿ ëþáîãî ïðåäñòàâèòåëÿ G(v0, vn)
ýòîãî êëàññà, åñëè G(v0, vn) íå ãàìèëüòîíîâ èç v0 â vn, òî ïðîâåðêà äàåò
ïðàâèëüíûé îòâåò îá ýòîì çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îò 2n;

2) åñëè ãðàô G(V,E, v0, vn) ∈ G, òî ãðàô G0, ïîëó÷åííûé èç G(v0, vn)
äîáàâëåíèåì ê íåìó G′(V ′, E ′, v′0, v

′
t) ïóòåì îòîæäåñòâëåíèÿ v′t è v0 äîëæåí

ïðèíàäëåæàòü êëàññó G, äëÿ ëþáîãî G′(v′0, v
′
t) � ãàìèëüòîíîâà ãðàôà èç

v′0 â v′t.
Ïðèìåðîì íåïîçèòèâíîé ïðîâåðêè ñëóæèò ëþáîé àëãîðèòì, ñâåðÿþùèé

äàííûé ãðàô ñ íåêîòîðûì êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ãðàôîâ, íå èìåþùèõ
ãàìèëüòîíîâà ïóòè.

Ïðèìåðîì ïîçèòèâíîé ïðîâåðêè ìîæåò ñëóæèòü ïðîâåðêà íà ñâÿçíîñòü.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ãðàô íå ñâÿçåí, òî îí è íå ãàìèëüòîíîâ, ê òîìó
æå äîáàâëåíèå ê îäíîé èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè äîïîëíèòåëüíîãî ÷èñëà
âåðøèí è ðåáåð ïîâëèÿòü íà ñâÿçíîñòü â öåëîì íå ìîæåò. Äðóãèìè ïîçèòèâíûìè
ïðîâåðêàìè ÿâëÿþòñÿ ïðîâåðêà íà âèñÿùèå âåðøèíû (âåðøèíû ñòåïåíè
îäèí), íà äâóäîëüíîñòü ãðàôà ñ ðàçíèöåé âåðøèí â ðàçíûõ äîëÿõ, ïðåâûøàþùåé
åäèíèöó, è ò.ä. Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå: ïîçèòèâíàÿ ïðîâåðêà âûäåëÿåò
(â íåêîòîðîì ñìûñëå) ïðè÷èíó íåãàìèëüòîíîâîñòè ãðàôà, à íå ïðîñòî
âû÷èñëÿåò, ãàìèëüòîíîâ ãðàô èëè íåò. Ïðèâåäåííûå ïîçèòèâíûå ïðîâåðêè
äëÿ ãðàôà ñî ñòåïåíüþ âåðøèí íå áîëåå òðåõ èìåþò ëèíåéíóþ ñëîæíîñòü
îòíîñèòåëüíî ÷èñëà âåðøèí â ãðàôå, à â ïðîèçâîëüíîì ñëó÷àå � êâàäðàòè÷íóþ.
ÄÐÃ æå èìååò â îáùåì ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò ñëîæíîñòè, ïîýòîìó
èìååò ñìûñë ïðèìåíÿòü ÌÄÐÃ, òàê êàê ýòî ìîæåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü
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÷èñëî âåðøèí ñòðóêòóðû DR â öåëîì è ñîîòâåòñòâåííî óìåíüøèòü íå
òîëüêî LR(G), íî è ñëîæíîñòü ïî âðåìåíè. Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê ìåíÿåòñÿ
ñëîæíîñòü ÌÄÐÃ, åñëè ìû áóäåì "íàðàùèâàòü"ìîùíîñòü ïðîâåðêè, òî
åñòü ðàñøèðÿòü êëàññ G. Ñèòóàöèÿ ñ max

G(n)
LR,P (G(n)) ðàçúÿñíÿåòñÿ ñëåäóþùåé

òåîðåìîé:

Òåîðåìà 3 Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíàÿ ïîçèòèâíàÿ ïðîâåðêà äëÿ êëàññà
ãðàôîâ G è G íå ÿâëÿåòñÿ âñåì ìíîæåñòâîì íåãàìèëüòîíîâûõ ãðàôîâ,
òîãäà äëÿ ëþáîãî n > N(P ) ñóùåñòâóåò ãðàô G(v0, vn), òàêîé ÷òî

LR,P (G(v0, vn)) ≥ const 2n−K(P ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê G íå ÿâëÿåòñÿ âñåì ìíîæåñòâîì íåãàìèëüòîíîâûõ
ãðàôîâ, òî ñóùåñòâóåò G′(V ′, E ′, v0, vl) � íåãàìèëüòîíîâ ãðàô èç v0 â
vl òàêîé ÷òî ïðîâåðêà P íå äàåò îòâåòà íà âîïðîñ: ãàìèëüòîíîâ ãðàô
èëè íåò. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî G′ èìååò ìèíèìàëüíîå ÷èñëî âåðøèí ñðåäè
âñåõ ãðàôîâ, îáëàäàþùèõ òàêèì ñâîéñòâîì. Îáîçíà÷èì ÷èñëî åãî âåðøèí
K(P ). Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîëíûé ãðàô G′′(V ′′, E ′′, v′0, vn−K(P )) è îòîæäåñòâèì
v0 è vn−K(P ). Â ðåçóëüòàòå òàêîãî îòîæäåñòâëåíèÿ ìû ïîëó÷èì ãðàô G
(ðèñ.4). Ïîêàæåì, ÷òî íà ãðàôå G ñëîæíîñòü ÌÄÐÃ íå ìåíüøå, ÷åì
ñëîæíîñòü ÄÐÃ íà ãðàôå G′′, òî åñòü, ÷òî LR,P (G) ≥ LR(G′′).

Ðèñ. 4.

Ðàññìîòðèì ëþáîé ïóòü pk ∈ DR(G′′). Åìó ñîîòâåòñòâóåò p′k ∈ DR,P (G),
èìåþùèé òî÷íî òå æå âåðøèíû, ÷òî è pk. Äîêàæåì ýòî èíäóêöèåé ïî
k. Äëÿ k = 0 î÷åâèäíî. Ïóñòü äëÿ k = m äîêàçàíî. Òîãäà ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíûé ïóòü pi

m+1 = (v′0, v
i
1, . . . , v

i
m, vi

m+1), îí ïîëó÷åí èç íåêîòîðîãî
pj

m = (v′0, v
j
1, . . . , v

j
m = vi

m) äîáàâëåíèåì ðåáðà (vj
m, vi

m+1). Äîïóñòèì, ÷òî
pi

m+1 â DR,P (G) íå ïîëó÷åí. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãðàô, ïîëó÷åííûé èç G

âûáðàñûâàíèåìðåáåð (v′0, v
j
1), (v

j
1, v

j
2), . . . , (v

j
m−1, v

j
m) è âåðøèí (v′0, v

j
1, . . . v

j
m),

ñ íà÷àëüíîé âåðøèíîé vi
m+1 è êîíå÷íîé vl íå ãàìèëüòîíîâ è îòáðàñûâàåòñÿ

ïðîâåðêîé P . Íî òàê êàê G′′ � ïîëíûé ãðàô, òî â íåì ñóùåñòâóåò ãàìèëüòîíîâ
ïóòü èç ëþáîé âåðøèíû â ëþáóþ ñ ëþáûì ïîðÿäêîì âåðøèí ìåæäó íèìè,
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â ÷àñòíîñòè, ñ òàêèì: (v′0, vj
1, . . . , v

j
m, vi

m+1, . . . , vn−K(P )), íî ïîñëåäíèé êóñîê
vi

m+1, . . . , vn−K(P ) � ãàìèëüòîíîâ ïóòü â G áåç py
m èç âåðøèíû vi

m+1 â
âåðøèíó vn−K(P ). Ïðè÷åì íè îäíà èç âåðøèí G′ íå ó÷àñòâóåò â íåì
(êðîìå, åñòåñòâåííî vn−K(P )). Òàêèì îáðàçîì G′ ⊂ (G \ pj

m), G′ ⋂(G′′ \
pj

m) = v0 è â (G′′ \ pj
m) ñóùåñòâóåò ãàìèëüòîíîâ ïóòü èç vi

m+1 â v0. Ïî
îïðåäåëåíèþ ïîçèòèâíîé ïðîâåðêè ïóòü pi

m+1 íå ìîæåò áûòü îòáðîøåí,
òî åñòü

LR,P (G(v′0, vn)) ≥ LR(G′′) ≥ const 2n−K(P ),

è ãðàô óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû.
Îáîçíà÷èì Gi

P ìíîæåñòâî íåãàìèëüòîíîâûõ ãðàôîâ ñî ñòåïåíüþ âåðøèí
íå áîëåå i, íà êîòîðûõ ïðîâåðêà P äàåò îòâåò, ÷òî ãðàô íåãàìèëüòîíîâ.

Óòâåðæäåíèå 1 Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíàÿ ïîçèòèâíàÿ ïðîâåðêà è G4
P

íå ÿâëÿåòñÿ âñåì ìíîæåñòâîì íåãàìèëüòîíîâûõ ãðàôîâ, ó êîòîðûõ
ñòåïåíü âåðøèíû íå áîëåå ÷åòûðåõ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî n > N(P ) ñóùåñòâóåò
ãðàô G4(v0, vn), òàêîé ÷òî ñòåïåíü åãî âåðøèí íå áîëåå ÷åòûðåõ è ñïðàâåäëèâà
îöåíêà:

LR,P (G4) ≥ 2
n−K

3 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ãðàô G(V, E, v0, vk) íà 3k − 1 âåðøèíàõ
(ðèñ. 5).

Îöåíèì ñíèçó ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ãàìèëüòîíîâûõ ïóòåé èç 1 â m =
3k−1 ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðàññìîòðèì ãðàô íà âåðøèíàõ îò 1 äî 2k−1
êàê ãðàô â ïóíêòå 2) äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1. Èç 1 â 2k−1 ñóùåñòâóåò
2k ïóòåé. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëþáîé èç ýòèõ ïóòåé ìîæåò áûòü äîïîëíåí
äî ãàìèëüòîíîâà ïóòè, ïðè÷åì åäèíñòâåííûì îáðàçîì (ðèñ. 6), òî åñòü â
DR,P (G) íå ìåíåå 2k âåðøèí.

Ðèñ. 5.
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Ðèñ. 6.

Ðàññìîòðèì, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ãðàô G′(v′0, v
′
K(P )) � ìèíèìàëüíûé

íåãàìèëüòîíîâ (ñ÷èòàåì d(v′0) < 3) è íå ïðèíàäëåæàùèé G4
P . Âîçüìåì

â êà÷åñòâå G4 îáúåäèíåíèå G′ è G ñ îòîæäåñòâëåííûìè âåðøèíàìè v′0 è
v3k−1. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû, ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùóþ
îöåíêó LR,P (G4(v0, vn)) ≥ 2

n−K
3 .

Óòâåðæäåíèå 2 Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíàÿ ïîçèòèâíàÿ ïðîâåðêà, è G3

íå ÿâëÿåòñÿ âñåì ìíîæåñòâîì íåãàìèëüòîíîâûõ ãðàôîâ ñî ñòåïåíüþ
âåðøèí íå áîëåå òðåõ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî n > N(P ) ñóùåñòâóåò ãðàô
G3(v0, vn), òàêîé ÷òî ñòåïåíü åãî âåðøèí íå áîëåå òðåõ, è ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

LR,P (G3) ≥ 2
n−K

6 .

Äîêàçàòåëüñòâî.Îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ èç ðàññóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ ïðåäûäóùåìó
äîêàçàòåëüñòâó, íî ïðè ðàññìîòðåíèè ãðàôà G(V, E, v0, vr) (ðèñ. 7).

Ðèñ. 7.
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çäåñü îöåíêà LR,P (G) ≥ 2k è, ñîîòâåòñòâåííî,

LR,P (G3) ≥ 2
n−K

6 .

4 Îöåíêè ñëîæíîñòè äëÿ ÌÄÐÃ ñ ïðîâåðêîé
íà âèñÿùèå âåðøèíû

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ðàññìîòðåíèþÌÄÐÃ ñ ïðîâåðêîé íà âèñÿùèå âåðøèíû
(òî åñòü âåðøèíû ñòåïåíè îäèí) è ïîëó÷èì ðÿä îöåíîê äëÿ ñëîæíîñòè
àëãîðèòìà íà ðàçëè÷íûõ êëàññàõ ãðàôîâ. ßñíî, ÷òî îöåíêè ñâåðõó, ïîëó÷åííûå
â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, îñòàþòñÿ â ñèëå, íî âïîëíå åñòåñòâåííî, ÷òî
ÌÄÐÃ ñ ïðîâåðêîé íà âèñÿùèå âåðøèíû èìååò ñâîè îñîáåííîñòè. Äàëåå
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå ãðàôû ñâÿçíûå è áåç âèñÿùèõ
âåðøèí, åñëè íå îãîâîðåíî èíà÷å.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G(V,E, v0, vn) � ãðàô, òîãäà íàçîâåì âåðøèíó v 6=
v0, vn îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì "∗ åñëè:

1) åé èíöèäåíòíî íå ìåíåå òðåõ ðåáåð;
2) îíà ñîåäèíåíà ðåáðàìè íå áîëåå ÷åì ñ îäíîé âåðøèíîé ñòåïåíè äâà;
åñëè v = v0 òî îíà îáëàäàåò ñâîéñòâîì "∗ åñëè:
1) åé èíöèäåíòíî íå ìåíåå äâóõ ðåáåð;
2) îíà ñîåäèíåíà ñ âåðøèíàìè ñòåïåíè áîëüøå äâóõ.

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì êîíäåíñàöèåé ãðàôà ÷èñëî K̃, ðàâíîå êîëè÷åñòâó
âåðøèí, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì "∗".

Òåîðåìà 4 Ïóñòü K̃ � êîíäåíñàöèÿ ãðàôà G(V, E, v0, vn), è G � ãðàô ñî
ñòåïåíÿìè âåðøèí íå áîëåå òðåõ (v0 íå áîëåå äâóõ). Òîãäà ñïðàâåäëèâà
îöåíêà:

LR,V (G) ≤ 2K̃n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåîðåìó èíäóêöèåé ïî K̃.
K̃ = 1. Òî åñòü ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà âåðøèíà v∗, îáëàäàþùàÿ

ñâîéñòâîì "∗". Ðàññìîòðèì DR,V (G). Ïóñòü pk = (v0, . . . , vk) � ïðîèçâîëüíûé
ïóòü. Ïîêàæåì, ÷òî pk íå ìîæåò ïîðîäèòü äâà ïóòè íà (k + 1)-ì ÿðóñå,
åñëè vk 6= v∗. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ïîðîæäåíû äâà ïóòè p′k+1 = (v0, . . . , vk, v

′
k+1)

è p′′k+1 = (v0, . . . , vk, v
′′
k+1). Òîãäà îáà ãðàôà G \ ({v0, . . . , vk}

⋃
(vk, v

′
k+1))

è G \ ({v0, . . . , vk}
⋃

(vk, v
′′
k+1)) íå èìåþò âåðøèí ñòåïåíè ìåíüøå äâóõ,

çà èñêëþ÷åíèåì ìîæåò áûòü vn. Íî âåðøèíà vk íå îáëàäàëà ñâîéñòâîì
"∗ è ïîýòîìó êàê ìèíèìóì îäíà èç âåðøèí v′k+1, v′′k+1 èìåëà ñòåïåíü äâà
â ãðàôå G \ {v0, . . . , vk−1}. Ïðè ïîðîæäåíèè ïóòè p′k+1 (p′′k+1) ñòåïåíü
v′′k+1 (v′k+1) ïîíèæàåòñÿ íà åäèíèöó, òî åñòü îäèí èç ïóòåé p′k+1 (p′′k+1)
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îòáðàñûâàåòñÿ ïðîâåðêîé íà âèñÿùóþ âåðøèíó è, ñëåäîâàòåëüíî, pk íå
ìîæåò ïîðîäèòü äâà ïóòè, åñëè vk 6= v∗. Åñëè æå vk = v∗, î÷åâèäíî, ìîæíî
ïîðîäèòü ìàêñèìóì äâà ïóòè. Òàêèì îáðàçîì ïðè K̃ = 1 íà ëþáîì ÿðóñå
ìîæåò áûòü íå áîëåå äâóõ âåðøèí, à çíà÷èò LR,V < 21n.

Òåïåðü ïóñòü äëÿ K̃ = l íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî, ïðîâåðèì åãî äëÿ
K̃ = l + 1.

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî åñëè âûáðîñèòü èç ãðàôà G ïóòü (v0, . . . , vk−1) è
ðåáðî (vk−1, vk), ãäå õîòÿ áû îäíà èç âåðøèí v1, . . . , vk−1 îáëàäàåò ñâîéñòâîì
"∗ òî êîíäåíñàöèÿ ãðàôà G′ = G\({v0, . . . , vk−1}

⋃
(vk−1, vk)) óìåíüøèòñÿ.

ßñíî, ÷òî ñòåïåíè âåðøèí â G′ íå áîëüøå ñòåïåíåé â G, à çíà÷èò, åñëè
âåðøèíà íå îáëàäàëà ñâîéñòâîì "∗ òî è ïðèîáðåñòè îíà åãî íå ìîæåò.
Òî åñòü ñâîéñòâîì "∗"â G′ ìîãóò îáëàäàòü òîëüêî òå âåðøèíû, êîòîðûå
èìåëè åãî â G. Íî â G′ íà îäíó òàêóþ âåðøèíó ìåíüøå.

Òåïåðü ðàññìîòðèì DR,V (G), ãäå G èìååò êîíäåíñàöèþ l+1 è ðàññìîòðèì
ïåðâûé ÿðóñ, íà êîòîðîì âñòðåòèòñÿ âåðøèíà ñî ñâîéñòâîì "∗". ßñíî,
÷òî íà ýòîì ÿðóñå ïðèñóòñòâóåò ðîâíî îäíà âåðøèíà (èç ðàññóæäåíèé,
àíàëîãè÷íûõ äîêàçàòåëüñòâó ïðè K̃ = 1), òàê æå, êàê è íà âñåõ ïðåäûäóùèõ
ÿðóñàõ, åñëè îíè åñòü. Íà ñëåäóþùåì ÿðóñå k + 1 ìîæåò áûòü íå áîëåå
äâóõ âåðøèí. Ðàññìîòðèì èõ ïî îòäåëüíîñòè (ðèñ. 8).

Ðèñ. 8.
p′k+1 = (v0, . . . , vk, v

′
k+1) è p′′k+1 = (v0, . . . , vk, v

′′
k+1). Åñëè âçÿòü ãðàôû

G′ = G \ ({v0, . . . , vk}
⋃

(vk, v
′
k+1)) è G′′ = G \ ({v0, . . . , vk}

⋃
(vk, v

′′
k+1)), òî,

î÷åâèäíî ÷òî:
k + LR,V (G′(vk+1, vn)) + LR,V (G′′(vk+1, vn)) ≥ LR,V (G(v0, vn)),

òàê êàê ëþáîé ïóòü pk+m ïîðîæäåí ëèáî èç p′k+1, ëèáî èç p′′k+1, è óñëîâèÿ
ïîðîæäåíèÿ ñòðóêòóð DR,V (G′), DR,V (G′′) ìåíåå ñòðîãèå, ÷åì óñëîâèÿ
ïîðîæäåíèÿ DR,V (G).

À ïîñêîëüêó G′ è G′′ ïîëó÷åíû èç G âûáðàñûâàíèåì ïóòè (v0, . . . , vk)
è ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåáðà, òî G′ è G′′ èìåþò êîíäåíñàöèþ íå áîëåå l,
òî åñòü ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè LR,V (G′) ≤ (n − k)2l è LR,V (G′′) ≤
(n − k)2l, îòêóäà LR,V (G) ≤ k + (n − k)2l+1 ≤ n2l+1, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâà òàêæå

225



Òåîðåìà 5 Ïóñòü K̃ � êîíäåíñàöèÿ ãðàôà G(V, E, v1, vn), è G � ãðàô
ñî ñòåïåíÿìè âåðøèí íå áîëåå t, 3 < t < n− 1 (ñòåïåíü v1 íå áîëåå t-1).
Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

LR,V (G) ≤ 2K̃ log(t−1)n.

Ïîëüçóÿñü ïàðàìåòðîì K̃, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî óìåíüøèòü îöåíêó,
ïîëó÷åííóþ ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà öèêëîâ. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, êîíäåíñàöèÿ è ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà öèêëîâ íå
ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. ßñíî, íàïðèìåð, ÷òî K̃ ≤ 2C. ×èñëî K̃ ìîæåò
áûòü ñòðîãî ôèêñèðîâàíî ïðè îäíèõ çíà÷åíèÿõ C è ìåíÿòüñÿ â äîâîëüíî
øèðîêèõ ïðåäåëàõ ïðè äðóãèõ. Ïðè ýòîì, ÷åì ìåíüøå C ïî îòíîøåíèþ
ê ÷èñëó âåðøèí, òåì áîëüøå ñâîáîäû äëÿ çíà÷åíèé K̃ íà [0, 2C].

Ïóñòü ãðàô G � ñâÿçíûé, ñ n âåðøèíàìè, íå èìååò âåðøèí ñòåïåíè
îäèí, íå èìååò âåðøèí ñòåïåíè áîëüøå òðåõ, è C � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
öèêëîâ. Îáîçíà÷èì k3 êîëè÷åñòâî âåðøèí ñòåïåíè òðè, k2 � êîëè÷åñòâî
âåðøèí ñòåïåíè äâà, òîãäà èìååì óðàâíåíèÿ íà êîëè÷åñòâî ðåáåð è âåðøèí:

{
k3 + k2 = n
3k3 + 2k2 = 2(n− 1 + C)

2k2 + 3n− 3k2 = 2n− 2 + 2C

k2 = 3n− 2n + 2− 2C = n− 2C + 2

k3,−2

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàô G âûáðàí ñëó÷àéíî ñ òàêèìè ïàðàìåòðàìè, òî
äëÿ ëþáîé âåðøèíû ñòåïåíè òðè ìîæíî âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
îíà îáëàäàåò ñâîéñòâîì "∗ â çàâèñèìîñòè îò n è C.

Îáîçíà÷èì:

N = 3(2C − 3) + 2(n− 2C + 2), M = 3(2C − 3).

Òîãäà:
p(n,C) =

C2
NC1

N−M

C3
N

+
C3

NC0
N−M

C3
N

=

=
6

N(N − 1)(N − 2)

(
M(M − 1)(N −M)

2
+

M(M − 1)(M − 2)

6

)
=

=
6M(M − 1)

N(N − 1)(N − 2)

(
N −M

2
+

M − 2

6

)
=

=
6M(M − 1)

N(N − 1)(N − 2)

(
3N − 3M + M − 2

6

)
=

226



=
M(M - 1)(3N - 2M - 2)

N(N - 1)(N - 2)
=

(6n - 6C + 1)(6C - 9)(6C - 10)

(2n + 2C - 5)(2n + 2C - 6)(2n + 2C - 7)
.

Åñëè ïðåíåáðå÷ü çàâèñèìîñòüþ âåðîÿòíîñòåé îáëàäàíèÿ ñâîéñòâîì
"∗"äëÿ ðàçíûõ âåðøèí, ìû ïîëó÷èì áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
äëÿ çíà÷åíèé êîíäåíñàöèè ãðàôà. Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè òàêîì ïðåäïîëîæåíèè
ñðåäíåå çíà÷åíèå êîíäåíñàöèè áóäåò ñîâïàäàòü ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì
áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì p(n,C). Îáîçíà÷èâ ñðåäíåå
çíà÷åíèå K̃ ÷åðåç E(K̃), ïîëó÷èì:

E(K̃) = (2C − 2)
(6n− 6C + 1)(6C − 9)(6C − 10)

(2n + 2C − 5)(2n + 2C − 6)(2n + 2C − 7)
(1)

Åñëè ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà öèêëîâ C(n) = M log2 n, òî ñ ðîñòîì
n E(K̃) → 0 è, ñîîòâåòñòâåííî, ñðåäíÿÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà íà êëàññå
ãðàôîâ ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà öèêëîâ C(n) = M log2 n ðàñòåò
ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíî, à íå êàê nM+1.

Èñïîëüçîâàíèå ôîðìóëû (1) ïîçâîëÿåò íå òîëüêî óëó÷øèòü îöåíêó
äëÿ êëàññà ãðàôîâ ñ C(n) = M log n (ãäå ëèíåéíîñòü ñðåäíåé ñëîæíîñòè
ëåãêî îáúÿñíèìà çà ñ÷åò ðåçêîãî óìåíüøåíèÿ âåðîÿòíîñòè p(n)), íî è
ñäåëàòü âûâîäû îá óñòðîéñòâå êëàññà ñ C(n) = Mn ïðè ìàëûõ M , è òåì
ñàìûì îáîñíîâàòü îöåíêó ñðåäíåé ñëîæíîñòè äëÿ ýòîãî êëàññà E(LR,V (G)) ≤
n2βn, ãäå β = 9(1−M)M2

(1+M)3
, ÷òî ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî ìåíüøå M .

Òåïåðü îòêàæåìñÿ îò îãðàíè÷åíèÿ íà ñòåïåíü âåðøèíû. Ðàññìîòðèì
êëàññû C(n) = M log n è C(n) = Mn. Òàê êàê ñòåïåíü âåðøèíû íå
îãðàíè÷åíà òðåìÿ, òî âåðøèí ñòåïåíè äâà áóäåò íå ìåíüøå, ÷åì â òîëüêî
÷òî ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå, êðîìå òîãî, åñëè ñòåïåíü âåðøèíû áîëüøå
òðåõ, òî ýòî òîëüêî óìåíüøàåò âåðîÿòíîñòü íàëè÷èÿ ó íåå ñâîéñòâà "∗".
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îöåíèòü ýòó âåðîÿòíîñòü p′(n,C(n)) ñâåðõó ÷åðåç
óæå ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå:

p′(n,C(n)) ≤ (6n− 6C(n) + 1)(6C(n)− 9)(6C(n)− 10)

(2n + 2C(n)− 5)(2n + 2C(n)− 6)(2n + 2C(n)− 7)

Èñõîäÿ èç ýòîãî, ïîëó÷èì îöåíêó è äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ E(K̃):

E(K̃) ≤ (2C(n)− 2)
(6n− 6C(n) + 1)(6C(n)− 9)(6C(n)− 10)

(2n + 2C(n)− 5)(2n + 2C(n)− 6)(2n + 2C(n)− 7)

Â ñèëó ïðåäûäóùåé òåîðåìû äëÿ êëàññà C(n) = M log n èìååì îöåíêó
äëÿ ñðåäíåé ñëîæíîñòè:

E(LR,V (G)) ≤ n(n− 2)E(K̃)n = n2E(K̃)n log(n−2),
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íî ïðè n → ∞ E(K̃)n log n → 0, à çíà÷èò, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n,
ðîñò ñðåäíåé ñëîæíîñòè íå áîëåå ÷åì ëèíåéíûé. Òàêîé æå ðåçóëüòàò
ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ðàññìîòðåòü ñëó÷àé C(n) = M(log n)k äëÿ ëþáîãî k.

Â ñëó÷àå ðîñòà C(n) = Mn ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü îöåíêó ñðåäíåé
ñëîæíîñòè: â ñëó÷àå, åñëè ñòåïåíü âåðøèíû îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé t, îíà
èìååò ñëåäóþùèé âèä:

E(LR,V (G)) ≤ n2log(t−1)βn.
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