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В настоящей работе проводится изучение предполных классов
в классе линейных 2-адических автоматов. Решается задача иссле-
дования конечной порожденности предполных классов и поиск их
базисов.
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Введение.

В настоящее время ведется активная работа по изучению свойств класса
конечных автоматов и широкого многообразия его подклассов. Так, в
работах [2], [3], [4] решается задача K-полноты для линейных автоматов
над конечными полями.

Одним из важных подклассов в множестве конечных автоматов яв-
ляются p-адические автоматы, изучение которых ведется с работы [5]. В
этих работах для изучения автоматов исользовался аппарат p-адических
чисел. В работе [1] была решена задача K-полноты для класса линейных
2-адических автоматов. Были описаны все предполные классы и показа-
на алгоритмическая разрешимость задачи проверки полноты конечных
множеств в этом классе.

В настоящей работе проводится дальнейшее изучение предполных
классов в классе линейных 2-адических автоматов. Ставится задача ис-
следования конечной порожденности предполных классов и нахождения
их базисов.

1. Постановка задачи.

В данной работе изучаются линейные 2-адические автоматы, вычисля-
ющие линейные функции на кольце целых 2-адических чисел Z2, коэф-
фициенты которых лежат в подкольце Z(2) = Z2 ∩Q.
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Определение 1. Конечный инициальный автомат из P с входным
алфавитом En

2 и выходным алфавитом E2 называется линейным 2-
адическим автоматом, если для определяемого им отображения
f(x1, . . . , xn) найдутся такие числа r0, r1, . . . , rn ∈ Z(2), что для любых
α1, . . . , αn из Z выполнено:

f(α1, . . . , αn) =

n∑
i=1

riαi + r0

В этом случае мы говорим, что для функции f имеется разложение:

f(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

rixi + r0 (1)

Всюду в работе будут использоваться следующие обозначения и со-
глашения. Запись Fbx обозначает операцию применения обратной свя-
зи к переменной x. Запись dxe обозначает наименьшее целое число, не
меньшее x. Последовательность P = {pi}∞i=1 содержит все простые числа
кроме 2. Мы говорим, что дробь делится на число p, если её числитель
делится на p, а знаменатель не делится. В обозначениях равенства 1
положим U(f) = {ri | i = 1, 2, ..., n}. Пусть A - произвольное числовое
множество, тогда введем обозначения:

kA = {ka | a ∈ A} ; k +A = {k + a | a ∈ A} ; A

k
=
{a
k

∣∣∣ a ∈ A} .
Также, всюду в работе будет использоваться следующая лемма, до-

казанная в [1]:

Лемма 1. Пусть для функций f и f ′ выполнено:

f(x1, . . . , xn) =

n∑
i=1

rixi + r0,

f ′(xn+1, . . . , xn+n′) =
n+n′∑
i=n+1

rixi + r′0.

Через f1, f2, f3 обозначим функции, получаемые, соответственно,
отождествлением переменных xn−1 и xn функции f , переименованием
переменных функции f с x1, . . . , xn на x′1, . . . , x

′
n, подстановкой функции

f вместо переменной xn+n′ функции f ′. Если к переменной xn функции
f применима обратная связь, то через f4 обозначим результат приме-
нения обратной связи к этой переменной. Тогда выполнены следующие



равенства:

f1(x1, . . . , xnn− 1) =
n−2∑
i=1

rixi + (rn−1 + rn)xn−1 + r0,

f2(x
′
1, . . . , x

′
n) =

n∑
i=1

rix
′
i + r0,

f3(x1, . . . , xn+n′−1) =
n+n′−1∑
i=n+1

rixi +
n∑

i=1

rirn+n′xi + r′0 + rn+n′r0,

f4(x1, . . . , xn−1) =
n−1∑
i=1

ri
1− rn

xi +
r0

1− rn
.

Определим некоторые важные замкнутые классы в L2:

Определение 2.

T0 = {f ∈ L2 | ∀x1, .., xn ∈ 2Z : f(x1, . . . , xn) ∈ 2Z(2)}.

T1 = {f ∈ L2 | ∀x1, .., xn ∈ 1 + 2Z : f(x1, . . . , xn) ∈ 1 + 2Z(2)}.

V1 = {f ∈ L2 | f имеет не более одной непосредственной переменной }.

Vo = {f ∈ L2 | f имеет нечетное число непосредственных переменных }.

I = {f ∈ L2 | f =

n∑
i=1

rixi + r0 =⇒
n∑

i=1

|ri| ≤ 1}.

Rc(pi) = {f ∈ L2 | f имеет не одну существенную переменную,

∀u
v
∈ U(f) : (u, pi) = pi}∪

{f ∈ L2 | f имеет одну существенную переменную,

∀u
v
∈ U(f) \ {0} : (v, pi) = 1}, pi ∈ P.

Rd(pi) = {f ∈ L2 | f имеет не одну непосредственную переменную,

∀u
v
∈ U(f) : (u, pi) = pi}∪

{f ∈ L2 | f имеет одну непосредственную переменную, ∀u
v
∈ U(f) ∩ 2Z(2) :

(u, pi) = pi, ∀
u

v
∈ U(f) ∩ 1 + 2Z(2) : (v, pi) = 1}, pi ∈ P.

В работе А.А. Часовских [1] была доказана следующая



Теорема 1. Перечисленные замкнутые классы образуют критериаль-
ную систему предполных классов в L2

Теперь мы готовы сформулировать задачу, решаемую в данной рабо-
те:

Задача. Для каждого предполного класса в L2 требуется выяснить,
является ли он конечно-порожденным, найти его базис или доказать,
что его не существует.

2. Базисы в предполных классах.

2.1. Класс T0.

Утверждение 1.

f ∈ T0 ⇐⇒ ∃r1, .., rn ∈ Z(2),∃r0 ∈ 2Z(2) : ∀x1, .., xn :

f(x1, .., xn) =
n∑

i=1

rixi + r0.

Доказательство. Необходимость. Известно, что функция f лежит в L2.
Для неё справедливо разложение f =

∑n
i=1 rixi + r0 для некоторых

r0, r1, . . . , rn ∈ Z(2). Подставляя в функцию α1, . . . , αn ∈ 2Z(2), получим,
что

∑n
i=1 riαi + r0 должно лежать в 2Z(2). Но

∑n
i=1 riαi ∈ 2Z(2). Следо-

вательно, r0 должно лежать в 2Z(2).
Необходимость доказана.
Достаточность легко проверить подстановкой α1, . . . , αn ∈ 2Z(2) в

приведённое разложение.

Теорема 2. Множество M = {x1 + x2, 2} является базисом в T0.

Доказательство. Для начала получим инвертор −x:

x1 + x2 ∈M =⇒ x1 + x2 + x3 ∈ K(M) =⇒ x1 + 2x2 ∈ K(M)

Fbx2=⇒ x1
1− 2

= −x1 ∈ K(M).

Используя сумматор и инвертор можем получить

kx ∈ K(M) ∀k ∈ Z.

Далее, имеем:

∀u ∈ Z ∀v ∈ 1 + 2Z ux1 + (1− v)x2 ∈ K(M)

Fbx2=⇒ ux1
1− (1− v)

=
u

v
x1 ∈ K(M).



Таким образом, ∀r ∈ Z(2) r = u
v : rx ∈ K(M).

В обозначениях утверждения 1 для произвольной функции f ∈ T0
имеем:

n∑
i=1

rixi + r′0x ∈ K(M) =⇒ (подставляя константу 2 вместо переменной x)

n∑
i=1

rixi + r0 ∈ K(M)

Таким образом показано, что T0 ⊆ K(M). T0 – замкнутый класс и
M ⊆ T0, получаем K(M) ⊆ T0 Следовательно, T0 = K(M). Учитывая,
что K({x1 + x2}) сохраняет нулевые последовательности, а K({2}) со-
держит лишь функции без существенных переменных, получаем, что M
является базисом в T0.

2.2. Класс T1.

Утверждение 2.

f ∈ T1 ⇐⇒ либо f =
2n∑
i=1

rixi +
n′∑
i=1

r′ix
′
i + r0

для ∃r0, r1, . . . , r2n+1 ∈ 1 + 2Z(2) и ∃r′1, . . . , r′n′ ∈ 2Z(2),

(2)

либо f =

2n+1∑
i=1

rixi +

n′∑
i=1

r′ix
′
i + r′0

для ∃r1, . . . , r2n+1 ∈ 1 + 2Z(2) и ∃r′0, r′1, . . . , r′n ∈ 2Z(2).

(3)

Доказательство. Необходимость. Известно, что функция f лежит в L2.
Для неё справедливо разложение f =

∑m
i=1 r̃ix̃i + r0 для некоторых

r0, r̃1, . . . , r̃n ∈ Z(2). Подставляя в функцию α1, . . . , αn ∈ 1 + 2Z(2), по-
лучим, что сумма

∑m
i=1 riαi + r0 должна лежать в 1 + 2Z(2). Слагаемые

с коэффициентами из 2Z(2) не влияют на принадлежность всей суммы
1+2Z(2). Обозначим их количество через n′ и вычтем из суммы. Переобо-
значив оставшиеся коэффициенты через r̂j , получим, что

∑m′

i=1 r̂iαi + r0
должно лежать в 1 + 2Z(2) . Рассмотрим два случая:

Случай 1 : r0 ∈ 1+2Z(2). Тогда, для нечетности всей суммы, m′ долж-
но быть четным, то есть верно разложение (2)

Случай 2 : r0 ∈ 2Z(2). Тогда, для нечетности всей суммы, m′ должно
быть нечетным, то есть верно разложение (3)



Необходимость доказана.
Достаточность легко проверить подстановкой α1, . . . , αn ∈ 1 + 2Z в

приведённые разложения.

Теорема 3. В классе T1 существует базис {x1 + x2 + x3, 1}.

Доказательство. Верна следующая цепочка рассуждений:

x1 + x2 + x3 ∈ T1 =⇒ x1 + 2x2 ∈ K(M)
Fbx2=⇒ −x ∈ K(M)

=⇒ (1 + 2k)x1 − 2lx2 ∈ K(M) ∀k, l ∈ Z
Fbx2=⇒ ∀r ∈ 1 + 2Z(2), r =

2k + 1

2l + 1
: rx ∈ K(M).

С помощью сумматора, умножения на r ∈ 1 + 2Z(2) и подстанов-
ки 1 можем получить произвольную функцию вида

∑m1
i=1 rixi +

∑m2
i=1 r

′
i

с нечетным числом (m1 + m2) слагаемых, коэффициенты и свободные
члены которой лежат в 1 + 2Z(2).

В обозначениях утверждения 2 для произвольной функции f ∈ T1
имеется два случая:

Функция имеет вид (2) =⇒ f =

2n∑
i=1

rixi +

n′∑
i=1

r′ix
′
i + r0 =

=

2n∑
i=1

rixi +

n′∑
i=1

(2r′i − 1)x′i +

n′∑
i=1

(1− r′i)x′i + r0.

Функция имеет вид (3) =⇒ f =

2n+1∑
i=1

rixi +

n′∑
i=1

r′ix
′
i + r′0 =

=

2n+1∑
i=1

rixi +

n′∑
i=1

(2r′i − 1)x′i +

n′∑
i=1

(1− r′i)x′i + (2r0 − 1) + (1− r0).

Вспоминая, что ri ∈ 1 + 2Z(2) и r′i ∈ 2Z(2), можем видеть, что в обо-
их случаях функция f представляется в виде суммы нечетного числа
слагаемых с коэффициентами и свободными членами из 1 + 2Z(2), сле-
довательно T1 ⊆ K(M). T1 – замкнутый класс и M ⊆ T1, получаем
K(M) ⊆ T1. Следовательно, T1 = K(M). Учитывая, чтоK({x1+x2+x3})
сохраняет нулевые последовательности, а K({1}) содержит лишь функ-
ции без существенных переменных, получаем, что M является базисом
в T0.



2.3. Класс V1.

Утверждение 3.

f ∈ V1 ⇐⇒ f = rx+
n∑

i=1

2rixi + r0 для ∃r, r0, r1, . . . , rn ∈ Z(2)

Доказательство. Необходимость. Известно, что функция f лежит в L2.
Для неё справедливо разложение f =

∑m
i=1 r̃ix̃i + r0 для некоторых

r0, r̃1, . . . , r̃n ∈ Z(2). Известно, что у неё не более одной непосредственной
переменной. Обозначим эту переменную через x. Тогда коэффициенты
при остальных переменных должны делиться на 2. Что и требовалось.
Необходимость доказана.

Достаточность же очевидна из приведеного разложения.

Теорема 4. Класс V1 имеет базис {x1 + 2x2, 0, x+ 1}.

Доказательство. Верна следующая цепочка рассуждений:

x1 + 2x2 ∈M
Fbx2=⇒ −x ∈ K(M);

x1 + 2x2 ∈M =⇒ x1 + 2kx1 = (2k + 1)x1 ∈ K(M);

(2k + 1)x1 − 2lx2 ∈ K(M)
Fbx2=⇒ 2k + 1

2l + 1
x ∈ K(M) =⇒

=⇒ rx ∈ K(M), ∀r ∈ 1 + 2Z(2);

0 ∈M,x1 + 2x2 ∈M =⇒ 2x ∈ K(M);

rx ∈ K(M), 2x ∈ K(M) =⇒ r̃x ∈ K(M), ∀r̃ ∈ Z(2);

x+ 1, rx ∈ K(M), ∀r ∈ 1 + 2Z(2) =⇒ r(
x

r
+ 1) = x+ r ∈ K(M) =⇒

=⇒ x+ r + · · ·+ r ∈ K(M) =⇒ x+ r̂ ∈ K(M), ∀r̂ ∈ Z(2).

В обозначениях утверждения 3 для произвольной функции f ∈ V1 имеем:

rx+
n∑

i=1

2rixi + r0 ∈ K(M)

Таким образом показано, что V1 ⊆ K(M). V1 – замкнутый класс и
M ⊆ V1, значит K(M) ⊆ V1 Следовательно, V1 = K(M). Учитывая,
что K({x1 + 2x2, 0}) сохраняет 0 в начальный момент времени, K({x1 +
2x2, 1}) сохраняет 1 в начальный момент времени, K({0, 1}) содержит
лишь функции без существенных переменных, окончательно имеем, что
M является базисом в V1.



2.4. Класс Vo.

Утверждение 4.

f ∈ Vo ⇐⇒ f =
2n+1∑
i=1

rixi +
n∑

i=1

2r′ix
′
i + r0

для ∃r0, r′1, . . . , r′n ∈ Z(2) и ∃r1, . . . , r2n+1 ∈ (1 + 2Z(2)) \ {0}.

Доказательство. Необходимость. Известно, что функция f лежит в L2.
Для неё справедливо разложение f =

∑m
i=1 r̃ix̃i + r0 для некоторых

r0, r̃1, . . . , r̃n ∈ Z(2). Известно, что у неё нечетное число непосредствен-
ных переменных. Обозначим их через xi. Тогда коэффициенты при них
должны быть нечетными. Остальные же переменные обозначим через
x′j ; коэффициенты при них должны делиться на 2. Что и требовалось.
Необходимость доказана.

Достаточность же очевидна из приведеного разложения.

Теорема 5. Класс Vo имеет базис {x1 + x2 + x3, x+ 1}.

Доказательство. Положим V
(0)
o = {f ∈ Vo|r0 = 0} – множество одно-

родных функций из Vo. Из утверждений 4 и 2 легко видеть, что V (0)
o ⊂ T1,

поэтому, аналогично случаю T1, с помощью функции x1 + x2 + x3, мо-
жем получить произвольную функцию из V (0)

o . Кроме того, с помощью
функции x+1, можем получить добавление произвольной константы из
Z(2):

∀r ∈ 1 + 2Z(2) : r =
2u+ 1

2v + 1
, u, v ∈ Z(2) : rx,

1

r
x ∈ K(M) =⇒

=⇒ ∀r ∈ 1 + 2Z(2) : r(
x

r
+ 1) = x+ r ∈ K(M) =⇒

=⇒ x+ r + · · ·+ r ∈ K(M) =⇒ ∀r̂ ∈ Z(2) : x+ r̂ ∈ K(M)

Таким образом показано, что Vo ⊆ K(M). Vo – замкнутый класс и
M ⊆ Vo, получаем K(M) ⊆ Vo Следовательно, Vo = K(M). Учитывая,
что K({x1+x2+x3}) ⊂ T1∩Vo, а K({x+1}) содержит только функции с
не более чем одной существенной переменной, получаем, чтоM является
базисом в Vo.

2.5. Класс I

Теорема 6. Класс I имеет базис {13x1 +
1
3x2 +

1
3x3, −x, x+ 1, 0}.



Доказательство. Для начала получим все однородные функции из I.
Возьмем произвольное нечетное натуральное число V и положим T =
dlog3 V e.

3T∑
i=1

xi
3T
∈ K(M) =⇒

V∑
i=1

xi
3T

+
3T − V

3T
xV+1 ∈ K(M)

FbxV=⇒ ( 3T − V - четное число)
1

1− 3T−V
3T

V∑
i=1

xi
3T

=
V∑
i=1

xi
3T

V

3T

=
V∑
i=1

xi
V
∈ K(M).

Пусть f = u1
v1
x1 + · · ·+ un

vn
xn - произвольная однородная функция из

I.
∑n

i=1
|ui|
|vi| ≤ 1. Положим V = v1 · ... · vn =⇒ f0 =

∑V
i=1

xi
V ∈ K(M).

Без ограничения общности (так как −x ∈ M) можно считать, что ui >
0, vi > 0, тогда:

n∑
i=1

ui
vi
≤ 1 =⇒

n∑
i=1

ui
vi
V ≤ V

Далее, мы можем разбить слагаемые f0 на группы, соответствующие
переменным функции f , подставив вместо ненужных переменных 0 ∈M .
Затем отождествить переменные внутри каждой из групп:

f0 =

V∑
i=1

xi
V
∈ K(M ) =⇒

u1
v1

V∑
i=1

x1
V

+· · ·+

un
vn

V∑
i=1

xn
V

=
u1
v1
x1+· · ·+

un
vn
xn = f ∈K(M)

Осталось получить функцию, осуществляющую добавление произ-
вольного свободного члена. Для этого достаточно показать, что для про-
извольного нечетного натурального v выполняется x + 1

v ∈ K(M). Рас-
смотрим три возможных случая:



Случай 1 : (v, 3) = 1

Положим T = dlog3 V e;
3T∑
i=1

xi
3T

+ 1 ∈ K(M) =⇒

=⇒
v∑

i=1

xi
3T

+
3T − v
3T

xv+1 + 1 ∈ K(M)
Fbxv+1
=⇒

Fbxv+1
=⇒

v∑
i=1

xi

3T
v
3T

+
3T

v
= x+

3T

v
∈ K(M).

(v, 3T ) = 1 =⇒ ∃a ∈ Z, ∃b ∈ N : av + b3T = 1 =⇒ a+ b
3T

v
=

1

v

=⇒ Добавляя или вычитая a раз единицу и добавляя b раз
3T

v
,

получим окончательно: x+
1

v
∈ K(M).

Случай 2 : v = 3T

Положим p - некоторое простое число, p > 3T ;

p∑
i=1

xi
p
+ 1 ∈ K(M) =⇒

=⇒
3T∑
i=1

xi
p

+
p− 3T

p
x3T+1 + 1 ∈ K(M)

Fbx
3T+1

=⇒

Fbx
3T+1

=⇒
3T∑
i=1

xi
p

3T

p

+
p

3T
= x+

p

3T
∈ K(M)

(3T , p) = 1 =⇒ ∃a ∈ Z, ∃b ∈ N : a3T + bp = 1 =⇒ a+ b
p

3T
=

1

3T

=⇒ Добавляя или вычитая a раз единицу и добавляя b раз
p

3T
,

получим окончательно: x+
1

3T
∈ K(M).

Случай 3 : v = 3T v′, (v′, 3) = 1

(3T , v′) = 1 =⇒ ∃a ∈ Z, ∃b ∈ N : a3T + bv′ = 1 =⇒ a

v′
+

b

3T
=

1

3T v′

=⇒ Добавляя или вычитая a раз
1

v′
и добавляя b раз

1

3T
,

получим окончательно: x+
1

v
∈ K(M).



Таким образом показано, что I ⊆ K(M). I – замкнутый класс и M ⊆
I, получаем K(M) ⊆ I. Следовательно, I = K(M). Покажем, что M –
базис. Для этого проверим подножества M .

K({−x, x + 1, 0}) содержит только функции не более чем с одной
существенной переменной.

K({13x1+
1
3x2+

1
3x3, x+1, 0}) содержит только функции из I с поло-

жительными коэффициентами в разложении (1). Доказательство можно
провести индукцией по построению: для отождествления, переименова-
ния и подстановки переменных утверждение очевидно, а при применении
обратной связи все коэффициенты будут умножены на множитель 1

1−r ,
который является положительным так как 0 < r < 1.

K({13x1+
1
3x2+

1
3x3, −x, 0}) сохраняет нулевые последовательности.

K({13x1 +
1
3x2 +

1
3x3, −x, x+ 1}) содержится в Vo ∩ I.

Таким образом, доказано, что M является базисом в I.

2.6. Класс Rc(pi).

Утверждение 5.

f ∈ Rc(pi) ⇐⇒ либо f = rx+ r0 (4)

для ∃r0 ∈ Z(2), ∃r ∈ Z(2) \
(Z(2)

pi
∪ piZ(2)

)
,

либо f =

n∑
j=1

pirjxj + r0 (5)

для ∃r0 ∈ Z(2), ∃r1, . . . , rn ∈ Z(2) \
Z(2)

pi
, n ≥ 2.

Доказательство. Необходимость. Известно, что функция f лежит в L2.
Для неё справедливо разложение f =

∑m
i=1 r̃ix̃i + r0 для некоторых

r0, r̃1, . . . , r̃n ∈ Z(2). Если у нее только одна существенная переменная,
обозначим её через x и знаменатель коэффициента при ней не должен
делиться на pi, следовательно справедливо либо разложение (4) при на-
личии нескольких непосредственных переменных, либо разложение (5),
при наличии лишь одной непосредственной переменной. Если же суще-
ственных переменных несколько, все коэффициенты при них должны
делиться на pi, то есть верно разложение (5).

Достаточность же очевидна из вида приведенных разложений.

Определение 3. В обозначениях утверждения 5 введем два множе-
ства:

R1(pi) = {f ∈ Rc(pi) | f имеет вид (4)}

Rp(pi) = {f ∈ Rc(pi) | f имеет вид (5)}



Легко видеть, что верно следующее

Замечание. R1(pi) и Rp(pi) являются замкнутыми классами, причем:

R1(pi) ∪Rp(pi) = Rc(pi); R1(pi) ∩Rp(pi) = {f ∈ Rc(pi) | f ≡ const}

Лемма 2. Если для построения f ∈ Rc(pi) используется функция из
Rp(pi), тогда f ∈ Rp(pi).

Доказательство. Пусть f ∈ Rp(pi). Легко видеть, что операции супер-
позиции и обратной связи не выводят за пределы класса Rp(pi). Рассмот-
рим функцию g = rx + r0 ∈ R1(pi). При подстановке g вместо одной из
переменных f получим функцию из Rp(pi). При подстановке f вместо
переменной x функции g тоже получим функцию из Rp(pi). Применяя
индукцию по построению, получаем утверждение леммы.

Лемма 3. Пусть M – порождающее множество для Rc(pi). Тогда для
всякого натурального n0 : ∃n ∈ N, n ≥ n0 :
∃r1, . . . , rn ∈ Z(2) \

(
Z(2)

pi
∪ 2Z(2) ∪ piZ(2)

)
, ∃f0 ∈ Rp(pi) :

f =
n∑

j=1

pirjxj + f0(x
′
1, . . . , x

′
m) ∈M.

Другими словами, в произвольном порождающем множестве найдется
функция, у которой как минимум n переменых с коэффициентами, не
делящимися на p2i и 2.

Доказательство. Предположим обратное. Пусть существует n0 ∈ N та-
кое, что ∀n ≥ n0 в M нет функции с обозначенными условиями. Тогда
px1 + · · ·+ pxn0 6∈ K(M). Действительно, в Rc(pi) нет функций, которые
бы позволи делить коэффициенты на 2 и на pi. При этом, при подстанов-
ке одной функции из M ∩Rp(pi) в другую, в новой функции коэффици-
енты при добавленных переменных будут делится на p2i . Использование
же функций из M ∩R1(pi) не увеличит количество переменных в сумме.
Таким образом, px1 + · · · + pxn0 6∈ K(M), но px1 + · · · + pxn0 ∈ Rc(pi).
Получили противоречие.

Таким образом, верно следующее

Следствие 1. Класс Rc(pi) не имеет конечного порождающего множе-
ства.

Теорема 7. Класс Rc(pi) не имеет базиса.



Доказательство. Для доказательства теоремы покажем, что для произ-
вольного порождающего множества M найдется функция f ∈M такая,
что M \ {f} тоже является порождающим для Rc(pi). Возьмем произ-
вольную функцию f1, существование которой гарантируется леммой 3.
Она имеет вид:

f1 =
n∑

j=1

pisjxj + f0(x
′
1, . . . , x

′
m)

Также по лемме 3 найдется функция f2 для которой верно, что k >
m+ n:

f2 =
k∑

j=1

pirjxj + f̃0(x
′
1, . . . , x

′
m)

Подставив в функцию f2 нули на место переменных x′1, . . . , x′m полу-
чим функцию f̃2 =

∑k
j=1 pirjxj . Учитывая, что rj ∈ Z(2) \ (

Z(2)

pi
∪ 2Z(2)∪

∪piZ(2)), имеем x
rj
∈ K(M). Кроме того, по лемме 2 для построения этих

функций могут быть использованы только функции из M ∩ R1(pi). Та-
ким образом, можем получить функции f+ = pix1+ · · ·+pixk и fpi = pix.
Также, из M ∩R1(pi), так как M - порождающее множество, можем по-
лучить fr0 = x+ r0 для ∀r0 ∈ Z(2).

Построим теперь функцию f1. Так как f0 ∈ Rp(pi):

f1 =

n∑
j=1

pisjxj +

m∑
j=1

pis
′
jx
′
j + r0, s′j ∈ Z(2) \

Z(2)

pi

С помощью функций из R1(pi) и fpi можем построить функции sjx
и s′jx. Подставив их в функцию f+ и применив fr0 , получим окончатель-
но функцию f1, причем для её построения использовались только f2 и
функции из K(R1(pi)∩M). Таким образом, M \ {f1} является порожда-
ющим для Rc(pi).

2.7. Класс Rd(pi).

Утверждение 6.

f ∈ Rc(pi) ⇐⇒ либо f = rx+
n∑

j=1

2pirjxj + r0 (6)

для ∃r0 ∈ Z(2), ∃r, r1, . . . , rn ∈ Z(2) \
Z(2)

pi
, (r, pi) = 1,

либо f =
n∑

j=1

pirjxj + r0 (7)

для ∃r0 ∈ Z(2), ∃r1, . . . , rn ∈ Z(2) \
Z(2)

pi
.



Доказательство. Необходимость. Известно, что функция f лежит в L2.
Для неё справедливо разложение f =

∑m
i=1 r̃ix̃i + r0 для некоторых

r0, r̃1, . . . , r̃n ∈ Z(2). Если у нее только одна непосредственная перемен-
ная, обозначим её x и знаменатель коэффициента при ней не должен
делиться на pi, остальные же переменные должны делиться на 2pi, сле-
довательно справедливо разложение (6). Если же непосредственных пе-
ременных несколько, все коэффициенты при них должны делиться на
pi, то есть верно разложение (7).

Достаточность же очевидна из приведеного разложения.

Определение 4. В обозначениях утверждения 6 введем два множе-
ства:

R2(pi) = {f ∈ Rf (pi) | f имеет вид (6)}

Rp(pi) = {f ∈ Rf (pi) | f имеет вид (7)}

Легко видеть, что верно следующее

Замечание. R2(pi) и Rp(pi) являются замкнутыми классами.

Лемма 4. Класс Rd(pi) имеет порождающее множество:

{pix1 + ..+ pixn, −x, x1 + 2pix2, 3x, 5x, . . . , (2pi − 1)x, x+
1

pTi
,
x

pj
|

n ∈ N, T ∈ Z+, pj ∈ P, pj 6≡ ±1 (mod 2pi), pj 6= pi}.

Доказательство. Верна следующая цепочка рассуждений

−x ∈M, x1 + 2pikx2 ∈ K(M)
Fbx2=⇒ x

1 + 2pik̃
∀k ∈ Z;

∀l ∈ {3, 5, . . . , 2pi − 1} lx ∈M, (x+ 2pikx) ∈ K(M) =⇒
=⇒ kx ∈ K(M)∀k ∈ 1 + 2Z;

∀pj 6≡ ±1( mod 2pi), pj 6= pi :
x

pj
∈M и полученное выше =⇒

=⇒ rx ∈ K(M) ∀r ∈
(
1 + 2Z(2)

)
\
Z(2)

pi
;

x1 +
n∑

j=1

2pixj ∈ K(M) =⇒ rx+
n∑

l=1

2pirlxl ∈ K(M);

pix1 + · · ·+ pixn ∈M =⇒
n∑

l=1

pirlxl ∈ K(M);

∀T ∈ Z+ : r

(
x

r
+

1

pTi

)
= x+

r

pTi
∈ K(M), (r, pi) = 1, (r, 2) = 1 =⇒

=⇒ (прибавляя нужное число раз) ∀r0 ∈ Z(2)x+ r0 ∈ K(M).



Лемма 5. Пусть M – порождающее множество для Rc(pi). Тогда
для всякого натурального n0 : ∃n ∈ N, n ≥ n0 : ∃r, r1, . . . , rn ∈
Z(2) \

(
Z(2)

pi
∪ 2Z(2) ∪ piZ(2)

)
, ∃f0, g0 ∈ Rp(pi), g(0) = 0 :

f =
n∑

j=1

pirjxj + f0(x
′
1, . . . , x

′
m) ∈M,

g = g0(x1, . . . , xk) +
r

pni
∈M

Доказательство. Существование f доказывается аналогично лемме 3.
В Rd(pi) не существует функций, позволяющих делить коэффициенты
на pi и на 2. Если t0 - максимальная степень pi в знаменателе свободных
членов вM , то мы не сможем получить функцию x+ 1

p
t0+1
i

, откуда следует

утверждение о существовании функции g ∈M .

Следствие 2. Класс Rd(pi) не имеет конечного порождающего множе-
ства.

Теорема 8. Класс Rd(pi) не имеет базиса.

Доказательство. Для начала выразим из M функции M0 = {−x, x− 1
x1+2pix2, 3x, 5x, . . . , (2pi−1)x}. Для этого потребуется конечное число
функций из M ; в дальнейшем мы не будем трогать эти функции.

Теперь получим функции x
p0

для всякого простого p0, такого что p0 6≡
±1( mod pi). Покажем, что для их построения не требуются функции
вида (7). Вспомним, как выглядят функции вида (6) и (7):

f = rx+

n∑
j=1

2pirjxj + r0 (6)

f =

n∑
j=1

pirjxj + r0 (7)

При применении операций композиции к функциям вида (7), их вид
не поменяется. При подстановке функции вида (7) вместо переменной x
функции вида (6) получится функция вида (7). При подстановке функ-
ции вида (7) вместо переменной xj функции вида (6) получится функция
вида (6), однако коэффициент r не изменится.

Применение обратной связи к непосредственной переменной xj функ-
ции вида (6) умножит коэффициент при переменной x на k

1+2lp для
некоторых k ∈ 1 + 2Z, l ∈ Z. Но krx + 2lx1 ∈ K(M0), следовательно
и k

1+2lprx ∈ K(M0). А значит, применение операции подстановки функ-
ции вида (7) вместо переменной xj функции вида (6), с точки зрения



влияния на коэффициент при переменной x, может быть заменено на
применение ряда операций композиции к функциям из M0. Что и требо-
валось. Таким образом, было построено множество:

M1 = {−x, x−1, x1+2pix2, 3x, 5x, . . . , (2pi − 1)x,
x

pj
| pj 6≡ ±1 ( mod 2pi)}

Причем, для его построения из множества M ∩Rp(pi) потребовалось
лишь конечное множество функций. Назовем его R0. Из доказательства
леммы 4:

∀r ∈ Z(2) \
(Z(2)

pi
∪ 2Z(2) ∪ piZ(2)

)
: rx ∈ K(M1),

x

r
∈ K(M1)

Возьмем произвольную функцию f , существование которой гаранти-
руется леммой 5 и которая не принадлежит R0. Она имеет вид:

f =

n∑
j=1

pisjxj + f ′(x′1, . . . , x
′
m)

Пусть t0 – степень pi в знаменателе свободного члена f ′ . Также по
лемме 3 найдется функция:

f1 =

k∑
j=1

pirjxj + f ′1(x
′
1, . . . , x

′
m)

Для неё верно, что k ≥ m + n + 1. И найдется функция g =
g0(x1, . . . , xk) +

rg
pli

для которой верно, что l ≥ t0 + 1.
Аналогично теореме 8 из функции f1 получим f+ = pix1 + · · · +

pixm+n+1 и fp = pix.
Подставим на входы всех переменных функции g нули и подставим

результат в функцию x
rg
. Получим константу 1

pl
.

Построим теперь функцию f . Так как f ′ ∈ Rp(pi),

f =
n∑

j=1

pisjxj ++
m∑
j=1

pis
′
jx
′
j +

s′0
pt0

, s′j ∈ Z(2) \
Z(2)

pi

С помощью функций из K(M0) можем построить функции sjx и s′jx.
Также уже построили 1

pl
Подставив их в функцию f+, получим оконча-

тельно функцию f , причем для её построения использовались только f1,
g и функции из K(M2). Таким образом,M \{f1} является порождающим
для Rd(pi).



Заключение.

В работе исследованы базисы в предполных классах L2. Для предпол-
ных классов T0, T1, Vo, V1, I были найдены базисы. Для двух бесконечных
серий предполных классов Rc(pi) и Rd(pi) было продемонстрировано от-
сутствие конечных порождающих систем, равно как и отсутствие бази-
сов.

Автор выражает благодарность профессору А.А. Часовских за по-
мощь в постановке задачи и содействие в подготовке статьи.
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