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Принятие эффективных управленческих решений в сфере охра-
ны здоровья и профилактики заболеваний позволяет повысить про-
должительность и качество жизни. Процесс принятия таких реше-
ний происходит в условиях ограниченной полноты и достоверности
доступной информации и имеет существенную экспертную состав-
ляющую. В работе представлен один из подходов, позволяющих
принимать обоснованные решения в области профилактической ме-
дицины.

Ключевые слова: профилактическая медицина, оценка и мо-
ниторинг процессов, гибридных интеллект.

1. Введение

Продолжительность и качество жизниявляется интегральным показа-
телем здоровья популяции и одним из важных критериев оценки каче-
ства управления на уровне государств, регионов, муниципальных обра-
зований. Этот показатель зависит от множества параметров, как контро-
лируемых (например, потребление алкоголя) так и не контролируемых
(например, стихийные бедствия). Некоторыми контролируемыми пара-
метрами можно управлять, однако зависимости, описывающие влияние
конкретного параметра на целевой показатель, носят качественный ха-
рактер; влияние конкретного параметра зависит от состояния других
параметров, которые могут как усиливать, так и ослаблять влияние вы-
бранного. Все это не позволяет описать функционирование системы в
виде непрерывных или дискретных моделей. Отметим, что подобные по-
пытки предпринимались в рамках популяционной динамики, начиная с
работ Т. Мальтуса (Thomas Robert Malthus, 1766-1834) и П. Ферхюль-
ста (Pierre François Verhulst, 1804 - 1848) и заканчивая современными
многоагентными системами (см., например, [14]). Надежных и работо-
способных моделей, позволяющих понимать какие и параметры и как
влияют на продолжительность жизни в конкретной популяции, так и не
появилось. Это связано с рядом причин, к основным из которых можно
отнести:

− фрагментарность доступных данных: проведение замеров значений
большинства параметров, имеющих отношение к продолжительно-
сти жизни, является дорогостоящей процедурой, поэтому они про-
водятся редко и не по всей популяции; полученные же данные счи-
таются справедливыми для всей популяции, что является доста-
точно спорным;
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− наличие большого числа косвенных параметров, влияние которых
на целевой показатель до конца не изучено, носит опосредованный
характер через серию агрегированных параметров, взаимовлияние
которых при агрегации также не изучено в достаточной для разра-
ботки моделей степени;

− значительные изменения в глобальной экономике (например, уве-
личение транспортных потоков товаров и людей, приводящее к
быстрому распространению инфекций типа COVID 19) иобразе
жизни (например, повседневное использование гаджетов и продук-
тов быстрого питания) оказывают существенное влияние даже на
известные зависимости.

Целью настоящей работы является описание нового подхода к про-
гнозированию эффективности популяционных мер профилактики на ос-
нове человеко-машинной технологии оценки и мониторинга сложных
процессов. Системы оценки и мониторинга (СОиМ) позволяют обраба-
тывать ненадежную, фрагментарную, нечетко представленную инфор-
мацию и получать максимально надежные для такого качества инфор-
мации выводы.

Дальнейшее содержание работы организовано следующим образом.
В разделе 2 приведен обзор существующих результатов моделирования
эффективности популяционных мер профилактики, в разделе 3 пред-
ставлен краткий обзор технологии оценки и мониторинга, в разделе 4
описан разработанный прототип модели и обсуждаются перспективы его
развития и использования, в заключении подведены итоги проведенного
исследования.

2. О моделировании эффективности популяцион-
ных мер профилактики

Моделирование – общепринятый подход построения прогноза состоя-
ния здоровья популяции для оценки влияния тех или иных профилакти-
ческих мер или программ в средне- и долгосрочной перспективе.Кроме
того, это распространенный подход к прогнозированию не только здо-
ровья популяции, но и социально-экономического бремени болезней, что
является важным аргументом при принятии решений в сфере укрепле-
ния здоровья [1].
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Популяционное моделирование необходимо для планирования стра-
тегий профилактики с учетом экономической целесообразности их внед-
рения. Существует ряд публикаций cрезультатами моделирования эф-
фективности популяционных мер профилактики. Например, в Велико-
британии показана возможность экономии 100 млн. фунтов в системе
здравоохранения за счет значительного сокращения заболеваемости и
смертности при полной элиминации промышленных транс-жиров из про-
дуктов питания [2]. Тем временем, вмодели Thow A.M. и др. спрогнози-
ровано снижение смертности от ишемической болезни сердца (ИБС) на
1,8-2,6% приповышении налога на добавленную стоимость на основные
источники насыщенных жиров [3]. В США по результатам моделирова-
ния показано, что субсидия в размере 10%, направленная на снижение
стоимости овощей и фруктов, может предотвратить 150500 смертей от
сердечно-сосудистых заболеваний (ССЗ) [4]. Mozaffarian и др. предложи-
лисценарий субсидированияза счет использования дохода в размере 580
млн. долларов от налогообложенияменее полезных продуктов питания,
что вероятно приведет к предотвращению около 6000 случаев смерти от
ССЗ и онкологических заболеваний ежегодно [5].

Однако, зарубежные модели не всегда могут быть применимы в Рос-
сии, а их адаптация ассоциирована с очень большим количеством допу-
щений, что снижает их прогностическую ценность. В РФ также неодно-
кратно обсуждались аспекты моделирования социально-экономического
эффекта популяционных мердля принятия управленческих решений
в области профилактики хронических неинфекционных заболеваний
(ХНИЗ), однако,в настоящий момент публикаций с результатами такого
моделирования нет [1].

Таким образом, в настоящее время существует необходимость разра-
ботки модели популяционнойпрофилактики поведенческих
факторов риска ХНИЗ с учетом национальной специфики и доступно-
сти данных, которая бы обладала максимально возможной точностью
для российской популяции.

3. О системах оценки и мониторинга сложных
процессов

Системы оценки и мониторинга сложных процессов - специализиро-
ванные человеко-компьютерные интеллектуальные информационные си-
стемы, предназначенные для оценки состояния некоторого процесса на
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базе фрагментарной, ненадежной, возможно недостоверной и противо-
речивой информации о нем и моделирования возможных сценариев его
развития.Системы оценки и мониторинга возниклив начале 90-х годов
и достаточно широко представлены в научной литературе. В качестве
обзорной работы можно порекомендовать [15], детали представлены в
[16].Основными научными проблемами разработки таких систем валя-
ются:

• Проблема 1 (Perception-modelling): как человек описывает объек-
ты? Можем мы описывать объекты наиболее надежным и эффек-
тивным для последующей обработки образом?

• Проблема 2 (Perception-based computing): как мы обрабатываем
perception-based описания (например, ищем или обобщаем)? Мо-
жем мы оптимизировать такие вычисления?

• Проблема 3 (Aggregation of perception-based data): как происходит
агрегированиеоценок в нечетких иерархических динамических си-
стемах, минимизирующее противоречивость модели процесса в си-
стемах оценки и мониторинга?

Эти проблемы обсуждаются в упомянутых выше работах. Детали
представлены в работах [17] (Проблема 1), [18] (Проблема 2) и [19] (Про-
блема 3). Учитывая доступность перечисленных работ, мы позволим себе
не останавливаться на них. Отметим лишь, что системы оценки и мо-
ниторинга эффективны, когда нет (нельзя построить) математической
модели процесса в виде уравнений, автоматов, и т.п. Разработка таких
систем возможна, когда можно построить «семантическую модель» про-
цесса в виде набора понятий и их взаимосвязей (рис. 1), и когда по-
ступает и анализируется реальная информация (возможно обучение или
настройка). Возможна разработка оптимальных систем с точки зрения
удобства ввода информации аналитиком, согласованности мнений ана-
литиков, информационного обеспечения ввода информации, и модели-
рования.

На основе описанных методов разработаны системы оценки и монито-
ринга процессов создания странами специальных видов технологий и ма-
териалов в интересах управления гарантий Международного Агентства
по Атомной Энергии [20], риска развития сердечно-сосудистых заболе-
ваний [21], разработки изделий микроэлектроники (оценка технологиче-
ских стартапов) в интересах компании Cadence Design Systems [22]. Воз-
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Рис. 1. Структура модели процесса.

можности применения подобных систем в оценке и мониторинге кризис-
ных ситуаций и в стратегическом управлении компаниями описаны в [23]
и [24] соответственно. Уникальные аналитические возможности систем
оценки и мониторинга обсуждаются в [15] и суммированы на рис. 2. Те-
кущий уровень почти всех компаний – OLAP аналитика; лишь немногие
компании используют Big Data аналитику; аналитические инструменты
систем оценки и мониторинга используются в единичных международ-
ных и правительственных организациях, а также в крупном междуна-
родном высокотехнологическом бизнесе. Использование аналитических
возможностей систем оценки и мониторинга – это естественный эволю-
ционный этап развития аналитических инструментов.

4. Прототип модели эффективности популяцион-
ных мер профилактики на основе СОиМ

Как было отмечено выше (раздел 3), разработка систем оценки и мо-
ниторинга возможна, когда можно построить «семантическую модель»
процесса в виде набора понятий и их взаимосвязей (рис. 1). Разработка
прототипа такой модели была проведена коллективом авторов.

Разработка включала в себя следующие этапы:

1) Выбор основных групп ХНИЗ с высокой заболеваемостью и смерт-
ностью в РФ

2) Выбор поведенческих факторов риска, ассоциированных с основ-
ными ХНИЗ
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Рис. 2. Эволюция аналитических инструментов.

3) Поиск мер популяционной профилактики, влияющих на распро-
страненность поведенческих факторов риска

4) Анализ степени внедрения/возможности внедрения мер популяци-
онной профилактики, влияющих на распространенность поведен-
ческих факторов риска и отбор мер для моделирования

На первом этапе были отобраны основные ХНИЗ, ассоциированные с
высокой заболеваемостью и смертностью в РФ, в отношении которых
есть эффективные меры профилактики. К таким ХНИЗ как во всем
мире, так и в РФ, относятся сердечно-сосудистые заболевания (ССЗ),
рак, сахарный диабет (СД), хроническая обструктивная болезнь лег-
ких (ХОБЛ), которые также ассоциированы со значительным экономи-
ческим ущербом [6].

На следующем этапе на основе анализа литературы были отобра-
ны факторы, ассоциированные с увеличением риска развития данных
ХНИЗ, т.е. факторов, которые определяют количественные изменения
эпидемиологических и демографических показателей в популяции, со-
здана гипотеза в отношении возможных причин изменения поведения
кривой распространенности, заболеваемости и смертности в РФ. Отбор
факторов проведён и описан ранее [7]. К таким факторам отнесли куре-
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ние, избыточное потребление алкоголя, элементы нерационального пи-
тания и низкую физическую активность. В процессе анализа поведен-
ческих факторов риска, онкологические заболевания были сокращены
до 10 локализаций, в отношении которых существуют доказательные
данные их ассоциации с поведенческими факторами риска. Отбор мер
популяционной профилактики производился на основании анализа ли-
тературы и экспертным путем: эксперты предполагали перечень катего-
рий профилактических мер, которые, по данным литературы, оказывают
влияние на изучаемые ФР ХНИЗ и имеют потенциал внедрения в РФ.

В рамках отобранных категорий мер был проведен аналитический
обзор исследований по оценке эффективности реализации мер популяци-
онной профилактики, направленных на коррекцию изучаемых поведен-
ческих факторов риска (курение, потребление алкоголя, нерациональное
питание) основных ХНИЗ с целью выделения мер с доказанной эффек-
тивностью, в том числе рекомендованных ВОЗ, с потенциалом внедрения
в РФ. На этом этапе был исключен такой фактор риска как физическая
активность, в связи с дефицитом исследований эффективности мер по-
пуляционной профилактики.

В результате проведения обзора был накоплен достаточно большой
объем научных знаний об эффективности популяционных мер профи-
лактики в разных странах, однако, полученная из различных источников
информация была фрагментарной, разноуровневой и с разной степенью
надежности, что существенно усложняло процесс построения модели и
полностью исключало возможность применения таких математических
инструментов как статистические методы моделирования.

В результате выполнения этапов 1 – 4 получилась модель, структур-
ная (или декларативная в терминах представления знаний)
часть которой представлена на рис. 3. Фрагмент модели, отражающий
ее структуру и достаточный для ее понимания и анализа, представлен
на рис. 4.

Поведенческая (или процедуральная) часть модели состоит из набора
правил, приписанных каждому узлу модели. Часть правил формулиру-
ется напрямую из результатов исследований (например, «Полный запрет
на рекламу в Интернет приводит к снижению потребление алкоголя на
16%»), часть правил формируется как результат обработки данных из-
вестных исследований (например, известно, что (1) «Снижение цен на
1% приводит к увеличению потребления овощей и фруктов на 1%» и
(2) «Снижение цен на 10% приводит к увеличению потребления овощей
и фруктов на 15%», формулируется общее правило «Снижение цен на
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x% приводит к увеличению потребления овощей и фруктов на 14x−5
9 %»;

используемая гипотеза о линейной зависимости снижения цен и увели-
чения потребления для овощей и фруктов согласуется с экспертами).

Имея такую модель и оценки стоимости мер профилактики (субси-
дии, снижение цен, реклама, маркировка, запреты и пр.), а также из-
вестные затраты на лечение ХНИЗ и потери от преждевременной смерт-
ности, становится возможным оценивать эффективность различных мер
профилактики и/ или их комбинаций в терминах снижения бюджетных
затрат на лечение и потерь от смертности или в терминах снижения
ХНИЗ. Такой сценарий использования системы (изменить значение меры
профилактики и вычислить изменение целевого параметра) называется
прямой задачей. Возможно также решение более сложных и интересных
для практики обратных задач.

Обратная задача позволяет оптимизировать бюджет на достижение
определённого уровня целевого параметра. Если задан бюджет, и мы
знаем стоимость изменения состояния меры профилактики, то возможно
нахождение тех мер, изменение которых находится в рамках заданного
бюджета и дает максимальной эффект повышения целевого параметра
модели. Формализовать такую постановку можно следующим образом.
Пусть модель содержит N мер профилактики {a1,. . . ,aN}, и целевой па-
раметр g (это может быть корневой узел модели - ХНИЗ в целом, элемент
второго уровня модели – конкретное ХНИЗ, или фактор риска). К i-й
мере приписано mi значений: ai = {a1i , a2i , . . . , ami

i }(i = 1, . . . , N). Пусть
задано: Х – бюджет, ci - стоимость изменения состояния i-й меры (пе-
ревода ее из состояния aki в состояние ak+1

i (k = 1, . . . ,mi − 1); будем
для простоты записи считать такую стоимость одинаковой для всех k).
Обозначим через ∆ g силу изменения целевого параметра g.
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Рис. 3. Структура прототипа модели.
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Рис. 4. Фрагмент структуры прототипа модели.

Задача 1 Найти множество мер {ai1 ,. . . ,ain} : ∆ g → max,∑n
j=1 cj ≤ X(n ≤ N).

Это задача нахождения максимального эффекта в рамках заданного
бюджета.

При заданных условиях возможно и решение сопряжённой задачи:

Задача 2 Найти множество мер {ai1 ,. . . ,ain} :
∑n

j=1 cj→ min,
∆ g ≥ q(n ≤ N).

Это задача нахождения минимального бюджета, позволяющего до-
стичь необходимого эффекта.

Отметим, что как соотношение различных ХНИЗ, так и стоимость
мер профилактики могут различаться в разных регионах. Это означает,
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что оптимальный для некоторого региона набор мер профилактики мо-
жет не являться таковым для других регионов. Последнее означает, что
разрабатываемая система может быть использована для оптимизации
эффективности бюджетных расходов в части здравоохранения в регио-
нах, городах и всех других органах власти – владельцев бюджетов.

5. Заключение

Принятие эффективных управленческих решений в сфере охраны здо-
ровья является важной задачей, так как позволяет повысить продолжи-
тельность и качество жизни. В настоящее время такие решения прини-
маются специалистами без применения средств моделирования; свойства
доступной информации таковы, что построение классических математи-
ческих моделей (как непрерывных, так и дискретных) затруднено.

В работе описывается прототип модели на основе человеко-машинной
технологии оценки и мониторинга сложных процессов, позволяющей сов-
местно обрабатывать разнородную, фрагментарную, плохо измеримую
информацию по проблеме. Разработка системы на основе такой модели
позволит оценивать эффективность различных мер профилактики и/
или их комбинаций в терминах снижения бюджетных затрат на лечение
и потерь от смертности или в терминах снижения ХНИЗ. Возможность
решения обратных задач позволяет находить такой набор профилакти-
ческих мер, который дает максимальный эффект сокращения ХНИЗ в
рамках заданного бюджета и/или такой набор профилактических мер,
который обеспечивает заданный эффект сокращения ХНИЗ в рамках
минимального возможного бюджета. Решение перечисленных задач поз-
волит максимально эффективно расходовать бюджеты различных уров-
ней в части здравоохранения.
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The adoption of effective management decisions in the field of
healthcare and disease prevention can increase the duration and quality
of life. The process of making such decisions takes place in conditions
of limited completeness and reliability of the available information
and has a significant expert component. The paper presents one of
the approaches that allow making informed decisions in the field of
preventive medicine.
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Модификация конечного автомата через
применение алгоритмов сжатия

Бернадотт А.1

Аннотация

  Решение вопроса о принадлежности слова регулярному языку 
находит приложение в областях, где осуществляется поиск опреде- 
ленных паттернов в данных различной природы. Актуальной явля-
ется проблема роста числа состояний распознающего детерминиро- 
ванного конечного автомата (ДКА) от числа регулярных выраже-
ний распознаваемого языка — проблема экспоненциального взры-
ва. В данной статье рассматривается модификация конечного ав- 
томата через применение алгоритмов сжатия, работающих без из- 
менения распознаваемого языка и без добавления дополнительных 
структурных элементов автомата.

Ключевые слова: ДКА, НДКА, регулярный язык, экспонен-
циальный взрыв, алгоритм сжатия.

1. Введение

Решение вопроса о принадлежности слова регулярному языку находит 
приложение в разных областях, где является актуальным поиск опреде- 
ленных паттернов в данных различной природы. Так, алгоритмы про- 
верки принадлежности слова регулярному языку применяются в си- 
стемах определения сетевого протокола, системах обнаружения втор- 
жений с поиском по сигнатурам, сетевых процессорах, в анализе био- 
химических данных (в частности для поиска лиганда рецептора в про- 
теоме) [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7].

1Бернадотт Александра — к.м.н., аспирантка каф. математической теории интел-
лектуальных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: alexandra.bernadotte@gmail.com.

Bernadotte A. — PhD in Med, graduate student, Lomonosov Moscow State University,
Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of Intellectual
Systems.
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Решение вопроса о принадлежности слова регулярному языку в клас-
сическом варианте осуществляется детерминированным конечным авто-
матом (ДКА), обеспечивающим быстроту работы, но большую простран-
ственную сложность для некоторых регулярных языков. Классической
альтернативной ДКА является недетерминированный конечный автомат
(НДКА), представляющий регулярный язык. Согласно теореме о экви-
валентности детерминированных и недетерминированных конечных ав-
томатов, всякий язык принимается некоторым НДКА тогда и только
тогда, когда этот язык принимается некоторым ДКА [8]. Кроме того, су-
ществует алгоритм построения из НДКА эквивалентного ему ДКА [8, 9].
При этом в худшем случае НДКА требует удержания в памяти всех со-
стояний.

Таким образом, актуальной остается проблема экспоненциального
взрыва — проблема роста числа состояний распознающего детермини-
рованного конечного автомата (ДКА) от числа регулярных выражений
распознаваемого языка. В общем случае при входном алфавите мощно-
сти более или равной двум мощность множества состояний экспоненци-
ально возрастает [10, 11, 12]. К признакам, вызывающим экспоненци-
альный взрыв, относятся: использование в регулярных выражениях со-
четаний “.+” и “.∗” и “считающих” выражений, типа “.{n}” и “[¬ai]{n}”,
представленных в виде PCRE (Perl Compatible Regular Expressions) [13].

Глобально можно выделить выделить три алгоритмических подхода
к решению проблемы экспоненциального взрыва:
1) модификация распознаваемого регулярного языка;
2) модификация структуры конечного автомата через добавление специ-
альных структурных элементов;
3) модификация конечного автомата через применение алгоритмов сжа-
тия.
Первый подход — подход через модификацию распознаваемого регуляр-
ного языка основан на изменении распознаваемого языка с целью упро-
щения распознающего автомата. Александровым была предложена оп-
тимизация языков вида

⋃n
i=1 .∗Ri.∗R

′
i.∗ за счет замены пары слагаемых

на слагаемое (Ri1 |Ri2).∗ (R
′
i1
|R′

i2
). Такая замена очевидным образом рас-

ширяла язык, однако практически в системах обнаружения вторжений
модификация снижала требование к памяти на порядок. Оценка числа
состояний конечного автомата для такого вида языка и ошибка погреш-
ности при распознавании принадлежности слова искомому регулярному
языку при данном расширении языка приведены Александровым в сле-
дующих работах [14, 15, 16].
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К второму подходу относятся следующие решения: двойной конечный ав-
томат, представляющий собой комбинацию конечных автоматов, один из
которых несет вспомогательную функцию хранения метасостояния дру-
гого; расширенный ДКА (в первоисточнике — extended finite automata),
где дополнительно хранится битовый массив метасостояний автомата и
используются счетчики для языков типа .{n}; ДКА с счетчиками для ре-
шения проблемы экспоненциального взрыва для языка

⋃n
i=1 . ∗ αi. ∗ βi.∗,

где αi, βi — непустые слова в алфавите A [5, 7, 17].
В данной статье нам бы хотелось глубже рассмотреть вопросы, описан-
ные в работах Александрова [18, 19], и сфокусироваться на третьем под-
ходе — модификации конечного автомата через применение алгоритмов
сжатия. Подход заключается в модификации структуры конечного ав-
томата без изменения распознаваемого языка и без добавления дополни-
тельных структурных элементов.

2. Обзор модификаций конечного автомата через
применение алгоритмов сжатия

2.1. Методы сжатия с использованием недерминирован-
ных переходов на случай ошибки

Большинство методов сжатия без использования дополнительных струк-
турных элементов основаны на добавлении недетерминированных пере-
ходов в распознающий заданный язык ДКА.

2.1.1. Алгоритм Ахо-Корасик — НДКА с переходами в случае
ошибки [20]

В 1975 году Альфред Ахо и Маргарет Корасик (Alfred Aho и Margaret
Corasick) разработали алгоритм, осуществляющий поиск слов над алфа-
витом A из заданного словаря в строке. Алгоритм строит модифициро-
ванный инициальный ДКА на основе префиксного дерева [21]. Сжатие
осуществляется через использование “переходов в случае ошибки” — пе-
реходов, которые отсутствуют в предварительно построенном префикс-
ном дереве. То есть для каждого состояния нужно хранить информа-
цию только о двух исходящих переходах: о детерминированном перехо-
де по соответствующему символу из алфавита A (переход соответсвует
переходу префиксного дерева) и о переходе в случае “иначе”. Такая мо-
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дификация ДКА позволяет сократить количество переходов, оставляя
количество состояний исходного ДКА интактным.

Формально, полученный НДКА с переходами в случае ошибки, опи-
сывается следующим образом: V = (A,Q,F, ϕQ×A, ϕer, q0), где A — вход-
ной алфавит, Q — алфавит состояний, F — алфавит принимающих со-
стояний, F ∈ Q, ϕQ×A — функция перехода, определенная на Q × A,
ϕer — функция перехода в случае ошибки, определенная на Q. Алго-
ритм построения функции в случае ошибки представлен ниже — cм.
Algorithm 1. В алгоритме построения функции в случае ошибки исполь-
зуется термин “глубина состояния”, что есть минимальное число перехо-
дов от данного состояния до начальное состояния конечного автомата.
Аналогично используется термин “глубина вершины”. Вычислительная

сложность алгоритма Ахо-Корасик напрямую зависит от организации
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данных. Пространственно, НДКА Ахо-Корасик с переходами в случае
ошибки имеет Σn

i=1|si| состояний, где si — слово из множества распозна-
ваемых слов S, а число переходов сокращается с |A||Q| для исходного
ДКА (V = (A,Q,F, ϕ, q0)) до 2 Σn

i=1|si| в худшем случае для искомого
НДКА Ахо-Корасик с переходами в случае ошибки.

2.1.2. Сжатие ДКА на основе общего префикса регулярных вы-
ражений

Логичным переходом от алгоритма Ахо-Корасик, работающего на стро-
ках, является поиск и использование префикса на регулярных выраже-
ниях, позволяющий сжать ДКА на основе нахождения эквивалентных
вершин, соответствующих регулярным выражениям, Perl-совместимая
запись которых имеет один префикс. Иллюстрация данного перехода от
строкового алгоритма Ахо-Корасик на регулярные выражения приведе-
на в работе [2] (см. рис 1). Однако более подробно данный переход на
регулярные выражения был осуществлен Кумаром и соавторами и пред-
ставлен в виде НДКА с задержками.

Рис. 1. ДКА, принимающий регулярные выражения .∗ABCD и .∗ABAB
с общим префиксом. Источник: [2].

2.1.3. НДКА с задержками [1, 22, 23]

НДКА с задержками (в первоисточнике — Delayed Input DFA, или со-
кращенно — D2FA) представляет собой инициальный автомат, переходы
которого помечены символами входного алфавита или пустым словом:
D2FA = {A ∪ {λ}, F,Q, ϕ, q0}, A — входной алфавит, λ — пустое слово,
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F — алфавит выходных состояний, ϕ — функция перехода, q0 — началь-
ное состояние (рис. 2) [1].

Ребра, помеченные пустым словом, носят название — “переход по
умолчанию”. Каждое состояние данного ДКА с задержками может иметь
не более одного перехода по умолчанию. Само построение НДКА с за-
держками из ДКА опирается на лемму:

Лемма 1. Если ϕ(a, qi) = ϕ(a, qj) для всех ak из алфавита A, то мно-
жество переходов из состояния qi эквивалентно множеству, состоя-
щему из перехода по умолчанию в состояние qj.

При построении НДКА с задержками учитывается такая характери-
стика, как “самый длинный δ-путь” — самый длинный путь, состоящий
исключительно из переходов по умолчанию. При выборе автомата пред-
почтение отдается автомату с минимальной данной характеристикой из
эквивалентных НДКА с задержками. При этом эквивалентность НДКА1

с задержками и НДКА2 с задержками это выполнимость для любой стро-
ки x следующих условий ϕ1i(x) = ϕ2j(x), где ϕ1, ϕ2 —функции переходов
НДКА1 и НДКА2 соответственно, и эквивалентность множеств прини-
мающих состояний НДКА1 и НДКА2.

Алгоритм построения оптимального НДКА с задержками состоит из
нескольких стадий:

1) Построение ненаправленного графа.
Вершины графа соответствуют состояниям НДКА, а ненаправлен-

ные ребра, соединяющие каждые два (пусть qm и qk) состояния, имеют
вес равный числу переходов по непустому символу ai из алфавита , для
которых ϕ(ai, qm) = ϕ(ai, qk). Ребра с наибольшим весом являются по-
тенциальными кандидатами на переход по умолчанию при построении
НДКА с задержками, вес ребра wqmqk − 1 сообщает, на сколько мож-
но сократить количество переходов при выборе в качестве перехода по
умолчанию перехода между состояниями qm и qk.

2) Построение остовных деревьев алгоритмом Крускала с ограниче-
нием на длину δ-пути (см. далее).

При выборе графа накладывается ограничение на появления циклов,
состоящих из переходов по умолчанию, и обеспечивающих бесконечность
самого длинного δ-пути. Очевидно, что построенный из ненаправленного
графа НДКА с задержками в общем случае не единственен, а число
возможных НДКА с задержками в крайнем случае достигает числа всех
направленных графов без циклов при заданном числе вершин.
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Из полученных ненаправленных графов строят множество остовных
деревьев с использованием алгоритма Крускала (Kruskal algorithm), тре-
бующего O(n2 log n), итерационно при каждой вершине графа добавляя
в остовное дерево ребро с максимальным весом, если дочерняя вершина
уже не принадлежит остовному дереву [24]. Длина δ-пути является од-
ним из параметров, ограничивающим эффективность сжатия и скорости
работы НДКА с задержками, поэтому при построении дерева наклады-
вается ограничение на его диаметр. Корнем дерева выбирается вершина
графа, являющаяся серединой диаметра дерева, а направления перехо-
дов по умолчанию выбираются в сторону корня дерева.

Построение остовного дерева, удовлетворяющего ограничению на
максимальный диаметр, является NP-трудной задачей.

Рис. 2. Примеры НДКА (слева) и НДКА с задержками (справа), прини-
мающих язык L = {a+ ∪ b+c ∪ c∗d+}. Источник: [1].

Как и НДКА Ахо-Корасик с переходами в случае ошибки НДКА с
задержками позволяет сократить таблицу переходов, при этом не затра-
гивая число состояний. Применение такого подхода авторами статьи к
сокращению числа переходов, требуемого для реализации ДКА, через
конструирование автомата с задержками на практике (на базах Cisco
System (2008), Snort (2008), Bro NIDS (2008)) показало, что сокраще-
ние числа переходов может достигать 99 % от начального числа перехо-
дов [1, 22, 23].
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2.1.4. δ-КА — НДКА с задержками и ссылкой на родительское
состояние [25]

Продолжением идеи НДКА с задержками (D2FA) является сокращение
таблицы переходов, и тем самым уменьшение объема необходимой па-
мяти. Идея Фикара (Ficara) и соавторов модификации D2FA, названная
δ-КА, заключается в том, что для каждого состояния автомата в таб-
лице переходов хранятся не все значения переходов, а лишь те, которые
отличаются от родительского состояния (при его наличии). Так, авторы
δ-КА исходили из следующих предположений, основанных как на особен-
ностях построения остовного дерева для D2FA, так и на эмпирических
данных баз сигнатур систем обнаружения вторжений:

• большинство переходов по умолчанию НДКА с задержками имеют
направление в состояния, близкие к начальному;

• большинство переходов по одному и тому же входящему символу
идут в направлении одного и того же состояния автомата [25].

Авторы наглядно модифицируют пример автомата, изначально при-
веденный авторами НДКА с задержками (рис. 3). δ-КА обладает тем же
недостатком, что и его предшественник ДКА с задержками (D2FA) —
задержкой, которая обоснована тем, что при отсутствии в таблице со-
стояний переходов по определенным символам для данного состояния,
требуется перейти к участку таблицы, описывающего родительское со-
стояние. Последнее необходимо повторять столько раз, пока в таблице
переходов не встретится переход по соответствующему символу в роди-
тельском состоянии. Так, в D2FA, состояние, где требуется переход по
умолчанию приводит к задержке равной количеству требуемых перехо-
дов. Для такого же состояния в δ-КА задержка будет соответствовать
количеству тактов, необходимому для перехода в таблице переходов в ро-
дительское состояние, обеспечивающее данный переход по символу. Так,
на рисунке 4.b для автомата D2FA переход по символу “a” из состояния 5
требует задержки в один такт, обеспечивающей переход из состояния 5
в состояние 1, и далее в состояние 2. Для автомата δ-КА на рисунке 4.с.
для перехода по символу “a” требуется задержка в 2 такта — в табли-
це состояний из состояния 5 требуется переход к записи с родительским
состоянием 3, далее в состояние 1, где и хранится переход по символу
“a”.
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Рис. 3. Примеры ДКА (верх, a), ДКА с задержками (верх, b) и δ-КА
(верх, с), принимающих язык L = {a+∪b+c∪c∗d+}, и таблица переходов
для δ-КА (низ рисунка). Источник: [25].

2.1.5. Алгоритм пространственной и временной амортизации
ДКА [4]

Авторы Микела Бечи и Патрик Кроули придумали алгоритм (в англо-
язычной литературе названый Amortized time/bandwidth overhead DFAs,
а сокращенно — А-ДКА), который использует избыточность переходов
распознающего регулярный язык конечного автомата. Избыточность бы-
ла замечена авторами эмпирически и заключалась в том, что большая
часть состояний ДКА, построенного на наборах данных сигнатурных баз
систем обнаружения вторжений, имела сходные наборы исходящих пе-
реходов [4]. Ранее это было отмечено и в работе Кумара и соавторов [1].
В своей работе авторы А-ДКА усовершенствовали решение ДКА с за-
держками (D2FA), предложенное Кумаром и соавторами в 2006 году.
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При разработке алгоритма Микела Бечи и Патрик Кроули использу-
ют глубину состояния. Теоретически алгоритм построения А-ДКА осно-
ван на леммах:

Лемма 2. Если ни один из переходов по умолчанию в D2FA не ведет из
состояния с глубиной di в состояние с глубиной dj, где dj ≤ di, то любая
строка длиной N потребует обработки не более 2N обходов состояний.

Лемма 3. Если все переходы по умолчанию в D2FA приводят из состо-
яния глубины di к состоянию глубины dj, где dj ≤ di−k, k ∈ N, то для
любой строки длины N потребуется не более N(k + 1)/k переходов для
обработки.

Таким образом, проблема построения A-ДКА в соответствии с лем-
мами может быть сформулирована как проблема поиска максимально-
го остовного дерева на ориентированном графе (в оригинале — space
reduction graph)(См Algorithm 2). Максимальное остовное дерево приво-
дит к самому высокому уровню сжатия НДКА с задержками — А-ДКА.
Согласно леммам авторов корнем этого дерева всегда выбирается на-
чальное состояние соответствующего графу ДКА. Так как при построе-
нии направление ребер обращается к корню, то в таком графе отсутству-
ют ориентированные циклы, и поиск максимального остовного дерева
может быть осуществлен за O(n2), где n — число состояний начального
ДКА [4].

Алгоритм построения А-ДКА предполагает обход ДКА в ширину, что
позволяет вычислять и переходы по умолчанию, и глубину состояний за
один проход. Фактически, алгоритм сводится к тому, чтобы каждое со-
стояние переходило по переходу по умолчанию в состояние, имеющее
наибольшее общее количество исходящих переходов и обладающее мень-
шей глубиной.

Алгоритм А-ДКА Микелы Бечи и Патрика Кроули в худшем случае
использует 2N переходов и N(k + 1)/k переходов для обработки строки
длиной N , где k — наперед заданное значение, k ∈ N. Показано, что в
общем случае A-ДКА дает улучшение сжатия по сравнению с НДКА с
задержками (D2FA). В то время как НДКА с задержками (D2FA) ба-
лансирует объем и пропускную способность памяти, алгоритм А-ДКА
направлен на достижение постоянной границы на уровне 2N в худшем
случае. Фактически, 2N переходов сопоставимо с реализацией НДКА с
задержками (D2FA) с минимальным диаметром, равным двум, что прак-
тически мало применимо. Что касается асимптотики временной сложно-
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сти, алгоритмы построения D2FA и А-ДКА имеют временные границы
O(n2log2n) и O(n2) соответственно [4].

2.2. Методы сжатия с использованием группировки регу-
лярных выражений

Данные методы объединяет стратегия не подстроиться под начальную
структуру автомата, распознающего язык, а выделить в языке неза-
висимые (или условно независимые) подмножества. Данное выделение
подмножеств позволяет построить ДКА для каждого подмножества и
объединить полученные ДКА в единый НДКА, сокращая при этом тре-
бования к памяти.

2.2.1. Алгоритм сжатия ДКА, строящий мультиавтомат на ос-
нове группировки взаимодействующих регулярных выра-
жений [2]

Построение мультиавтомата является принципиально другим подходом
в отношении сжатия распознающего язык конечного автомата, по срав-
нению с алгоритмами, которые были рассмотрены выше.
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Алгоритм построения мультиавтомата базируется на том, что ре-
гулярные выражения имеют общие части, и работает через выбороч-
ное группирование регулярных выражений на основе их “взаимодей-
ствия”. Регулярные выражения взаимодействуют, если ДКА, принима-
ющий язык, являющийся объединением этих выражений, имеет больше
состояний, чем сумма состояний ДКА, принимающих языки, описанные
данными регулярными выражениями в отдельности [2].

Данный алгоритм ищет регулярные выражения, которые взаимодей-
ствуют, и объединяет в группы не взаимодействующие регулярные вы-
ражения. Количество групп задается до начала построения и зависит от
заданного объема памяти, используемой автоматом. Поиск же наилуч-
шей по памяти группировки регулярных выражений — NP-трудная за-
дача. Таким образом, на основе m выделенных групп регулярных выра-
жений строится m соответствующих ДКА. Соответствующие ДКА объ-
единяются в один НДКА параллельно. Таким образом, мультиавтомат
(multistride DFA) — это объединение нескольких ДКА, каждый из ко-
торых построен для распознавания слов, описываемых одной группой
регулярных выражений, тогда как язык принимаемый мультиавтома-
том, описывается суммой групп этих регулярных выражений. Группи-
ровка регулярных выражений позволяет использовать многопоточность
для параллельной проверки принадлежности слова регулярному язы-
ку, используя в каждом потоке проверку по каждой выделенной группе
взаимодействующих регулярных выражений. На практике, в системах
обнаружения вторжений и системах анализа сетевого трафика автора-
ми данного алгоритма достигнуто снижение необходимой памяти для
реализации мультиавтомата на порядок при сравнении с классическим
ДКА. Так, верхняя граница числа состояний такого мультиавтомата —
O(m2l), где m — число регулярных выражений Ri, из языка ∪mi=1Ri, где
l = max(|Ri|) [2].

2.2.2. Алгоритм сжатия ДКА, строящий мультиавтомат на ос-
нове группировки взаимодействующих регулярных выра-
жений с оценкой взаимодействия [3]

Рохрер (Rohrer) и соавторы дополнили предыдущий жадный алгоритм
оценкой степени взаимодействия регулярных выражений. Так, для каж-
дых регулярных выражений Ri и Rj рассчитывали значение Iij = Sij −
Si − Sj , где Si — мощность алфавита состояний ДКА, соответствующе-
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Рис. 4. Строение ДКА-мультиавтомата, состоящего из двух ДКА
(DFA1 — соответствует регулярному выражению R1, DFA2 — соответ-
ствует регулярному выражению R2) и принимающего язык L = R1 ∪R2.
Источник: [2].

го Ri, Sj — мощность алфавита состояний ДКА, соответствующего Rj ,
Sij — мощность алфавита состояний ДКА, соответствующего Ri ∪Rj .

Авторами показано, что для k групп n регулярных выражений мощ-
ность состояний мультиавтомата SnRi , распознающего ∪ni Ri будет оце-
ниваться как:

O(

n∑

i=1

Si +

k∑

l=1

n∑

i=2,i∈Rl

i−1∑

j=1,j∈Rl

Iij)

Задача поиска оптимального разбиения сводится к задаче минимиза-

ции SnRi , с учетом фиксированной
n∑
i=1

Si. Таким образом, задача остается

NP -трудной. Учитывая, что число возможных разбиений на группы —
O(kn), время поиска разбиения достаточно большое для практического
применения [3].

2.2.3. Алгоритм сжатия ДКА на основе группировки взаимо-
действующих регулярных выражений c оценкой вклада
в экспоненту [26]

Данный жадный алгоритм является продолжением предыдущего и так-
же базируется на взаимодействии регулярных выражений. Авторы сво-
дят проблема группировки регулярных выражений кNP -трудной задаче
максимального разбиения графа на k частей и предлагают эвристиче-
ский алгоритм, называемый одношаговым жадным алгоритмом сжатия
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ДКА, для решения этой NP -трудной задачи. Идея алгоритма и его на-
звание возникли из наблюдения того, что не все регулярные выраже-
ния вносят одинаковый вклад в экспоненту. Как мы уже упоминали,
особое внимание в проблеме экспоненциального взрыва при построении
конечного автомата, соответствующего множеству регулярных выраже-
ний, уделяется использованию в регулярных выражениях сочетаний “.+”
и “.∗” и “считающих” выражений, типа “.{n}” и “[ai]{n}”. Авторы пред-
ложили использовать средний вклад выражения в проблему экспонен-
циального взрыва и сформулировали следующую EPi метрику для ре-
гулярных выражений:

EPi =
1

n

n∑

j=1

Iij
Sj
, i 6= j,

где используются обозначения предыдущего раздела. Чем больше значе-
ние EPi, тем больше вклад данного регулярного выражения в проблему
экспоненциального взрыва [26].

Авторы представили инициальный алгоритм распределения регуляр-
ных выражений по группам на основе полученных для каждого регу-
лярного выражения значения EP . Алгоритм заключается в нисходящей
сортировке регулярных выражений в отношении значений EP и после-
дующем добавлении регулярного выражения с минимальным значением
EP в группу с суммарным для группы значением EP (см. Algorithm 3).
Авторами показано, что данный инициальный алгоритм быстрее для
дальнейшей сортировки по группам, чем случайный выбор группы для
регулярного выражения. Далее для распределения по группам авторы
представили одношаговый жадный алгоритм, который перемещает ре-
гулярное выражение в ту группу, которая дает наибольший суммарный
выигрыш для задачи минимизации числа состояний автомата, распозна-
ющего язык, представленный данными регулярными выражениями из
∪ni=1Ri [26].

3. Заключение

В направлении решения задачи экспоненциального взрыва без добавле-
ния специальных структурных элементов особо успешными были неко-
торые идеи и алгоритмы, ставшие прародителями целых направлений в
сигнатурном анализе. Во-первых, к таким находкам относится алгоритм
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Ахо-Корасик с переходами в случае ошибки для поиска подстрок, по-
явление которого породило целую плеяду алгоритмов. Во-вторых, идея
построения мультиавтомата на основе группировки взаимодействующих
регулярных выражений, которая инициировала направление параллель-
ных вычислений для реализации поиска по сигнатурам. Однако несмотря
на приличное число идей оптимизации, алгоритмы группировки взаимо-
действующих регулярных выражений остаются NP -полной задачей и не
гарантируют решение проблемы экспоненциального взрыва в общем слу-
чае. Алгоритмы, использующие переходы в случае ошибки, также не ре-
шают проблему экспоненциального взрыва в общем случае, тем не менее
позволяя значительно сократить потребности в памяти для реализации
поиска по сигнатурам на практике.
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Finite automaton modification by using compression algorithms
Bernadotte A.

Аннотация
The question of whether a word belongs to a given regular language

finds its application in areas where it is relevant to search for certain
patterns in data of different nature. Growth of the deterministic finite
automaton (DFA) states number which is exponential in number of
regular expressions of the given language is still a real problem.
In this article, we take a look at modifying a finite automaton
by using compression algorithms. These approaches modify the
finite automaton without changing the language and without adding
additional structural elements.

Keywords: DFA, NDF, regular language, exponential blowup,
compression algorithm.
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О синтезе колонии жуков с линейным
ростом

Воротников А.С.1

  Рассматривается динамическая система, описывающая поведе-
ние популяции жуков. Жуки живут на поле, которое в началь-
ный момент представляет собой целочисленную решётку, к каж-
дой клетке которой в начальный момент находится одинаковое ко- 
личество еды для жуков. Жуки в соответствии с некоторым ал- 
горитмом перемещаются по полю, едят расположенную в нём еду
и размножаются, причём на все действия расходуется энергия. Си-
стема моделируется однородными структурами. В работе показано,
что для любой прямой из некоторого класса существует колония,
чей линеаризованный график численности бесконечное число раз
пересекает выбранную прямую.

Ключевые слова: автоматное моделирование биологической
системы, скорость роста динамических систем, клеточный автомат.

1. Введение

Рассмотрим следующую динамическую систему: дано бесконечное поле 
с ненулевым однородно расположенным запасом еды. На этом поле по- 
является жук, который перемещается по полю, ест имеющуюся еду и 
размножается. Поле моделируется целочисленной решёткой на плоско- 
сти, в которой каждому узлу в начальный момент сопоставлено неко- 
торое одинаковое количество еды. Эту целочисленную решётку в даль- 
нейшем будем называть картой. Жук действует по алгоритму, который 
упрощённо представляется схемой: искать еду, есть, пока не насытишь- 
ся (если еды не хватило, снова искать), размножатся. На все действия 
расходуется энергия, которая получается жуком из еды, расположенной

1Воротников Алексей Сергеевич — студент каф. математической теории интеллек-
туальных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: vorotnikov.lexa@yandex.ru.

Vorotnikov Alexey Sergeevich — student, Lomonosov Moscow State University, Faculty
of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of Intellectual Systems.

43



на поле. Если запас энергии жука падает ниже ноля, то жук умирает —
исчезает с поля. Под размножением подразумевается деление жука на
двух жуков, обладающих половиной запаса энергии родителя.

Хочется выяснить поведение функции численности популяции жуков
во времени.

Каждого жука можно интерпретировать как рой или колонию.
К биологическим видам, образующим подобные структуры относятся:
вольвокс[1], хоанофлагеллаты[2], хроокоокковые. Моделирование био-
логических систем активно развивается со времён публикаций работ
Лотки[3] и Вольтерры [4]. Чаще всего применяется подход моделиро-
вания дифференциальными уравнениями.

В данной работе предлагается использовать подход автоматного мо-
делирования. Такой подход применялся ранее [5]. Рассматриваемый объ-
ект родственен клеточным автоматам [6, 7, 8]. В данный момент ведут-
ся активные исследования в области автоматов и однородных структур
[9, 10, 11]

В данной работе построен конкретный класс колоний, для которого
показывается, что для любой растущей прямой, чей тангенс угла на-
клона меньше 40

33 существует такая колония из этого класса, что её ли-
неаризованный график численности популяции бесконечное число раз
пересекает выбранную прямую.

В дальнейшем планируется построить колонии, покрывающие пря-
мые вплоть до вертикальных.

Для любой колонии существует тривиальная квадратичная верхняя
оценка численности популяции, но вопрос существования колоний с бо-
лее чем линейной скоростью роста остаётся открытым.

Автор выражает глубокую благодарность научному руководителю
д.ф.-м.н., профессору Э.Э. Гасанову за постановку задачи и помощь в
работе.

2. Основные понятия и формулировка результа-
тов

Пусть S ∈ Q+ = {x ∈ Q|x > 0}.
Картой будем называть множество Σ = Z2 × {0, S} × (N ∪ {0}).
Проще говоря, карта — это разлинованная на клетки плоскость. Пер-

вая компонента — это координаты клетки. Вторая компонента — это ко-
личество еды в клетке, т.е. в каждой клетке либо нет еды, либо есть
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еда, соответствующая запасу энергии S. Последняя компонента — это
количество жуков, находящихся в клетке.

Сначала опишем жука неформально.
Будем считать, что имеются 2 параметра, которые свойственны лю-

бому жуку:

• V ∈ Q+ — расход энергии на переход в соседнюю клетку;

• D ∈ Q+ — порог энергии, при превышении которого жук обязан
разделиться.

Будем считать, что состояние каждого жука характеризуется четвёр-
кой (x, y, E, d), где x, y — абcцисса и ордината текущей клетки, в которой
находится жук, E ∈ Q — текущий запас энергии, d ∈ {n, e, s, w} — те-
кущее направление жука. Здесь n, e, s, w задают направления на север,
восток, юг, запад соответственно.

Каждый такт жук обязан совершить одно из следующих действий:

• умереть, т.е. исчезнуть с карты;

• съесть поровну с другими жуками, находящимися вместе с ним на
одной клетке, всё содержимое клетки, это действие назовём едой;

• передвинуться в соседнюю по стороне клетку, это действие назовём
движением;

• разделиться на двух одинаковых по энергии жуков, это действие
назовём делением.

Каждый такт жуки функционируют по следующему правилу: снача-
ла все выбирают действие, которое совершат, затем совершают это дей-
ствие в порядке, указанном выше (сначала все, кто решили «умереть»
умирают, затем все, кто решил «есть», едят и т.д.), если необходимо,
изменяют состояние карты во время своего действия.

Пусть t — текущий момент времени, (x(t), y(t), E(t), d(t)) — текущее
состояние некоторого жука. Выбор действия осуществляется по следую-
щим правилам.

1) Если E(t) < 0, то жук выбирает действие «умереть».

2) Если 0 6 E(t) < D и в клетке, в которой находится жук, есть
еда, то есть вторая компонента ненулевая, жук выбирает действие
«еда».
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3) Если 0 6 E(t) < D и клетка, в которой находится жук, пустая, т.е. в
ней нет еды, то жук проверяет четыре соседние по стороне клетки в
таком порядке: передняя, левая, задняя, правая. Направление счи-
тается относительно текущего направления жука d(t). Если среди
этих клеток есть клетка с едой, то жук поворачивается к ней (т.е.
выбирает новое направление движения d′) и переходит в состояние
«движение». Если все соседние клетки пустые, то жук переходит в
состояние «движение» с направлением движения d′ = d(t).

4) Если E(t) > D, то жук переходит в состояние «деление».

После выбора действие совершается следующим образом.

1) Если выбрано действие «умереть», то сначала третья компонента
клетки уменьшается на единицу, а затем жук убирается с карты.

2) Если выбрано действие «еда», и в клетке (x(t), y(t)) вместе с дан-
ным жуком находятся всего m жуков, то состояние жука изменя-
ется на (x(t + 1), y(t + 1), E(t + 1), d(t + 1)), где x(t + 1) = x(t),
y(t + 1) = y(t), E(t + 1) = E(t) − 1 + S/m, где m — значение тре-
тьей компоненты клетки, d(t + 1) = d(t). После действия вторая
компонента клетки обнуляется, то есть еда в клетке исчезает.

3) Если выбрано действие «движение» и d′ — направление движения,
то d(t+1) = d′, E(t+1) = E(t)−1−V а координата жука изменяется
по правилу: если d′ = n, то x(t+ 1) = x(t), y(t+ 1) = y(t) + 1; если
d′ = s, то x(t + 1) = x(t), y(t + 1) = y(t) − 1; если d′ = e, то
x(t+ 1) = x(t) + 1, y(t+ 1) = y(t); если d′ = w, то x(t+ 1) = x(t)− 1,
y(t+ 1) = y(t).

4) Если выбрано действие «деление», состояние жука изменяется на
(x(t+1), y(t+1), E(t+1), d(t+1)), где x(t+1) = x(t), y(t+1) = y(t),
E(t+1) = (E(t))/2−1, d(t+1) = d(t). При этом на карте появляется
один новый жук, состояние которого будет (x′(t+1), y′(t+1), E′(t+
1), d′(t+1)), где x′(t+1) = x(t), y′(t+1) = y(t), E′(t+1) = (E(t))/2−1
а d′(t + 1) вычисляется по следующему правилу: если d(t) = n, то
d′(t+1) = w; если d(t) = s, то d′(t+1) = e; если d(t) = e, то d′(t+1) =
n; если d(t) = w, то d′(t + 1) = s, т.е. потомок «смотрит» влево
по отношению к родителю. При этом новый жук начинает жить
со следующего такта. Третья компонента клетки увеличивается на
единицу.

46



В разделе 3 будет показана корректность определения.
Потомками жука будем называть всех жуков, появившихся на карте

в результате деления данного жука.
Однородной картой будем называть карту, у которой все вторые ком-

поненты одинаковые ненулевые.
Колонией назовём совокупность: карта с запасом энергии S и один

жук с параметрами (E, V,D). Будем обозначать такую колонию K =
(S,E, V,D). В дальнейшем, если не указано иное, рассматриваются ко-
лонии на однородных картах. Тогда без ограничения общности состоя-
ние жука перед первым тактом характеризуется четвёркой (0, 1, E, n), то
есть находится в клетке с координатами (0, 1), обладает запасом энергии
E и смотрит наверх. Все случаи сводятся к такому поворотами на π

2 и
целочисленными сдвигами.

В дальнейшем будем рассматривать колонии вида K = (S, 0, V,D) и
обозначать такие колонии K = (S, V,D). Таким образом нивелируется
влияние начального состояния на последующую жизнь колонии.

Назовём численностью популяции в момент t — число жуков M(t)
на карте после t тактов.

Назовём функцией численности N(t): R+ → R+, такую, что N(t) =
M(t) для любого целого t. В остальных точках N(t) линейно интерпо-
лирует M(t), то есть функция численности является линеаризованной
численностью популяции.

Теорема 1. Для произвольной прямой из класса A = {y = ax + b | 0 <
a < 40

33 , b ∈ R} существует такая колония, что график её функции чис-
ленности бесконечное число раз пересечёт выбранную прямую.

3. Вспомогательные утверждения

Если хоть один жук в клетке выбрал действие «еда», то все жуки в этой
клетке выбрали или действие «умереть» или действие «еда».

Доказательство. Отметим, что в клетке есть еда, иначе ни один жук не
выбрал бы действие «еда».

Отметим так же, что если жук выбрал действие «умереть», то он
исчез с карты до выполнения других действий остальными жуками.

• Пусть какой-то жук выбрал действие «движение». Это могло про-
изойти, только если он не нашёл еды в клетке, выше мы отметили,
что еда в клетке есть, получено противоречие.
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• Пусть какой-то жук выбрал действие «деление», тогда он должен
был на предыдущем такте выбрать действия «еда» или «деление»:
действие «движение» приводит к тому, что на предыдущем такте
у жука было больше энергии, чем на текущем, значит он должен
был разделится на предыдущем такте, что приводит к противоре-
чию. Если было выбрано действие «еда», то энергии в клетке уже
нет, получено противоречие с предположением. Если было выбра-
но действие «деление», то рассмотрим самое первое деление этого
жука на этой клетке, тогда мы приходим к рассмотренному выше
случаю, когда перед действием «деление» жук выбирает действие
«еда», что снова приводит к противоречию.

Рассмотрим колонию K = (6k+ 5, 6k−3, 12k−7), где k — чётный на-
туральный параметр не меньше 16. Для доказательства нам потребуется
несколько лемм.

Лемма 1. Произвольный жук колонии K с нулевым запасом энергии в
момент времени t0 делится после прохождения ровно через k клеток,
если после съедения каждой клетки жуку досталось ровно 6k+5 единиц
энергии. Тогда после деления и перехода в соседнюю клетку, то есть в
момент времени t0 + 2k + 1, энергия жука равна нулю.

Доказательство. Для доказательства первой половины утверждения
достаточно показать, что

E(t0 + 2k − 3) < D 6 E(t0 + 2k − 1). (1)

Это означает, что после прохождения k−1 клетки у жука будет недоста-
точно энергии для деления, а после прохождения k клеток энергии уже
хватит.

E(t0 + 2k − 3) = (k − 1)(S − V − 2) + V + 1 =

= (k − 1)(6k + 5− 6k + 3− 2) + 6k − 3 + 1 = 12k − 8,

E(t0 + 2k − 1) = k(S − V − 2) + V + 1 = 12k − 2,

D = 12k − 7.

Слагаемое V + 1 нужно, так как жук совершает на одно движение мень-
ше, чем съедает клеток. Тем самым неравенство (1) доказано.
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До деления запас энергии жука равен

E(t0 + 2k − 1) = 12k − 2,

после деления он составит

E(t0 + 2k) =
k(S − V − 2) + V + 1

2
− 1 =

12k − 2

2
− 1 = 6k − 2.

После перехода в соседнюю клетку останется

E(t0 + 2k + 1) =
k(S − V − 2) + V + 1

2
− 1− V − 1 =

= 6k − 2− 6k + 3− 1 = 0.

Лемма 2. Если жук обязан пройти через клетку с нулевым запасом
энергии, то он умрёт.

Доказательство. Жук не может выбрать действие «движение», обладая
энергией больше D. Чтобы перейти через пустую клетку жук должен
затратить 2V + 2 энергии. Поскольку

D = 12k − 7 < 12k − 4 = 2(6k − 3 + 1) = 2(V + 1),

то жук умрёт.

Лемма 3. Если существует жук с нулевым запасом энергии, который
съедает k

2 < p 6 k − 1 клеток, получая с каждой клетки 6k + 5 единиц
энергии, затем съедает клетку так, что получает 3k + 2.5 единицы
энергии (делит клетку с другим жуком), и после этого он съест ещё k−
1−p+ k

2 клеток, получая с каждой 6k+5 единиц энергии, то спустя k+ k
2

клеток после начала движения жук разделится, перейдёт в соседнюю
клетку и умрёт.

Доказательство. Без ограничения общности начальный момент вре-
мени примем равным нулю. В нулевой момент времени жук находит-
ся на клетке с ненулевым запасом энергии, иначе он обязан сделать
шаг и умереть. Тогда после съедения p клеток энергия жука составит
E(2p−1) = p(S−V −2)+V +1 = 6p+6k−2, что меньшеD — это очевидно
из доказательства Леммы 1. В момент времени 2p+ 1 жук съест клетку
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Рис. 1. Схема устройства карты Σ. Здесь и далее чёрные клетки — клетки
с нулевым запасом энергии, белые с S 6= 0.

поровну с другим жуком, E(2p+1) = p(S−V −2)+ S
2−1 = 6p+3k−1.5, за-

тем перейдёт в соседнюю клетку: E(2p+ 2) = p(S−V − 2) + S
2 −V − 2 =

6p − 3k − 0.5 > 0 по условию леммы. Затем жук пройдёт оставшиеся
k− 1−p+ k

2 клеток: E(2(k− 1 + k
2 )− 1) = (k− 2 + k

2 )(S−V − 2) + S
2 − 1 =

6k − 12 + 3k + 3k + 1.5 = 12k − 10.5 < D, но E(2(k − 1 + k
2 ) + 1) =

(k − 1 + k
2 )(S − V − 2) + S

2 − 1 = 6k − 6 + 3k + 3k + 1.5 = 12k − 4.5 > D.
После деления у жука останется E(2(k − 1 + k

2 ) + 2) = 6k − 2.25 единиц
энергии. После перехода в соседнюю клетку количество энергии составит
E(2(k − 1 + k

2 ) + 3) = −0.75 значит, жук умрёт.

Лемма 4. Если карта Σ строится по следующему правилу (см. Рису-
нок ??):

• в клетке (0, 0) нулевой запас энергии;

• вне квадрата со стороной k − 1 и нижним левым углом в (0, 0) у
всех клеток нулевой запас энергии;

• внутри квадрата со стороной k−1 и нижним левым углом в (0, 0)
у всех клеток, кроме клетки (0, 0) запас энергии составляет 6k+5;

то функция численности от времени колонии K = (6k+ 5, 12k− 2, 6k−
3, 12k − 7), состоящей из карты Σ и жука с состоянием перед первым
тактом (0, 0, 12k − 2, e), выглядит следующим образом:

g(t) =





1,при t = 1;
2,при t ∈ [1, 2k + 1];
4,при t ∈ [2k + 2, 4k − 4];
2,при t ∈ [4k − 3, 4k];
1,при t ∈ [4k + 1, 5k + 2];
2,при t ∈ [5k + 3, 5k + 4];
0,иначе,

где k — чётный натуральный параметр не меньше 16.
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Рис. 2. Траектория движения первого жука проведена жирной сплош-
ной линией. Траектория потомка от его первого деления — штрихпунк-
тирной линией, от второго — тонкой сплошной линией. Траектория дви-
жения “внука” первого жука (потомка потомка от его первого деления)
обозначена тонкой штрихпунктирной линией. Стрелки условно указыва-
ют на клетку, в которой каждый конкретный жук умрёт.

Доказательство. В первый такт жук разделится: E(1) = 12k−2
2 − 1 =

6k − 2, сам жук и его потомок перейдут в соседние клетки E(2) =
6k − 2 − V − 1 = 6k − 2 − 6k + 3 − 1 = 0. Затем по Лемме 1 пой-
дут вдоль смежных сторон квадрата до противоположных углов, по-
вернут, пройдут ещё две клетки, а затем делятся в момент времени
1 + 2k + 1 = 2k + 2. После этого они проходят k − 5 клеток до послед-
него нетронутого угла квадрата, куда приходят одновременно в момент
времени 2k + 2 + 2(k − 5) + 1 = 4k − 7. Жуки поровну съедают квадрат
E(4k− 6) = (k− 5)(S−V − 2) + S

2 − 1 = 6k− 30 + 3k+ 2.5− 1 = 9k− 28.5.
В это момент все четыре клетки, смежные с той, на которой они на-
ходятся, уже пустые, а значит жуки перемещаются на пустую клет-
ку E(4k − 5) = 9k − 28.5 − 6k + 3 − 1 = 3k − 26.5. По условию лем-
мы 3k > 26.5, значит жуки сделают ещё один шаг, но затем умрут:
E(4k − 4) = 3k − 26.5 − 6k + 3 − 1 = −3k − 24.5 < 0. Теперь обратим
внимание на потомков. Они сделают k−4 шага, после чего оба окажутся
на одной клетке в момент времени 4k−7. По Лемме 3 при p = k−5 эта си-
туация гарантирует смерть обоих жуков не более чем через k

2 +4 клетки.
После прохождения клетки, на которой жуки ”столкнулись”, их энергия
составит E(4k − 6) = 9k − 28.5, потомок жука, первым появившегося в
квадрате, съест одну клетку и окажется перед съеденной клеткой. Он
повернёт налево, там находится одна единственная клетка. Жук съест
эту клетку и вынужден будет сделать шаг на пустую клетку, а значит
умрёт в момент времени 4k + 1. Второй из рассматриваемых потомков
в момент времени 4k − 5 окажется в начале полосы из клеток с запасом
энергии S длинной k − 4 клетки. Пройдя ровно k

2 + 4 клетки он разде-
лится, он и его потомок перейдут в соседние клетки в момент времени
4k− 5 + 2(k2 + 4)− 1 + 1 + 1 = 5k+ 4 и там умрут E(5k+ 5) = −0.75. Тре-
бование k > 16 гарантирует, что у жука будет необходимое количество
клеток: k − 4 > k

2 + 4.
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4. Доказательство Теоремы 1

Докажем следующее утверждение: существует момент времени t0 такой,
что для любого t > t0 график функции численности колонии, колеблет-
ся со всё возрастающей амплитудой, но постоянным периодом в конусе,
образованном прямыми y = 40(x−(k−1))

2k+1 −196 и y = 20(x−(2k−1))
2k+1 x−78, при-

чём как верхняя, так нижняя граница конуса достигаются бесконечное
число раз.

Рассмотрим поведение колонии K. Первый жук, пройдя k клеток за
2k− 1 тактов времени, делится. Далее первый жук повторяет те же дей-
ствия до бесконечности. Для всех его потомков верно то же самое. Но
только самый первый потомок первого потомка — жук, появившийся в
результате деления на 4k+ 1-ом такте — будет жить так же; остальные,
выбрав направление s, через k− 1 клетку встретят перед собой проеден-
ную полоску и повернут в направлении e. Таким образом в ограниченные
проеденными линиями квадраты, состоящие из ещё не тронутых клеток,
попадут жуки. Жизнь жуков в таких квадратах рассмотрена в Лемме 4,
обратим внимание на поведение остальных жуков. А именно, рассмот-
рим первого потомка первого потомка первого потомка — того самого
жука, что появится на карте в момент времени 6k+ 2 и разделится пер-
вый раз в клетке (0, 0). На Рисунке 4 рассматриваемый жук обозначен A.
Жук B появляется в момент времени 6k + 2 на клетке (−k, 0). Потомок
от деления жука A в клетке (0, 0) в момент времени 8k+3, обозначенный
на Рисунке 4 C, выберет направление s, и, пройдя через k − 1 клетку,
попадёт на одну клетку с потомком жука B. Потомок жука B появился
в момент времени 8k+3 на клетке (−k,−k) — на Рисунке 4 он обозначен
D.

На Рисунке 4 появляется ещё один новый жук E. Он появился на
карте вследствие деления жука B в момент времени 10k + 4 на клетке
(−k,−2k). По Лемме 3 при p = k−1 жуки C и D после ”столкновения” в
клетке (0,−k) в момент времени 10k+3 пройдут ещё k

2 клеток, разделят-
ся и умрут. Когда потомок от деления жука E в момент времени 12k+ 5
на клетке (0,−2k) дойдёт до съеденной жуком C клетки (0,−3

2k), он по-
вернёт налево. Дальнейшее его поведение нас не интересует, так как его
жизнь и жизнь его потомков в квадрате ограничена по времени констан-
той 3(k−1)2, где 3 — верхняя оценка на количество тактов, необходимое
для перемещение жука в соседнюю клетку (достигается при делении жу-
ка, иначе нужно 2 такта), а количество клеток равно площади квадрата.
То же самое произойдёт и с потомком второго потомка жука E — жуком,
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Рис. 3. Рисунок соответствует моменту времени 8k + 1.

появившемся в клетке (k,−k) в момент времени 16k + 7 — с той лишь
разницей, что он повернёт вниз после обнаружения клетки, съеденной
жуком D. Теперь обратим внимание на то, что дальше все потомки жу-
ка E будут поворачивать налево, в квадрат, ограниченный предыдущим
потомком жука E, потомком предыдущего потомка жука E и полос-
кой, съеденной жуком A. Одновременно будет запускаться жизнь в двух
квадратах, такая же, как во все других квадратах на карте.

Поведение жуков B и A аналогично поведению первого жука.
Теперь всё готово для явного описания функции численности коло-

нии K. Рассмотрим жуков вне квадратов и тех, которые только вошли,
но ещё не разделились. После такта с действием «деление» жука рас-
сматриваем в рамках рассмотрения квадратов. В третьей четверти (если
разбить плоскость на условные четверти: рисунок (4)) жуки живут ана-
логично жизни во второй с задержкой на 2k+ 1 такт. В первой четверти
задержка составляет 3(2k+ 1), а в четвёртой жуки живут так же как во
второй с задержкой 4(2k + 1); ещё существуют четыре жука, порождён-
ные поведением жука E c рисунка (4). Итого
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Рис. 4. Рисунок соответствует моменту времени 11k + 7.

Рис. 5. Схема разбиения плоскости на четверти.
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Теперь рассмотрим несколько квадратов, точнее тот случай, который
реализуется в этой системе — есть n квадратов, в которых жизнь толь-
ко началась, но есть ещё n − 1, n − 2 и, возможно, меньшее количество
квадратов, в которых жизнь ещё не закончилась. Численность популя-
ции жуков в квадратах во второй четверти выглядит так:

NII(t) =

∞∑

m=1

mg
(
t− (2k + 1)(m+ 2)− 2k + 1

)
,

где g(t) — численность популяции жуков в одном квадрате. Первый квад-
рат появляется только через 6k + 3 + 2k − 1 = 8k + 2 такта. С учётом
озвученных выше задержек можем так же выписать аналогичные функ-
ции для всех четвертей:

NIII(t) =

∞∑

m=1

mg
(
t− (2k + 1)(m+ 3)− 2k + 1

)
,

NIV (t) =

∞∑

m=1

mg
(
t− (2k + 1)(m+ 6)− 2k + 1

)
,

NI(t) =
∞∑

m=1

mg
(
t− (2k + 1)(m+ 5)− 2k + 1

)
.

Сейчас это суммы функций с пересекающимися носителями, то есть
множествами, на которых функция не равна нулю; преобразуем их. Из
длины носителя 5k+ 4 и величины сдвига 2k+ 1 ясно, что пересекаются
носители только трёх соседних функций.

Становится понятно, что можно рассматривать интервал (4k+2, 6k+
3], до и после него всё повторяется аналогично. Запишем новую функцию
fn(t), с носителем (4k + 2, 6k + 3], предполагая, что в четверти n − 2
квадрата соответствуют чёрному графику, n − 1 квадрат соответствует
графику, изображённым редким пунктиром, и n квадратов соответствует
графику, изображённому более частым пунктиром, на рисунке (4). Для
простоты сдвинем аргумент на 4k + 2.

fn(t) =





n− 2 + 4(n− 1) + 2n = 7n− 6, при t ∈ [1, k];
2(n− 2) + 4(n− 1) + 2n = 8n− 8, при t ∈ [k + 1, k + 2];
4(n− 1) + 2n = 6n− 4, при t ∈ [k + 3, 2k − 5];
2(n− 1) + 2n = 4n− 2, при t ∈ [2k − 4, 2k − 1];
(n− 1) + 2n = 3n− 1, при t ∈ [2k, 2k + 1].
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Рис. 6. Графики g
(
t
)
, 2g
(
t− (2k+ 1)

)
, 3g
(
t− 2(2k+ 1)

)
, 4g
(
t− 3(2k+ 1)

)
.

Тогда, учтя, что для корректного применения функции fn(t) надо чтобы
в четверти был запущен третий “слой” квадратов, перепишем функцию
для второй четверти.

N ′II(t) =
∞∑

m=3

fm
(
t− (2k + 1)(m+ 2)− 2k + 1

)
,

N ′II(t) = NII(t), t > 5(2k + 1) + 2k − 1.

Аналогично переписываются функции для оставшихся четвертей.

Вернёмся к двум квадратам, которые появились из-за жука E. Вы-
пишем для них аналогичную функцию.

f(t) =





2 + 8 + 4 = 14, при t ∈ [1, k];
4 + 8 + 4 = 16, при t ∈ [k + 1, k + 2];
8 + 4 = 12, при t ∈ [k + 3, 2k − 5];
4 + 4 = 8, при t ∈ [2k − 4, 2k − 1];
2 + 4 = 6, при t ∈ [2k, 2k + 1].
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Теперь соберём всю информацию про квадраты в одну сумму

N ′(t) =

∞∑

m=3

(
fm+4

(
t− (2k + 1)((m+ 4) + 2)− 2k + 1

)
+

+ fm+3

(
t− (2k + 1)((m+ 3) + 3)− 2k + 1

)
+

+ fm+1

(
t− (2k + 1)((m+ 1) + 5)− 2k + 1

)
+

+ fm
(
t− (2k + 1)(m+ 6)− 2k + 1

)
+

+ f
(
t− (2k + 1)(m+ 6)− 2k + 1

))
=

=
∞∑

m=3

(
fb t

2k+1c−3
(
t− (2k + 1)(m+ 6)− 2k + 1

)
+

+ fb t
2k+1c−4

(
t− (2k + 1)(m+ 6)− 2k + 1

)
+

+ fb t
2k+1c−6

(
t− (2k + 1)(m+ 6)− 2k + 1

)
+

+ fb t
2k+1c−7

(
t− (2k + 1)(m+ 6)− 2k + 1

)
+

f
(
t− (2k + 1)(m+ 7)

))
=

=

∞∑

m=3

F ′b t
2k+1c−7

(
t− (2k + 1)(m+ 7)

)
,

где

F ′n(t) =





7(4n+ 8)− 4 ∗ 6 + 14 = 28n+ 46, при t ∈ [1, k];
8(4n+ 8)− 4 ∗ 8 + 16 = 32n+ 48, при t ∈ [k + 1, k + 2];
6(4n+ 8)− 4 ∗ 4 + 12 = 24n+ 44, при t ∈ [k + 3, 2k − 5];
4(4n+ 8)− 4 ∗ 2 + 8 = 16n+ 32, при t ∈ [2k − 4, 2k − 1];
3(4n+ 8)− 4 ∗ 1 + 6 = 12n+ 26, при t ∈ [2k, 2k + 1].

Выпишем явный вид для N(t) при t > max
(
20k+10, 8(2k+1)+3(k−1)2

)
.

Первая величина в максимуме гарантирует, что жизнь началась уже во
всех четвертях, а вторая, что в двух проблемных квадратах, порождён-
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ных жизнью жука E, не останется ни одного жука.

N(t) =
∞∑

m=3

F ′b t
2k+1c−7

(
t− (2k + 1)(m+ 6)− 2k + 1

)
+

+ 8

(⌊
t

2k + 1

⌋
− 2, 5

)
=

=

∞∑

m=3

F ′b t
2k+1c−7

(
t− (2k + 1)(m+ 6)− 2k + 1

)
+

+ 8

(⌊
t

2k + 1

⌋
− 7

)
+ 8 ∗ 4, 5 =

=
∞∑

m=3

Fb t
2k+1c−7

(
t− (2k + 1)(m+ 7)

)
,

где

Fn(t) =





28n+ 46 + 8n+ 36 = 32n+ 82, при t ∈ [1, k − 2];
32n+ 48 + 8n+ 36 = 40n+ 84, при t ∈ [k − 1, k];
24n+ 44 + 8n+ 36 = 32n+ 80, при t ∈ [k + 1, 2k − 7];
16n+ 32 + 8n+ 36 = 24n+ 68, при t ∈ [2k − 6, 2k − 3];
12n+ 26 + 8n+ 36 = 20n+ 62, при t ∈ [2k − 2, 2k − 1];
28(n+ 1) + 46 + 8n+ 36 = 32n+ 110, при t ∈ [2k, 2k + 1].

Таким образом функция численности колеблется со всё возрастающей
амплитудой, но постоянным периодом в конусе, образованном прямыми
y = 40(x−(k−1))

2k+1 − 196 и y = 20(x−(2k−1))
2k+1 − 78, причём бесконечное число

раз достигает как верхней, так и нижней прямой, составляющих конус.
Так же понятно, что сколь угодно повышая k мы сможем добиться сколь
угодно низкого наклона нашего конуса над горизонтальной осью. Обо-
значенное выше ограничение, заставляющее нас работать с чётными k,
не повлияет на покрытие: найдём k, при которых нижняя граница конуса
для k лежит ниже верхней границы для k + 2.

20

2k + 1
<

40

2(k + 2) + 1
;

40k + 100 < 80k + 40;

40k > 60,

58



что точно верно при k > 16.
Таким образом для произвольной прямой из класса A = {y =

ax + b|0 < a < 40
33 , b ∈ R} построена такая колония K, что график её

функции численности бесконечное число раз пересечёт выбранную пря-
мую. Если прямая пересекала ось Oy выше конуса, ограничивающего
график функции численности, то она неизбежно единственный раз пе-
ресечёт верхнюю границу, но никогда не пересечёт нижнюю, тогда как
сам график бесконечное число раз достигает обеих границ. Аналогична
ситуация, когда прямая начинается ниже конуса.

Теорема 1 доказана.

Список литературы
[1] Хржановский В. Г. , Ботаника, Высшая школа, Москва, 1975.
[2] Зоология беспозвоночных. Т. 1: От простейших до моллюсков и артропод,

ред. В. Вестхайде и Р. Ригера., Т-во научных изданий КМК, 2008.
[3] Lotka, A. J. , “Analytical note on certain rhythmic relations in organic systems”,

Proc. Nat. Acad., 6 (1920), 410-415.
[4] Volterra, V., “Fluctuations in the abundance of a species considered

mathematically”, Nature, 118 (1926), 558-560.
[5] Н. Б. Лупанова, “Об автоматном моделировании некоторых биологических

систем”, Докл. АН СССР, 301:5 (1988), 1066–1069; Dokl. Math., 33:8 (1988),
559–561.

[6] Кудрявцев В. Б. , Алёшин С. В. , Подколзин А. С. , Введение в теорию аво-
матов: Монография, 2, Издательство Московского университета, Москва,
2019, ISBN: 978-5-19-011370-9.

[7] Кудрявцев В. Б. , Гасанов Э. Э. , Подколзин А. С. , Теория интеллекту-
альных систем: в 4 кн. Книга четвертая. Теория автоматов., Издатель-
ские решения, Москва, 2018, ISBN: 978-5-4493-5160-9.

[8] Подколзин А. С., “О поведениях однородных структур”, Проблемы кибер-
нетики., 1974, №31, 133–166.

[9] Калачев Г.В. , Титова Е.Е., “О мере множества законов движения точ-
ки, реализуемых клеточными автоматами”, Интеллектуальные системы.
Теория и приложения., 22:3 (2018), 105-125.

[10] Гасанов Э.Э., “Клеточные автоматы с локаторами”, Интеллектуальные
системы. Теория и приложения., 24:2 (2020), 4-8.

[11] Ведерников И.К., “Класс автоматов, достаточный для оптимального про-
гнозирования общерегулярных сверхсобытий”, Интеллектуальные систе-
мы. Теория и приложения., 24:1 (2020).

On the synthesis of a colony of beetles with linear growth
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The dynamic system of field and bugs - colony - them is considered.
Bugs live on the field that is modeled by integer lattice in each sell of
which there are the same count of the food for bugs at the first moment.
Bugs must move around field or eat food or divide or dye according
to the some algorithm moreover all activities spending energy. This
system is modeled by cellular automaton. The colony whose linearized
population size infinite number of times crossing line from some class
built in this work.

Keywords: automaton modelling of biological system, growth rate
of homogeneous structures, cellular automaton.
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Часть 3.
Математические модели



 



Расшифровка булевых функций
фиксированного веса

Быстрыгова А.В.1

  В работе исследуется сложность расшифровки класса булевых 
функций фиксированного веса при помощи запросов на значение, 
запросов на сравнение, запросов на ограниченную и расширенную 
эквивалентность. Причем, при расшифровке разрешено использо-
вать только один из упомянутых типов запросов. Для всех типов 
запросов кроме запросов на сравнение получены точные оценки 
сложности расшифровки. Для запросов на сравнение приводится 
верхняя оценка, а также демонстрируется ее совпадение с нижней 
оценкой для функций веса 1, 2, 3.

  Ключевые слова: булевы функции фиксированного веса, за- 
просы на значение, запросы на сравнение, запросы на ограничен-
ную эквивалентность, запросы на расширенную эквивалентность,
точная расшифровка.

1. Введение

Должное внимание исследователей с середины прошлого века и по сей 
день приковано к задачам расшифровки функций фиксированными ти- 
пами запросов. Под расшифровкой функции из заданного класса пони- 
мают игру между двумя игроками: учителем и учеником, — в которой 
учитель тайно выбирает одну функцию из класса, известного ученику, и 
затем отвечает на разные его вопросы в отношении выбранной функции. 
В свою очередь ученик, зная только класс функций, по ответам на свои 
вопросы должен восстановить функцию, загаданную учителем.

  В теории расшифровки функций (computational learning theory) при- 
вычной практикой стало рассмотрение задачи расшифровки одного и

1Быстрыгова Анастасия Викторовна — аспирант каф. математической теории ин-
теллектуальных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: anastasiya.bistrigova@yandex.com.

Bistrigova Anastasiya Viktorovna — graduate student, Lomonosov Moscow State
University, Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of
Intellectual Systems.
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того же класса функций разными типами запросов или даже разны-
ми комбинациями нескольких типов запросов. Пожалуй, одной из пер-
вой работ, в которой встречаются запросы на значение, ограниченную
эквивалентность и расширенную эквивалентность, является работа [1].
В своей работе Дана Ангуин приводит алгоритм расшифровки произ-
вольного класса функций запросами на ограниченную эквивалентность,
который по сути является переборным. В частности, с помощью него
показано, что для расшифровки булевых функций веса 1 необходимо
задать в худшем случае 2n−1 запросов, причем похожий алгоритм мож-
но адаптировать и под запросы на значение и получить такое же число
запросов. Более того, автор приводит так называемый “алгоритм голо-
сования большинством”, позволяющий для произвольного класса функ-
ций F понять, какая функция выбрана учителем, за не более log2 |F |
запросов на расширенную эквивалентность. Автор приводит алгоритм
расшифровки запросами на эквивалентность КНФ функции арности n,
где каждая дизъюнкция состоит из не более k литерал. Также она пока-
зывает, что для расшифровки ДНФ функции арности n, в которой каж-
дая конъюнкция состоит из одного литерала, в худшем случае требуется
2n − 1 запросов на эквивалентность. Помимо этого, она рассматрива-
ет задачу расшифровки монотонных ДНФ при помощи одновременного
использования запросов на ограниченную эквивалентность и запросов
на значение и показывает, что для расшифровки функции арности n с
m элементарными конъюнкциями понадобится m + 1 запросов на огра-
ниченную эквивалентность и mn запросов на значение. В другой своей
работе [2] Англуин вводит обозначения для запросов на значениеMQ, на
ограниченную EQ и расширенную эквивалентность XEQ, которыми мы
и будем далее пользоваться. Помимо этого, с помощью неравенств она
демонстрирует соотношение между тем, насколько много запросов по-
требуется если использовать только один из упомянутых типов запросов
или комбинации этих запросов независимо от класса функций.

Касаемо запросов на ограниченную и расширенную эквивалентность,
многие работы направлены на обоснование существования полиноми-
альных алгоритмов расшифровки фиксированных классов функций с
помощью этих типов запросов. Одной из таких работ стала работа [3],
посвященная рассмотрению функций арности n, равных нулю в случае
кратности p суммы значений переменных, и равных единице в против-
ном случае. Авторам [3] удалось получить полиномиальный алгоритм
расшифровки класса конъюнкций этих функций по модулю произволь-
ного простого p. Количество запросов на ограниченную эквивалентность,
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необходимых данному алгоритму, равно np−1 + 1. Авторы [4] продемон-
стрировали алгоритм, позволяющий расшифровать функцию из класса
{∑n

i=1wixi ≥ N} за O(n2 log2 n) запросов на ограниченную эквивалент-
ность.

В работе [5] рассматривается расшифровка бесповторных функций
в базисе всевозможных монотонных пороговых функций запросами на
тождественность, которые по сути представляют собой комбинацию за-
просов на эквиваленность и запросов на значение. Запрос на тождествен-
ность — это подфункция. Если подфункция — это набор, тогда ответ на
запрос есть значение функции в запрашиваемой точке, иначе, ответ ра-
вен 1, если подфункция тождественно равна константе, и 0, если это не
так. Авторами показано, что для расшифровки бесповторной функции в
указанном базисе требуется в худшем случае экспоненциального относи-
тельно числа переменных числа запросов тождественности, более того,
для проивольного конечного подмножества этого базиса допускается ре-
шение полиномиальным числом запросов.

В данной работе помимо представленных Даной Англуин запросов
на значение, запросов на ограниченную и расширенную эквивалентность
рассматриваются также запросы на сравнение. Задача расшифровки за-
просами на сравнение стала исследоваться сравнительно недавно. Работа
[6] стала первой, в которой изучается сложность расшифровки функ-
ций запросами на сравнение. В работе [7] автор рассматривал задачу
расшифровки полиномиальных функций ранжирования. Похожий тип
запросов применялся в задаче, рассматриваемой в работе [8]. Обе рабо-
ты [9] и [10] посвящены получению оценок сложности расшифровки для
всех замкнутых классов Поста. Различие в том, что в первой рассматри-
валась задача для запросов на значение, в то время как во второй — для
запросов на сравнение. В работе [10] продемонстрировано, что для рас-
шифровки замкнутых классов Поста запросы на сравнение не так уж и
уступают запросам на значение, то есть для расшифрования функции из
фиксированного замкнутого класса Поста необходимо примерно столь-
ко же запросов на сравнение, сколько необходимо запросов на значение.
Более того, для двух классов {x}, {x, x} запросами на сравнение можно
восстановить загаданную функцию быстрее, чем запросами на значение.

Данная работа посвящена исследованию сложности расшифровки
функций фиксированного веса для каждого из четырех упомянутых вы-
ше запросов в отдельности: на значение, на сравнение, на ограничен-
ную и расширенную эквивалентность. Для похожего класса — класса
функций с ограниченным весом уже проведено исследование [11] функ-
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ции Шеннона мощности плоских схем, реализующих такие функции. Но
с точки зрении вопросов сложности расшифровки данный класс ранее
никем не исследовался, если не брать в расчет результат Англуин для
функций веса 1, приведенный выше.

2. Основные понятия и формулировка результа-
тов

Под P (n) арности n. Под F (n, k), где 0 < k < 2n, будем понимать мно-
жество булевых функций арности n веса k, то есть функций, которые
принимают значение 1 ровно на k наборах из 2n двоичных наборов.

Через f ≡ g при f, g ∈ P (n) будем обозначать ситуацию, в которой
для любого a ∈ {0, 1}n верно равенство f(a) = g(a).

Пусть загадана функция f ∈ F (n, k). Тогда определим рассматрива-
емые типы запросов и ответы на них следующим образом.

Запросом на значение a к функции f называется набор a, а ответом
на него является значение функции f на наборе из запроса f(a).

Запросом на сравнение (a, b) будем называть упорядоченную пару
наборов a, b, а под ответом на этот запрос понимать знак разности
f(a)− f(b).

Под запросом на ограниченную эквивалентность g к функции f при-
нято считать функцию g ∈ F (n, k), а под ответом на указанный запрос
— слово Y ES, если f ≡ g, и любой набор b такой, что f(b) 6= g(b), в
противном случае.

Под запросом на расширенную эквивалентность g понимают функ-
цию g ∈ P (n), под ответом на этот запрос считают слово Y ES, если
f ≡ g, и какой-то b такой, что f(b) 6= g(b), в противном случае.

Будем говорить, что последовательность запросов расшифровывает
загаданную функцию f ∈ F (n, k), если последовательность конечна, со-
стоит из запросов одного типа и функция f однозначно восстанавлива-
ется по ответам на запросы этой последовательности.

Алгоритмом расшифровки для запросов на значение AMQ
n,k будем на-

зывать процесс задания последовательности запросов на значение таким
образом, что каждый элемент последовательности выбирается опреде-
ленным образом в зависимости от ответов учителя на запросы — преды-
дущие члены последовательности, причем сформированная таким об-
разом последовательность расшифровывают загаданную функцию f ∈
F (n, k). Аналогично вводится определение алгоритма расшифровки для
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запросов на ограниченную эквивалентность AEQn,k и расширенную экви-
валентность AXEQn,k , а также алгоритма расшифровки для запросов на
сравнение ACQn,k .

Через AMQ
n,k будем обозначать множество всех алгоритмов AMQ

n,k рас-
шифровки для запросов на значение. Похожим образом вводится опре-
деление множества всех алгоритмов расшифровки для запросов на огра-
ниченную эквивалентность AEQn,k и расширенную эквивалентность AXEQn,k ,
а также множества всех алгоритмов расшифровки для запросов на срав-
нение ACQn,k .

Через q(A, f) обозначим минимальное количество первых запросов
в последовательности запросов алгоритма A, которые расшифровыва-
ют функцию f ∈ F (n, k). Тогда под сложностью расшифровки запро-
сами будем понимать число запросов, которое придется задать наилуч-
шему алгоритму расшифровки для расшифровки самой плохой функ-
ции. Иными словами, сложность расшифровки запросами типа T ∈
{MQ,CQ,EQ,XEQ} задается следующим образом

ϕT (n, k) = minA∈AT
n,k
maxf∈F (n,k)q(A, f).

Будем считать, что ученику известны оба значения n и k.
Если a — вещественное число, тогда под ]a[ будем понимать наимень-

шее целое, не меньшее a, под [a] — наибольшее целое, не большее a, под
a mod b — остаток от деления a на b, под |a| — модуль числа a.

Если A — множество, то под |A| будем понимать мощность множества
A.

Теорема 1. Сложность расшифровки класса F (n, k) запросами на зна-
чение равна ϕMQ(n, k) = 2n − 1.

Теорема 2. Сложность расшифровки класса F (n, k) запросами на огра-
ниченную эквивалентность равна ϕEQ(n, k) = 2n − 1.

Теорема 3. Сложность расшифровки класса F (n, k) запросами на рас-
ширенную эквивалентность равна ϕXEQ(n, k) = min(k, 2n − k).

Теорема 4. Для запросов на сравнение справедлива следующая оценка
ϕCQ(n, 1) = 2n−1.

Теорема 5. Если n ≥ 2, то для запросов на сравнение справедливо ра-
венство ϕCQ(n, 2) = [2n+1/3].
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Теорема 6. Если n > 6, то для запросов на сравнение справедливо сле-
дующее равенство ϕCQ(n, 3) = 2n−]3/2 · [2n/5][−[(2n mod 5)/2].

Теорема 7. Пусть k ≤ 2n−1 и для целых положительных
xm, xm+1, . . . , xk−1, xk, где m =](k + 1)/2[, верно равенство

2n = m · xm + (m+ 1) · xm+1 + . . .+ (k − 1) · xk−1 + k · xk.

Тогда справедлива следующая верхняя оценка

ϕCQ(n, k) ≤ 2n − (xm + xm+1 + . . .+ xk−1 + xk)

+ [max(xm, xm+1, . . . , xk−1, xk)/2].

В частности, при подстановке определенных значений xm, xm+1, . . . , xk
в теорему 7, получаем следующую теорему.

Теорема 8. Пусть k ≤ 2n−1,m =](k + 1)/2[, s = m + (m + 1) + . . . +
(k − 1) + k, верно равенство 2n = s · q + r, r ∈ [0, s), q ≥ m, q, r — целые
положительные числа. Тогда справедлива следующая верхняя оценка

ϕCQ(n, k) ≤ 2n− (k−m+1)q− c+[0.5 ·max(q−r+(m+1)c, q+r−mc)]
≤ 2n − k/2 · [2n/s] + [0.5 · ([2n/s]+](k + 1)/2[)],

где c вычисляется следующим образом

• c = [2r/(2m+ 1)] при 2r mod (2m+ 1) ≤ m,

• c = [2r/(2m− 1)] + 1 при 2r mod (2m+ 1) > m.

3. Запросы на значение, ограниченную и расши-
ренную эквивалентность

Приведем доказательство теоремы 1.

Доказательство. Верхняя оценка. Заметим, что в работе [1], было дока-
зано неравенство ϕMQ(n, 1) ≤ 2n − 1. Докажем данную верхнюю оценку
для произвольного k. Запросим значение на любых 2n− 1 наборах. Если
среди ответов на эти запросы встретилось ровно k единиц, значит значе-
ние функции на неопрошенном наборе равно 0, иначе 1. Соответственно,
функция f восстановлена.
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Нижняя оценка. Если ученик повторит запрос, просто ответим на
него также, как отвечали прежне. Поэтому можно считать, что ученик
не повторяет запросы. На первые 2n−2− (k−1) запросов ученика будем
отвечать 0, на следующие k − 1 запросов ответим 1. Для ученика оста-
нутся неопрешенными 2 набора и не найдена одна единица загаданной
функции. Поэтому он будет вынужден задать еще один запрос.

Приведем доказательство теоремы 2.

Доказательство. Верхняя оценка. Заметим, что в работе [1], было дока-
зано неравенство ϕEQ(n, 1) ≤ 2n − 1. Докажем данную верхнюю оценку
для произвольного k. Положим A — множество всех 2n двоичных n-
местных наборов, про которые мы пока не знаем, чему равно значение
загаданной функции на них. A0, A1 — множество наборов, на которых
значение загаданной функции равно 0 и 1 соответственно. Изначально,
оба множества A0, A1 пусты. Каждый запрос формируем следующим об-
разом. Выбираем любое подмножество B мощности (k−|A1|) из A и учи-
телю передаем функцию g, которая равна единице на наборах из B ∪A1

и равна нулю на остальных наборах (то есть наборах из A0 ∪ (A \ B)).
Если учитель возвращает в ответ запрос x, то:

1) если x ∈ B, тогда удаляем x из A и добавляем в A0,

2) если x 6∈ B, тогда удаляем x из A и добавляем в A1.

Как только |A|+ |A1| = k, тогда делаем вывод, что загаданная функция
равна единице на всех наборах в A и значит f восстановлена. Если |A1| =
k, тогда загаданная функция также восстановлена.

Достаточно задать 2n−1 запросов. Так как за один запрос раскрыва-
ется значение ровно на одном наборе. Если |A1| < k после опроса 2n − 1
запросов, то значение функции на оставшемся наборе равно единице,
иначе 0.

Нижняя оценка. Если в ответ на свой запрос ученик получил зна-
чение функции на каком-то наборе, а позже отправил запрос-функцию,
которая отличается в соответствующем наборе от верного значения, то-
гда учитель в качестве ответа вновь отправляет ему этот набор.

Поэтому можно считать, что ученик не совершает такие “бесполез-
ные“ запросы. На каждый из первых 2n − 2 − (k − 1) запросов будем
возвращать набор, на котором функция ученика равна 1. Следователь-
но, за каждый такой запрос, мы раскроем информацию об одном нуле.
На каждый из k− 1 последующих запросов будем возвращать набор, на
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котором функция ученика равна 0. Таким образом, за каждый такой за-
прос мы раскроем информацию об одной единице. Ученику неизвестно
значение на ровно двух наборах и неизвестна одна единица. Поэтому он
вынужден сделать еще один запрос.

Далее следует доказательство теоремы 3.

Доказательство. Верхняя оценка. Пусть k ≤ 2n − k. Первым запросом
отправим константу нуль. Так как k > 0, мы получим набор, на котором
значение загаданной функции равно 1, тем самым мы раскроем инфор-
мацию об одной единице. Далее отправим функцию, которая равна нулю
всюду за исключением раскрытой единицы, и в ответ получим информа-
цию о второй единице. Действуя дальше аналогично, за ровно k запросов
мы восстановим загаданную функцию.

Если k > 2n−k. Действуем аналогично с заменой 0 на 1 в предыдущей
части доказательства.

Нижняя оценка. Пусть k ≤ 2n − k. Положим A — множество всех 2n

двоичных n-местных наборов, значение загаданной функции на которой
пока неизвестно.

На каждый очередной запрос g ученика отвечаем следующим обра-
зом:

1) если в A лежит набор x, на котором g обращается в 1, тогда воз-
вращаем ученику x и удаляем x из A,

2) иначе, если в A лежит набор x, на котором g обращается в 0, тогда
возвращаем ученику x и удаляем x из A.

Если не сработал ни один из пунктов, значит множество A пустое, а
значит вся функция f восстановлена.

Если учитель воспользовался первым пунктом своей стратегии, то он
раскрыл ученику информацию об одном нуле, которых очень много.

Если учитель воспользовался вторым пунктом своей стратегии, то он
раскрыл ученику информацию об одной единице, которых не так то и
много.

Поэтому если ученик вынуждает учителя постоянно пользоваться
пунктом 2, тогда он восстановит функцию за k запросов.
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4. Расшифровка функций веса 1 запросами на
сравнение

Рассматривая запросы на сравнение, будем говорить, что набор a был
опрошен, если он был одним из наборов какого-то заданного запроса на
сравнение. Также будем говорить, запрос (a, b) покрывает набор x, если
набор x совпадает с a или b. Будем говорить, что множество запросов
покрывает набор, если хотя бы один запрос из этого множества покры-
вает этот набор.

Замечание 1. Если известен ответ на запрос (a, b), а также значение
функции на одном из наборов запроса (f(a) или f(b)), тогда однозначно
восстанавливается значение функции на втором наборе запроса (f(b)
или f(a) соответственно).

Лемма 1. Справедлива следующая верхняя оценка

ϕCQ(n, k) ≤ k[2n/(k + 1)] +max(0, (2n mod (k + 1))− 1).

Доказательство. Пусть 2n = (k + 1)q + r, 0 ≤ r < (k + 1), 0 < q, q, r —
целые числа.

Упорядочим произвольным образом все 2n двоичных наборов и обо-
значим их через x0, x1, . . . , x2n−2, x2n−1. Зададим q групп по k запросов.
i-я (0 ≤ i < q) группа состоит из запросов вида (xi·(k+1)+j , xi·(k+1)+j+1),
где j меняется от 0 до k − 1 включительно.

Рассмотрим ответы для i-й группы запросов (0 ≤ i < q). Возможны
два случая.

1) Ответы все запросы равны 0, тогда значение загаданной функции
на всех наборах из запросов одно и то же. В силу того, что та-
ких наборов k + 1, а единиц функции ровно k, значит единицами
функциями эти наборы не могут быть и f(xi·(k+1)+j) = 0 для всех
j ∈ {0, 1, . . . , k}.

2) Существует j0 — наименьшее целое из интервала [0, k−1] такое, что
ответ на запрос отличен от нуля, иными словами, f(xi·(k+1)+j0) 6=
f(xi·(k+1)+j0+1).

а) Если ответ на запрос (xi·(k+1)+j0 , xi·(k+1)+j0+1) равен 1, то в си-
лу того, что ответы на все запросы (xi·(k+1)+j , xi·(k+1)+j+1), j <
j0, равны 0, а f(xi·(k+1)+j0) = 1, следует f(xi·(k+1)+j) = 1 для
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всех j ∈ {0, 1, . . . , j0}. Более того, из ответов на оставшие-
ся запросы этой группы можно последовательно восстановить
значение на всех наборах этой группы, то есть сначала вос-
становить значение на наборе xi·(k+1)+j0+1, затем на наборе
xi·(k+1)+j0+2 и так далее. Это возможно в силу замечания 1.

б) Если ответ на запрос (xi·(k+1)+j0 , xi·(k+1)+j0+1) равен -1, то в си-
лу того, что ответы на все запросы (xi·(k+1)+j , xi·(k+1)+j+1), j <
j0, равны 0, а f(xi·(k+1)+j0+1) = 1, следует f(xi·(k+1)+j) = 0 для
всех j ∈ {0, 1, . . . , j0}. Аналогично предыдущему пункту вос-
становим значение на всех остальных наборах этой группы.

Итого, будет задано kq = k · [2n/(k + 1)] запросов и восстановленно
значение на всех q · (k+1) наборах, останется неизвестным значение на r
наборах. Обозначим через x количество единиц, которое будет найдено
за эти kq запросов. Тогда если x = k, то все единицы уже найдены.
Если x + r = k, то оставшиеся r наборов также являются единицами
и значит вновь функция полностью расшифрована. Иначе, необходимо
найти k − x единиц, где 0 < k − x < r. Зададим r − 1 запросов, где в
каждом запросе первая компонента — это один из непокрытых r наборов,
а вторая — любой из покрытых ранее. Тогда по ответам на эти запросы
мы однозначно восстановим значение функции на всех наборах, кроме
оставшегося непокрытого одного. Если после этих запросов найдены все
единицы искомой функции, значит непокрытый набор является нулем
функции, иначе, этот набор и есть оставшаяся ненайденная единица.

В общей сложности для расшифровки функции будет потрачено сле-
дующее количество запросов.

1) Если r = 0, то k · 2n/(k + 1) запросов.

2) Если r ≥ 1, то k · [2n/(k + 1)] + (r − 1) запросов.

Приведем доказательство теоремы 4.

Доказательство. Покажем, что ϕCQ(n, 1) ≥ 2n−1. Пусть ученик задаст
2n−1 − 1 запросов, на каждый ответим 0. В итоге, суммарно будет опро-
шено не более (2n−1− 1) · 2 = 2n− 2 наборов. Про каждый из них ученик
поймет, что значение функции на нем равно 0. Остается как минимум два
набора, на которых неизвестно значение функции, следовательно нужно
задать хотя бы еще один запрос.
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Учитывая верхнюю оценку, полученную в лемме 1, получаем оценку
ϕCQ(n, 1) = 2n−1.

5. Расшифровка функций веса 2 запросами на
сравнение

Прежде всего, рассмотрим следующую задачу. Имеется n одноэлемент-
ных множеств. За одну операцию разрешается объединить в одно мно-
жество любые два имеющихся на данный момент множества. Цель — за
наименьшее число операций объединения получить множества мощности
не меньшей заданного числа.

Заметим, что эту задачу можно переформулировать следующим об-
разом. Изначально имеется n-вершинный граф без ребер. За одну опера-
цию можно провести неориентированное ребро между двумя вершинами.
Необходимо, использовав минимальное число ребер, объединить исход-
ные n вершин в компоненты связности, в которых вершин не меньше
заданного числа.

Лемма 2. Пусть n кратно q, тогда для того, чтобы после операций
объединения остались только множества мощности строго равной q,
достаточно в точности n · (q − 1)/q операций, более того, эта оценка
не понижаема.

Доказательство. Поскольку все n элементов распадутся на множества
мощности равной q, тогда получится в точности n/q множеств. Чтобы
объединить q элементов в одно множество необходимо в точности q − 1
операций объединения, соответствующее количеству ребер в дереве из q
вершин.

Лемма 3. Пусть n кратно q, тогда минимальное количество опера-
ций объединения, которое необходимо выполнить для того, чтобы по-
сле операций объединения остались только множества мощности не
меньше q, равно n · (q − 1)/q.

Доказательство. Согласно лемме 2, если объединять множества так,
чтобы получились только множества мощности ровно q, необходимо не
менее n · (q − 1)/q операций.

Рассмотрим общий случай итоговой системы множеств после приме-
нения операций объединения. Пусть n1 кратно q, n2 кратно q2, . . ., nr
кратно qr, при этом q < q2 < . . . < qr, n1 + n2 + . . . + nr = n. Тогда для
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того, чтобы n1 изначальных одноэлементных множеств объединились в
q-элементные, n2 — в q2-элементные, . . ., nr — в qr-элементные множе-
ства, потребуется, согласно лемме 2, не менее n1(q−1)/q+n2(q2−1)/q2+
. . .+ nr(qr − 1)/qr операций объединения.

Но учитывая, неравенство t1−1
t1

< t2−1
t2

при 0 < t1 < t2, получаем
цепочку неравенств

n
q − 1

q
− (n1

q − 1

q
+ n2

q2 − 1

q2
+ . . .+ nr

qr − 1

qr
) <

< n
q − 1

q
− q − 1

q
(n1 + n2 + . . .+ nr) =

q − 1

q
· (n− n) = 0.

Следовательно, n q−1q < (n1
q−1
q + n2

q2−1
q2

+ . . .+ nr
qr−1
qr

).
Иными словами, для объединения изначальных n одноэлементных

множеств во множества мощности не меньше q оптимальнее всего объ-
единить их во множества мощности равной q.

Лемма 4. В графе с V вершинами, E ребрами и K компонентами связ-
ности справедливо неравенство E +K ≥ V .

Доказательство. Доказательство по индукции по количеству ребер в
графе.

База индукции. E = 0, тогда K = V . Очевидно неравенство K ≥ V .
Переход индукции. Пусть E > 0 и справедливо неравенство E +K ≥ V .
Добавим одно ребро, тогда E увеличится на 1, а K либо уменьшится
на 1, если новое ребро связало вершины из разных компонент связно-
сти, либо не изменится, если новое ребро связало две вершины из одной
компоненты связности. Следовательно, неравенство E + K ≥ V сохра-
нится.

Лемма 5. Пусть n = xq+ r, где q, x, r — целые положительные числа,
1 ≤ r < q, тогда для того, чтобы после операций объединения оста-
лись только множества мощности не меньше q, необходимо сделать
не менее x · (q − 1) + r операций объединения.

Доказательство. Докажем от противного. Пусть существуют n, q, x, r
— целые положительные, такие что n = xq + r, 0 < r < q, и существует
порядок объединения исходных n множеств во множества мощности не
менее q, в котором используется x ·(q−1)+(r−1) операций объединения.

Согласно лемме 4, исходные n вершин после добавления x · (q − 1) +
(r − 1) ребер распадутся на не менее n − (x · (q − 1) + r − 1) = x + 1
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компонент связности. При этом, в текущей лемме выше утверждается,
что все получившиеся компоненты связности имеют мощность не менее q.
Соответственно, суммарно во всех получившихся компонентах связности
не менее q(x + 1) = qx + q вершин. Получили противоречие с исходным
количеством вершин n = qx+ r < qx+ q.

Приведем доказательство теоремы 5.

Доказательство. Докажем нижнюю оценку ϕC(n, 2) ≥ 2[2n/3]+(2n mod
3)− 1. Возможны два случая: 2n = 3x+ 1 и 2n = 3x+ 2, где x — целое.

Рассмотрим первый случай: 2n = 3x + 1. Необходимо доказать, что
ученик задаст хотя бы 2x запросов. Пусть он задаст 2x − 1 запросов,
на каждый запрос ответим 0, тогда покажем, что либо ему недостаточно
информации, полученной по этим запросам, чтобы восстановить загадан-
ную функцию, либо по заданным запросам можно восстановить порядок
объединения множеств во множества мощности не менее 3 за меньшее
число запросов, чем утверждается в нижней оценке в лемме 3 или лем-
ме 5. Итак, ученик задал 2x − 1 запросов. Рассмотрим все возможные
случаи.

1) 2x − 1 запросов покрывают не более 3x наборов. Обозначим че-
рез a0 один из непокрытых наборов. Согласно лемме 3, 3x наборов
после не менее 2x запросов могут объединиться в x множеств мощ-
ности 3. Но раз задано на один запрос меньше, то в лучшем случае
сформировано уже x− 1 множеств мощности 3, а для образования
еще одного такого не хватает одного запроса. Следовательно, среди
всех наборов, за исключением набора a0, имеется еще

а) либо три непокрытых набора a1, a2, a3,

б) либо один непокрытый a1 и одно множество, состоящее из на-
боров a2, a3,

в) либо два двухэлементных множества.

В первом случае 2 единицы функции могут находиться в любых
двух наборах из a0, a1, a2, a3. Во втором случае 2 единицы либо
a2, a3, либо a0, a1. В третьем случае, обе единицы могут находиться
в любом из этих двух двухэлементных множеств.

В любом случае, ученик вынужден задать еще хотя бы один запрос,
чтобы избавиться от возникшей неоднозначности.
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2) 2x − 1 запросов покрывают все 2n = 3x + 1 наборов. В силу того,
что отсутствуют непокрытые наборы, ответы на все запросы равны
0, значит все наборы разбились на множества мощности хотя бы 2.
Если имеются как минимум два множества мощности ровно 2, то
учитель может спрятать обе единицы в одно из множеств, поэтому
ученик вынужден задать еще хотя бы один запрос. Следовательно,
либо множеств мощности 2 ровно одно или нуль.

Случай отсутствия множеств мощности 2 невозможен, так как в
этом случае все 3x+1 одноэлементных множеств за 2x−1 операций
объединились во множества мощности не менее 3, что противоре-
чит лемме 5.

Следовательно, после 2x−1 операций объединения исходные 3x+1
одноэлементных множества объединились во множества, среди ко-
торых ровно одно двухэлементное, а остальные мощности не менее
трех. Но и этот случай невозможен, так как противоречит лемме
5, потому что (3x+ 1)− 2 = 3(x− 1) + 2 одноэлементных множеств
объединились во множества мощности не менее 3 за (2x − 1) − 1
операций вместо 2x, как утверждается в лемме 5.

Следовательно, в случае 2n = 3x + 1 ученик вынужден задать как
минимум 2x запросов.

Рассмотрим случай 2n = 3x + 2. Необходимо доказать, что ученик
вынужден задать хотя бы 2x+ 1 запросов.

Пусть ученик задал 2x запросов. На первые 2x−1 запросов отвечаем
0.

Если 2x запросов покрывают ровно 3x наборов и к запросу с номером
2x в точности 3x − 3 наборов объединились во множества мощности 3,
а запрос с номером 2x, если в ответ на него придет 0, объединит еще
три элемента в одно трехэлементное множество, то есть одна компонен-
та этого запроса — набор одноэлементного множества, вторая — набор
двухэлементного множества, тогда ответим

• -1, если первая компонента — набор одноэлементного множества,

• 1, если вторая компонента — набор одноэлементного множества.

Иначе, на запрос с номером 2x ответим 0.
Рассмотрим все возможные случаи.

1) 2x запросов покрыли не более 3x − 1 наборов. Тогда хотя бы 3
набора не покрыты. Ответы на все запросы были равны 0. Учитель
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может спрятать обе единицы в двух из трех непокрытых наборах.
Поэтому ученик вынужден задать хотя бы еще один запрос.

2) 2x запросов покрыли ровно 3x наборов. Тогда возможна одна из
следующих двух ситуаций.

а) Ответ на запрос с номером 2x был отличен от 0. Следователь-
но, учитель раскрыл информацию о ровно одной единице и
двух нулях функции. Осталось найти еще одну единицу. В си-
лу того, что ответы на первые 2x − 1 запросов были равны
0, то все остальные наборы из рассматриваемых 3x объедини-
лись во множества мощности не меньшей 2. В этих множествах
вторая единиица не может находиться, значит она находится
среди непокрытых двух наборов. Следовательно, ученик вы-
нужден задать еще один запрос для однозначного восстанов-
ления функции.

б) Ответ на запрос с номером 2x был равен 0. Следовательно,
рассматриваемые 3x наборов не объединились в x множеств
мощности 3. Возможна одна из следующих ситуаций.

– Среди множеств, в которые объединились 3x наборов, есть
множество мощности 2. Тогда учитель может спрятать
обе единицы либо в два непокрытых набора, либо в этом
двухэлементном множестве. Ученик вынужден задать еще
один запрос для восстановления функции.

– Среди множеств, в которые объединились 3x наборов, нет
множеств мощности 2. Но не все множества мощности ров-
но 3. Следовательно, 3x наборов объединились в p мно-
жеств мощности не менее 3, причем существует хотя бы
одно множество мощности строго больше 3. На образова-
ние p множеств мощности ровно 3 необходимо не менее
2p запросов, и суммарно останется 3x − 3p > 0 наборов
раскидать по этим множествам, на добавление каждого
такого набора в какое-то из p множеств тратится не менее
1 запроса. Исходя из этого, получаем цепочку неравенств
2x ≥ 2p + (3x − 3p), p ≥ x, 3p ≥ 3x, что противоречит
неравенству 3x− 3p > 0.

3) 2x запросов покрыли хотя бы 3x+ 1 наборов. Тогда возможна одна
из следующих трех ситуаций.
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а) Не менее 3x+1 наборов объединились во множества мощности
не меньшей 3. Этот случай невозможен, так как противоречит
лемме 5.

б) Среди множеств, в которые объединились не менее 3x+ 1 на-
боров, имеются хотя бы два множества мощности 2. Тогда обе
единицы можно спрятать в любое из них и ученик вынужден
использовать еще один дополнительный запрос для понима-
ния, какое из двухэлементных множеств содержит обе едини-
цы.

в) Среди множеств, в которые объединились не менее 3x+ 1 на-
боров, имеется ровно одно множество мощности 2. Для рас-
смотрения этой ситуации отдельно рассмотрим случай, когда
2x запросов покрыли 3x + 1 наборов и когда 2x запросов по-
крыли 3x+ 2 набора.

• 2x запросов покрыли 3x + 1 наборов. Соответственно,
3x − 1 = 3(x − 1) + 2 наборов за 2x − 1 = 2(x − 1) + 1
запросов объединились во множества мощности не менее
3, что противоречит лемме 5. Значит, этот случай невоз-
можен.
• 2x запросов покрыли 3x + 2 набора. Получается, что 3x

наборов за 2x − 1 запросов объединились во множества
мощности не менее 3, что противоречит лемме 3. Следо-
вательно, и этот случай невозможен.

Исходя из рассмотренных случаев становится ясно, что в случае 2n =
3x+ 2 ученик вынужден задать как минимум 2x+ 1 запросов.

Учитывая нижнюю оценку, полученную в доказательстве данной тео-
ремы, и верхнюю оценку, полученную в лемме 1, имеем следующее ра-
венство ϕCQ(n, 2) = 2[2n/3] + (2n mod 3)− 1.

Покажем, что последняя величина равна [2n+1/3]. Для этого рассмот-
рим два случая.

1) Если 2n = 3x + 1, тогда ϕCQ(n, 2) = 2x, но с другой стороны
[2n+1/3] = [2(3x+ 1)/3] = [2x+ 2/3] = 2x.

2) Если 2n = 3x + 2, тогда ϕCQ(n, 2) = 2x + 1, но с другой стороны
[2n+1/3] = [2(3x+ 2)/3] = [2x+ 4/3] = 2x+ 1.

78



6. Верхние оценки сложности расшифровки за-
просами на сравнение

Далее рассмотрим доказательство теоремы 7, представляющую верхнюю
оценку сложности расшифровки функций любой арности n и произволь-
ного веса k ≤ 2n−1.

Доказательство. Напомним, что черезm мы обозначали ](k+1)/2[. Про-
извольным образом разобьем 2n наборов на xm множеств размера m,
xm+1 множеств размера m + 1, . . . , xk−1 множеств размера k − 1 и xk
множеств размера k. Заметим, что k−m < m. Обозначим все множества
следующим образом Ai,j , где i указывает размер множества, то есть чис-
ло от m до k, а j — номер множества размера i, то есть число от 1 до xi.
Элементы множества Ai,j будем обозначать {ahi,j |h = 1, i}.

Для каждого множества Ai,j , i = m, k, j = 1, xi зададим следуюшие
запросы: (a1i,j , a

2
i,j), (a

2
i,j , a

3
i,j), . . . , (a

i−2
i,j , a

i−1
i,j ), (ai−1i,j , a

i
i,j). Иными словами,

мы как будто сцепляем изолированные i вершин ребрами в одну цепочку.
Рассмотрим ответы на эти i− 1 запросов. Возможны два случая.

1) Ответы все запросы равны 0, тогда значение загаданной функции
на всех наборах множества Ai,j одно и то же.

2) Существует q — наименьшее целое из интервала [1, i − 1] такое,
что ответ на q-й запрос отличен от нуля, иными словами, f(aqi,j) 6=
f(aq+1

i,j ).

а) Если ответ на запрос (aqi,j , a
q+1
i,j ) равен 1, то в силу того, что

ответы на все запросы (api,j , a
p+1
i,j ), p < q равны 0, а f(aqi,j) =

1, следует f(api,j) = 1 для всех p ∈ {1, 2, . . . , q − 1, q}. Более
того, из ответов на оставшиеся запросы этой группы можно
последовательно восстановить значение на всех наборах этой
группы, то есть сначала восстановить значение на наборе aq+1

i,j ,
затем на наборе aq+2

i,j и так далее. Это осуществимо благодаря
замечанию 1.

б) Если ответ на запрос (aqi,j , a
q+1
i,j ) равен −1, то в силу того, что

ответы на все запросы (api,j , a
p+1
i,j ), p < q равны 0, а f(aq+1

i,j ) = 1,
следует f(api,j) = 0 для всех p ∈ {1, 2, . . . , q− 1, q}. Аналогично
предыдущему пункту восстановим значение на всех остальных
наборах этой группы.
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Обратим внимание на то, что в результате этих запросов про каждое
множество Ai,j мы знаем либо значение функции на всех наборах этого
множества, либо то, что на всех наборах множества функция принимает
одинаковое значение.

Подытоживая, получаем, что было задано (m − 1) · xm + m · xm+1 +
. . .+(k−2) ·xk−1 +(k−1) ·xk запросов, все 2n наборов покрыты. Причем
про какие-то наборы уже известно, чему равно значение функции в них,
а оставшиеся наборы распались на классы эквивалентности мощности не
меньшей m. Обозначим через t количество единиц функции, найденных
в результате этих запросов. Если t = k, то искомая функция расшиф-
рована. Иначе, осталось найти k − t > 0 единиц и точно известно, что
все они лежат ровно в одном из образовавшихся множеств — классов эк-
вивалентности. Поскольку в случае, если бы все ненайденные единицы
находились хотя бы в двух множествах Ai1,j1 , Ai2,j2 , тогда получилось
бы, что k − t ≥ i1 + i2 > k.

Следовательно, если после получения ответов на упомянутые вы-
ше запросы, не были найдены все единицы, то остается найти
t ∈ [m, k] единиц, которые находятся ровно в одном из множеств
At,1, At,2, . . . , At,xt−1, At,xt . Эта задача эквивалентна задаче поиска од-
ной единицы среди наборов a1t,1, a1t,2, . . . , a1t,xt−1, a

1
t,xt , то есть среди пер-

вых элементов этих множеств. Причем, про какие-то из этих мно-
жеств мы уже узнали значение функции на них. Не нарушая общ-
ности, будем считать, что про последние (xt − p) ∈ [0, xt − 1] мно-
жеств At,p+1, At,p+2, . . . , At,xt мы знаем значение функции на каждом
его элементе. Соответственно, необходимо найти единицу среди наборов
a1t,1, a

1
t,2, . . . , a

1
t,p.

Для этого понадобится [p/2] запросов вида (a1t,2k+1, a
1
t,2k+2), где k =

0, [p/2]− 1. Если [p/2] — нечетно, то одна из единиц будет точно набор
at,p, если на все последние запросы будет получен ответ 0.

Итого, в худшем случае будет задано (m− 1) · xm +m · xm+1 + . . .+
(k − 2) · xk−1 + (k − 1) · xk + [xt/2] запросов. Из равенства 2n = m · xm +
(m+ 1) · xm+1 + . . .+ (k − 1) · xk−1 + k · xk получаем равенство

(m− 1) · xm +m · xm+1 + . . .+ (k − 2) · xk−1 + (k − 1) · xk =

= 2n − (xm + xm+1 + . . .+ xk).

Это и приводит нас к оценке из теоремы.

Перейдем к доказательству теоремы 8.
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Доказательство. Положим xm = q− r+ (m+ 1) · c, xm+1 = q+ r−m · c,
а xm+2 = xm+3 = . . . = xk = q. Обозначим через p = 2r mod (2m + 1).
Определим c следующим образом.

• при p ≤ m положим равным c = [2r/(2m+ 1)],

• при p > m положим равным c = [2r/(2m+ 1)] + 1.

Заметим, что в случае p ≤ m выполнено xm+1−xm = 2r−c(2m+1) = p ≤
m. В случае p > m верна цепочка равенств xm−xm+1 = c(2m+ 1)−2r =
2m+1−p ≤ m. Таким образом, мы присвоили xi значения, отличающиеся
по модулю не более чем на m.

Подставляя полученные значения xi в верхнюю оценку теоремы 7,
получаем первое неравенство теоремы.

Заметим, что k−m+1 ≥ k/2, q = [2n/s]. Учитывая неравенство, |xm−
xm+1| ≤ m, получаемmax(xm, xm+1)) ≤ q+m = [2n/s]+](k+1)/2[. Все это
позволяет нам получить второе неравенство из утверждения теоремы.

7. Расшифровка функций веса 3 запросами на
сравнение

Лемма 6. Пусть n ≥ 3 и для целых положительных x2, x3 верно ра-
венство 2n = 2x2 + 3x3, причем x2 ≥ 4. Тогда справедливо неравенство

2[(2n − 3x3)/3] + ((2n − 3x3) mod 3)− 1 ≤ x2 + [(x2 − 1)/2].

Доказательство. Пусть 2n − 3x3 = 3q + r, где q, r — целые неотри-
цательные числа, r ∈ [1, 2]. Соответственно, имеем цепочку равенств
2x2 = 2n − 3x3 = 3q + r. Перепишем искомое неравенство при помо-
щи введенных обозначений 2[2x2/3] + (2x2 mod 3)− 1 ≤ x2 + [(x2 − 1)/2]
или 2q + r− 1 ≤ x2 + [(x2 − 1)/2]. Рассмотрим два случая в зависимости
от делимости x2 на 2.

• Пусть x2 = 2s, s ≥ 0. Левая часть искомого неравенства имеет вид
(2q+ r)− 1 = (3q+ r)− q− 1 = 4s− (4s− r)/3− 1 = 8s/3 + r/3− 1.
Правая часть искомого неравенства имеет вид 2s+ (s− 1) = 3s− 1.
Рассмотрим разность 8s/3+r/3−1−3s+1 = −s/3+r/3. Приходим
к выводу, что искомое неравенство справедливо при s ≥ 2, x2 ≥
4, (2n − 3x3) ≥ 8, n ≥ 3.
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• Пусть x2 = 2s + 1, s ≥ 0. Левая часть искомого неравенства имеет
вид (2q + r) − 1 = (3q + r) − q − 1 = 4s + 2 − (4s + 2 − r)/3 − 1 =
8s/3 + (1 + r)/3. Правая часть искомого неравенства имеет вид
2s+ 1 + s = 3s+ 1. Рассмотрим разность 8s/3 + (1 + r)/3− 3s− 1 =
−s/3 − 2/3 + r/3. Приходим к выводу, что искомое неравенство
справедливо при s ≥ 0, что у нас изначально и выполняется.

Лемма 7. Пусть n ≥ 3 и для целых положительных x2, x3 верно ра-
венство 2n = 2x2 + 3x3, причем x2 < 4 ≤ x3. Тогда имеет неравенство

2[2n/3] + (2n mod 3)− 1 ≤ 2n − (x2 + x3) + [x3/2].

Доказательство. Пусть 2n = 3q+r, q ≥ 0, r ∈ [1, 2]. Рассмотрим 4 случая
в зависимости от значений, которые принимает x2.

1) x2 = 0. Поскольку x3 = (2n − 2x2)/3, то такой случай невозможен
в силу не равенства 2n mod 3 нулю.

2) x2 = 1. Поскольку x3 = (2n−2x2)/3, тогда r = 2, а x3 = q. Искомое
неравенство принимает вид 2q + 1 ≤ 3q + 2 − (1 + q) + [q/2] =
2q + 1 + [q/2], которое верно при любом q ≥ 0.

3) x2 = 2. Поскольку x3 = (2n − 2x2)/3, тогда r = 1, а x3 = q − 1.
Искомое неравенство принимает вид 2q ≤ 3q+ 1− (2 + q− 1) + [(q−
1)/2] = 2q + [(q − 1)/2], которое верно при любом q − 1 ≥ 0, что и
имеем, поскольку x3 = q − 1 ≥ 4.

4) x2 = 3. Поскольку x3 = (2n − 2x2)/3, то такой случай невозможен
в силу не равенства 2n mod 3 нулю.

Пусть A — алгоритм расшифровки F (n, k), покрывающий все 2n на-
боры. Тогда через C(A) будем обозначать такое число q, что первые q−1
запросов алгоритма A покрывают не все наборы, а q запросов покрыва-
ют все 2n наборов. Представим, что каждый набор — это одноэлементное
множество. Будем говорить, что запрос (a, b) объединяет два множества,
которым принадлежат наборы a и b. Тогда подN(A, x, y) будем понимать
количество множеств мощности y, которые образовались после отправки
первых x запросов алгоритма A.
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Заметим, что для k = 3 можно немного уточнить приведенную в тео-
реме 7 верхнюю оценку 2n−(x2+x3)+[max(x2, x3)/2]. Поэтому перейдем
к доказательству следующей леммы.

Лемма 8. Пусть n ≥ 4 и для целых положительных x2, x3 верно ра-
венство 2n = 2x2 + 3x3. Тогда справедлива следующая верхняя оценка

ϕCQ(n, 3) ≤ 2n − (x2 + x3) + [max(x2 − 1, x3)/2].

Доказательство. Рассмотрим алгоритм A расшифровки функции, при-
веденный в теореме 7. Соответственно, зададим (2n − x2 − x3) запро-
сов, образовав N(A, 2n − (x2 + x3), 3) = x3 множеств мощности 3 и
N(A, 2n−(x2+x3), 2) = x2 множеств мощности 2 соответственно. Причем,
сначала будем задавать запросы, относящиеся ко множествам мощности
3, а лишь затем ко множествам мощности 2.

При этом заметим что, если ответ на каждый из первых (2n−x2−x3)
запросов был 0, тогда все единицы находятся в одном из x3 множеств
мощности 3 и для нахождения нужного множества мощности 3 надо
дополнительно задать [x3/2] запросов, то есть суммарно будет задано
2n − (x2 + x3) + [x3/2] запросов. Иначе, если хоть раз был получен ответ
отличный от 0, тогда стало известно значение на всех элементах множе-
ства 2 или множества 3.

• Если первый ответ отличный от 0 был получен на запросах, от-
носящихся к формированию множеств мощности 2, тогда все мно-
жества мощности 3 уже сформированы, в них точно не находятся
единицы, а значит единицы будут находиться в одном из x2−1 мно-
жеств мощности 2. Соответственно, суммарно придется потратить
2n − (x2 + x3) + [(x2 − 1)/2] запросов.

• Если первый ответ отличный от 0 был получен на запросах, отно-
сящихся к формированию множеств мощности 3, тогда возможно
три ситуации.

1) Запрос объединял два одноэлементных множества. Соответ-
ственно, найдена только одна единица, и сформировано мно-
жество мощности 2. Будем считать, что мы отошли на один
запрос от нашего плана сначала только формировать множе-
ства мощности 3, а затем множества мощности 2. Иными сло-
вами, мы с опережением сформировали одно множество мощ-
ности 2 и про него уже все знаем. Также нам известно, что

83



останется найти еще две единицы. Поэтому если мы запро-
сим оставшиеся запросы, чтобы сформировать x2 множеств
мощности 2 и x3 множеств мощности 3, и всегда в ответ по-
лучим 0, то две единицы будут содержаться в одном из x2 − 1
множеств мощности 2. В этом случае, суммарно будет задано
2n − (x2 + x3) + [(x2 − 1)/2] запроса. Если в процессе форми-
рования этих множеств мы еще раз получим ответ отличный
от 0, то мы за 2n − (x2 + x3) запросов найдем все единицы,
дополнительные запросы не понадобятся.

2) Запрос объединял одно- и двухэлементное множество. По от-
вету на запрос мы однозначно поймем, какое из этих множеств
состоит из единиц функции. Если они в двухэлементном мно-
жестве, тогда останется найти оставшуюся единицу и она рас-
кроется в течение 2n−(x2+x3) запросов при формировании x2
множеств мощности 2 и x3 множеств мощности 3, в силу это-
го дополнительные запросы не пригодятся и суммарно будет
задано всего лишь 2n − (x2 + x3) запросов.
Если единица в одноэлементном множестве, тогда очевидно,
что осталось найти две единицы и поэтому в принципе мож-
но перестать формировать трехэлементные множества, а про-
должить искать две единицы среди оставшихся непокрытых t
наборов, где 2n − 3x3 ≤ t ≤ 2n − 3, алгоритмом, описанном в
доказательстве леммы 1. Но для удобства вычисления числа
запросов, доопросим все запросы, необходимые для формиро-
вания x3 множеств мощности 3, и затем вместо формирования
x2 множеств мощности 2, воспользуемся алгоритмом, описан-
ном при доказательстве верхней оценки леммы 1, то есть будем
формировать множества мощности 3. Суммарно будет задано
2x3 запросов для формирования x3 множеств мощности 3, а за-
тем по алгоритму леммы 1 2[(2n−3x3)/3]+((2n−3x3) mod 3)−
1 = 2[2n/3]− 2x3 + (2n mod 3)− 1, что приводит нас к оценке
2x3 + 2[2n/3]− 2x3 + (2n mod 3)− 1 = 2[2n/3] + (2n mod 3)− 1.
Соответственно, в случае, когда запрос с ответом отличном от
0 объединял одно- и двухэлементное множество, ученик будет
вынужден задать не более max(2[2n/3] + (2n mod 3) − 1, 2n −
(x2+x3)+[(x2−1)/2]). Определим условия на x2, x3, при кото-
рых этот максимум был равен 2n−(x2+x3)+[(x2−1)/2]. Тогда
в целом при таком алгоритме расшифровки с учетом оценки
2n − (x2 + x3) + [x3/2] случая, описанного выше, понадобит-
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ся не более 2n − (x2 + x3) + [max(x2 − 1, x3)]/2 запросов, что
и докажет оценку данной леммы для ситуации, когда первый
ответ отличный от 0 приходит во время первых 2x3 запросов.
Перейдем доказательству неравенства 2[2n/3] + (2n mod 3) −
1 ≤ 2n − (x2 + x3) + [(x2 − 1)/2] = x2 + 2x3 + [(x2 − 1)/2]. Если
из обеих частей отбросим общие 2x3 запросы, останется лишь
доказать неравенство 2[(2n−3x3)/3] + ((2n−3x3) mod 3)−1 ≤
x2 + [(x2− 1)/2]. В силу леммы 6, это неравенство имеет место
при x2 ≥ 4.

Следовательно можно заключить, что необходимо задать в худшем
случаеmax(2[2n/3]+(2n mod 3)−1, 2n−(x2+x3)+[max(x2−1, x3)/2]). При
этом, при x2 ≥ 4 число запросов равно 2n−(x2+x3)+[max(x2−1, x3)/2],
как и утверждается в данной лемме.

При x2 < 4 число запросов равно max(2[2n/3] + (2n mod 3) − 1, 2n −
(x2 + x3) + [x3/2]). Поскольку n ≥ 4, то (2n − 2x2) = 3x3 ≥ 10, x3 ≥ 4, то
есть max(x3, x2 − 1) = x3. Осталось показать, что 2[2n/3] + (2n mod 3)−
1 ≤ 2n − (x2 + x3) + [x3/2], а это было сделано в лемме 7.

Следовательно, оценка данной леммы доказана.

Будем говорить, что x2, x3, . . . , x2n удовлетворяют условию µ(n), ес-
ли x2, x3, . . . , x2n — целые неотрицательные числа, а также выполнено

2x2 + 3x3 + 4x4 + . . .+ 2nx2n = 2n, x2 + x3 > 1.

Рассмотрим следующую задачу. Пусть n— целое число, не меньшее 4.
При условии, что x2, x3, . . . , x2n удовлетворяют условию µ(n), требуется
максимизировать функцию

M(x2, x3, . . . , x2n) =

{
x2 + x3 + x4 + . . .+ x2n − [x3/2], если x2 ≤ x3,
x2 + x3 + x4 + . . .+ x2n − [(x2 − 1)/2], если x2 > x3.

Эту функцию можно переписать в следующем виде

M(x2, x3, . . . , x2n) = x2 + x3 + x4 + . . .+ x2n − [max(x2 − 1, x3)/2].

Лемма 9. Пусть a2, a3, . . . , a2n удовлетворяют условию µ(n), помимо
этого хотя бы для одного t ∈ [4, 2n] верно at > 0. Тогда cуществуют
b2, b3, . . . , b2n, для которых справедливо неравенство M(a2, a3, . . . , a2n) <
M(b2, b3, . . . , b2n). При этом b2, b3, . . . , b2n удовлетворяют условию µ(n)
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и отличаются от a2, a3, . . . , a2n хотя бы в одном члене, то есть aj 6= bj
для некоторого j ∈ [2, 2n].

Доказательство. Рассмотрим два случая в зависимости от четности t.

1) Пусть t = 2 · p, p — целое. Тогда положим b2 = a2 + p, b3 = a3, b4 =
a4, . . . , bt−1 = at−1, bt = at − 1, bt+1 = at+1, . . . , b2n = a2n . Заметим,
что b2, b3, . . . , b2n удовлетворяют µ(n) условию. Рассмотрим значе-
ние M(b2, b3, . . . , b2n) = b2 + b3 − [0.5 ·max(b2 − 1, b3)] + (b4 + b5 +
. . . + b2n) = M(a2, a3, . . . , a2n) + p − 1 + [0.5 ·max(a2 + p − 1, a3)] −
[0.5 ·max(a2− 1, a3)]. Осталось показать, что p− 1 + [0.5 ·max(a2 +
p− 1, a3)]− [0.5 ·max(a2 − 1, a3)] > 0.

Заметим, что p ≥ 2, так как t > 3.

Если a2+p−1 ≤ a3, то [0.5·max(a2+p−1, a3)]−[0.5·max(a2−1, a3)] =
0.

Если a2−1 > a3, то [0.5 ·max(a2+p−1, a3)]− [0.5 ·max(a2−1, a3)] =
[0.5 · (a2 + p− 1)]− [0.5 · (a2 − 1)] > 0.

Если a2 − 1 ≤ a3, a2 + p− 1 ≥ a3, то [0.5 ·max(a2 + p− 1, a3)]− [0.5 ·
max(a2 − 1, a3)] = [0.5 · (a2 + p− 1)]− [0.5 · a3] ≥ 0.

Приходим к выводу, что p − 1 + [0.5 · max(a2 + p − 1, a3)] − [0.5 ·
max(a2 − 1, a3)] > 0.

2) Пусть t = 2 ·p+1, p — целое. Заметим, что t > 3, поэтому p ≥ 2. То-
гда положим b2 = a2+(p−1), b3 = a3+1, b4 = a4, . . . , bt−1 = at−1, bt =
at− 1, bt+1 = at+1, . . . , b2n = a2n . Заметим, что b2, b3, . . . , b2n удовле-
творяют µ(n) условию.

Рассмотрим значение M(b2, b3, . . . , b2n) = b2 + b3 − [0.5 · max(b2 −
1, b3)] + (b4 + b5 + . . .+ b2n) = M(a2, a3, . . . , a2n) + p− 1 + 1− 1 + [0.5 ·
max(a2 + p− 2, a3 + 1)]− [0.5 ·max(a2 − 1, a3)]. Осталось показать,
что p− 1 + [0.5 ·max(a2 + p− 2, a3 + 1)]− [0.5 ·max(a2 − 1, a3)] > 0.

Если a2+p−2 ≤ a3+1, следовательно, a2−1 ≤ a3, то [0.5 ·max(a2+
p− 1, a3 + 1)]− [0.5 ·max(a2 − 1, a3)] = [0.5 · (a3 + 1)]− [0.5 · a3] ≥ 0.

Если a2−1 > a3, то [0.5·max(a2+p−2, a3+1)]−[0.5·max(a2−1, a3)] =
[0.5 · (a2 + p− 2)]− [0.5 · (a2 − 1)] ≥ 0.

Если a2 − 1 ≤ a3, a2 + p− 2 ≥ a3 + 1, то [0.5 ·max(a2 + p− 1, a3)]−
[0.5 ·max(a2 − 1, a3)] = [0.5 · (a2 + p− 2)]− [0.5 · a3] ≥ 0.

Приходим к выводу, что p− 1 + [0.5 ·max(a2 + p− 2, a3 + 1)]− [0.5 ·
max(a2 − 1, a3)] > 0.
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Из леммы 9 вытекает следующее следствие.

Следствие 1. Пусть a2, a3, . . . , a2n удовлетворяют условию µ(n), при-
чем a4+a5+. . .+a2n > 0. ТогдаM(a2, a3, a4, . . . , a2n) < M(a2, a3, 0, . . . , 0).

Лемма 10. Пусть n ≥ 4, a2, a3, . . . , a2n удовлетворяют условию µ(n)
и выполнено a4 = a5 = . . . = a2n = 0, a2 < a3. Тогда существуют
b2, b3, . . . , b2n, для которых справедливо неравенство M(a2, a3, . . . , a2n) ≤
M(b2, b3, . . . , b2n). При этом b2, b3, . . . , b2n удовлетворяют условию µ(n)
и верно неравенство b3 < a3.

Доказательство. Поскольку a3 + a2 > 1, a2 < a3, то либо a2 = 0, a3 ≥ 2,
либо a2 ≥ 1, a3 ≥ 2. Если a3 = 2, а a2 ≤ 1, 3a3 + 2a2 ≤ 8 < 2n

при n ≥ 4. Следовательно, если a2 < a3, то a3 > 2. Положим равны-
ми b2 = a2 + 3, b3 = a3 − 2, b4 = b5 = . . . = b2n = 0. Очевидно, что
b2, b3, b4, . . . , b2n удовлетворяют условию µ(n). Рассмотрим значение вы-
ражения M(b2, b3, b4, . . . , b2n) = b2 + b3− [0.5 ·max(b2− 1, b3)] + (b4 + . . .+
b2n) = M(a2, a3, a4, . . . , a2n) + 1 + [0.5 ·max(a2 + 3− 1, a3 − 2)]− [0.5 · a3].
Осталось показать, что 1 + [0.5 ·max(a2 + 2, a3 − 2)]− [0.5 · a3] ≥ 0.

Если a2 + 2 ≤ a3 − 2, то 1 + [0.5 · max(a2 + 2, a3 − 2)] − [0.5 · a3] =
1 + [0.5 · (a3 − 2)]− [0.5 · a3] = 1 + [0.5 · a3]− 1− [0.5 · a3] = 0.

Если a2 + 2 > a3, то 1 + [0.5 ·max(a2 + 2, a3− 2)]− [0.5 · a3] = 1 + [0.5 ·
(a2 + 2)]− [0.5 · a3] > 0.

Если a3− 2 ≤ a2 + 2 < a3, то 1 + [0.5 ·max(a2 + 2, a3− 2)]− [0.5 · a3] =
1 + [0.5 · (a2 + 2)]− [0.5 · a3] ≥ 1 + [0.5 · a3]− 1− [0.5 · a3] = 0.

Из леммы 10 и следствия 1 вытекает следующее следствие.

Следствие 2. Чтобы при n ≥ 4 найти максимальное значение функ-
цииM(b2, b3, . . . , b2n), достаточно перебрать удовлетворяющие условию
µ(n) b2, b3, . . . , b2n, для которых выполнены ограничения b2 ≥ b3, b4 =
b5 = . . . = b2n = 0.

Лемма 11. Если n ≥ 4, то максимальное значение функции
M(x2, x3, . . . , x2n) равно ]3/2 · [2n/5][+[(2n mod 5)/2] и достигается при
следующих x2, x3, . . . , x2n:

• x2 = [2n/5]+2, x3 = [2n/5]−1, x4 = . . . = x2n = 0, если 2n mod 5 = 1,

• x2 = [2n/5] + 1, x3 = [2n/5], x4 = . . . = x2n = 0, если 2n mod 5 = 2,
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• x2 = [2n/5]+3, x3 = [2n/5]−1, x4 = . . . = x2n = 0, если 2n mod 5 = 3,

• x2 = [2n/5] + 2, x3 = [2n/5], x4 = . . . = x2n = 0, если 2n mod 5 = 4.

Доказательство. Согласно следствию 2, для поиска x2, x3, . . . , x2n до-
статочно перебрать x2, x3, . . . , x2n , удовлетворяющие условию µ(n) и сле-
дующим ограничениям

1) x4 = x5 = . . . = x2n = 0;

2) x2 ≥ x3.
Отсюда следует, что 2n = 2x2 + 3x3, следовательно 2n − 2x2 должен

быть кратен 3.

1) Если 2n mod 3 = 1, то должно выполняться x2 mod 3 = 2.

2) Если 2n mod 3 = 2, то должно выполняться x2 mod 3 = 1.

Из равенства 2n = 2x2+3x3 следует то, что x2 6= x3, а значит x2 > x3.
Соответственно, x2 подберем в соответствии с этими требованиями.

Учитывая, что x3 = (2n − 2x2)/3 < x2, получаем x2 ≥]2n/5[.
Рассмотрим значение функии M(x2, x3, x4, . . . , x2n) = x2 + x3 − [0.5 ·

max(x2− 1, x3)] =](x2 + 1)/2[+x3 =](x2 + 1)/2[+(2n− 2x2)/3. Рассмотрим
два случая в зависимости от четности x2.

1) Если x2 — нечетное, тогдаM(x2, x3, x4, . . . , x2n) = (x2+1)/2+(2n−
2x2)/3 = (2n+1−x2+3)/6. Учитывая ограничение x2 ≥]2n/5[, полу-
чаем, что максимум M(x2, x3, x4, . . . , x2n) достигается при x2 наи-
меньшем целом числе, неменьшим ]2n/5[ и дающий остаток от де-
ления на 3 равный 3− 2n mod 3.

2) Если x2 — четное, тогда M(x2, x3, x4, . . . , x2n) = x2/2 + 1 + (2n −
2x2)/3 = (2n+1−x2+6)/6. Учитывая ограничение x2 ≥]2n/5[, полу-
чаем, что максимум M(x2, x3, x4, . . . , x2n) достигается при x2 наи-
меньшем целом числе, неменьшим ]2n/5[ и дающий остаток от де-
ления на 3 равный 3− 2n mod 3.

Заметим, что если n mod 4 = 0, то 2n mod 3 = 1, 2n mod 5 = 1. Если
n mod 4 = 1, то 2n mod 3 = 2, 2n mod 5 = 2. Если n mod 4 = 2, то 2n mod
3 = 1, 2n mod 5 = 4. Если n mod 4 = 3, то 2n mod 3 = 2, 2n mod 5 = 3.

Пусть 2n = 3q+1 = 5t+r, где q, t, r — целые неотрицательные числа,
r ∈ {1, 4}. Соответственно, ]2n/5[= t+ 1.

Рассмотрим два случая относительно остатков от деления 2n на 5.
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• r = 1. Заметим, что t — нечетное, так как 5t = 2n − 1. Теперь
рассмотрим возможные остатки от деления t на 3. Если t mod 3 = 1,
то 2n = 5(3p + 1) + 1 = 3 · 5p + 6 6= 3q + 1. Если t mod 3 = 2, то
2n = 5(3p + 2) + 1 = 3 · 5p + 11 6= 3q + 1. Если t mod 3 = 0, то
2n = 5 · 3p+ 1 = 3 · 5p+ 1 = 3q+ 1. Отсюда следует, что t mod 3 = 0.

Тогда x2 = t + 2, x3 = (2n − 2x2)/3 = (3t + r − 4)/3 = t − 1.
Соответственно, M(x2, x3, x4, . . . , x2n) = 2t + 1 − [(t + 2 − 1)/2] =
2t+ 1− (t+ 1)/2 = (3t+ 1)/2 =]3/2 · [2n/5][.

• r = 4. Обратим наше внимание, что t — четное, так как 5t = 2n−4.
Теперь рассмотрим возможные остатки от деления t на 3. Если
t mod 3 = 1, то 2n = 5(3p + 1) + 4 = 3 · 5p + 9 6= 3q + 1. Если
t mod 3 = 2, то 2n = 5(3p + 2) + 4 = 3 · 5p + 14 6= 3q + 1. Если
t mod 3 = 0, то 2n = 5 · 3p + 4 = 3q + 1. Отсюда следует, что
t mod 3 = 0.

Тогда x2 = t+2, x3 = (2n−2x2)/3 = (3t+r−4)/3 = t. Соответствен-
но, M(x2, x3, x4, . . . , x2n) = 2t + 2 − [(t + 2 − 1)/2] = 2t + 2 − t/2 =
3t/2 + 2 =]3/2 · [2n/5][+2.

Пусть 2n = 3q+2 = 5t+r, где q, t, r — целые неотрицательные числа,
r ∈ {2, 3}. Соответственно, ]2n/5[= t+ 1.

Рассмотрим два случая относительно остатков на деление 2n на 5.

• r = 2. Заметим, что t — четное, так как 5t = 2n − 2. Теперь рас-
смотрим возможные остатки от деления t на 3. Если t mod 3 = 1,
то 2n = 5(3p + 1) + 2 = 3 · 5p + 7 6= 3q + 2. Если t mod 3 = 2, то
2n = 5(3p + 2) + 2 = 3 · 5p + 12 6= 3q + 2. Если t mod 3 = 0, то
2n = 5 · 3p+ 2 = 3 · 5p+ 2 = 3q+ 2. Отсюда следует, что t mod 3 = 0.

Тогда x2 = t+1, x3 = (2n−2x2)/3 = (3t+r−2)/3 = t. Соответствен-
но, M(x2, x3, x4, . . . , x2n) = 2t + 1 − [(t + 1 − 1)/2] = 2t + 1 − t/2 =
3t/2 + 1 =]3/2 · [2n/5][+1.

• r = 3. Также заметим, что t — нечетное, так как 5t = 2n−3. Теперь
рассмотрим возможные остатки от деления t на 3. Если t mod 3 = 1,
то 2n = 5(3p + 1) + 3 = 3 · 5p + 8 = 3q + 2. Если t mod 3 = 2, то
2n = 5(3p + 2) + 3 = 3 · 5p + 13 6= 3q + 2. Если t mod 3 = 0, то
2n = 5 · 3p+ 3 6= 3q + 2. Отсюда следует, что t mod 3 = 1.

Тогда x2 = t + 3, x3 = (2n − 2x2)/3 = (3t + r − 6)/3 = t − 1.
Соответственно, M(x2, x3, x4, . . . , x2n) = 2t + 2 − [(t + 3 − 1)/2] =
2t+ 2− (t+ 1)/2 = (3t+ 3)/2 =]3/2 · [2n/5][+1.
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Лемма 12. Пусть n ≥ 7, q, r — целые положительные числа из выра-
жения 2n = 5 · q + r, r ∈ [1, 4]. Тогда справедливо неравенство

2n − 1.5 · q − [0.5 · r] < 3 · 2n−2 − 2.

Доказательство. Рассмотрим разность 2n−1.5 ·q− [0.5 ·r]−3 ·2n−2+2 =
2n−2− 3/10 · (2n− r) + 2− [0.5 · r] = 1/10 · (10 · 2n−2− 12 · 2n−2 + 3r+ 20−
10 · [0.5 · r]) = 1/10 · (−2n−1 + 3r− 10 · [0.5 · r] + 20). Последнее выражение
отрицательно при n ≥ 7 независимо от того, какое значение принимает
r.

Лемма 13. При n ≥ 4 справедлива следующая верхняя оценка

ϕC(n, 3) ≤ 2n−]3/2 · [2n/5][−[(2n mod 5)/2].

Доказательство. Подставим в оценку леммы 8 приводимые в лемме 11
значения x2, x3, а x4, . . . , x2n положим равными 0. Заметим, что они удо-
влетворяют условию теоремы 7. Причем, получаемая верхняя оценка
равна 2n −M(x2, x3, 0, . . . , 0). Согласно лемме 11, при выбранных таким
образом x2, x3 достигается минимум 2n−]3/2 · [2n/5][−[(2n mod 5)/2].

Лемма 14. Если для расшифровки функции f ∈ F (n, 3) ученик исполь-
зует алгоритм, покрывающий не все наборы, тогда для однозначного
восстановления функции ему потребуется как минимум 3 · 2n−2 − 2
запросов.

Доказательство. Пусть 2n = 4x + 4, где x — целое. Пусть алгоритмом
расшифровки не покрыто r > 0 наборов, при этом задано y запросов
и ученик по ответам на свои запросы однозначно может восстановить
загаданную функцию. Заметим, что 3x+ 1 = 3 ·2n−2−2. В роли учителя
на все первые 3x+1 запросов будем отвечать 0. Ответы на последующие
запросы определим позднее при рассмотрении разных случаев.

Обратим внимание, что возможен один из двух случаев: либо все
непокрытые наборы нули функции, либо все они являются ее едини-
цами. Поскольку если бы часть непокрытых наборов была нулями, а
оставшиеся непокрытые наборы единицами, то невозможно было без до-
полнительных запросов понять, какие из них и есть единицы. После y
запросов 2n − r наборов распались на классы эквивалентности, то есть
подразбились на множества наборов, про которые известно, что значе-
ние функции на всех элементах одного множества одинаковое. Про все
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множества мощности не меньшее четырех ученик сразу понял, что в них
нет единиц функции. Рассмотрим всевозможные значения r.

1) r ≥ 4. Учитель может спрятать все единицы функции среди этих
четырех непокрытых наборов. В силу этого, ученику недостаточ-
но y наборов для однозначного восстановления функции, соответ-
ственно такой случай невозможен.

2) r = 3. Если среди множеств имеется множество мощности 3, тогда
ученик не поймет единицы лежат в этом множестве или среди непо-
крытых наборов. Следовательно, множеств мощности 3 не должно
быть. Если среди множеств имеется множество мощности 2, тогда
ученик поймет, что две единицы лежат в каком-то из множеств
мощности 2, но не поймет какой из непокрытых наборов являет-
ся третьей единицей. Соответственно, множеств мощности 2 также
не должно быть. Приходим к выводу, что раз ученик однозначно
восстановил функцию после y запросов, значит все множества име-
ют мощность не меньше 4, а непокрытые наборы и есть единицы
функции. Согласно лемме 5, для объединения 4x + 1 наборов во
множества мощности не меньшей 4, необходимо не менее 3x + 1
запросов, иными словами, y ≥ 3 · 2n−2 − 2.

3) r = 2. Если среди множеств имеется множество мощности 2, то-
гда ученик поймет, что две единицы лежат в каком-то из множеств
мощности 2, но не поймет какой из непокрытых наборов являет-
ся третьей единицей. Соответственно, множеств мощности 2 также
не должно быть. Если среди множеств имеются хотя бы два мно-
жества мощности 3, тогда ученик не определит, в каком из этих
множеств лежат единицы функции. Исходя из этого возможные
следующие два случая.

• Имеется ровно одно множество мощности 3 и несколько мно-
жество мощности не меньшей 4. На образование множества
мощности 3 необходимо 2 запроса, а на покрытие оставшихся
4x − 1 наборов, согласно лемме 5, понадобится 3(x − 1) + 3
запроса. Отсюда следует, что y ≥ 3x+ 2 ≥ 3 · 2n−2 − 2.

• Отсутствуют множества мощности 3 и все наборы разбились
на множества мощности не меньшей 4. Согласно лемме 5, для
этого необходимо 3x + 2 запроса. На первые 3x + 1 запросов
учитель отвечает 0. Если же ученик задает (3x + 2)-й запрос
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и учитель видит, что если ответ на этот запрос будет равен
0, то покрытыми станут 4x + 2 набора и они распадутся на
множества мощности не меньшей 4, тогда в этом случае учи-
тель отвечает не 0, раскрывая единицы в той компоненте за-
проса, которая относится ко множеству меньшей мощности.
Тем самым, учитель гарантирует, что не обманывал ученика
и действительно его ответы соответствуют какой-то функции
из F (n, 3).
Рассмотреть ответ на (3x+2)-й запрос необходимо было лишь
для последней цели, а так и этот случай демонстрирует, что
ученику потребуется как минимум 3x + 1 запросов, то есть
y ≥ 3 · 2n−2 − 2.

4) r = 1. Если имеется и множество мощности 2, и множество мощно-
сти 3, тогда ученик не поймет, единицы функции лежат во множе-
стве мощности 3 или во множестве мощности 2 и непокрытом на-
боре. Если имеется несколько множеств мощности 3, тогда ученик
не поймет, в каком из них лежат единицы функции. Если имеют-
ся несколько множеств мощности 2, тогда ученик может понять,
что одна единица — это непокрытый набор, но не сможет опреде-
лить, в каком из множеств мощности 2 лежат оставшиеся единицы.
Следовательно, возможны следующие три случая.

• Имеется ровно одно множество мощности 2, нет множеств
мощности 3 и имеются несколько множество мощности не
меньшей 4. На образование множества мощности 2 необходим
1 запрос, а на покрытие оставшихся 4x + 1 наборов, соглас-
но лемме 5, понадобится 3x+ 1 запросов. Отсюда следует, что
y ≥ 3x+ 2 ≥ 3 · 2n−2 − 2.

• Имеется ровно одно множество мощности 3, нет множеств
мощности 2 и имеются несколько множество мощности не
меньшей 4. На образование множества мощности 3 необхо-
димо 2 запроса, а на покрытие оставшихся 4x наборов, со-
гласно лемме 3, понадобится 3x запросов. Отсюда следует, что
y ≥ 3x+ 2 ≥ 3 · 2n−2 − 2.

• Отсутствуют множества мощности 2 и 3 и все наборы разби-
лись на множества мощности не меньшей 4. Согласно лемме
5, для этого необходимо 3x + 3 запроса. На первые 3x + 2 за-
просов учитель отвечает 0. Если же ученик задает (3x + 3)-й
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запрос и учитель видит, что если ответ на этот запрос будет
равен 0, то покрытыми станут 4x + 3 набора и они распадут-
ся на множества мощности не меньшей 4, тогда в этом случае
учитель отвечает не 0, раскрывая единицы в той компоненте
запроса, которая относится ко множеству меньшей мощности.
Тем самым, учитель гарантирует, что не обманывал ученика
и действительно его ответы соответствуют какой-то функции
из F (n, 3). Рассмотреть ответ на (3x+ 3)-й запрос необходимо
было лишь для последней цели, а так и этот случай демонстри-
рует, что ученику потребуется как минимум 3x + 1 запросов,
то есть y ≥ 3 · 2n−2 − 2.

Лемма 15. Пусть 2n = 5 · q + r, r ∈ [1, 4], и для расшифровки функции
f ∈ F (n, 3) ученик использует алгоритм расшифровки A, покрывающий
все 2n наборов. Тогда ученик задаст не менее 3 · 2n−2 − 2 запросов, если
N(A,C(A), 2) +N(A,C(A), 3) ≤ 1.

Доказательство. Пусть 2n = 4x+ 4. Рассмотрим три случая.

1) N(A,C(A), 2) +N(A,C(A), 3) = 0

После C(A) запросов образовались множества мощности строго
больше 3. Согласно лемме 3, для этого потребуется не менее 3 ·2n−2
запросов.

2) N(A,C(A), 2) = 1, N(A,C(A), 3) = 0

После C(A) запросов образовались множества мощности строго
больше 3 и ровно одно множество мощности 2. Согласно лемме 5,
для образования множеств мощности не меньшей 4 из 2n−2 = 4x+2
потребуется не менее 3x+ 2 = 3 · 2n−2 − 1 запросов.

3) N(A,C(A), 2) = 0, N(A,C(A), 3) = 1

После C(A) запросов образовались множества мощности строго
больше 3 и ровно одно множество мощности 3. Согласно лемме 5,
для образования множеств мощности не меньшей 4 из 2n−3 = 4x+1
потребуется не менее 3x+ 1 = 3 · 2n−2 − 2 запросов.
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Лемма 16. Пусть n ≥ 7. Тогда верно неравенство

ϕC(n, 3) ≥ 2n−]3/2 · [2n/5][−[(2n mod 5)/2].

Доказательство. Из лемм 12, 14 вытекает то, что для расшифровки
функции с тремя единицами невыгодно использовать алгоритм расшиф-
ровки, непокрывающий все наборы. Поскольку верхняя оценка лем-
мы 13 утверждает, что ϕC(n, 3) ≤ 2n−]3/2 · [2n/5][−[(2n mod 5)/2] ≤
2n − 1.5 · [2n/5]− [(2n mod 5)/2].

Соответственно, чтобы задать как можно меньше запросов, ученик
вынужден использовать алгоритм, покрывающий все наборы. Пусть пер-
вый запрос, после ответа на который окажутся покрытыми все 2n набо-
ров, имеет номер w. Пусть после w запросов исходные 2n одноэлемент-
ных множеств — наборов объединятся в x2 множеств мощности 2, x3
множеств мощности 3, . . . , x2n множеств мощности 2n, иными словами
верно соотношение 2n = 2x2 + 3x3 + 4x4 + . . . + 2n · x2n . На первые w
запросов ученика (a, b) учитель будет отвечать следующим образом:

• На первые w − 1 запросов учитель отвечает 0.

• Ответ на w-й запрос определяется следующим образом.

Если x2 ≤ x3, учитель отвечает 0. Если x2 > x3, учитель отвечает

1) 1, если a — один из непокрытых наборов, покрываемых запро-
сом (a, b),

2) −1, в противном случае.

Из леммы 15 следует x2 + x3 > 1.
Спустя w запросов ученик понимает, что во всех x4 + x5 + . . . + x2n

множествах мощности строго больше трех нет единиц.
Если на w-й запрос ученик в ответ получит 0, тогда он поймет, что все

единицы находятся в одном из множеств мощности 3. Для определения
нужного множества ученику потребуется [x3/2] запросов.

Если на w-й запрос ученик в ответ получит отличный от 0, тогда он
найдет в точности одну единицу. Не нарушая общности будем считать,
что на w-й запрос (a, b) ученик получил в ответ 1. Тогда он понимает,
что a — единица, а множество, представителем которого является набор
b, состоит полностью из нулей. Следовательно, ученику остается найти
оставшиеся 2 единицы и они очевидно лежат в каком-то из множеств
мощности 2. Для определения нужного множества ученику потребуется
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• [x2/2] запросов, если и b был уже покрыт первыми w−1 запросами,
иными словами, суммарно множество с представителем в b и набор
a образуют множество мощности хотя бы 3,

• [(x2 − 1)/2], если и a, и b оба не были покрыты первыми w − 1
запросами, а значит суммарно после w запросов образуют множе-
ство мощности 2, соответственно, про одно из x2 множеств ученик
полностью знает значение функции на каждом его элементе, по-
этому остается искать среди меньшего числа множеств множество
с двумя единицами.

Заметим, что w = x2 + 2x3 + 3x4 + . . . + (i − 1)xi + . . . + (2n − 1)x2n =
2n−(x2+x3+. . .+x2n), поскольку для образования множества мощности
i необходимо i− 1 запросов. Соответственно, если x2 ≤ x3 ученик задаст
не менее 2n − (x2 + x3 + . . .+ x2n) + [x3/2], а если x2 > x3, то вынужден
будет задать не менее 2n − (x2 + x3 + . . .+ x2n) + [(x2 − 1)/2] запросов.

Цель ученика подобрать такие x2, x3, . . . , x2n , чтобы минимизировать
это количество запросов, а значит максимизировать величину (x2 +x3 +
. . . + x2n) − [x3/2] при x2 ≤ x3 и (x2 + x3 + . . . + x2n) − [(x2 − 1)/2] при
x2 > x3, соответственно максимизировать функцию M(x2, x3, . . . , x2n) =
(x2 +x3 + . . .+x2n)− [max(x2− 1, x3)/2]. Согласно лемме 11, максималь-
ное значение этой функции равно ]3/2 · [2n/5][+[(2n mod 5)/2], а значит
ученик вынужден задать не менее 2n−]3/2 · [2n/5][−[(2n mod 5)/2].

Доказательство теоремы 6 следует из лемм 13 и 16.

8. Анализ результатов

Исходя из результатов, можно сделать вывод, что помимо классов
{x}, {x, x}, приводимых в [10], еще и класс функций фиксированного веса
таков, что сложность его расшифровки запросами на сравнение строго
меньше сложности расшифровки запросами на значение.

Также показано, что с точки зрения сложности расшифровки для
класса функций фиксированного веса лучшими являются запросы на
расширенную эквивалентность. Между тем использовать запросы на
значение и запросы на эквивалентность для этого класса нецелесооб-
разно в силу того, что сложность расшифровки этими типами запросов
схожа с восстановлением всего вектора значений функций.
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Learning of Boolean fixed-weight functions
Bistrigova A.V.

This paper is concerned with the learning complexity of Boolean
fixed-weight functions using membership queries, comparation queries,
equivalence queries, and extended equivalence queries. Moreover, it is
allowed to use only one type of queries during learning. This paper
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gives exact values of learning complexity for all the types of queries
besides comparation queries. The paper presents the upper bound on
learning complexity for comparation queries. In addition, the paper
demonstrates that the upper bound is equal to the lower bound for the
1-, 2-, 3-weight functions.

Keywords: Boolean fixed-weight functions, membership queries,
comparation queries, equivalence queries, extended equivalence queries,
exact learning.
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Поиск ближайшего соседа на прямой с
помощью клеточного автомата с

локаторами

Васильев Д.И.1

Аннотация

  В данной статье рассматривается применение модели клеточно-
го автомата с локаторами к задаче поиска ближайшего соседа на 
прямой. Модель клеточного автомата с локаторами подразумевает 
возможность каждой ячейки автомата передавать через эфир сиг-
нал на сколь угодно большие расстояния. В статье показано, что эта 
возможность позволяет уменьшить сложность рассматриваемой за-
дачи с линейной до логарифмической по сравнению с классической 
моделью клеточного автомата.

Ключевые слова: клеточные автоматы, однородные структу-
ры, поиск ближайшей точки.

1. Введение.

Клеточные автоматы являются дискретными математическими моделя- 
ми широкого класса реальных систем вместе с протекающими в них про- 
цессами.

  Понятие клеточного автомата возникло в результате усовершенство- 
вания модели Дж. фон Неймана [1, 2, 3], предложенной им для описания 
процессов самовоспроизведения в биологии и технике. Эта модель разви- 
валась и использовалась в работах А. Беркса [4], Э. Мура [5], В. Б. Куд- 
рявцева, А. С. Подколзина, А. А. Болотова [6] и других исследователей
[7, 8, 9].

  Клеточный автомат — это математический объект с дискретными 
пространством и временем. Пространство поделено на клетки, в каждой

1Васильев Денис Игоревич — старший консультант, KORUS Consulting LLC, e-mail:
denis.vasilev.igor@gmail.com.

Denis Igorevich Vasilev — Senior Consultant, KORUS Consulting LLC.
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из которых находится элементарный автомат. Такты времени задаются
натуральными числами. Состояние автомата каждой пространственной
клетки определяется очень простыми правилами взаимодействия. Эти
правила предписывают изменения состояния автомата каждой клетки
в следующем такте времени в ответ на текущее состояние автоматов
соседних клеток.

В работе Гасанова Э.Э. [10] было введено понятие клеточного авто-
мата с локаторами, которое отличается от понятия обычного клеточно-
го автомата тем, что допускает передачу информации не только между
соседними ячейками, но и на любое расстояние, посредствам передачи
сигнала в эфир. В работе рассматривается применение этой модели к
одномерной задаче поиска ближайшего соседа: на Z1 произвольно отме-
чены особая точка, называемая "центральной и две других, которые бу-
дем называть "общими"; нужно понять, какая из общих точек находится
ближе к центральной. Классическая модель клеточного автомата реша-
ет эту задачу за линейное (по минимуму расстояний между центральной
и общими точками) время. В данной работе будет показано, что модель
автомата с локаторами может решать эту задачу за логарифмическое
время.

Автор выражает благодарность профессору Э.Э.Гасанову за поста-
новку задачи и к.ф.-м.н. Г.В.Калачеву за ценные замечания и предло-
жения.

2. Описание задачи и формулировка результатов.

В работе Гасанова Э.Э. [10] введено понятие клеточного автомата с ло-
каторами. Здесь приведем это понятие, сузив его на одномерный случай.

Под телесным углом в Rk будем понимать часть пространства Rk,
которая является объединением всех лучей, выходящих из данной точки
(вершины угла) и пересекающих некоторую гиперповерхность в Rk. По
определению будем считать, что вершина телесного угла не входит в
телесный угол. Таким образом, в случае R1 телесным углом из точки a
может быть либо луч, выпущенный из a в сторону a+ ε или a− ε (ε > 0),
либо объединение этих двух лучей. Луч соответствующий направлению
a+ ε будем обозначать как (1), a− ε — (-1), а объединение этих лучей —
как Ω (скобки в обозначениях (1) и (-1) акцентируют внимание на том,
что соответствующая запись должна восприниматься скорее как вектор,
нежели как скаляр).
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Клеточным автоматом с локаторами на Z1 называется вось-
мерка σ = (Z1, En, V, Eq,+, L, ϕ, ψ), где Z1 — множество целых чисел,
En = {0, 1, . . . , n − 1}, V = (α1, . . . , αh−1) — подмножество {(1); (−1)},
Eq = {0, 1, . . . , q − 1}, + — коммутативная полугрупповая операция с
нейтральным элементом, заданная на Eq, L = (ν1, . . . , νm) — упоря-
доченный набор попарно различных телесных углов в R1 с вершиной
в начале координат (в нашем случае — подмножество {(1); (−1); Ω}),
ϕ — функция, зависящая от переменных x0, x1, . . . , xh−1, z1, . . . , zm, ϕ :
Ehn ×Emq → En, ϕ(0, . . . , 0) = 0, ψ — функция, зависящая от переменных
x0, x1, . . . , xh−1, z1, . . . , zm, ψ : Ehn × Emq → Eq. Элементы множества Z1

называются ячейками клеточного автомата σ; элементы множества En
называются состояниями ячейки клеточного автомата σ; набор V назы-
вается шаблоном соседства клеточного автомата σ; элементы множества
Eq называются сигналами вещания; набор L называется шаблон локато-
ров клеточного автомата σ; функция ϕ называется локальной функцией
переходов автомата σ; функция ψ называется функцией вещания автома-
та σ; переменные x0, x1, . . . , xh−1 принимают значения из En, переменные
z1, . . . , zm принимают значения из Eq. Состояние 0 интерпретируется как
состояние покоя, а условия ϕ(0, . . . , 0) = 0 и ψ(0, . . . , 0) = 0 — как усло-
вия сохранения состояния покоя.

Здесь нам нужно было вводить упорядочение шаблона соседства
V и шаблон локаторов L для того, чтобы установить взаимно одно-
значное соответствие между векторами из V и телесными углами из
L и переменными локальной функции переходов ϕ и функции веща-
ния ψ соответственно x0, x1, . . . , xh−1 и z1, . . . , zm. Это соответствие мож-
но сделать более явным, если индексировать переменные функций ϕ и
ψ самими векторами и телесными углами, т.е. считать, что локальная
функция переходов ϕ и функция вещания ψ зависят от переменных
x0, xα1 , . . . , xαh−1

, zν1 , . . . , zνm , здесь индекс первой переменной есть ну-
левой вектор 0 = (0, . . . , 0) ∈ Zk. Если договориться так индексировать
переменные локальной функции переходов и функции вещания, то их
можно записывать в любом порядке, и тогда можно воспринимать шаб-
лон соседства и шаблон локаторов просто как множество, а не упорядо-
ченный набор.

В дальнейшем мы так и будем поступать: воспринимать шаблон
соседства как множество векторов, а шаблон локаторов как множество
телесных углов и индексировать переменные локальной функции пере-
ходов и функции вещания векторами из шаблона соседства и телесными
углами из шаблона локаторов. При этом мы часто будем опускать в ин-
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дексах внешние круглые скобки у векторов. Например, если k = 1, n = 2,
q = 2 и V = {(−1), (1)}, L = {Ω, (−1), (1))}, то пример локальной функ-
ции переходов может выглядеть так: ϕ = x−1&zΩ ∨ x1&z1.

Если α ∈ Z1, ν — телесный угол с вершиной в начале координат,
то через ν(α) обозначим телесный угол, полученный параллельным пе-
реносом угла ν в точку α.

Если α ∈ Z1 — ячейка клеточного автомата σ, то множество V (α) =
{α, α+α1, . . . , α+αh−1} называется окрестностью ячейки α, а множество
L(α) = {ν1(α), . . . , νm(αm)} называется локаторами ячейки α.

Состоянием клеточного автомата с локаторами σ назовем па-
ру (e, f), где e — произвольная функция, определенная на множестве
Z1, принимающая значения из Eq, называемая состоянием эфира, f —
произвольная функция, определенная на множестве Z1, принимающая
значения из En и называемая распределением состояний клеточного
автомата с локаторами σ. Такую функцию можно интерпретировать
как некую мозаику, возникающую в 1-мерном пространстве в результате
приписывания каждой точке с целочисленными координатами некоторо-
го состояния из множества En и некоторого сигнала из множества Eq.
Множество всевозможных состояний клеточного автомата с локаторами
обозначим Σ.

Если α ∈ Z1, (e, f) — состояние клеточного автомата с локаторами
σ, то значение e(α) называем сигналом ячейки α, определяемым состо-
янием (e, f), а значение f(α) — состоянием ячейки α, определяемым
состоянием (e, f). Для каждого i ∈ {1, . . . ,m} значение

si(α) =
∑

β∈νi(α)∩Z1

e(β) (1)

называем значением локатора νi, определяемым состоянием (e, f).
Здесь суммирование сигналов осуществляется с помощью определяющей
операции + полугруппы Eq.

Заметим, что значение локатора не всегда определено. Например,
если полугруппа представляет собой множество {0; 1} с операцией двоич-
ного сложения, и все ячейки отправляют в эфир 1, то значения локаторов
формально будут представлять из себя бесконечную сумму единиц, что
некорректно. В дальнейшем мы будем рассматривать лишь те пары ав-
томатов и их начальных состояний, на каждом такте которых значения
всех локаторов определены корректно.

На множестве Σ определим глобальную функцию переходов Φ
клеточного автомата с локаторами σ, полагая Φ(e, f) = (e′, f ′), где
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(e, f), (e′, f ′) ∈ Σ и для любой ячейки α ∈ Z1 выполняются тождества

f ′(α) = ϕ(f(α), f(α+ α1), . . . , f(α+ αh−1), s1(α), . . . , sm(α)), (2)

e′(α) = ψ(f(α), f(α+ α1), . . . , f(α+ αh−1), s1(α), . . . , sm(α)). (3)

Содержательная интерпретация отображения Φ такова, что сигнал
каждой ячейки и состояние каждой ячейки “после перехода” определя-
ется по состоянию упорядоченной окрестности ячейки и по значениям
локаторов “до перехода” с помощью законов ψ и ϕ одинаково для всех
ячеек.

Поведениями клеточного автомата с локаторами σ называем та-
кие последовательности (e0, f0), (e1, f1), (e2, f2), . . . его состояний, для ко-
торых выполняется (ei+1, fi+1) = Φ(ei, fi) для всех i = 0, 1, 2, . . ., причем
(ei, fi) называется состоянием клеточного автомата с локаторами σ в
момент i, а (e0, f0) также называется начальным состоянием клеточ-
ного автомата с локаторами σ.

Сформулируем задачу поиска ближайшего соседа на прямой.
Пусть на пространстве Z1 задано начальное состояние I клеточного ав-
томата, удовлетворяющее следующим критериям:

1) Любой ячейке присвоено одно из трех состояний {qS ; qC0 , ∗}.

2) Есть лишь одна ячейка, которой присвоено состояние qC0 .

3) Есть лишь конечное и непустое множество ячеек, которым присво-
ено состояние qS .

Решением задачи поиска ближайшего соседа, соответствующей началь-
ному состоянию I назовем состояние автомата, удовлетворяющее следу-
ющим критериям:

1) Ячейке, которой в I было присвоено состояние qC0 присвоено со-
стояние qCF .

2) Ближайшей к ячейке в состоянии qCF ячейке из тех, которым в I
было присвоено состояние qS , присвоено состояние qLE , если она
находится слева от ячейки в состоянии qCF , и qRE — если справа.
Если таких ячеек две, то правой присваивается состояние ∗, а левой
— qLE .
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3) Ячейкам, которые находятся между ячейками в состояниях qCF
и qLE присваивается состояние qLF . Ячейкам, которые находятся
между ячейками в состояниях qCF и qRE присваивается состояние
qRF .

4) Остальные ячейки находятся в состоянии ∗.

Определим, что клеточный автомат с локаторами σ решает задачу
поиска ближайшего соседа, если его начальное состояние удовлетворяет
условиям, описанным выше, и его финальное состояние существует и со-
ответствует решению задачи поиска ближайшего соседа для его началь-
ного состояния. Существует клеточный автомат σ c 25 состояниями и
с мощностью алфавита вещания 12, который решает задачу поиска бли-
жайшего соседа за время, не превосходящее log2 s+7, где s — расстояние
от центральной ячейки с начальным состоянием qC0 до её ближайшего
соседа с начальным состоянием qS .

3. Формальное описание автомата

Рассмотрим клеточный автомат σ = (Z1, En, V, Eq,+, L, ϕ, ψ), где V =
{(1), (−1)}, Eq = {0, 1}2 × {0, 1, 2}, а L = (ν−1, ν1), где ν−1, ν1 — вырож-
денные телесные углы, соответствующие векторам (−1) и (1).

Полугрупповую операцию на Eq определим следующим образом:
(a1, b1, c1) + (a2, b2, c2) = (a1 + a2,max(b1, b2),max(c1, c2))

Пусть множество состояний En = {q=
CC ; q<CC ; q>CC ; qS ; qC0 ; qL; qR;

qCW2
; qCW1

; qCL1
; qCR1

; qLF ; qRF ; qLE ; qRE ; qCF ; qL∗ ; qR∗ ; qL1 ; qR1 ; qL0 ; qR0 ; qL∗ ; qR∗ ; ∗}

Здесь мы позволили себе раздать состояниям произвольные имена,
а не 0,1,2... как в определении. Это сделано для упрощения изложения.
Состояние покоя при этом соответствует состоянию ∗. Автомат будет
сконструирован таким образом, что лишь конечное число ячеек будет
находиться в состоянии, отличном от ∗ на каждом из тактов. Учитывая,
что операция + обладает свойством (0, 0, 0) + (0, 0, 0) = (0, 0, 0), можно
сделать вывод, что значение любого локатора определяется лишь конеч-
ным количеством ненулевых слагаемых, то есть корректно определено.

Опишем функции ϕ и ψ для каждого состояния автомата:
qLk и qRk , k ∈ 0; 1 — ключевые состояния алгоритма. Автомат скон-

струирован таким образом, что если изначально есть некоторое коли-
чество ячеек в состоянии qL1 , идущих подряд, то на каждом следующем
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такте каждая вторая ячейка с k = 1 перейдет в состояние qL0 , а остальная
часть — в состояние qL1 . Этот факт будет формально доказан в другом
разделе статьи, но суть заключается в том, что такое поведение поз-
воляет побитово передавать двоичную запись длины соответствующего
отрезка в эфир.

ϕ(qLk , q−1, q1, zν−1 , zν1) =





qL(k∧z1ν−1
), если z

3
ν1 = 0

qLF , если z3
ν1 = 1

∗ в остальных случаях

, (4)

ψ(qLk , q−1, q1, zν−1 , zν1) = (k ∧ z1
ν−1

, k ∧ z1
ν−1

, 0), (5)

ϕ(qRk , q−1, q1, zν−1 , zν1) =





qR(k∧z1ν1 ), если , z
3
ν−1

= 0

qRF , если z3
ν−1

= 2

∗ в остальных случаях

, (6)

ψ1(qRk , q−1, q1, zν−1 , zν1) = (k ∧ z1
ν1 , k ∧ z1

ν1 , 0). (7)

qC0 — это начальное состояние центральной ячейки. Ячейка в этом
состоянии посылает сигнал (0, 0, 1), чтобы остальные ячейки смогли
определиться: они справа или слева от центра.

ϕ(qC0 , q−1, q1, zν−1 , zν1) = qCW1
, (8)

ψ(qC0 , q−1, q1, zν−1 , zν1) = (0, 0, 1). (9)

qS это начальное состояние целевых ячеек. Ячейки в этом состо-
янии ждут сигнала из эфира, чтобы перейти в свою левую или правую
версию.

ϕ(qS , q−1, q1, zν−1 , zν1) =





qL∗ , если z3
ν1 = 1

qR∗ , если z3
ν−1

= 1

qS в остальных случаях
, (10)

ψ(qS , q−1, q1, zν−1 , zν1) =

{
(0, 0, 1) если z3

ν1 = 1

(0, 1, 0) в остальных случаях
. (11)
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∗ это начальное состояние внутренних (не центральной и не це-
левых) ячеек. Ячейки в этом состоянии ждут сигнала из эфира, чтобы
перейти в свою левую или правую версию. По совместительству это со-
стояние покоя.

ϕ(∗, q−1, q1, zν−1 , zν1) =





qL∗ , если z3
ν1 = 1, z2

ν−1
= 1

qR∗ , если z2
ν1 = 1, z3

ν−1
= 1

∗ в остальных случаях
, (12)

ψ(∗, q−1, q1, zν−1 , zν1) = (0, 0, 0). (13)

Состояния qL∗ и qR∗ обеспечивают две функции. Во первых, они
нужны для того, чтобы заполнить эфир необходимыми сигналами перед
тем, как соответствующие ячейки перейдут в "рабочие"состояния qL1 и
qR1 . Во вторых, внутренние ячейки в этом состоянии отслеживают специ-
альный сигнал из эфира, исходя из которого можно понять, находятся
ли они между центральной и ближайшей со своей стороны целевой ячей-
кой, или нет. Соответственно, если они не находятся в такой позиции, они
затираются.

ϕ(qL∗ , q−1, q1, zν−1 , zν1) =

{
∗ если z3

ν1 = 1

qL1 в остальных случаях
, (14)

ψ(qL∗ , q−1, q1, zν−1 , zν1) =

{
(0, 0, 0) если z3

ν1 = 1

(0, 1, 1) в остальных случаях
, (15)

ϕ(qR∗ , q−1, q1, zν−1 , zν1) =

{
∗ если z2

ν−1
= 1

qR1 в остальных случаях
, (16)

ψ(qR∗ , q−1, q1, zν−1 , zν1) =

{
(0, 0, 0) если z2

ν−1
= 1

(0, 1, 1) в остальных случаях
. (17)

Состояния qL∗ и qR∗ — это специальные состояния для целевых
ячеек. Ячейка в этом состоянии, получив специальный сигнал из эфира,
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может понять, является она ближайшей к центру со своей стороны целе-
вой ячейкой, или нет. В случае отрицательного ответа, соответствующая
ячейка затирается.

ϕ(qL∗ , q−1, q1, zν−1 , zν1) =

{
∗ если z3

ν1 = 1

qL в остальных случаях
, (18)

ψ(qL∗ , q−1, q1, zν−1 , zν1) = (0, 0, 0), (19)

ϕ(qR∗ , q−1, q1, zν−1 , zν1) =

{
∗ если z2

ν−1
= 1

qR в остальных случаях
, (20)

ψ(qR∗ , q−1, q1, zν−1 , zν1) = (0, 0, 0). (21)

Тройка q=
CC , q

>
CC , q

<
CC — это рабочие состояния центральной ячей-

ки. Центральная ячейка в этих состояниях побитово сравнивает длины
отрезков. Алгоритм устроен так, что побитовые записи длин подают-
ся на центральную ячейку от младшего разряда к старшему. Централь-
ная ячейка анализируя соответствующий бит принимает текущий статус:
q>CC — если левый бит текущего разряда больше правого, q<CC — если он
меньше. При равенстве сигналов статус наследуется с предыдущего так-
та. Состояние q=

CC имеет место только в начальной итерации, или при
совпадении всех битов, поданных в центральную ячейку.

ϕ(qXCC , q−1, q1, zν−1 , zν1) =





qXCC , если z
2
ν−1

= 1, z2
ν1 = 1, z1

ν−1
= z1

ν1

q>CC , если z
2
ν−1

= 1, z2
ν1 = 1, z1

ν−1
> z1

ν1

q<CC , если z
2
ν−1

= 1, z2
ν1 = 1, z1

ν−1
< z1

ν1

qCF в остальных случаях

,

(22)

ψ(qC1 , q−1, q1, zν−1 , zν1) =





(0, 0, 0), если z2
ν−1

= 1, z2
ν1 = 1

(0, 0, 1), если (z2
ν−1

= 0 ∨ z2
ν1 = 0)∧

∧((z2
ν−1

> z2
ν1) ∨ (z2

ν−1
= z2

ν1 ∧ qXCC 6= q>CC))

(0, 0, 2) в остальных случаях

.

(23)
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qL и qR — состояния соответственно левых и правых крайних яче-
ек. Они просто помечают окончание отрезка и могут затираться, или
переходить в свое финальное состояние qXE при получении соответству-
ющего сигнала от центральной ячейки.

ϕ(qL, q−1, q1, zν−1 , zν1) =





qLE , если z3
ν1 = 1

∗, если z3
ν1 = 2

qL в остальных случаях
, (24)

ψ(qL, q−1, q1, zν−1 , zν1) = (0, 0, 0), (25)

ϕ(qR, q−1, q1, zν−1 , zν1) =





qRE , если z3
ν−1

= 2

∗, если z3
ν−1

= 1

qR в остальных случаях
, (26)

ψ(qR, q−1, q1, zν−1 , zν1) = (0, 0, 0). (27)

Состояние qCW2
отслеживает, есть ли хотя бы одна ячейка в состо-

янии qS с каждой из сторон. Если с одной из сторон такой ячейки не
нашлось (то есть не получен соответствующий сигнал), то центральная
ячейка переходит в состояние qCL1

или qCR1
, чтобы досрочно завершить

работу автомата ввиду отсутствия необходимости в сравнении расстоя-
ний до левого и правого соседей.

ϕ(qCW2
, q−1, q1, zν−1 , zν1) =





qCL1
, если z2

ν1 = 0

qCR1
, если z2

ν−1
= 0

qCW1
, в остальных случаях

, (28)

ψ(qCW2
, q−1, q1, zν−1 , zν1) = (0, 0, 0). (29)

Состояние qCW1
это однотактовый сон. Центральная ячейка в этом

состоянии ничего не посылает в эфир и никак не реагирует на сигналы
извне.

ϕ(qCW1
, q−1, q1, zν−1 , zν1) = qC1 , (30)

108



ψ(qCW1
, q−1, q1, zν−1 , zν1) = (0, 0, 0). (31)

Состояния qCL1
или qCR1

посылают в эфир сигнал, означающий
досрочное завершение работы автомата.

ϕ(qCL1
, q−1, q1, zν−1 , zν1) = qCF , (32)

ψ(qCL1
, q−1, q1, zν−1 , zν1) = (0, 0, 1), (33)

ϕ(qCR1
, q−1, q1, zν−1 , zν1) = qCF , (34)

ψ(qCR1
, q−1, q1, zν−1 , zν1) = (0, 0, 2). (35)

Состояния, функции выходов и переходов которых перечислены
ниже — это состояния при окончании работы автомата. Они не переходят
в новые состояния и не посылают ничего в эфир.

ϕ(qLF , q−1, q1, zν−1 , zν1) = qLF , (36)

ψ(qLF , q−1, q1, zν−1 , zν1) = (0, 0, 0), (37)

ϕ(qRF , q−1, q1, zν−1 , zν1) = qRF , (38)

ψ(qRF , q−1, q1, zν−1 , zν1) = (0, 0, 0), (39)

ϕ(qLE , q−1, q1, zν−1 , zν1) = qLE , (40)

ψ(qLE , q−1, q1, zν−1 , zν1) = (0, 0, 0), (41)

ϕ(qRE , q−1, q1, zν−1 , zν1) = qRE , (42)

ψ(qRE , q−1, q1, zν−1 , zν1) = (0, 0, 0), (43)

ϕ(qCF , q−1, q1, zν−1 , zν1) = qCF , (44)
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ψ(qCF , q−1, q1, zν−1 , zν1) = (0, 0, 0). (45)

Ячейки, находящиеся в состоянии с символом L в записи будем
называть левыми, с символом R — правыми. Пусть Q1 = {qXk }, где X ∈
{R,L}, k = 1, Q0 = {qXk }, где X ∈ {R,L}, k = 0.

4. Поведение автомата.

Опишем поведение автомата, разбив его на несколько этапов. Мы будем
сопровождать описание этапов их реализацией на простом примере с
начальным состоянием, приведенным ниже:

t=0
Q qS ∗ qS ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ qC0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ qS
L1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ2 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
ψ3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

Q = q1, q2, ..., qn — строка состояний клеточного автомата. Здесь
учитывается только та часть ячеек, справа и слева от которых были
ячейки, которые не находились в состоянии ∗ изначально, а так же все
ячейки, которые изначально находились в состояниях qS и qC0

L1 = l11, l
1
2, ..., l

1
n — строка значений первой компоненты эфира, со-

ответствующих телесному углу ν−1, в каждой ячейке
L2 = l21, l

2
2, ..., l

2
n — строка значений второй компоненты эфира, со-

ответствующих телесному углу ν−1, в каждой ячейке
L3 = l31, l

3
2, ..., l

3
n — строка значений третьей компоненты эфира,

соответствующих телесному углу ν−1, в каждой ячейке
R1 = r1

1, r
1
2, ..., r

1
n — строка значений первой компоненты эфира,

соответствующих телесному углу ν1, в каждой ячейке
R2 = r2

1, r
2
2, ..., r

2
n — строка значений второй компоненты эфира,

соответствующих телесному углу ν1, в каждой ячейке
R3 = r3

1, r
3
2, ..., r

3
n — строка значений третьей компоненты эфира,

соответствующих телесному углу ν1, в каждой ячейке
ψ1 = ψ1

1, ψ
1
2, ..., ψ

1
n — первая компонента посылаемых каждой ячей-

кой сигналов в эфир
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ψ2 = ψ2
1, ψ

2
2, ..., ψ

2
n — вторая компонента посылаемых каждой ячей-

кой сигналов в эфир
ψ3 = ψ3

1, ψ
3
2, ..., ψ

3
n — третья компонента посылаемых каждой ячей-

кой сигналов в эфир

4.1. Этап 1: определение ориентации.

Пусть начальное состояние клеточного автомата удовлетворяет услови-
ям Теоремы 1:

t=0
Q qS ∗ qS ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ qC0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ qS
L1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ2 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
ψ3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

На первом такте в эфире нет нетривиальных сигналов. Функции
переходов состояний qS и ∗, при тривиальном сигнале из эфира, прини-
мают значения qS и ∗ соответственно. Функция выходов этих состояний
тождественно равны соответственно (0, 1, 0) и (0, 0, 0). Функция пере-
ходов состояния qC0 тождественно равна qCW2

, а функция выходов —
(0, 0, 1). Таким образом, на следующем такте состояние поменяет только
центральная ячейка. Помимо этого в эфире появятся сигналы от цен-
тральной и крайних ячеек:

t=1
Q qS ∗ qS ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ qCW2

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ qS
L1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L2 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
L3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
R1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0
R3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
ψ3 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Значения функции переходов состояний qS и ∗ зависят от того, с
какой стороны пришли сигналы (0, 1, 0) и (0, 0, 1). В зависимости от это-
го ячейки в состоянии qS могут перейти в состояния qL∗ , подав в эфир
сигнал (0, 0, 1), или qR∗ , подав сигнал (0, 1, 0), а ячейки в состоянии ∗
— в qL∗ или qR∗ (при этом подав в эфир сигнал (0, 0, 0)). Состояние qCW2

отслеживает, есть ли хотя бы одна ячейка в состоянии qS (ищет сигнал
(0, 1, 0)) с каждой из сторон. Если с одной из сторон такой ячейки не
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нашлось (то есть не получен соответствующий сигнал), то центральная
ячейка переходит в состояние qCL1

или qCR1
, чтобы досрочно завершить

работу автомата ввиду отсутствия необходимости в сравнении рассто-
яний до левого и правого соседей. В нашем случае с каждой стороны
оказались ячейки в состоянии qS , поэтому состояние qCW2

по сути пред-
ставляет собой состояние двухтактового сна:

t=2
Q qL∗ qL∗ qL∗ qL∗ qL∗ qL∗ qL∗ qL∗ qL∗ qCW1

qR∗ qR∗ qR∗ qR∗ qR∗ qR∗
L1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L3 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
R1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0
R3 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0
ψ2 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0
ψ3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

На этом этап определения ориентации заканчивается. Если срав-
нить начальное и конечное состояния автомата на этом этапе, можно
сказать, что из всех ячеек, изначально находившихся в состоянии qS ,
вне состояния ∗ остались только две ближайшие к центральной. Эти
ячейки из состояния qS перейдут в состояние qL, если они слева от цен-
тра, и в qR — если справа; ячейки в состоянии ∗ перейдут в состояние
qL∗ если они слева от центра и справа от ячейки в состоянии qL, и в qR∗
— в противоположном случае; центральная ячейка перейдет в состояние
qCW1

.

4.2. Этап 2: Сравнение длин.

Это сложный, итеративный этап.
Ячейки в состояниях qL и qR будем называть крайними, а ячейки,

находящиеся между крайней ячейкой и центральной — внутренними.
Определим, что этот этап заканчивается в момент, когда центральная
ячейка посылает сигналы ψ ∈ {(0, 0, 1); (0, 0, 2)}. Из функций выходов и
переходов видно, что центральная ячейка на этом этапе всегда находится
в состояниях q=

CC , q
>
CC , q

<
CC , поскольку она находится состоянии q=

CC из-
начально, и условия её перехода в состояние вне этой тройки совпадают
с условиями подачи этой ячейкой в эфир указанного набора сигналов.
Наконец, легко заметить, что дизъюнкция этих условий по сути заключа-
ется в том, что все внутренние ячейки хотя бы одной из сторон перешли
в состояния q ∈ Q0.
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Рассмотрим функционирование левой части клеточного автомата.
Пронумеруем внутренние ячейки автомата слева направо, и будем обо-
значать за qi,t, i ∈ {1, 2, ..sL}, t ≥ 0 состояние i-й ячейки в момент време-
ни t. Будем считать, что t = 0 — момент начала этапа 2.1.

qi,t ∈ Q1 тогда и только тогда, когда i(mod 2t) = 0.

Доказательство. Докажем по индукции:
В начальный момент времени t = 0 все ячейки находятся в состо-

янии qL1 ∈ Q1, что соответствует тривиальному условию i(mod 20) = 0.
Докажем что лемма выполняется в момент времени t = 1. Из опи-

сания функции перехода состояний {qL1 ; qR1 ; qL0 ; qR0 } следует, что qi,1 ∈
Q1 ↔ qi,0 ∈ Q1 ∧ zi,0ν−1 = (1, α, β) ↔ zi,0ν−1 = (1, α, β) (здесь и далее α и
β — произвольные элементы множеств {0;1} и {0;1;2}) соответственно.

Мы знаем, что zi,0ν−1 =
i∑

j=1
ψ(qL∗ , q−1, q1, zν−1 , zν1) =

i−1∑
j=1

(1, 1, 0) = (i(mod

2), 1, 0), следовательно qi,1 ∈ Q1 ↔ i(mod 2) = 0.
Пусть лемма выполняется для всех t = 0, 1, 2, ..., k, докажем что

она выполняется в момент времени k + 1. Из описания функции пе-
рехода состояний {qL1 ; qR1 ; qL0 ; qR0 } следует, что qi,k+1 ∈ Q1 ↔ qi,k ∈
Q1 ∧ zi,kν−1 = (1, α, β). По построению функций выходов и переходов со-
стояний {qL1 ; qR1 ; qL0 ; qR0 }, ψi,k−1 = (1, α, β) ↔ qi,k ∈ Q1, следовательно
zi,kν−1 = (

∑
j(mod 2k)=0,j<i,j>0

1, α, β). Таким образом, по предположению ин-

дукции:
qi,k+1 ∈ Q1 ↔ qi,k ∈ Q1 ∧ zi,kν−1 = (1, α, β) ↔ i(mod 2k) = 0 ∧∑

j(mod 2k)=0,j<i,j>0

1 = 1 ↔ i(mod 2k) = 0 ∧ (i(mod 2k+1) > 2k ∨ i(mod

2k+1) = 0)↔ i(mod 2k+1) = 0

Поскольку на этом этапе функции переходов и выходов соответ-
ствующих ячеек левой части существенно зависят только от сигналов
эфира с левой стороны, а правой части — с правой, левая и правая часть
в рамках этого этапа функционируют независимо, и для правой части
можно привести аналогичные рассуждения.

Из леммы следует, что в момент времени t в качестве пер-
вой компоненты эфира на центральную ячейку приходит величина∑
i(mod 2t)=0,i∈[1;s]

1 = b s2t c (mod 2), что по сути является (t + 1)-м битом

двоичной записи числа s. Таким образом, центральная ячейка может
побитово сравнивать числа sL и sR, читая их двоичную запись справа
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налево. Функции выходов и переходов состояний центральной ячейки
qXCC , X ∈ {=, <,>} повторяют алгоритм побитового сравнения чисел:
если i-й бит слева больше соответствующего бита справа, то централь-
ная ячейка переходит в состояние q>CC , если меньше — в состояние q<CC ,
если они равны, то состояние не меняется. Так происходит до тех пор,
пока трансляция одного из чисел не закончится (z2

ν−1
= 0 ∨ z2

ν1 = 0). В
этот момент центральная ячейка, в зависимости от своего текущего со-
стояния, отправляет сигнал (0, 0, 2) (левая сторона длиннее) или (0, 0, 1)
(правая сторона длиннее).

Реализацию этапа 2 на нашем примере смотрите ниже:

t=3
Q ∗ ∗ qL qL1 qL1 qL1 qL1 qL1 qL1 q=CC qR1 qR1 qR1 qR1 qR1 qR
L1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1
L2 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
L3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R1 1 1 1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 0
R2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0
R3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0
ψ2 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0
ψ3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

t=4
Q ∗ ∗ qL qL0 qL1 qL0 qL1 qL0 qL1 q<CC qR0 qR1 qR0 qR1 qR0 qR
L1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1 1
L2 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
L3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0
R2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0
R3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
ψ3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

t=5
Q ∗ ∗ qL qL0 qL0 qL0 qL1 qL0 qL0 q>CC qR0 qR1 qR0 qR0 qR0 qR
L1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0
L2 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
L3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0
R2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0
R3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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t=6
Q ∗ ∗ qL qL0 qL0 qL0 qL0 qL0 qL0 q>CC qR0 qR0 qR0 qR0 qR0 qR
L1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0

4.3. Этап 3: завершение работы.

Линейный этап. Начинается после того, как в процессе этапа 2 централь-
ная ячейка отправляет в эфир один из сигналов {(0, 0, 1), (0, 0, 2)}. Пусть
левая сторона оказалась длиннее и был отправлен сигнал (0, 0, 2):

t=6
Q ∗ ∗ qL qL0 qL0 qL0 qL0 qL0 qL0 q>CC qR0 qR0 qR0 qR0 qR0 qR
L1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0

В следующий такт этот сигнал появляется в эфире:

t=7
Q ∗ ∗ qL qL0 qL0 qL0 qL0 qL0 qL0 qCF qR0 qR0 qR0 qR0 qR0 qR
L1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2 2 2 2
R1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Левые ячейки, получая такой сигнал на вход, всегда переходят в состо-
яние покоя ∗, крайняя правая — в состояние qRE , а остальные правые
ячейки — в состояние qRF :
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t=8
Q ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ qCF qRF qRF qRF qRF qRF qRE
L1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

5. Иллюстрация поведения автомата

Для наглядности ещё раз приведем пример функционирования автомата,
но на этот раз целиком:

t=0
Q qS ∗ qS ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ qC0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ qS
L1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ2 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
ψ3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

t=1
Q qS ∗ qS ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ qCW2

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ qS
L1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L2 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
L3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
R1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0
R3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
ψ3 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

t=2
Q qL∗ qL∗ qL∗ qL∗ qL∗ qL∗ qL∗ qL∗ qL∗ qCW1

qR∗ qR∗ qR∗ qR∗ qR∗ qR∗
L1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L3 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
R1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0
R3 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0
ψ2 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0
ψ3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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t=3
Q ∗ ∗ qL qL1 qL1 qL1 qL1 qL1 qL1 q=CC qR1 qR1 qR1 qR1 qR1 qR
L1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1
L2 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
L3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R1 1 1 1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 0
R2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0
R3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0
ψ2 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0
ψ3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

t=4
Q ∗ ∗ qL qL0 qL1 qL0 qL1 qL0 qL1 q<CC qR0 qR1 qR0 qR1 qR0 qR
L1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1 1
L2 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
L3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0
R2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0
R3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
ψ3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

t=5
Q ∗ ∗ qL qL0 qL0 qL0 qL1 qL0 qL0 q>CC qR0 qR1 qR0 qR0 qR0 qR
L1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0
L2 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
L3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0
R2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0
R3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

t=6
Q ∗ ∗ qL qL0 qL0 qL0 qL0 qL0 qL0 q>CC qR0 qR0 qR0 qR0 qR0 qR
L1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0
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t=7
Q ∗ ∗ qL qL0 qL0 qL0 qL0 qL0 qL0 qCF qR0 qR0 qR0 qR0 qR0 qR
L1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2 2 2 2
R1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

t=8
Q ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ qCF qRF qRF qRF qRF qRF qRE
L1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

6. Время работы автомата
Посчитаем время T , затрачиваемое автоматом σ на поиск кратчайшего
отрезка. Из описания поведения автомата видно:

T = T1 + T2 + T3. (46)

где Tk — длительности соответствующих этапов. Легко заметить, что
T1 = 3, T3 = 2. Из Леммы 1 следует, что этап 2 заканчивается в момент
t = min

2r>s
r = dlog2(s + 0.5)e, где s = min(sL, sR). Поскольку в Лемме

1 отсчет времени велся от нуля, количество тактов T2, затраченных на
этап 2 будет оцениваться следующим образом:

T2 = dlog2(s+ 0.5)e+ 1 ≤ log2(s) + 2.

Следовательно,

T ≤ log2(s) + 7.
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The closest neighbour problem solution using the cellular
automata with locators model

Vasilev D.I.

The paper considers applying the locator cellular automaton model
to the closest neighbour search problem. The locator cellular automaton
model assumes the possibility for each cell to translate a signal through
any distance using ether. It is proven in this paper that such possibility
allows to decrease the problem complexity from linear to logarithmic
(against the classic cellular automaton model).

Keywords: cellular automata, homogeneous structures,the closest
neighbour search problem.
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Решетка 1-следов замкнутых классов
кусочно-линейных функций

Кан А.Н.1

  В настоящей работе найдена решетка 1-следов замкнутых 
классов кусочно-линейных функций.А. Н. Кан

  Ключевые слова: кусочно-линейные функции, непре- 
рывные кусочно-линейные функции, финитно-параллельные 
функции, непрерывные финитно-параллельные функции, 
непрерывные финитно-линейные функции, кусочно-парал- 
лельные функции, финитно-линейные функции, параллель-
ные финитно-линейные функции, решетка 1-следов, функция
Хэвисайда, 2-предполный класс.

1. Введение

В настоящей работе найдена решетка 1-следов замкнутых классов кусоч- 
но-линейных функций. Ранее, в работе [1] были рассмотрены кусочно 
параллельные функции и был найден единственный предполный класс 
С–финитно-линейных фукнций. Класс кусочно-параллельных функций 
является подклассом кусочно-линейных функций, которые и рассматри- 
ваются в данной работе. Данный класс связан с нейронными сетями [6]. 
Для класса кусочно-линейных функций были найдены все предполные 
классы [3]. Одним из таких классов стал класс согласованных функций, 
в котором был найден 2-предполный класс и доказано его единствен- 
ность [5]. Также был исследован класс непрерывных кусочно-линейных 
функций, для которого также был найден единственный 2-предполный 
класс [4].

1Кан Александр Николаевич — аспирант каф. математической теории интеллекту-
альных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: kan.alexander.n@gmail.com.

Kan Alexandr Nikolaevich — graduate student, Lomonosov Moscow State University,
Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of Intellectual
Systems.
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2. Основные понятия и определения

Рассмотрим следующие функции действительных аргументов:
1) Функция Θ(x) (Хэвисайда):

Θ(x) =

{
0, если x < 0

1, иначе
(1)

2) Функция Θ
′
(x):

Θ
′
(x) = 1−Θ(−x) =

{
0, если x ≤ 0

1, иначе
(2)

3) Функция F (x, y):

F (x, y) =

{
0, если y ≤ 0

x, иначе
(3)

Введем некоторые обозначения:
1) Запись вида f(a · t+ b) равняется записи f(a1 · t+ b1, ..., an · t+ bn),

где a = (a1, ..., an) и b = (b1, ..., bn).
2) Под операцией ” · ”, примененной к векторам, подразумевается

операция скалярного произведения векторов.
3) Пусть M ⊂ PL, тогда M (1) это множество состоящие, из всех

одноместных функций множества M .
4) Пусть M ⊂ PL, тогда M (2) это множество состоящие, из всех

двухместных функций множества M .
5) В данной статье рассматривается замыкание по операциям супер

позиции. Замыкание множества M ⊂ PL по операциям суперпозиции,
будем обозначать через [M ]. [1]

Введем следующие определения:

Определение 1. Функция f : Rn ⇒ R называется линейной, если най-
дутся a ∈ Rn и c ∈ R, такие что f(x) = x · a + c. Множество всех
линейных функций обозначим через L.

Пусть li - гиперплоскость, задаваемая уравнением x · ai + ci = 0, ai ∈
Rn\{0}, ci ∈ R, i = 1, ..., k. Для каждой точки x ∈ Rn рассмотрим вектор
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σ(x) = (σ1, ..., σk) с компонентами из множества {−1, 0, 1}, σi = sgn(x ·
ai + ci), где

sgn(b) =





−1, если b < 0

0, если b = 0

1, если b > 0.

(4)

Определение 2. Две точки x, y ∈ R эквивалентны относительно ги-
перплоскостей l1, ..., lk тогда и только тогда, когда σ(x) = σ(y), обозна-
чим это через x ∼ y.

Легко проверить, что отношение ” ∼ ” является отношением экви-
валентности. Таким образом, пространство Rn разбивается на классы
эквивалентности R1, ..., Rs.

Определение 3. Сигнатурой класса R называется вектор σ(R) =
σ(x), где x точка класса R.

Пусть R1, ..., Rs - все классы эквивалентности на которые гиперплос-
кости l1, ..., lk разбивают Rn.

Определение 4. Функция f : Rn ⇒ R называется кусочно-линейной,
если ∀j ∈ {1, ..., s} найдутся bj ∈ Rn и dj ∈ R, что для всех x ∈ Rj вы-
полняется f(x) = x·bj+dj. Линейную функцию x·bj+dj, реализуемую на
множестве Rj, обозначим fRj (x). Множество всех кусочно-линейных
функций обозначим через PL.

Определение 5. Функция f : R ⇒ R называется одноместной непре-
рывной финитно-линейной, если f ∈ CPL(1) и ∃a, b,N ∈ R, что f(x) =
a · x+ b,∀|x| > N . Класс всех таких функций обозначим через CFS(1).

Определение 6. Функция f : R ⇒ R называется одноместной непре-
рывной финитно-параллельной, если f ∈ PL(1) и ∃N, a, b1, b2 ∈ R такие,
что ∀x < −N, f(x) = a · x + b1 и ∀x > N, f(x) = a · x + b2. Класс всех
таких функций обозначим через CFP (1).

Определение 7. Функция f : R ⇒ R называется линейной с вы-
колотыми точками, если f ∈ PL(1) и ∃ai, bi ∈ R, i = 1, .., s, что
f(x) = a · x + b,∀x ∈ R/{a1, .., as} и f(ai) = bi, i = 1, .., s. Класс всех
таких функций обозначим через L′(1).
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Определение 8. Функция f : R ⇒ R называется одноместной па-
раллельной финитно-линейной, если f ∈ PP (1) и ∃N, a, b ∈ R, что
f(x) = a · x + b, при |x| > N . Класс всех таких функций обозначим
через PFS(1).

Определение 9. Функция f : R⇒ R называется одноместной кусочно-
параллельной, если f ∈ PL(1) и ∃ai, x1i , x2i ∈ R : i = 1, .., s, что f(x) =
ai + l(x),при x ∈ (x1i , x

2
i ), где l(x) ∈ L(1). Класс всех таких функций

обозначим через PP (1).

Определение 10. Функция f : R ⇒ R называется одноместной
финитно-линейной, если f ∈ PL(1) и ∃a, b,N ∈ R такие, что f(x) =
a · x+ b,∀|x| > N. Класс всех таких функций обозначим через FS(1).

Определение 11. Функция f : R ⇒ R называется одноместной
финитно-параллельной, если f ∈ PL(1) и ∃a, b1, b2, N ∈ R такие, что
f(x) = a · x + b1,при x < −N, и f(x) = a · x + b2,при x > N, Класс всех
таких функций обозначим через FP (1).

3. Подрешетка 1-следов замкнутых классов непре-
рывных кусочно-линейных функций

Пусть M ⊆ CFS(1) тогда верна следующая лемма.

Лемма 1. CFS(1) ⊆ [M ∪ L]⇐⇒M 6⊆ L(1).

Доказательство. Пусть f1 ∈ CFS(1)\L(1).

f1(x) =





a1 · x+ b1, если x ≤ c1
a2 · x+ b2, если c1 ≤ x ≤ c2
·
·
an−1 · x+ bn−1, если cn−2 ≤ x ≤ cn−1
a1 · x+ b1, если x ≥ cn−1

(5)
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Так как у нас имеются все линейные функции, то отняв от f1(x)
функцию a1 · x+ b1, получим функцию f2(x).

f2(x) =





0, если x ≤ c1
a
′
2 · x+ b

′
2, если c1 ≤ x ≤ c2

·
·
a
′
n−1 · x+ b

′
n−1, если cn−2 ≤ x ≤ cn−1

0, если x ≥ cn−1

(6)

Далее, так как у нас имеются все линейные функции, мы не будем
подробно описывать такие линейные преобразования над функцией как
отражение, сдвиг на константу, сжатие и растяжение.

Данная функция ограничена, а следовательно существует максимум.
Пусть

maxleft = {x |f2(x) = max(f2) и ∀x′
< x, f2(x

′
) < max(f2)} (7)

Построим функцию, которая будет иметь единственный максимум в точ-
ке ноль.

f3(x) = f2(x+maxleft) + f2(−x+maxleft) (8)

Отнимем константу от получившейся функции так, чтобы функция
была всюду меньше нуля кроме небольшой окрестности в точке ноль.

f4(x) = f3(x)−max(f3) + c (9)

График функции f4 схематично может быть изображен как показано
на Рис. 1.

0−xm xm

ym

x

Рис. 1

Изменим функцию f2 так, чтобы первый изгиб функции начинался
в точке ноль и был направлен наверх.
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f
′
2(x) = f2(x+ c1) (10)

Функция f ′
2 выглядит как показано на Рис. 2.

0 ym

x

Рис. 2

Далее, подставим функцию f4 в функцию f
′
2. Получим функцию

«симметричная горка». Ee график можно увидеть на Рис. 3.

0

x

Рис. 3

Так как мы имеем все линейные функции то мы можем получить
произвольную функцию вида «симметричная горка».

Из получившихся функций и линейных функций построим произ-
вольную функцию вида «горка». То есть функцию которая может имеет
различные углы при правом и левом изгибе. Пусть g(x) произвольная
функция вида «горка». Рассмотрим две функции gl(x) и gr(x), которые
принадлежат семейству «симметричная горка» и имеют угол наклона
изгиба как левый изгиб и правый изгиб g(x) соответственно. Пусть gl(x)
имеет горку, которая заканчивается в точке ноль, а gr(x) имеет горку,
начинающуюся в точке ноль. Тогда сложив две эти функции мы получим
функцию g1(x) (Рис. 4)

0−xm xm

gl gr

x

Рис. 4
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Функция g1(x) имеет в себе искомую «горку». Рассмотрим функцию
p(x) которая имеет вид как показано на Рис.5.

0−xm xm

x

Рис. 5

Функцию p(x) легко получить сложив две соответствующие функ-
ции из класса «симметричная горка». Далее сложим функцию g1(x) с
функцией p(x) и получим функцию g2(x), которая схематично можно
изобразить как показано на Рис. 6.

0

x

Рис. 6

Мы почти получили искомую функцию, осталось только избавиться
от ненужных изгибов. Данную процедуру мы делали ранее. Просто под-
ставим функцию g2(x) в функцию d(x) из класса симметричная горка.

d(x) =





0, если x <= 0

x, если 0 < x <= max(g2(x))

·
·

(11)

Функция d(g2(x)) и будет искомой функцией.
Следовательно мы можем получить произвольную функцию из клас-

са «горка». С помощью данных функций попытаемся построить произ-
вольную функцию из класса CFS(1).

Пусть мы хотим получить функцию g(x) ∈ CFS(1), которая име-
ет n изгибов, n > 3. Если функция имеет 3 изгиба то это функция из
класса «горка», а такие функции мы получать умеем. Пусть кол-во изги-
бов больше трех тогда покажем, что их можно уменьшить на один. Без
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ограничения общности можно считать что функция g(x) имеет вид как
показано на рис.7.

0c1 c2 c3

x

Рис. 7

Прибавим к ней функцию gc1(x) которая принадлежит классу «гор-
ка». Функция gc1(x) имеет вид как показано на Рис. 8.

0c1 c2 c3

x

Рис. 8

То есть, функция gc1(x) имеет изгибы в тех же точках что и функ-
ция g(x) имеет первые три изгиба. Линейная функция реализуемая на
интервале (c1, c2) у функции gc1(x) равна соответствующей функции ре-
ализуемой на том же интервале у функции −g(x). Сложив функции g(x)
и gc1(x) получим, что результирующая функция равна нулю на интерва-
ле (c1, c2), а следовательно не имеет изгиба в точке c1. Проделав такую
операцию несколько раз мы получим функцию вида «горка», которую
мы получать умеем. То есть, мы доказали что с помощью функций из
класса «горка» мы можем получить произвольную функцию из класса
CFS(1). Лемма доказана.

Следствие 1. Класс L(1) является единственным максимальным соб-
ственным 1-следом в классе CFS(1).

Пусть M ⊆ CFP (1) тогда верна следующая лемма.

Лемма 2. CFP (1) ⊆ [M ∪ L]⇐⇒M 6⊆ CFS(1)

Доказательство. Пусть f(x) ∈ CFP (1)\CFS(1). Без ограничения общ-
ности можно считать, что при x < N , где N ∈ R, f(x) = 0. Это всегда
можно сделать добавив к имеющейся функции некую линейную функ-
цию. Сначала покажем что у нас имеются все функции из класса CFS(1).
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Из данной функции легко получить некую функцию из класса CFS(1),
которая при это не будет линейной. Например, можно сложить функцию
f(x) с функцией −f(x + c), где c ∈ R. Из предыдущей теоремы следует
что из получившейся функции мы можем получить все функции из клас-
са CFS. Далее докажем что CFP ⊆ [{f(x)}∪CFS]. Путь функция f(x)
имеет вид как показано на Рис. 9. Рассмотрим функцию g(x) ∈ CFS(1)

(Рис. 10), которая почти совпадает с функцией f(x).

0 xn−1 xn

x

Рис. 9

0 xn−1 xn

x

Рис. 10

Данные функции отличаются только на интервалах (xn−1, xn) и
(xn,∞). Если отнять от функции f(x) функцию g(x), то мы получим
функцию s(x) = f(x)− g(x), которая имеет вид как показано на Рис. 11.

0 xn−1 xn

x

Рис. 11

С помощью линейных функций можно получить произвольную
функцию такого вида. Пусть функция f(x) ∈ CFP (1) произвольная
функция которую мы хотим получить. Тогда f(x) = g(x) + s(x), где
g(x) ∈ CFS(1) это почти совпадающая функция, а функция s(x) =
f(x)− g(x) которые мы получать умеем. Лемма доказана.

Следствие 2. Класс CFS(1) является единственным максимальным
собственным 1-следом в классе CFP (1).
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Задача 2-полноты класса CPL была рассмотрена в работе [4]. Было
доказано, что класс CFP (2) единственный 2-предполный класс в CPL(2).
Из доказательства вытекает следующие утверждение.

Следствие 3. класс CFP (1) является единственным максимальным
собственным 1-следом в классе CPL(1).

4. Подрешетка 1-следов замкнутых классов кусоч-
но-линейных функций допускающие разрывы

Пусть M ⊆ L′(1) тогда верна следующая лемма.

Лемма 3. L′(1) ⊆ [M ∪ L]⇐⇒M 6⊆ L(1)

Доказательство. Пусть f(x) ∈ L
′(1)\L′(1). Без ограничения общности

можно считать, что функция f(x) всюду равна нулю за исключение n
точек. Пусть функция f(x) имеет единственную точку максимума xmax
(аналогично теореме полноты в классе CFS), а в точке xsmax функция
равняется второму по величине значению функции f(x) . Пусть функция
f(x) выглядит как показано на Рис. 12.

x1 x2 xi xj xn

ysmax
ymax

x

Рис. 12

Простыми линейными преобразованиями получим функцию f
′
(x) =

N · (f(x+ xj)− ymax), где N >
|x1−xj |

|ymax−ysmax| и функцию
f

′′
(x) = 1

ymax
·f(x+xj). Подставим функцию f

′
(x) в функцию f

′′
(x). Так

как функция f ′
(x) равна нулю только в точке ноль, а вне нуля строго

меньше −|xj − x1|, то результирующая функция g(x) будет всюду равна
нулю, а в нуле равна единице. Из такой функции с одной выколотой точ-
кой легко построить произвольную функцию g(x) ∈ L′(1) с n выколотыми
точками.

g(x) =

n∑

i=1

bi · p(x+ ai) + (a · x+ b) (12)
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Лемма доказана.

Следствие 4. Класс L(1) является единственным максимальным соб-
ственным 1-следом в классе L′(1).

Пусть M ⊆ PFS(1) тогда верна следующая лемма.

Лемма 4. PFS(1) ⊆ [M ∪ L]⇐⇒M 6⊆ L′(1)

Доказательство. Путь f(x) ∈ PFS(1)\L′(1). Как и ранее будем считать,
что функция f(x) на концах равна нулю и имеет единственный макси-
мум. Рассмотрим два случая:

1) Максимум функции f(x) это точка. Тогда по аналогии с преды-
дущей теоремой из функции f(x) можно получить все функции из L′(1).
К функции f(x) прибавим такую функцию из L′(1), чтобы у результи-
рующей функции f

′
(x) максимум был интервал. Пусть функция f

′
(x)

выглядит как показано на Рис. 13.

x1 xi xj xn

ysmax
ymax

x

Рис. 13

Рассмотрим две функции. Первая функция g1(x) = N · (f ′
(x+ xj)−

ymax), где N >
|x1−xj |

|ymax−ysmax| и функцию g2(x) = 1
ymax
·f ′

(x+xj). Подставим
функцию g1(x) в функцию g2(x). Так как функция g1(x) равна нулю в
некой окрестности точки ноль, а вне этой окрестности строго меньше
нуля и при этом, функция g2(x) равна нулю при x < −|xj − x1|, то
результирующая функция l(x) будет равна единице в некой окрестности
точки ноль а вне окрестности равна нулю (Рис. 14).

0−xc xc

x

Рис. 14
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Пусть g(x) произвольная функция из PFS(1). Тогда g(x) можно пред-
ставить в следующем виде:

g(x) =
m∑

i=1

bi · l(ci · x+ ai) +
n∑

i=1

b
′
i · p(x+ a

′
i) + (a · x+ b) (13)

2) Максимум функции f(x) это интервал. Построим функцию l(x)
так же как и в первой части. Далее рассмотрим функцию:

p
′
(x) = l(x)− l(2 · x− xc)− l(2 · x+ xc) (14)

Функция p′(x) равна единице только в точке ноль, а в остальных случаях
функция равна нулю. То есть мы получили функцию с одной выколотой
точкой, а следовательно можем получить весь класс L′(1). Как и в первой
части доказательства мы получили функции p(x) и l(x) а значит можем
получить весь класс PFS. Лемма доказана.

Следствие 5. Класс L′(1) является единственным максимальным соб-
ственным 1-следом в классе PFS(1).

Пусть M ⊆ PP (1) тогда верна следующая лемма.

Лемма 5. PP ′(1) ⊆ [M ∪ L]⇐⇒M 6⊆ PFS(1)

Доказательство. Данная теорема была доказана в работе [1].

Следствие 6. Класс PFS(1) является единственным максимальным
собственным 1-следом в классе PP (1).

Пусть функция f(x) ∈ FS(1)\PFS(1), тогда верна следующая лемма.

Лемма 6. FS(1) ⊆ [PFS(1) ∪ L ∪ {f(x)}].

Доказательство. Пусть имеются все функции из PFS(1) и линейные
функции, а также функция f(x) ∈ FS(1)\PFS(1). Без ограничения общ-
ности будем считать, что f(x) = 0, при |x| > N,N ∈ R. Так как
(x) 6∈ PFS(1), то существует интервал (xi, xi+1), где функция не равна
константе. Пусть функция f(x) выглядит ка показано на Рис. 15.
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x

Рис. 15

Построим две функции:
1) Прибавим к функции f(x) функцию l1(x) ∈ PFS(1), которая увеличит
значение результирующей функции f ′

(x) на интервале (xi, xi+1) так что-
бы значение функции f

′
(x) на этом интервале было много больше чем

вне этого интервала. Простыми линейными преобразованиями изменим
функцию f

′
(x) так чтобы у результирующей функции f ′′

(x) данный ин-
тервал изменился на интервал (0, 1), функция реализующаяся на этом
интервале была проводником, а вне интервала (0, 1) функция была мно-
го меньше нуля.
2) Прибавим к функции f(x) функцию l2(x) ∈ PFS(1), которая опу-
стит у результирующей функции g′

(x) значение функции на интервале
(xi, xi+1) к оси Ox. Простыми линейными преобразованиями изменим
функцию g

′
(x) так чтобы у результирующей функции g′′

(x) данный ин-
тервал изменился на интервал (0, 1), функция реализующаяся на этом
интервале была проводником, и при x < N,N ∈ R, функция g′′

(x) равня-
лась нулю. Подставим функцию f

′′
(x) в функцию g

′′
(x) получим функ-

цию h(x) (Рис. 16), которая на интервале (0, 1) равна функции "провод-
ник а вне интервала равна нулю.

0 1

x

Рис. 16

Пусть g(x) произвольная функция из FS(1). Тогда g(x) можно пред-
ставить как:

g(x) =
m∑

i=1

bi · h(ci · x+ ai) + r(x) (15)

где r(x) ∈ PFS(1). Лемма доказана.

133



Пусть функция f(x) ∈ FS(1)\CFS(1), тогда верна следующая лемма.

Лемма 7. FS(1) ⊆ [CFS(1) ∪ L ∪ {f(x)}].

Доказательство. Пусть функция f(x) ∈ FS(1)\CFS(1). Следовательно
существует такая точка разрыва a, что функция f(x) в этой точке рав-
на c, а в малой окрестности слева(справа) от этой точки равна некой
линейной функции. Линейными преобразованиями сделаем так чтобы
функция имела точку разрыва в нуле и равнялась единице в этой точке,
а в малой окрестности слева равнялась константе ноль (Рис. 17).

−1 0

x

Рис. 17

Рассмотрим функцию g(x) ∈ CFS(1), которая имеет вид как показано
на Рис. 18.

0−1 1

x

Рис. 18

Функция g(x) на концах ровняется константе c,−1 < c < 0. Следова-
тельно, подставив функцию g(x) в функцию f(x) мы получим функцию
h(x), которая имеет вид как показано на Рис 19.

0−1 1

x

Рис. 19

Из Леммы 4 следует что с помощью функции h(x) и линейных функ-
ций мы можем получить все функции из множества PFS(1). Возьмем
произвольную функцию w(x) ∈ CFS(1) \ PFS(1). Из леммы 6 следует,
что FS(1) ⊆ [{w(x)} ∪ PFS(1) ∪ L]. Лемма доказана.

Пусть M ⊆ FS(1) тогда верна следующая лемма.
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Лемма 8. FS(1) ⊆ [M ∪ L]⇐⇒M 6⊆ PFS(1) и M 6⊆ CFS(1)

Доказательство. Пусть fc(x) ∈ FS(1)\CFS(1). Из леммы 7 следует что
можно получить функцию f

′
c(x), которая в нуле равняется единице а в

малой окрестности слева от нуля равняется константе ноль (Рис. 17).
Далее рассмотрим функцию g(x) ∈ M, g(x) 6∈ L). Без ограничения общ-
ности можно считать что g(x) = 0, при |x| > N,N ∈ R. Следовательно
функция g(x) имеет точку максимума или точку где функция стремится
к максимуму. Будем считать что такая точка единственная. Рассмотрим
случаи:
1) Максимум принимается на интервале(полуинтервале, отрезке) (x1, x2)
и функция g(x) равняется константе c на этом интервале(полуинтервале,
отрезке). С помощью линейных преобразований сделаем так чтобы мак-
симум функции g(x) равнялся нулю и принимался на интервале(полуин-
тервале, отрезке) (−1, 1), а вне этого интервала удовлетворяла следую-
щим ограничениям 0 > g(x) > −1. Тогда подставив функцию g(x) в
функцию f

′
c(x) получим функцию h(x) (Рис. 19). Из леммы 7 следует

что с помощью функций h(x) и fp(x) 6∈ PFS и линейных функций мож-
но получить все множество FS(1).
2) Максимум принимается(стремится к максимуму) на интервале(полуин-
тервале, отрезке) (x1, x2) и функция g(x) равняется линейной функ-
ции l(x) ∈ L(1) на этом интервале(полуинтервале, отрезке). Рассмот-
рим функцию g

′
(x) = g(x) + g(−x + x1 + x2). Данная функция яв-

ляется суммой функции g(x) и этой же функции отраженной отно-
сительно центра интервала(полуинтервала, отрезка) (x1, X2). Следова-
тельно функция g′

(x) на интервале(полуинтервале, отрезке) будет рав-
няться некой константе c. Свели к случаю 1. 3) Максимум прини-
мается(стремится к максимуму) на интервале(полуинтервале, отрезке)
(x1, x2) и функция g(x) равняется линейной функции l1(x) ∈ L(1) на
интервале(полуинтервале) (x1, (x1 + x2)/2) и равняется линейной функ-
ции l2(x) ∈ L(1) на интервале(полуинтер-вале) ((x1 + x2)/2, x2), при-
чем l1(x) = l2(−x + x1 + x2). Рассмотрим функцию g

′
(x) = g(x) +

g(−x + x1 + (x1 + x2)/2). Данная функция имеет максимум на интер-
вале(полуинтервал, отрезке) (x1, (x1 +x2)/2) и равна некой константе на
этом интервале(полуинтервал, отрезке). Свели к случаю 1.
4)Максимум функции g(x) это выколотая точка. Аналогично теореме 3,
рассмотрим две функции. Первая функция g′

(x) имеет максимум в точ-
ке ноль и значение максимума равно нулю, при этом вне нуля функция
всюду меньше некого значения N ∈ R. Вторая функция g′′

(x) равняется
единице в точке ноль, а при |x| > N равняется нулю. Подставив функ-
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цию g
′
(x) в функцию g

′′
(x) мы получим функцию с одной выколотой

точкой, тогда из леммы 3 следует что мы можем получить все функции
из множества L′(1). Прибавим к функции g(x) нужную функцию l

′ ∈ L′(1)

мы избавимся от всех выколотых точек. Свели к первым трем случаям.
Лемма доказана.

Следствие 7. Класс PFS(1) и класс CFS(1) является максимальными
собственными 1-следами класса PP (1) и других таких классов не суще-
ствует.

Пусть функция f(x) ∈ FP (1)\FS(1), тогда верна следующая лемма.

Лемма 9. FP (1) ⊆ [FS(1) ∪ L ∪ {f(x)}].
Доказательство. Пусть функция g(x) ∈ FP (1)\FS(1). Без ограничения
общности можно считать что функция g(x) = 0, при x < −N и g(x) = c,
при x ≥ N , гдеN ∈ R. Рассмотри функцию gs(x), такую что gs(x) = g(x),
при x < N И gs(x) = 0, при x ≥ N . Очевидно, функция gs(x) принадле-
жит множеству FS(1). Построим функцию w(x) = g(x) − gs(x). Данная
функция будет равняться нулю, при x < N и равняться константе c, при
x ≥ N . Следовательно функция w(x) принадлежит множеству PP (1) од-
номестных кусочно параллельных функций но не принадлежит классу
PFS(1). Из леммы 5 следует что из функции w(x) и линейных функций
можно получить все множество PP (1). Пусть функция f(x) произволь-
ная функция из множества FP (1). Без ограничения общности можно
считать что функция f(x) = 0, при x < −N и f(x) = c, при x > N , где
N ∈ R. Представим функцию f(x) как сумму двух функций:

f(x) = fs(x) + fp(x) (16)

где

fs(x) =

{
f(x), если x < N

0, если x ≥ N
(17)

fP (x) =

{
0, если x < N

c, если x ≥ N
(18)

Так как функция fs(x) принадлежит множеству FS(1), а функция
fp(x) принадлежит множеству PP (1), то мы можем получить произволь-
ную функция f(x) из множества PF (1). Лемма доказана.
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Пусть функция f(x) ∈ FP (1)\PP (1), тогда верна следующая лемма.

Лемма 10. FP (1) ⊆ [PP (1) ∪ L ∪ {f(x)}].

Доказательство. Пусть функция g(x) ∈ FP (1)\PP (1). Без ограничения
общности можно считать что функция g(x) = 0, при x < −N и g(x) = c,
при x ≥ N , где N ∈ R. Из леммы 9 следует что функцию g(x) можно
представить как сумму двух функций gs(x) ∈ FS(1) и gp(x) ∈ PP (1). Сле-
довательно можно получить функцию gs(x) = g(x)−gp(x). Функция gs(x)
принадлежит множеству FS(1), но не принадлежит множеству PFS(1).
Так как PFS(1) ⊆ PP (1), то из леммы 6 следует, что имея все множество
PFS(1) и функцию не принадлежащую этому множеству можно полу-
чить все множество FS(1). Имея множество PP (1) и множество FS(1) из
леммы 9 следует что можно получить произвольную функцию из FP (1).
Лемма доказана.

Пусть функция f(x) ∈ FP (1)\CFP (1), тогда верна следующая лемма.

Лемма 11. FP (1) ⊆ [CFP (1) ∪ L ∪ {f(x)}].

Доказательство. Пусть функция g(x) ∈ FP (1)\CFP (1). Без ограниче-
ния общности можно считать что функция g(x) = 0, при x ≤ 0 и g(x) = c,
при x ≥ N , где N ∈ R. Рассмотрим функцию g

′
(x) = g(x)+g(−x). Функ-

ция g
′
(x) равняется константе c, при |x| > N , следовательно данная

функция принадлежит множеству FS(1). Так как функция g′
(x) = g(x)

при x > 0, то она не принадлежит множеству CFS(1). Из леммы 7 следу-
ет, что имея все множество CFS(1) и функцию не принадлежащую этому
множеству можно получить все множество FS(1). Из леммы 9 следует,
что имея все множество FS(1) и функцию не принадлежащую этому мно-
жеству можно получить все множество FP (1). Лемма доказана.

Пусть M ⊆ FP (1) тогда верна следующая лемма.

Лемма 12. FP (1) ⊆ [M ∪L]⇐⇒M 6⊆ PP (1), M 6⊆ CFP (1) и M 6⊆ FS(1).

Доказательство. Пусть функция gcfp(x) ∈ FP (1)\CFP (1). Без ограни-
чения общности можно считать что функция g(x) = 0, при x ≤ 0 и
g(x) = c, при x ≥ N , где N ∈ R. Аналогично утверждению 5 получим
функцию g

′
cfs(x), которая принадлежит множеству FS(1), но не принад-

лежит множеству CFS(1). Пусть функция gpp(x) 6∈ PP (1). Без ограниче-
ния общности можно считать что функция g(x) = 0, при x ≤ 0 и g(x) = c,
при x ≥ N , где N ∈ R. Рассмотрим функцию gpfs(x) = gpp(x) + gpp(−x).
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Функция gpfs(x) равняется константе c, при |x| > N , следователь-
но данная функция принадлежит множеству FS(1). Так как функция
gpfs(x) = gpp(x) при x > 0, то она не принадлежит множеству PFS(1).
Из теоремы 6 следует что имея функцию gpfs(x) и функцию gcfs(x), а
также все линейные функции можно получить все множество FS(1). Из
утверждения 3 следует что имея множество FS(1) и функцию не при-
надлежащую этому множеству, а также все линейные функции можно
получить все множество FP (1) Лемма доказана.

Следствие 8. Класс PP (1), класс FS(1) и класс CFP (1) является мак-
симальными собственными 1-следами класса FP (1) и других таких
классов не существует.

Пусть функция f(x) ∈ PL(1)\FP (1), тогда верна следующая лемма.

Лемма 13. PL(1) ⊆ [FP (1) ∪ L ∪ {f(x)}].

Доказательство. Пусть функция g(x) ∈ PL(1)\FP (1). Без ограничения
общности можно считать что функция g(x) = c, при x < N и g(x) = a ·x,
при x ≥ 0, где N, a, c ∈ R. Возьмем функцию gfp(x) ∈ FP (1).

gfp(x) =

{
g(x), если x < 0

0, если x ≥ 0
(19)

Отнимем функцию gfp(x) от функции g(x).

d(x) = g(x)− gfp(x) =

{
0, если x < 0

a · x, если x ≥ 0
(20)

Из работы [2] известно, что с помощью функции d(x) и всех линейных
функций можно получить все множество CPL(1).
Пусть f(x) произвольная функция из множества PL(1). Без ограничения
общности можно считать что функция f(x) = c, при x < N и g(x) = a ·x,
при x ≥ 0, где N, a, c ∈ R. Представим функцию f(x) в виде суммы двух
функций.

f(x) = ffp(x) + fcpl(x) (21)

Где функция ffp(x) ∈ FP (1).
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ffp(x) =

{
f(x), если x < 0

0, если x ≥ 0
(22)

Функция fcpl(x) ∈ CPL(1).

fcpl(x) =

{
0, если x < 0

a · x, если x ≥ 0
(23)

Лемма доказана.

Пусть функция f(x) ∈ PL(1)\CPL(1), тогда верна следующая лемма.

Лемма 14. PL(1) ⊆ [CPL(1) ∪ L ∪ {f(x)}].

Доказательство. Пусть функция g(x) ∈ PL(1)\CPL(1). Без ограни-
чения общности можно считать что функция имеет разрыв в точке
ноль, значение функции в точке разрыва равно единице, а на интервале
(−e, 0), где e ∈ R+, функция равна константе ноль. Возьмем функцию
gcpl(x) ∈ CPL(1).

gcpl(x) =





−e, если x < −e
x, если − e ≤ x < 0

0, если x ≥ 0

(24)

Подставим функцию gcpl(x) в функцию g(x). Получим функцию, ко-
торая равна нулю при x < 0 и равна единице при x ≥ 0, то есть функ-
цию Θ(x). Из работы [1] известно что имея функцию Θ(x) и все линейные
функции можно получить все множество PP (1). Так как функция gcpl(x)
принадлежит множеству FP (1), но не принадлежит множеству PP (1), то
из утверждения 4 следует что можно получить все множество FP (1). А
имея множество CPL(1) и множество FP (1) можно получить все множе-
ство PL(1) (утверждение 7). Лемма доказана.

Пусть M ⊆ PL(1) тогда верна следующая лемма.

Лемма 15. PL(1) ⊆ [M ∪ L]⇐⇒M 6⊆ FP (1) и M 6⊆ CPL(1)

Доказательство. Покажем что можно получить все множество FP (1).
Пусть функция gnc(x) не принадлежит множеству CPL(1). Без ограни-
чения общности можно считать что функция gnc(x) = 0, при x ≥ 0 и
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gnc(x) = a · x + b, при x < −N , где N, a, b ∈ R. Рассмотрим функцию
g
′
nc(x) = gnc(x)− gnc(x+N).

g
′
nc(x) =





0, если x ≥ 0

gnc(x), если −N < x < 0

·
·
const, если x < −2 ·N

(25)

Из уравнения следует что функция g
′
nc(x) принадлежит множеству

FP (1) и так как на интервале (−N, 0), функция g
′
nc(x) равна функции

gnc(x), она не содержится в множестве CFP (1). Далее рассмотрим функ-
цию gnfp(x) которая не содержится в множестве FP (1). Без ограниче-
ния общности можно считать что функция gnfp(x) = 0, при x ≥ 0 и
gnfp(x) = a · x + b, при x < −N , где N, a, b ∈ R, a 6= 0. Рассмотрим
функцию g

′
nc(x) = gnc(x)− gnc(x+N + e), e ∈ R.

g
′
nfp(x) =





0, если x ≥ 0

gnfp(x), если −N < x < 0

·
·
a · x+ b, если − (N + e) < x < −N
·
·
const, если x < −2 ·N + e, const 6= 0

(26)

Из уравнения следует что функция g
′
nfp(x) принадлежит множеству

FP (1), но так как константа const 6= 0, не принадлежит множеству FS(1).
На интервале (−(N + e),−N) функция g′

nfp(x) равна линейной функции
отличной от константы, следовательно данная функция не принадлежит
множеству PP (1). Из лемма 12 следует что множество (g

′
nc, g

′
nfp ∪L) по-

рождает множество FP (1). Из лемма 9 следует что имея все множество
FP (1) и функцию gnfp(x) 6∈ FP (1), можно получить все множество PL(1).
Лемма доказана.

Следствие 9. Класс FP (1) и класс CPL(1) является максимальными
собственными 1-следами класса PL(1) и других таких классов не суще-
ствует.
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5. Основная теорема решетки 1-следов замкнутых
классов кусочно-линейных функций

Рассмотрим граф G1:

PL

FP CPL

PP FS CFP

PFS CFS

L
′

L

Решетка 1-следов

где вершинами графа являются соответствующие 1-следы замкнутых
классов, а направленное ребро из вершины A в вершину B означает,
что B является максимальным собственным подмножеством 1-следа A.
Тогда верна следующая теорема.

Теорема 1. Граф G1 описывает полную решетку 1-следов замкнутых
классов кусочно-линейных функций.
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Доказательство. Доказательство данной теоремы вытекает из лемм 1−
15 и следствий 1− 9.

6. Заключение.

В данной статье была описана решетка 1-следов замкнутых клас-
сов кусочно-линейных функций. Дальнейшей задачей станет описание
решетки 2-следов в этом классе. А также для каждого множества из ре-
шетки 1-следов найти все замкнутые классы проекция на одноместные
функции которых совпадает с данным множеством.

Автор выражает искреннюю признательность А. А. Часовских за по-
становку задачи, обсуждение результатов, советы и замечания.
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Äîêëàäû ñåìèíàðà ¾Âîïðîñû ñëîæíîñòè

àëãîðèòìîâ ïîèñêà¿

Â âåñåííåì ñåìåñòðå 2019 � 2020 ó÷åáíîãî ãîäà íà íàó÷íîì ñåìèíàðå
¾Âîïðîñû ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ ïîèñêà¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà
Ýëüÿðà Ýëüäàðîâè÷à Ãàñàíîâà ñîñòîÿëîñü 20 äîêëàäîâ.

19 ôåâðàëÿ 2020 ãîäà

Î ïðîãíîçèðîâàíèè ñâåðõñëîâ àâòîìàòàìè

ñòóä. ìàãèñòðàòóðû Êóçíåöîâà Å.Â.

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëåòî÷íûé àâòîìàò, çàäàííûé íà áåñêî-
íå÷íîé â îäíó ñòîðîíó ïîëîñå. Èçó÷àåòñÿ êëàññ S1 çàêîíîâ äâèæåíèÿ
ýòîãî àâòîìàòà, â êîòîðîì íåò äâóõ åäèíèö ïîäðÿä. Îñíîâíîé öåëüþ ÿâ-
ëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå íàèìåíüøåãî ÷èñëà ñîñòîÿíèé êëåòî÷íîãî àâòîìàòà,
ïðè êîòîðîì ìîæíî ðåàëèçîâàòü âñå çàêîíû äâèæåíèÿ èç äàííîãî êëàññà.
Ïîñòðîåí êëåòî÷íûé àâòîìàò ñ ïÿòüþ ñîñòîÿíèÿìè, ðåàëèçóþùèé çàêî-
íû äâèæåíèÿ èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà. Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî îöåíêà
íà êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé íå óëó÷øàåìà, òî åñòü ÷åòûðåõ ñîñòîÿíèé àâòî-
ìàòà íå äîñòàòî÷íî äëÿ ðåàëèçàöèè âñåõ çàêîíîâ äâèæåíèÿ èç êëàññà.

26 ôåâðàëÿ 2020 ãîäà

Î ñèíòåçå êîëîíèè æóêîâ ñ ëèíåéíûì ðîñòîì

ñòóä. ñïåöèàëèòåòà Âîðîòíèêîâ À. Ñ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà. Äàíî áåñêîíå÷-
íîå ïîëå ñ íåíóëåâûì îäíîðîäíî ðàñïîëîæåííûì çàïàñîì åäû. Íà ýòîì
ïîëå ïîÿâëÿåòñÿ æóê, êîòîðûé ïåðåìåùàåòñÿ ïî ïîëþ, åñò èìåþùóþ-
ñÿ åäó è ðàçìíîæàåòñÿ. Ïîëå ìîäåëèðóåòñÿ öåëî÷èñëåííîé ðåø¼òêîé íà
ïëîñêîñòè, â êîòîðîé êàæäîìó óçëó â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñîïîñòàâëåíî
íåêîòîðîå îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî åäû. Ýòó öåëî÷èñëåííóþ ðåø¼òêó â
äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü êàðòîé. Æóê äåéñòâóåò ïî àëãîðèòìó, êî-
òîðûé óïðîù¼ííî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñõåìîé: èñêàòü åäó -> åñòü, ïîêà íå
íàñûòèøüñÿ (åñëè åäû íå õâàòèëî, ñíîâà èñêàòü) -> ðàçìíîæàòüñÿ. Íà
âñå äåéñòâèÿ ðàñõîäóåòñÿ ýíåðãèÿ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ æóêîì èç åäû,
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ðàñïîëîæåííîé íà ïîëå. Åñëè çàïàñ ýíåðãèè æóêà ïàäàåò íèæå íîëÿ, òî
æóê óìèðàåò � èñ÷åçàåò ñ ïîëÿ. Ïîä ðàçìíîæåíèåì ïîäðàçóìåâàåòñÿ äå-
ëåíèå æóêà íà äâóõ îäèíàêîâûõ æóêîâ, îáëàäàþùèõ ïîëîâèíîé çàïàñà
ýíåðãèè ðîäèòåëÿ.

Äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ïðÿìûõ íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü êëàññ êîëîíèé,
òàêîé, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïðÿìîé íàéä¼òñÿ êîëîíèÿ, ÷åé ãðàôèê ÷èñ-
ëåííîñòè áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç ïåðåñåêàåò âûáðàííóþ ïðÿìóþ. Ïîìèìî
ýòîãî òðåáóåòñÿ îïèñàòü òàêîé êëàññ ïðÿìûõ.

Óêàçàííàÿ ñèñòåìà ìîäåëèðóåòñÿ îäíîðîäíûìè ñòðóêòóðàìè. Ïðåä-
ëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ïîäõîä àâòîìàòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ñíà÷àëà âûáèðàåòñÿ ïÿòü óñëîâèé, êîòîðûì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü
êîëîíèÿ, çàòåì ïîêàçûâàåòñÿ, ê êàêèì îãðàíè÷åíèÿì ïðèâîäÿò ýòè óñëî-
âèÿ. Äàëåå ñëåäóåò àíàëèç ïîâåäåíèÿ æóêîâ íà êàðòå, èç êîòîðîãî âû-
òåêàåò íåîáõîäèìîñòü êîððåêòèðîâêè íåêîòîðûõ óñëîâèé. Â ðåçóëüòàòå
íåïîñðåäñòâåííîãî ðàçáîðà ïîâåäåíèÿ âñåõ æóêîâ, óäà¼òñÿ âûïèñàòü ÿâ-
íóþ ôóíêöèþ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè ñ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî
ìîìåíòà âðåìåíè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíà ëåæèò â êîíóñå, îãðàíè÷åííîì
äâóìÿ ïðÿìûìè, ïðè÷¼ì äîñòèãàåò ãðàíèö êîíóñà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïðÿìîé èç êëàññà

A = {y = ax+ b|0 < a 6 40

11
, b ∈ R}

óäàëîñü ïîñòðîèòü òàêóþ êîëîíèþ, ÷òî å¼ ãðàôèê ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿ-
öèè áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç ïåðåñå÷¼ò âûáðàííóþ ïðÿìóþ.

Îáîçíà÷åíû òðåáóþùèå äàëüíåéøåãî äåòàëüíîãî ðàçáîðà ñïîñîáû ðàñ-
øèðåíèÿ êëàññà ïðÿìûõ äî êëàññà

B = {y = ax+ b|a > 0, b ∈ R}.

4 ìàðòà 2020 ãîäà

×àñòè÷íîå ïðåäóãàäûâàíèå íà áåñêîíå÷íîñòè è
íà îòðåçêå

ñòóä. ÌÃÒÓ èì Í.Ý.Áàóìàíà Ìàíøèëèí Î.

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòè÷íîå ïðîãíîçèðîâàíèå (ïðåäóãàäû-
âàíèå) ìíîæåñòâ ñâåðõñëîâ â àëôàâèòå 0, 1 ñ ïîìîùüþ êîíå÷íûõ àâòî-
ìàòîâ. Îïðåäåëÿåòñÿ ñòåïåíü ïðîãíîçèðîâàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè àâòî-
ìàòîì êàê íèæíèé ïðåäåë äîëè âåðíî óãàäàííûõ àâòîìàòîì ñèìâîëîâ
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íà íà÷àëüíîì îòðåçêå äëèíû t ïðè ñòðåìëåíèè t ê áåñêîíå÷íîñòè. Òàê-
æå ââîäèòñÿ ñòåïåíü ïðîãíîçèðîâàíèÿ íà îòðåçêå. Ýòî íàèìåíüøàÿ äîëÿ
óãàäàííûõ ñèìâîëîâ íà îòðåçêå äëèíû N íà âñåõ òàêèõ îòðåçêàõ, íà÷è-
íàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà. Åñëè ñòåïåíü íåíóëåâàÿ, ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íî
ïðîãíîçèðóåìî íà áåñêîíå÷íîñòè èëè íà îòðåçêå.

Ïîêàçàíî, ÷òî îáùåðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íî ïðîãíîçèðóåìî
àâòîìàòîì íà áåñêîíå÷íîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÷àñòè÷íî
ïðîãíîçèðóåìî íà íåêîòîðîì îòðåçêå. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ ýòî
óòâåðæäåíèå íåâåðíî.

8 àïðåëÿ 2020 ãîäà

Î âîïðîñå ñëîæíîñòè ðàñøèôðîâêè ôóíêöèé
ôèêñèðîâàííîãî âåñà çàïðîñàìè íà ñðàâíåíèå

àñï. Áûñòðûãîâà À.Â.

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàñøèôðîâêè ôóíêöèé ôèêñèðî-
âàííîãî âåñà çàïðîñàìè íà ñðàâíåíèå. Ïîëó÷åíà âåðõíÿÿ îöåíêà ñëîæ-
íîñòè ðàñøèôðîâêè çàïðîñàìè íà ñðàâíåíèå ýòîãî êëàññà ôóíêöèé. Íà
ïðèìåðå ôóíêöèé âåñà îäèí ïîêàçàíî, ÷òî äàííàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà ñîâïà-
äàåò ñ íèæíåé îöåíêîé.

15 àïðåëÿ 2020 ãîäà

Ñëîæíîñòü ðàñøèôðîâêè ôóíêöèé âåñà 2
çàïðîñàìè íà ñðàâíåíèå

àñï. Áûñòðûãîâà À.Â.

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàñøèôðîâêè ôóíêöèé âåñà 2 çà-
ïðîñàìè íà ñðàâíåíèå. Ïîêàçàíî, ÷òî âåðõíÿÿ îöåíêà, ïðèâåäåííàÿ â
ïðåäûäóùåì äîêëàäå, ñîâïàäàåò ñ íèæíåé îöåíêîé, òåì ñàìûì ñëîæ-
íîñòü ðàñøèôðîâêè ýòîãî êëàññà çàïðîñàìè íà ñðàâíåíèå ðàâíà ]2n+1/3[.
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22 àïðåëÿ 2020 ãîäà

Íà ñåìèíàðå áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ðàññìîòðåíèå äâå âûïóñêíûå ðà-
áîòû.

Ìîäåëèðîâàíèå äâóíàïðàâëåííîãî äâèæåíèÿ íà
ëó÷å êëåòî÷íûìè àâòîìàòàìè

ñòóä. ìàãèñòðàòóðû Êóçíåöîâà Å.Â.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ îäíîãî êëàññà çàêîíîâ äâèæå-
íèÿ êëåòî÷íûì àâòîìàòîì íà áåñêîíå÷íîì ýêðàíå. Ïîêàçàíî, ÷òî ìèíè-
ìàëüíîå ÷èñëî ñîñòîÿíèé êëåòî÷íîãî àâòîìàòà, ìîäåëèðóþùåãî íàïðàâ-
ëåííîå äâèæåíèå òî÷êè íà ëó÷å, ïðè êîòîðîì òî÷êà íå ñîâåðøàåò ïîäðÿä
äâà äâèæåíèÿ âïðàâî, ðàâíî ïÿòè.

Ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ñâåðõáîëüøèõ
ïåðåñòàíîâîê

ñòóä. áàêàëàâðèàòà Êîâàëüñêèé À.Ñ.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îðãàíèçàöèè õðàíåíèÿ â îïåðàòèâ-
íîé ïàìÿòè èíôîðìàöèè î ôàéëàõ, ïðè óñëîâèè ÷òî â îïåðàòèâíîé ïà-
ìÿòè ìîæåò ðàçìåñòèòüñÿ ëèøü 1/10 âñåé òàáëèöû ñîîòâåòñòâèÿ ôèçè÷å-
ñêèõ àäðåñîâ ëîãè÷åñêèì àäðåñàì. Öåëü � óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà îáðà-
ùåíèé ê äèñêó ïðè òðåõ òèïàõ çàïðîñàõ (ïðîñòåéøèå çàïðîñû, ñëó÷àéíûå
çàïðîñû è çàïðîñû ïîñòîÿííîé äëèíû ñ ôèêñèðîâàííûì ðàñïðåäåëåíè-
åì). Â ðàáîòå ïðåäëîæåíû òðè àëãîðèòìà ðåàëèçàöèè õðàíåíèÿ èíôîð-
ìàöèè î ôàéëàõ, êîòîðûå îñíîâàíû íà èñïîëüçîâàíèè î÷åðåäè, î÷åðåäè
ñ ïðèîðèòåòàìè è êîìáèíàöèè î÷åðåäè ñ ïðèîðèòåòàìè ñ îáû÷íîé î÷åðå-
äüþ ñîîòâåòñòâåííî. Ýêñïåðèìåíòàëüíûì ïóòåì ïîêàçàíî, ÷òî ëó÷øèì
äëÿ ðåàëèçàöèè îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ïðè ïðîñòåéøèõ çàïðîñàõ ÿâëÿåò-
ñÿ àëãîðèòì ñ ïðèìåíåíèåì òîëüêî î÷åðåäè ñ ïðèîðèòåòàìè. Íà çàïðî-
ñàõ ïîñòîÿííîé äëèíû àëãîðèòìû ñ ïðèìåíåíèåì ïðèîðèòåòíîé î÷åðåäè
äàþò ñõîæèå ðåçóëüòàòû. Áîëåå òîãî, îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
çàðàíåå íå èçâåñòåí òèï çàïðîñîâ ê ôàéëàì, ëó÷øèì ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì,
îñíîâàííûé íà êîìáèíàöèè î÷åðåäè ñ ïðèîðèòåòàìè è îáû÷íîé î÷åðåäè.
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6 ìàÿ 2020 ãîäà

Íà ñåìèíàðå áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ðàññìîòðåíèå òðè êóðñîâûå ðà-
áîòû.

Àëãîðèòì äîñòèæåíèÿ êîíñåíñóñà â
êðèïòîâàëþòàõ ñ ïîìîùüþ ëîòîðåè

ñòóä. ìàãèñòðàòóðû Ñóþíáåêîâà Ì.Á.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà àëãîðèòìó äîñòèæåíèÿ êîíñåíñóñà ïðè âû-
áîðå îäíîãî ó÷àñòíèêà èç ìíîãèõ êàê ïîáåäèòåëÿ.

Ïðåäëàãàåòñÿ ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà â êîíöåïöèè îòðàñëåâîé êðèïòî-
âàëþòû äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùåãî âîïðîñà: áëîê òðàíçàêöèé êîòîðîãî èç
ó÷àñòíèêîâ íóæíî äîáàâèòü ñëåäóþùèì â áëîê÷åéí. Ïîñ÷èòàíû âåðõíÿÿ
è íèæíÿÿ îöåíêè êîëè÷åñòâà îïåðàöèé îáìåíà äëÿ îäíîãî ó÷àñòíèêà, à
òàêæå äëÿ âñåõ ó÷àñòíèêîâ â ïðîöåññå âûÿâëåíèÿ ïîáåäèòåëÿ. Òàêæå â
ðàáîòå ðàññìîòðåí íåêèé êëàññ ìîøåííèêîâ è âîçìîæíûå ïóòè áîðüáû ñ
íèìè.

Ñèíòåç îäíîé êîëîíèè æóêîâ ñ ëèíåéíûì ðîñòîì
÷èñëåííîñòè

ñòóä. ñïåöèàëèòåòà Âîðîòíèêîâ À.Ñ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, îïèñûâàþùàÿ ïîâåäåíèå ïî-
ïóëÿöèè æóêîâ.Æóêè æèâóò íà ïîëå, êîòîðîå â íà÷àëüíûé ìîìåíò ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé öåëî÷èñëåííóþ ðåø¼òêó, ê êàæäîé êëåòêå êîòîðîé â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò íàõîäèòñÿ îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî åäû äëÿ æóêîâ. Æó-
êè â ñîîòâåòñòâèè ñ íåêîòîðûì àëãîðèòìîì ïåðåìåùàþòñÿ ïî ïîëþ, åäÿò
ðàñïîëîæåííóþ â í¼ì åäó è ðàçìíîæàþòñÿ, ïðè÷¼ì íà âñå äåéñòâèÿ ðàñ-
õîäóåòñÿ ýíåðãèÿ. Ñèñòåìà ìîäåëèðóåòñÿ îäíîðîäíûìè ñòðóêòóðàìè. Â
ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ïðÿìîé èç íåêîòîðîãî êëàññà ñóùåñòâóåò
êîëîíèÿ, ÷åé ëèíåàðèçîâàííûé ãðàôèê ÷èñëåííîñòè áåñêîíå÷íîå ÷èñëî
ðàç ïåðåñåêàåò âûáðàííóþ ïðÿìóþ.
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Ìîäåëèðîâàíèå àýðîäèíàìèêè êðûëà
êëåòî÷íûìè àâòîìàòàìè

ñòóä. ñïåöèàëèòåòà Ãîðäååâà À.Ñ.

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ ïîëåòà êðû-
ëà â âîçäóøíîì ïîòîêå. Ïðåäëàãàåòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàòü
êëåòî÷íûå àâòîìàòû. Ïðè÷åì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî èìåþòñÿ êëåòî÷íûå àâòîìà-
òû, ìîäåëèðóþùèå äâèæåíèå âîçäóõà, è èìååòñÿ àâòîìàò, ìîäåëèðóþùèé
êðûëî. Êðûëî èìååò íåêîòîðóþ ôîðìó. Êëåòî÷íûå àâòîìàòû èçîáðà-
æàþò ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå ÷àñòèö, íî ïðè ñòîëêíîâåíèè ñ êðûëîì
¾îáòåêàþò¿ åãî, ïðè÷åì ñêîðîñòü ÷àñòèö, äâèæóùèõñÿ ïî áîëåå äëèí-
íîé ñòîðîíå êðûëà, áîëüøå ñêîðîñòè ÷àñòèö ñ äðóãîé ñòîðîíû. Èç-çà
ýòîãî âîçíèêàåò ïîäúåìíàÿ ñèëà. Àâòîìàò, ìîäåëèðóþùèé êðûëî, ¾âè-
äèò¿ êëåòî÷íûå àâòîìàòû èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè è âûñ÷èòûâàåò ñêî-
ðîñòü ÷àñòèö. Íà îñíîâå ýòîãî âû÷èñëÿåòñÿ âåêòîð ïîäúåìíîé ñèëû. Â
ðåçóëüòàòå ÷åãî êðûëî ìåíÿåò ñâîè êîîðäèíàòû. Íàïèñàíà êîìïüþòåð-
íàÿ ïðîãðàììà, êîòîðàÿ îòîáðàæàåò ôóíêöèîíèðîâàíèå ïðåäëîæåííûõ
àâòîìàòîâ. Ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòû ñ êðûëüÿìè ðàçíûõ ôîðì.

13 ìàÿ 2020 ãîäà

Íà ñåìèíàðå áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ðàññìîòðåíèå ÷åòûðå êóðñîâûå
ðàáîòû.

Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå äîðîæíûõ
ñèòóàöèé â ñîîòâåòñòâèè ñ êèòàéñêèìè

ïðàâèëàìè äîðîæíîãî äâèæåíèÿ

ñòóä. ìàãèñòðàòóðû Âàí Êý

Â ðàáîòå àíàëèçèðóþòñÿ ïðàâèëà äîðîæíîãî äâèæåíèÿ ñ öåëüþ ñî-
çäàíèÿ ìîäåëè äîðîæíîãî äâèæåíèÿ. Ìîäåëü äâèæåíèÿ ñîçäà¼òñÿ â äâà
ýòàïà. Ïåðâûé � ïðåîáðàçîâàíèå òåêñòà ïðàâèë â ìîäåëü, âòîðîé � àíà-
ëèç êîíêðåòíîé äîðîæíîé ñèòóàöèè íà ïåðåêðåñòêå è àíàëèç ñîñòîÿíèÿ
äâèæåíèÿ íåñêîëüêèõ äâèæóùèõñÿ îáúåêòîâ íà ïåðåêðåñòêå (ïîðÿäîê
ïðîõîæäåíèÿ). Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà ñåìàíòè÷åñêîãî àíàëèçà
äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ çàêîíîâ è ïðàâèë äîðîæíîãî äâèæåíèÿ. Ïîìèìî ýòî-
ãî, äëÿ àíàëèçà ïðàâèë ïðèìåíÿþòñÿ äâà ìåòîäà: ñåìàíòè÷åñêàÿ çàâèñè-
ìîñòü è ñåãìåíòàöèÿ êèòàéñêèõ ñëîâ.
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Ñåìàíòè÷åñêèé àíàëèç êèòàéñêèõ ïðàâèë
äîðîæíîãî äâèæåíèÿ

ñòóä. ìàãèñòðàòóðû Ñþý Ôåíõàî

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ìîäåëèðîâàíèþ âîçìîæíûõ ïðàâèë äîðîæíîãî äâè-
æåíèÿ ñ ïîìîùüþ äîêóìåíòîâ êèòàéñêîãî çàêîíîäàòåëüñòâà î äîðîæíîì
äâèæåíèè. Ñäåëàíà ïðîãðàììà, êîòîðàÿ ñ÷èòûâàåò þðèäè÷åñêèé äîêó-
ìåíò è âûâîäèò ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó ôîðìàëüíóþ ìîäåëü. Â ýòîì äîêó-
ìåíòå ïðèâîäÿòñÿ íåñêîëüêî âîçìîæíûõ äîðîæíûõ ñèòóàöèé è èõ ñîîò-
âåòñòâóþùèå ìîäåëè. Èç-çà íàëè÷èÿ ãðàììàòè÷åñêèõ è ñåìàíòè÷åñêèõ
îñîáåííîñòåé êèòàéñêî-òèáåòñêîãî ÿçûêîâîãî ñåìåéñòâà, äàííàÿ ðàáîòà
ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ òîãî, êàê àíàëèçèðîâàòü è èíòåðïðåòèðîâàòü äîêó-
ìåíòû êèòàéñêîãî äîðîæíîãî ïðàâà ñ ïîìîùüþ ñåìàíòè÷åñêîãî àíàëèçà
è ïðåîáðàçîâûâàòü êëþ÷åâûå ñëîâà äîêóìåíòà äëÿ êîìïüþòåðíîãî ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ.

Ïîñòðîåíèå êðàò÷àéøèõ ïóòåé ñ ïîìîùüþ
êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ ñ ëîêàòîðàìè

ñòóä. ñïåöèàëèòåòà Ïðîïàæèí À.À.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè ñ ïî-
ìîùüþ íîâîãî îáúåêòà � êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ ñ ëîêàòîðàìè. Ýòîò îáú-
åêò ïîçâîëÿåò óñêîðèòü ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ â íåñêîëüêî ðàç, ïðè ýòîì
ñäåëàâ àêòèâíûìè ìåíüøåå êîëè÷åñòâî êëåòîê, ÷åì â ñïîñîáå, îïèñàííîì
â ðàíåå îïóáëèêîâàííûõ ðàáîòàõ. Â ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ ñïîñîá ïîñòðîå-
íèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè ñ ïðåïÿòñòâèåì.

Ìîäåëèðîâàíèå âûáîðà îïòèìàëüíîé ñòàâêè ïî
êðåäèòó

ñòóä. áàêàëàâðèàòà Êäûðõàí Ò.Í.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ íàèáîëåå âûãîäíîé
äëÿ êîììåð÷åñêèõ áàíêîâ èëè áàíêîâ âòîðîãî óðîâíÿ, ñòàâêè ïî êðåäè-
òó. Ïî óìîë÷àíèþ, óñëóãàìè áàíêà ïîëüçóþòñÿ ïðåäïðèÿòèÿ. Â çàäà÷å
èñïîëüçóåòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñïîñîáíîñòü êîìïüþòåðà, âêëþ÷àþùèé â
ñåáÿ ïðîãðàììó, ñïîñîáíàÿ ïîñ÷èòàòü íàèáîëåå îïòèìàëüíóþ ñòàâêó ïî
êðåäèòó. Ïîêàçàíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ìàêñèìàëüíîé âûãîäû áàíêà
îò ñòàâêè ïî êðåäèòó.
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20 ìàÿ 2020 ãîäà

Íà ñåìèíàðå áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ðàññìîòðåíèå äâå êóðñîâûå ðà-
áîòû.

Ìîäåëèðîâàíèå ïåðåìàãíè÷èâàíèÿ ñïèíîâûõ
âåíòèëåé ïîä äåéñòâèåì ïîëÿ ðàññåÿíèÿ

íàíî÷àñòèö

ñòóä. ñïåöèàëèòåòà Àëëàÿðîâ Ð.Ñ.

Â ðàáîòå ïðîàíàëèçèðîâàíî ëîêàëüíîå ïåðåìàãíè÷èâàíèÿ òîíêîïëåíî÷-
íûõ ñòðóêòóð MgO / CoFeB / MgO / Ta / GaAs è MgO / CoFeB / Ta
/ CoFeB / MgO / Ta / GaAs ñ ïåðïåíäèêóëÿðíîé ìàãíèòíîé àíèçîòðî-
ïèåé ïîä äåéñòâèåì äèïîëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàññåÿíèÿ íàíî÷àñòèö
Fe / Fe3O4 è èõ êëàñòåðîâ, íàíåñåííûõ íà ïîâåðõíîñòü ñòðóêòóð, ïðîèç-
âåäåíî ìîäåëèðîâàíèå îáëàñòåé ïåðåìàãíè÷èâàíèÿ îäèíî÷íîé ïëåíêè è
äâóñëîéíîé ïëàòôîðìû. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â äâóõ
ñòàòüÿõ, îäíà èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ â ïå÷àòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîä-
äåðæêå ãðàíòà 2644.2020.2 Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè äëÿ ãîñó-
äàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë.

Ìîäåëèðîâàíèå êîíêóðåíöèè ãðóïïû èãðîêîâ íà
êðèïòîâàëþòíîé áèðæå â òåðìèíàõ òåîðèè èãð

ñòóä. ñïåöèàëèòåòà Àíäðþíèí À.À.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ êîíêóðåíöèè äâóõ
ãðóïï èãðîêîâ íà êðèïòîâàëþòíîé áèðæå. Ïî óìîë÷àíèþ, åñëè îäíà ãðóï-
ïà èãðîêîâ ïîáåæäàåò â êîíêóðåíöèè, òî âòîðàÿ ãðóïïà èãðîêîâ ïðîèã-
ðûâàåò. Â ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ òåîðåòèêî-èãðîâàÿ êîíöåïöèÿ äëÿ âû-
ÿâëåíèÿ îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé è ìîòèâàöèè èãðîêîâ ê ïðîäîëæåíèþ
êîíêóðåíöèè. Ïîêàçàíà ðàçâåðíóòàÿ ôîðìà òåîðåòèêî-èãðîâîé ìîäåëè,
ïðèâåäåíû ñòðîãèå äîêàçàòåëüñòâà âûáîðà îñíîâíîé ñòðàòåãèè èãðîêà-
ìè.
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27 ìàÿ 2020 ãîäà

Íà ñåìèíàðå áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ðàññìîòðåíèå òðè êóðñîâûå ðà-
áîòû.

Ðàñïîçíàâàíèå íåêîòîðûõ ñâîéñòâ ãðàôîâ
àâòîìàòàìè

ñòóä. ñïåöèàëèòåòà Äåìèäîâà À.À.

Â ðàáîòå èññëåäîâàíî ïðèìåíåíèå àâòîìàòîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ òîãî, ÿâ-
ëÿåòñÿ ãðàô äåðåâîì èëè íåò. Îïèñàí àâòîìàò, ðåøàþùèé ýòó çàäà÷ó
äëÿ ãðàôîâ, ñòåïåíè âåðøèí êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò 3. Òàêæå îïèñàí
àâòîìàò, ïåðåìåùàþùèéñÿ ïî ãðàôó ñ íåîãðàíè÷åííûì âåòâëåíèåì, è
óñòàíîâëåíî êîëè÷åñòâî êðàñîê, íåîáõîäèìîå äàííîìó àâòîìàòó äëÿ òî-
ãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü, ÿâëÿåòñÿ ãðàô äåðåâîì èëè æå ñîäåðæèò â ñåáå
öèêëû.

Èññëåäîâàíèå çàäà÷è ïðåäîòâðàùåíèÿ
ñòîëêíîâåíèé

ñòóä. ñïåöèàëèòåòà Ãîðÿåâ À.Ô.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ñòîëêíîâåíèè îáúåêòîâ â îáëàñòè.
Îáúåêòû ïîñòóïàþò ñ äâóõ ïðÿìûõ, êîòîðûå ïðîõîäÿò ÷åðåç ýòó îáëàñòü.
Ñòîëêíîâåíèåì ñ÷èòàåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà äâà ëþáûõ îáúåêòà îêàçàëèñü
â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè îäíîâðåìåííî â îáëàñòè. Ðàññìîòðåíû âî-
ïðîñû, êàê íóæíî õðàíèòü îáúåêòû è êàê îáíàðóæèâàòü ñòîëêíîâåíèÿ.
Ïîìèìî ýòîãî, ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû ñìîäåëèðîâàí ïðîöåññ, îïðåäåëÿþ-
ùèé ñòîëêíîâåíèÿ. Òàêæå ïðîìîäåëèðîâàí ïðîöåññ ïîíèæåíèÿ ñêîðîñòè
äâèæåíèÿ îáúåêòîâ äëÿ èçáåæàíèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ñòîëêíîâåíèé. Ðàñ-
ñìîòðåíû ïðèìåðû èçìåíåíèÿ ñêîðîñòåé îáúåêòîâ äëÿ ñåðèè îïðåäåëåí-
íûõ âõîäíûõ äàííûõ.

Ðàñïîçíàâàíèå êëþ÷åâûõ ýëåìåíòîâ
èçîáðàæåíèÿ ïðè àíàëèçå äîðîæíîé ñèòóàöèè

ñòóä. ñïåöèàëèòåòà Ãîðåëîâà À.À.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí ñïîñîá èçâëå÷åíèÿ èíôîðìàöèè î äîðîæ-
íûõ çíàêàõ è äîðîæíîé ðàçìåòêå èç èçîáðàæåíèÿ ñ íåêîòîðîé äîðîæíîé
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ñèòóàöèåé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñõåìàòè÷íîå èçîáðàæåíèå äîðîæ-
íîé ðàçìåòêè, à òàêæå èç èçîáðàæåíèÿ âûäåëÿþòñÿ äîðîæíûå çíàêè.
Èçîáðàæåíèÿ äëÿ àíàëèçà áûëè âçÿòû èç ýêçàìåíàöèîííûõ âàðèàíòîâ
äëÿ ñäà÷è ýêçàìåíà ÏÄÄ. Ïðîãðàììà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äàííîé ðàáî-
òå ðåàëèçîâàíà íà ÿçûêå Python ñ èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåêè äëÿ ðà-
áîòû ñ èçîáðàæåíèÿìè OpenCV. Êîä ïðîãðàììû äîñòóïåí íà GitHub
https://github.com/anna-gor/pdd/.

3 èþíÿ 2020 ãîäà

Íà ñåìèíàðå áûëà ðàññìîòðåíà êóðñîâàÿ ðàáîòà ñòóäåíòà ôèëèàëà
ÌÃÓ èì.Ì.Â.Ëîìîíîñîâà â Òàøêåíòå.

Ìîäåëèðîâàíèå êîíêóðåíöèè áèîëîãè÷åñêèõ
ñîîáùåñòâ

ñòóä. áàêàëàâðèàòà Ðàäæàáîâ Ð.À.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíà ìîäåëü ìèðà, ñóùåñòâ â í¼ì è èõ ïîâåäåíèå.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíêóðåíöèÿ äâóõ ïîïóëÿöèé áåç âíóòðèâèäîâîé áîðü-
áû. Â ðàáîòå òàêæå âûÿâëÿþòñÿ, èçó÷àþòñÿ è îáúÿñíÿþòñÿ ôàêòîðû,
âëèÿþùèå íà êîíêóðåíöèþ è ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé.
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К сведению авторов публикаций в журнале
«Интеллектуальные системы. Теория и приложения»

В соответствии с требованиями ВАК РФ к изданиям, входящим в пере-
чень ведущих рецензируемых научных журналов и изданий, в которых могут
быть опубликованы основные научные результаты диссертаций на соискание
ученой степени доктора и кандидата наук, статьи в журнал «Интеллектуаль-
ные системы. Теория и приложения» предоставляются авторами в следующей
форме:
1. Статьи, набранные в пакете LATEX, предоставляются к загрузке через WEB-
форму http://intsysjournal.org/generator_form .
2. К статье прилагаются файлы, содержащие название статьи на русском и
английском языках, аннотацию на русском и английском языках (не более 50
слов), список ключевых слов на русском и английском языках (не более 20
слов), информация об авторах: Ф.И.О. полностью, место работы, должность,
ученая степень и/или звание (если имеется), контактные телефоны (с кодом
города и страны), e-mail, почтовый адрес с индексом города (домашний или
служебный).
3. Список литературы оформляется в едином формате, установленном систе-
мой Российского индекса научного цитирования.
4. За публикацию статей в журнале «Интеллектуальные системы. Теория и
приложения» с авторов (в том числе аспирантов высших учебных заведений)
статей, рекомендованных к публикации, плата не взимается. Оттиски статей
авторам не предоставляются. Журнал распространяется по подписке, экзем-
пляры журнала рассылаются подписчикам наложенным платежом. Условия
подписки публикуются в каталоге НТИ «Роспечать», индекс журнала 64559.
5. Доступ к электронной версии последнего вышедшего номера осуществля-
ется через НЭБ «Российский индекс научного цитирования». Номера, вы-
шедшие ранее, размещаются на сайте http://intsysjournal.org, и доступ к ним
бесплатный. Там же будут размещены аннотации всех публикуемых статей.
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