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Построение полного набора тем
вероятностных тематических моделей

Сухарева А.В., Воронцов К.В.

Интерпретируемость, линейное увеличение сложности с ростом
данных, масштабируемость сделали тематическое моделирование
одним из наиболее популярных инструментов статистического ана-
лиза текстов. Однако есть и ряд недостатков, вызванных зависи-
мостью решения от инициализации. Известно, что построение те-
матической модели сводится к решению некорректно поставленной
задачи неотрицательного матричного разложения. Множество её
решений в общем случае бесконечно. Всякий раз модель находит
локальный экстремум. Многократное обучение модели по одной и
той же коллекции может приводить к обнаружению всё новых и
новых тем. На практике часто требуется определить все темы кор-
пуса. Для решения этой задачи в статье предложен и исследован но-
вый алгоритм нахождения полного набора тем, который основан на
построении выпуклой оболочки. Экспериментально показано, что
за конечное число моделей можно построить базис тем. Правдопо-
добие базиса тем выше, чем одной модели с аналогичным числом
тем. Сравнение базисов моделей LDA (latent Dirichlet allocation) и
ARTM (additive regularization for topic modeling) позволяет сделать
вывод, что темы наборов совпадают с высокой точностью.

Ключевые слова: вероятностное тематическое моделирова-
ние, устойчивость тематических моделей, полный набор тем тема-
тических моделей, латентное размещение Дирихле, LDA, регуля-
ризация, ARTM, BigARTM.

1. Введение

Вероятностные тематические модели являются статистическими алго-
ритмами, предназначенными для обнаружения абстрактных тем, кото-
рые содержатся в большом и неструктурированном наборе документов.
Тематические модели наиболее известны как инструмент для интеллек-
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туального анализа текста. Они также имеют приложения в биоинфор-
матике, анализе изображений и социальных сетей [1].

Построение тематической модели сводится к решению некорректно
поставленной задачи неотрицательного матричного разложения. Мно-
жество её решений в общем случае бесконечно. Это приводит к неустой-
чивости вычислительных методов и зависимости решения от случайного
начального приближения. Многократное построение модели по одной и
той же коллекции может приводить к нахождению всё новых и новых
тем. Несмотря на важность требования устойчивости в задачах компью-
терной лингвистики и информационного поиска, проблема до сих пор
относительно мало изучена. В литературе определено понятие устойчи-
вости [2], предлагаются меры устойчивости [3, 4, 5]. Также в работах
рассматриваются модели, повышающие устойчивость [6, 7].

В данной статье ставится проблема полноты: можно ли найти все те-
мы корпуса, сколько запусков моделирования необходимо для нахожде-
ния полного набора тем, возможно ли сократить число запусков с помо-
щью регуляризации. Описанная постановка в литературе не рассматри-
валась. Актуальность проблемы обусловлена большим числом приклад-
ных задач анализа текстов, в которых требуется как можно полнее опре-
делить тематический состав коллекции документов.

Статья организована следующим образом. В разделе 2 мы вводим
основные обозначения и терминологию, кратко описываем тематические
модели pLSA, LDA и модели подхода ARTM. В разделе 3 определяет-
ся понятие базиса тем множества матриц тематических моделей. Далее,
предлагается алгоритм для построения полного набора тем на основе
выпуклой оболочки. Эмпирические результаты построения полного на-
бора тем обсуждаются в разделе 4. Наконец, в заключении представлены
наши выводы.

2. Вероятностные тематические модели

Введем следующие обозначения: D = {d1, . . . , d|D|} — коллекция тек-
стовых документов, W = {w1, . . . , w|W |} — словарь термов, встретив-
шихся в них, T = {t1, . . . , t|T |} — конечное множество тем. В качестве
термов могут использоваться слова, n-граммы, коллокации, именован-
ные сущности и т.д. Число тем является гиперпараметром и задается
заранее (|T | � |D|). Каждое вхождение терма w ∈ W в документ d ∈ D
связано с некоторой темой t ∈ T . Термы и документы являются на-
блюдаемыми переменными, темы — латентными (скрытыми). Требуется
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определить, к каким темам относится каждый документ и какие термы
образуют каждую тему.

2.1. Модель pLSA

Пусть коллекция документов представляет собой последовательность
пар «документ-слово» (d,w). Подход pLSA (probabilistic latent semantic
analysis) [8] моделирует вероятность p(w|d) появления термов w в до-
кументах d как смесь условно независимых мультиномиальных распре-
делений. Компоненты смеси можно рассматривать как представления
«тем» t. Наблюдаемые пары (d,w) встречаются независимо, что соот-
ветствует представлению документов в виде «мешка слов». Появление
терма w зависит только от темы t и не зависит от документа d. Каждое
слово генерируется из одной темы. В этом случае тематическая модель
появления слов в документах выглядит следующим образом:

p(d,w) = p(d)p(w|d) = p(d)
∑

t∈T
p(w|t)p(t|d),

где w — терм, t — тема, d — документ коллекции.
При построении тематической модели требуется оценить по известной

коллекции D параметры модели ϕwt = p(w|t) и θtd = p(t|d). Ставится
задача максимизации логарифма правдоподобия:

L(Φ,Θ) =
∑

d∈D

∑

w∈W
ndw log p(d,w) =

∑

d∈D

∑

w∈W
ndw log

∑

t∈T
φwtθtd → max

Φ,Θ

(1)
∑

w∈W
φwt = 1, φwt ≥ 0,

∑

t∈T
θtd = 1, θtd ≥ 0,

где Φ = (φwt)W×T , Θ = (θtd)T×D, ndw — число вхождений терма w в
документ d.

Задача решается с помощью EM-алгоритма. Вероятностные тема-
тические модели находят локальный максимум логарифма правдоподо-
бия (1). Известно, что pLSA не моделирует процесс выбора документов,
распределение p(d), это частично генеративная модель. Чтобы полно-
стью реализовать генеративный процесс на уровне документа и усовер-
шенствовать его для тем, было предложено скрытое распределение Ди-
рихле (latent Dirichlet allocation, LDA) [9].

Следует отметить, что модель pLSA легко переобучается из-
за необходимости настраивать большое число параметров. Решени-
ем данной проблемы может стать небольшая модификация E-шага
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EM-алгоритма (Tempered EM) [8], которая также позволяет ускорить
обучение модели.

Другая трудность заключается в том, что алгоритм не разделяет те-
матические и фоновые компоненты смеси тем, не учитывает модально-
сти данных (авторы, теги, картинки, ссылки и т.д.). Кроме того, мо-
дель pLSA не позволяет управлять разреженностью. Действительно, ес-
ли в начале работы алгоритма φwt = 0 или θtd = 0, то и после завершения
работы алгоритма значения этих параметров останется равным 0. Эти
проблемы могут быть решены с помощью регуляризации модели pLSA,
представленной в общем подходе ARTM, который будет описан ниже.

2.2. Модель LDA

Латентное размещение Дирихле (latent Dirichlet allocation, LDA) [9] —
широко известная генеративная вероятностная тематическая модель для
дискретных данных, в частности текстов. Подобный подход схож с pLSA
с той разницей, что в LDA накладываются дополнительные ограничения
на вид распределений φt ∼ Dir(β) и θd ∼ Dir(α). Это приводит к раз-
личным модификациям М-шага. Самая простая и популярная из них
следующая:

φwt ∝ nwt + βw, θtd ∝ ntd + αt,

что совпадает с регуляризатором сглаживания (4) в подходе ARTM. В
результате получается более эффективная модель, что подтверждается
успешным применением в задачах классификации и коллаборативной
фильтрации.

2.3. Подход ARTM

Распределения φwt и θtd, полученные моделью pLSA, слабо разрежены,
что нежелательно на практике. Хотелось бы, чтобы в модели каждый
документ d представлялся небольшим числом тем t с большими веро-
ятностями p(t|d) и каждая тема t состояла из небольшого числа слов с
высокими вероятностями p(w|t). Такая стратегия повышает интерпрети-
руемость модели, обеспечивает более компактное представление данных.
Однако ничто в моделировании pLSA не поощряет такой механизм обу-
чения. В последнее время предпринималось немало попыток построить
более разреженные распределения. Рассмотрим один из предложенных
подходов — аддитивную регуляризацию тематических моделей (additive
regularization for topic modeling, ARTM) [10].
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Основная идея ARTM заключается в том, чтобы обеспечить гибкий
способ добавления некоторой дополнительной информации о задаче к
оптимизируемой функции правдоподобия (1). Делается это с помощью
взвешенной суммы критериев регуляризации Ri:

R(Φ,Θ) =
∑

i

τiRi(Φ,Θ), L(Φ,Θ) +R(Φ,Θ)→ max
Φ,Θ

, (2)

где τi ≥ 0 — коэффициенты регуляризации, регулируют силу действия
регуляризатора и настраиваются экспериментально.

Для обучения тематической модели применяется ЕМ-алгоритм. На
E-шаге, как и в модели pLSA, оценивается по формуле Байеса вероят-
ность p(t|d,w) и выражается ntdw — число троек, в которых терм w до-
кумента d связан с темой t:

ntdw = ndwp(t|d,w), p(t|d,w) =
φwtθtd∑
s φwsθsd

.

Введем оператор norm, который преобразует произвольный век-
тор (xi)i∈I в вектор вероятностей дискретного распределения:

norm
i∈I

(xi) =
max(0, xi)∑

j∈I
max(0, xj)

, для всех i ∈ I,

если xi ≤ 0 для всех i ∈ I, то norm(x) = 0.
Для решения сформулированной задачи многокритериальной опти-

мизации (2) достаточно модифицировать M-шаг:

φwt = norm
w∈W

(
nwt + φwt

∂R

∂φwt

)
, θtd = norm

t∈T

(
ntd + θtd

∂R

∂θtd

)
(3)

nwt =
∑

d∈D
ntdw, ntd =

∑

w∈d
ntdw,

где R(Φ,Θ) — непрерывно дифференцируемая функция.
Различные регуляризаторы позволяют не только разреживать рас-

пределения, но и повышать согласованность, различность тем, отбирать
темы, документы и термы, сглаживать распределения, если это необ-
ходимо, выполнять тематическую сегментацию, строить иерархические
модели и т.д. Подход ARTM дает возможность комбинировать самосто-
ятельные модели в одну общую модель путем преобразования М-шага.
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В данной статье рассматривается минимальный набор регуляризаторов,
который покрывает требования большинства задач тематического моде-
лирования: регуляризаторы сглаживания, разреживания и декоррелиро-
вания.

Разреживающий и сглаживающий регуляризаторы предполага-
ют, что модельные распределения φt и θd близки по дивер-
генции Кульбака-Лейблера к некоторым заданным распределени-
ям β = (βw)w∈W и α = (αt)t∈T .

• Разреживающий регуляризатор:

R(Φ,Θ) = −β0

∑

t∈T

∑

w∈W
βw lnφwt − α0

∑

d∈D

∑

t∈T
αt ln θtd → max

Φ,Θ
.

По формулам (3) выражение для M-шага записывается следующим
образом:

φwt = norm
w∈W

(
nwt − β0βw

)
, θtd = norm

t∈T

(
ntd − α0αt

)
.

• Сглаживающий регуляризатор:

R(Φ,Θ) = β0

∑

t∈T

∑

w∈W
βw lnφwt + α0

∑

d∈D

∑

t∈T
αt ln θtd → max

Φ,Θ
.

Применение формул (3) дает тоже выражение для M-шага, что и
самая простая модификация модели LDA:

φwt = norm
w∈W

(
nwt + β0βw

)
, θtd = norm

t∈T

(
ntd + α0αt

)
, (4)

если в качестве векторов гиперпараметров взять дискретные рас-
пределения α и β, умноженные на коэффициенты регуляризации:
(β0βw)w∈W , (α0αt)t∈T .

• Декорреляция тем как минимизация ковариаций между столбца-
ми φt и φs матрицы Φ:

R(Φ) = −τ
∑

t∈T

∑

s∈T\t

∑

w∈W
φwtφws → max

Φ
,

где τ ≥ 0 — коэффициент регуляризации.
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Формулы (3) М-шага в данном случае принимают вид:

φwt = norm
w∈W

(
nwt − τφwt

∑

s∈T\t
φws

)
.

Декоррелирующий регуляризатор стремится уменьшить пересече-
ние между распределениями слов по темам φt, это повышает раз-
личность тем, что положительно влияет на интерпретируемость
модели [11].

3. Полный набор тем

Построение вероятностной тематической модели является некорректно
поставленной задачей стохастического матричного разложения. Множе-
ство ее решений в общем случае бесконечно:

F ≈ ΦΘ = (ΦS)(S−1Θ),

где S — произвольная невырожденная матрица, при условии, что мат-
рицы (ΦS), (S−1Θ) стохастические.

Каждый раз модель находит локальный экстремум, поэтому нель-
зя гарантировать, что были найдены все темы корпуса. Однако в этом
пространстве можно построить базис векторов тем тематических моде-
лей φt, состоящий из линейно независимых, хорошо интерпретируемых
тем.

3.1. Алгоритм построения полного набора тем

Из неустойчивости тем следует проблема полноты набора тем, найден-
ного тематической моделью. Возникают следующие вопросы:

• действительно ли темы новые или это комбинации предыдущих;

• можно ли найти все темы корпуса, сколько моделей для этого нуж-
но построить.

Для ответов на эти вопросы рассмотрим алгоритм построения ба-
зиса тем моделей, отличающихся инициализацией. Все описанные выше
модели — pLSA, ARTM и LDA — находят темы в пространстве распреде-
лений над словами. Каждое такое распределение можно рассматривать
как точку в единичном (|W | − 1)-симплексе слов 4.
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Определение. Множество V = {v1, . . . , vm} ⊂ 4 — базис тем мно-
жества матриц тематических моделей Φ1, . . . ,Φn ⊂ 4, если ∀φ ∈ Φj

выполняется:

min
v∈convV

ρ(φ, v) ≤ ε, (5)

convV =
{
v =

m∑

i=1

αivi
∣∣vi ∈ V,

∑

i

αi = 1, αi ≥ 0
}
,

где ρ(φ, v) — функция расстояния.

Из определения следует, что базис V состоит из векторов
тем φ ∈ Φj , j = 1, n, для которых min

v∈convV
ρ(φ, v) > ε, именно они ли-

нейно независимы. Кроме того, решение каждой отдельной тематиче-
ской модели локально оптимально, а значит его можно улучшить с по-
мощью замены тем на близкие им в случае повышения правдоподо-
бия (log-likelihood). На этом и основан предлагаемый жадный алгоритм
для нахождения базиса тем.

Алгоритм состоит из чередования двух этапов. На первом этапе про-
исходит замена тем с целью расширения имеющейся системы векторов
тем и максимизации правдоподобия. Алгоритм итеративный, на каждой
итерации для тем набора находятся схожие с некоторым порогом γ и вы-
полняется замена, если она улучшает правдоподобие всего набора тем.
На втором этапе происходит поиск темы для добавления в набор:

• включаются линейно независимые темы;

• исключаются выбросы (выбросами считались темы, которые име-
ют более двух коэффициентов αi > 0.15 в (5), что соответствовало
несогласованным темам, зависимым нелинейно от тем полного на-
бора);

• выбирается тема, максимально повышающая правдоподобие набо-
ра тем.

Таким образом, мы дополняем линейно независимую систему векторов
до базиса. Описанные шаги повторяются до сходимости. Так как ал-
горитм итеративный, то после того, как алгоритм сошелся, нужно вы-
полнить процедуру замены близких тем, используя обученные модели в
обратном порядке.
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Для решения оптимизационной задачи (5) использовался алго-
ритм SLSQP (Sequential Least SQuares Programming) [12], который ре-
ализован во многих популярных математических пакетах, в том числе
и SciPy.

В результате экспериментов было установлено, что все темы корпуса
можно найти за конечное число итераций алгоритма построения выпук-
лой оболочки тем тематических моделей. Регуляризатор декорреляции,
применяемый при построении моделей ARTM, способствует нахождению
более мелких тем, поэтому в полном наборе содержится больше тем, чем
в базисе моделей LDA. На рис. 1, рис. 2 видно, что правдоподобие пол-
ного набора тем выше, чем одной модели с аналогичным числом тем.
Замечено, что число тем в полном наборе зависит от степени разрежен-
ности матриц Φ. Базис более разреженных моделей содержит больше
тем.

4. Эмпирические результаты

В этом разделе мы приводим результаты работы алгоритмов на реаль-
ных данных коллекции ПостНаука1. Коллекция ПостНаука — неболь-
шой корпус текстов интернет-журнала ПостНаука, состоящий из научно-
популярных статей о современной фундаментальной науке и учёных, ко-
торые её создают.

В экспериментах, описанных ниже, использовались теги к докумен-
там коллекции ПостНаука, размеченные экспертами. Всего было 930 те-
гов, которые обозначали общие и частные понятия, например, биология,
клетка, эволюционная биология, ген, эукариоты, квантовая физика, Рос-
сия, человек и т.д. Каждый документ в среднем описывался 6 тегами.
Данные были случайно разделены на обучающую и контрольную выбор-
ки в отношении 80% к 20%.

4.1. Моделирование документов

Для построения полного набора рассматривались модели LDA Gibbs
sampling и ARTM с 20 темами. LDA2 с параметрами η = 0.01, α = 1

20
обучалась 3500 итераций. При построении моделей ARTM использова-
лась следующая стратегия регуляризации: сначала включался декорре-
лирующий регуляризатор до сходимости модели по перплексии, затем он

1https://postnauka.ru/
2https://github.com/lda-project/lda
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Рис. 1. Сравнение перплексии одной модели и полного набора тем
моделей ARTM на тегах коллекции ПостНаука,

параметр δ = 1.2, γ = 0.43.

Рис. 2. Сравнение перплексии одной модели и полного набора тем
моделей LDA (с использованием Gibbs Sampling) на тегах

коллекции ПостНаука, параметр δ = 0.64, γ = 0.43.
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отключался, и применялись регуляризаторы разреживания матрицы Θ
и сглаживания матрицы Φ. Во всех случаях матрицы Θ, Φ — случайные
стохастические матрицы. Модели ARTM строились с помощью библио-
теки BigARTM3.

4.2. Полнота и интерпретируемость тематических моделей

Тематические модели находят локально экстремальное решение, которое
не является полным. При этом на практике часто возникает задача найти
все темы корпуса. Для решения данной задачи в статье был предложен
алгоритм нахождения базиса тем.

В табл. 3, табл. 4 приводятся некоторые темы, найденные с помощью
алгоритма построения полного набора тем. Алгоритм применялся для
моделей LDA и ARTM. Процесс накопления тем базиса проиллюстриро-
ван на рис. 1 и рис. 2. На графиках видно, что правдоподобие базиса
тем выше, чем правдоподобие одной модели. Кроме того, было проведе-
но сравнение одной модели и базиса тем по дополнительным критериям
качества тематических моделей (см. табл. 1, табл. 2): критерию Р. Ару-
на [13], когерентности (автоматической меры интерпретируемости) [14] и
критерию Цао Хуана [15]. На обучении полный набор тем моделей LDA
лучше по всем критериям, чем одна модель. На контроле ухудшение
только по когерентности. Базис моделей ARTM имеет более высокое
правдоподобие на обучении и контроле, чем одна модель.

Полный набор тем ARTM позволяет более подробно описать корпус,
чем базис моделей LDA. Например, тема о генетике в полном наборе
моделей LDA содержит термы биология, ген, днк, генетика, а у моде-
лей ARTM — молекулярная биология, клеточная биология, генетика,
генная инженерия. Однако не все темы ARTM согласованные, даже в то-
пе содержатся слова, не относящиеся к данной теме, например, русская
философия, бактерии, народная культура, Русь. Еще один недостаток
базиса ARTM заключается в том, что могут быть темы, которая не вы-
делились в отдельные, а были размыты по нескольким темам базиса. Эти
недостатки можно исправить с помощью дальнейшей регуляризации.

В экспериментах было построено два полных набора тем моде-
лей LDA. В первом случае модели следовали в прямом порядке, во вто-
ром — в обратном. Темы базисов соотносились между собой с помощью
венгерского алгоритма. Темы совпали с высокой точностью. Однако од-
на тема в первом базисе была разделена на две во втором: астрономия,

3https://github.com/bigartm/bigartm
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астрофизика, космология, гравитация на астрономию, космос и физику,
астрофизику. Базис моделей ARTM тоже разделяет эти две темы.

На рис. 3 и рис. 4 изображены плоские проекции4 базисов ARTM и
LDA. Видно, что в базисе моделей LDA все темы крупные и раздели-
лись на следующие кластеры: биология, физика, химия, лингвистика,
экономика, психология, математика, история, философия, культура, со-
циология. В полном наборе тем ARTM содержатся как крупные темы,
так и мелкие, например, русская философия, судопроизводство и искус-
ствоведение.

Критерии На обучении На контроле
Одна модель Базис тем Одна модель Базис тем

Перплексия 13132.6 12227.45 12835.1 12534.36
Критерий Аруна 52.15 56.90 9.95 12.96
Когерентность -7.89 -9.01 -13.50 -12.75
Критерий Хуана 0.01 0.02 0.01 0.02

Таблица 1. Сравнение результатов работы одной модели ARTM с 24 те-
мами (бралось среднее значение по пяти моделям) и полного набора тем
ARTM. Модели набора содержали 20 тем, в результате работы алгорит-
ма было отобрано 24 темы. Жирным выделены оптимальные значения
в сравнении.

Критерии На обучении На контроле
Одна модель Базис тем Одна модель Базис тем

Перплексия 37.36 36.39 44.91 43.55
Критерий Аруна 100.93 95.18 31.84 28.88
Когерентность -3.01 -2.91 -5.70 -6.44
Критерий Хуана 0.07 0.06 0.07 0.06

Таблица 2. Сравнение результатов работы одной модели LDA с 23 темами
(бралось среднее значение по пяти моделям) и полного набора тем LDA
c применением Gibbs sampling.

4https://github.com/bmabey/pyLDAvis
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Рис. 3. Плоская проекция полного набора тем моделей ARTM,
построенного на тегах коллекции ПостНаука.

Рис. 4. Плоская проекция полного набора тем моделей LDA,
построенного на тегах коллекции ПостНаука.

19



Базис тем, полученный в порядке
{Φi}0i=N

Базис тем, полученный в порядке
{Φi}Ni=0

история, культура, религия, хри-
стианство, востоковедение, китай,
ислам

история, культура, религия, хри-
стианство, востоковедение, ислам,
археология

культура, общество, культуроло-
гия, массовая культура, филосо-
фия, кино, искусство

культура, культурология, массо-
вая культура, философия, кино,
общество, искусство

биология, ген, днк, геном, клетка,
генетика, микробиология

биология, ген, днк, геном, генети-
ка, клетка, белки

физика, квантовая физика, тех-
нологии, атом, квантовая механи-
ка, сверхпроводимость, квантовые
технологи

физика, квантовая физика,
технологии, оптика, квантовые
технологии, квантовая механика,
сверхпроводимость

медицина, биология, генетика,
биомедицина, онкология, клетка,
технологии

медицина, биология, генетика,
биомедицина, онкология, клетка,
стволовые клетки

Таблица 3. Сравнение двух полных наборов тем моделей LDA, построен-
ных на тегах коллекции ПостНаука. В первом случае модели следовали
в обратном порядке, во втором — в прямом.

5. Заключение

Данная работа посвящена изучению вопроса полноты тематических мо-
делей. Проведен сравнительный анализ моделей pLSA, LDA и моде-
лей подхода ARTM по критериям, связанным с исследуемой проблемой.
Во всех моделях только часть тем оказалась устойчивой. Показано, что
декоррелирующий регуляризатор ухудшает устойчивость модели и спо-
собствует нахождению более мелких тем.

Неустойчивость тематических моделей является известным фактом,
однако связанная с ней проблема полноты до сих пор в литературе не
изучалась. Для решения этой задачи в статье предложен новый алго-
ритм нахождения полного набора тем, основанный на построении выпук-
лой оболочки векторов тем тематических моделей, отличающихся только
инициализацией матрицы Φ. Алгоритм состоит из двух процедур — за-
мены близких тем и добавления новой темы — которые выполняются
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Базис тем, полученный в порядке
{Φi}Ni=0

Базис тем, полученный в порядке
{Φi}0i=N

история, культура, религия, хри-
стианство, востоковедение, ислам,
археология

история науки, история, римское
право, право, религия, история
права, социология права

культура, культурология, массо-
вая культура, философия, кино,
общество, искусство

культура, массовая культура,
культурология, кино, искусство,
кинематограф, фрейд зигмунд

биология, ген, днк, геном, генети-
ка, клетка, белки

молекулярная биология, клеточ-
ная биология, биология, генетика,
генная инженерия, ген, днк

физика, квантовая физика, техно-
логии, оптика, квантовые техно-
логии, квантовая механика, сверх-
проводимость

русская философия, бактерии, на-
родная культура, коренные наро-
ды, мертон роберт, русь, доказа-
тельная медицина

медицина, биология, генетика,
биомедицина, онкология, клетка,
стволовые клетки

медицина, стволовые клетки, био-
логия, биомедицина, молекуляр-
ная биология, индуцированные
плюрипотентные стволовые клет-
ки, регенеративная медицина

Таблица 4. Сравнение полного набора тем моделей LDA и полного на-
бора тем моделей ARTM, построенных на тегах коллекции ПостНаука.

по очереди до сходимости алгоритма. Таким образом, происходит при-
ближенное дополнение линейно независимой системы до базиса. По по-
строению в базис добавляются только те новые темы, в δ-окрестности
которых нет выпуклых комбинаций тем базиса.

Замечено, что число тем и скорость сходимости алгоритма зависит
от степени разреженности матриц Φ. Базис более разреженных моделей
содержит больше тем. Самый маленький базис у моделей LDA. Он содер-
жит наиболее крупные и общие темы, что можно наблюдать на плоской
проекции базиса LDA.

Правдоподобие базиса моделей выше, чем одной модели с аналогич-
ным числом тем, на обучении и контроле. Кроме того, было проведено
сравнение одной модели и базиса тем по дополнительным критериям ка-
чества тематических моделей: критерию Р. Аруна, когерентности и кри-
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терию Цао Хуана. На обучении полный набор тем моделей LDA лучше
по всем критериям, чем одна модель. На контроле ухудшение только по
когерентности.

В экспериментах также было проведено сравнение полных наборов
тем моделей LDA и ARTM. В базисах LDA, построенных в прямом и об-
ратном порядке следования моделей, темы совпали с высокой точностью.
Однако одна тема в первом базисе была разделена на две во втором: аст-
рономия, астрофизика, космология, гравитация на астрономию, космос
и физику, астрофизику. Базис моделей ARTM также разделил эти две
темы.
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Building a complete set of topics of probabilistic topic models
Sukhareva A.V., Vorontsov K.V.

Interpretability, linear increase in complexity with data growth,
scalability made topic modeling one of the most popular tools for
statistical text analysis. However, there are a number of disadvantages
caused by the dependence of the solution on the initialization. It is
known that the building of a topic model is reduced to solving an ill-
posed problem of the non-negative matrix factorization. The set of its
solutions in the general case is infinite. Every time the model finds a
local extremum. Repeated training of the model for the same collection
can lead to detection of more and more new topics. In practice, it is
often necessary to define all the topics of the corpus. To solve this
problem, the article proposed and investigated a new algorithm for
finding the complete set of topics based on the construction of a convex
hull. It was shown experimentally that it is possible to construct a
basis for the finite number of models. The likelihood of the basis
is higher than for a single model with a similar number of topics.
Compare of the basis of LDA models (latent Dirichlet allocation) and
ARTM models (additive regularization for topic modeling) suggests
that the topics of the sets coincide with high accuracy.

Keywords: probabilistic topic modeling, stability of topic models,
complete set of topics of topic models, latent Dirichlet allocation, LDA,
regularization, ARTM, BigARTM.
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Аппаратная конструкция для решения
проблемы экспоненциального взрыва для

одного класса регулярных языков

Бернадотт А., Галатенко А.

Аннотация

Известно, что язык, задаваемый регулярным выражением вида⋃n
i=1 .∗αi.∗βi.∗, где αi, βi — слова над некоторым алфавитом, в об-

щем случае для распознавания конечным детерминированным ав-
томатом требует экспоненциальное по n число состояний. В работе
предлагается конструкция структурного автомата, распознающего
языки из данного класса и имеющего полиномиальную простран-
ственную сложность.

Ключевые слова: ДКА, структурный автомат, регулярный
язык, экспоненциальный взрыв.

1. Введение

В настоящее время сетевые устройства могут проверять содержимое па-
кета с целью управления сетевым трафиком и сканирования на вредо-
носность.

В анализе сетевого трафика актуальной является скорость анализа,
так как последний может значительно снижать пропускную способность
сетевого узла. По скорости сканирования и по уровневой модели реализа-
ции можно выделить два основных класса анализаторов: 1) сетевые про-
цессоры (англ. Network Processing Unit, NPU) — это программируемые
микропроцессоры, оптимизированные для работы в сетевых устройствах
в режиме обработки пакетов (packet processing); 2) интегральные схемы
специального назначения, (англ. Application-Specific Integrated Circuit,
ASIC) — это интегральные схемы, обладающие ограниченным функцио-
налом, реализуемым под строго заданную задачу. Тогда как сетевой про-
цессор является программируемым устройством (в данной статье устрой-
ство такого вида не рассматривается), которое обеспечивает высокий
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уровень пластичности, ASIC обеспечивает высокую производительность,
но не обеспечивает способности к репрограммируемости.

Оба типа устройства могут иметь интегрированные модули внешней
и встроенной памяти. Количество встроенных модулей памяти с доста-
точной пропускной способностью (“быстрой памяти”) ограничено зна-
чительно, а количество внешних элементов памяти с низкой пропускной
способностью ограничено только размером устройства. Критичной яв-
ляется проблема объема и доступности встроенной памяти.

Один из основных методов анализа заключается в следующем. Экс-
перты задают сигнатуры злоумышленного поведения; анализатор про-
сматривает сетевые пакеты и выявляет соответствие пакетов хотя бы
одной сигнатуре. Для задания сигнатур используется аппарат регуляр-
ных выражений. По теореме Клини задача проверки принадлежности
слова соответствующему регулярному языку может быть решена с помо-
щью конечого детерминированного автомата с временной сложностью,
линейной от длины слова. Однако число состояний автомата может расти
экспоненциально с ростом длины регулярного выражения, то есть возмо-
жен экспоненциальный взрыв пространственной сложности. В результа-
те возникает задача понижения пространственной сложности распозна-
вания без существенного ухудшения временной сложности. Некоторые
известные подходы к решению излагаются ниже.

Мы рассматриваем класс регулярных выражений вида
⋃n

i=1 . ∗ αi. ∗
βi.∗, где αi, βi — слова в некотором алфавите, n ∈ N. С одной сторо-
ны, в общем случае распознавание принадлежности слова такому языку
требует экспоненциального по n числа состояний; с другой стороны, сиг-
натуры вида .∗α.∗β.∗ часто встречаются в практических приложениях.
Для уменьшения пространственной сложности предлагается разделить
автомат-распознаватель на два подавтомата — абстрактный, в котором
функции переходов и выходов заданы таблично, и структурный. Дока-
зывается, что возникающая конструкция корректно решает задачу рас-
познавания и позволяет избежать экспоненциального взрыва.

Дальнейшее изложение построено следующим образом. Во втором
разделе приводятся основные определения и дается краткий обзор по
проблеме экспоненциального взрыва. В третьем разделе описывается
предлагаемая конструкция. В четвертом разделе формулируются и до-
казываются основные утверждения, в пятом рассматривается несколько
примеров. Наконец, шестой раздел является заключением.
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2. Описание проблемы и основные определения

Напомним основные определения в соответсвии с источниками [1, 2].
Регулярный язык (событие или множество) над алфавитом A зада-

ётся рекурсивно:

1) ∅, {λ} и {a} — регулярные языки, где λ — пустое слово, a ∈ A;

2) если M1 и M2 — регулярные языки, то объединения M1 ∪ M2 и
конкатенацияM1 ·M2 языковM1 иM2, а также здезда КлиниM∗1 —
регулярные языки, где

M1 ∪M2 = {α1 ∪ α2|α1 ∈M1, α2 ∈M2},
M1 ·M2 = {α1 · α2|α1 ∈M1, α2 ∈M2},

M∗1 = {λ} ∪ {α1 · . . . αn|αi ∈M1, i ∈ 1, n, n ∈ N}.

Регулярное выражение — язык над алфавитом A∪ {∪, (, ), ·, ∗}, зада-
ющий регулярное событие и определяемый как:

1) ∅, λ, a — регулярные выражения, где a ∈ A;

2) если R1, R2 — регулярные выражения, то слова (R1 ∪ R2), (R1 ·
R2), (R1)∗ — регулярные выражения.

В дальнейшем мы будем предполагать, что операция ∗ имеет максималь-
ный приоритет, а операция ∪ — минимальный, и не писать скобки, если
результат определен однозначно. Кроме того, символ · будет иногда опус-
каться.

Регулярный язык, задаваемый регулярным выражением, определя-
ется естественным образом.

На практике, в точности, в базах Snort, Zeek, Cisco, регулярные выра-
жения представляют с использованием нотации PCRE (Perl Compatible
Regular Expressions) [3]. Приведем PCRE —обозначения, которые будем
использовать в работе:

“.” — произвольный символ из алфавита;

R{n} — степень n языка R относительно конкатенации.

Проверка принадлежности слова регулярному языку, в классическом
варианте, осуществляется принимающим абстрактным конечным авто-
матом (КА).
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Абстрактным конечным автоматом называется набор V =
(A,Q,B, ϕ, ψ), где A,Q,B — конечные множества: входной алфавит, ал-
фавит состояний и выходной алфавит, ϕ — функция переходов, ϕ :
Q×A→ Q, ψ — функция выходов, ψ : Q×A→ B. Инициальный конеч-
ный автомат имеет отдельно выделенное начальное состояние, в котором
начинается работа автомата: V = (A,Q,B, ϕ, ψ, q0), где q0 — начальное
состояние автомата [1]. Недетерминированный конечный автомат (НД-
КА) позволяет осуществлять переход по пустому слову и представля-
ет собой набор V = (A,Q,B, ϕ, ψ), где A,Q,B — конечные множества:
входной алфавит, алфавит состояний и выходной алфавит, ϕ — функция
переходов, ϕ : Q×A∪λ→ 2Q, ψ — функция выходов, ψ : Q×A∪λ→ B.
Детерминированный конечный автомат (ДКА) не имеет λ–переходов —
переходов по пустому слову, и все переходы ДКА определены однознач-
но [1, 4].

Автомат может использоваться для представления языков: входное
слово α считается принадлежащим некоторому языку L если и толь-
ко если последний выданный автоматом символ лежит в принимающем
множестве B0 ⊂ B (распознавание выходами) или состояние, в которое
переводит автомат слово α, содержит элемент принимающего множества
Q0 ⊂ Q (распознавание состояниями). Согласно теореме Клини, событие
над алфавитом А представимо конечным автоматом тогда и только, ко-
гда является регулярным языком [1, 2].

КА, представляющий регулярный язык, может быть недетермини-
рованным и детерминированным. Согласно теореме о эквивалентности
детерминированных и недетерминированных конечных автоматов, вся-
кий язык принимается некоторым НДКА тогда и только тогда, когда
этот язык принимается некоторым ДКА [4]. Кроме того, существует ал-
горитм построения из НДКА эквивалентного ему ДКА [4, 5].

Основное преимущество недетерминированного автомата — низкая
пространственная сложность, линейная по длине регулярного выраже-
ния; основной недостаток — высокая временная сложность, так как вре-
мя обработки одного символа входного слова вообще говоря также ли-
нейно по длине регулярного выражения.

При переходе от недетерминированного автомата к детерминирован-
ному временная сложность обработки входного символа становится кон-
стантной; с другой стороны, согласно теореме Лупанова, в случае, если
входной алфавит содержит хотя бы два символа, мощность множества
состояний вообще говоря экспоненциально возрастает [1, 6]. В качестве
примера рассмотрим класс регулярных выражений

⋃n
i=1 . ∗ αi. ∗ βi.∗, где
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αi, βi — некоторые слова в алфавите A. Известно, что в общем случае для
распознавание принадлежости слова соответствующему языку требует-
ся экспоненциальное по n число состояний [7]. В базу сигнатур системы
выявления вторжений Snort на 2019 год содержится 3936 выражений ви-
да . ∗ α. ∗ β.∗ [8]; автомат, распознающий язык, порожденный такими
выражениями, заведомо не помещается в память. Проблема экспоненци-
ально растущего числа состояний получила название экспоненциального
взрыва [1, 9, 6].

Проблемой экспоненциального взрыва занимаются более 20 лет. Гло-
бально можно выделить выделить три подхода к её решению. Первый
подход связан с ограничением на сигнатуры, задаваемые экспертами.
Однако приведенный выше пример показывает, что даже очень простые,
заведомо линейные по пространственной сложности регулярные выраже-
ния при объединении могут давать экспоненциальный рост.

Второй подход основан на изменении распознаваемого языка с це-
лью упрощения распознающего автомата. При этом измененный язык
отличается от исходного, поэтому возникают ошибки распознавания. В
качестве примера можно привести предложенную Александровым идею
оптимизации языков вида

⋃n
i=1 . ∗ Ri. ∗ R′

i.∗ за счет замены пары сла-
гаемых на слагаемое (Ri1 |Ri2). ∗ (R

′
i1
|R′

i2
). Оценка выигрыша от такой

замены приведена в работах [10, 11], оценка погрешности — в работе [12].
Третий подход заключается в модификации структуры конечного ав-

тмата. Примерами модификаций являются рассмотрение нескольких ав-
томатов, работающий параллельно, сжатие диаграммы Мура за счет
добавления переходов по умолчанию, добавлению просто устроенных
недетерминированных или структурных компонет. Обзор модификаций
приведен, например, в работе Александрова [7]. Отдельно отметим кон-
струкцию, предложенную Кумаром и заключающуюся в добавлении к
абстрактному автомату счетчиков и битовых масок и навешивании до-
полнительных логических выражений на ребра диаграммы перехода [9].
Такое решение позволяет решать задачу распознавания выражений ви-
да
⋃n

i=1 .∗αi.∗βi.∗, избегая экспоненциального взрыва пространственной
сложности.

В данной работе предлагается решение, которое можно отнести к тре-
тьему типу. Автомат декомпозируется на две компоненты — “абстракт-
ную” (задаваемую таблично; на практике таблицы значений записыва-
ются в память) и “структурную” (конфигурируемую за счет начального
состояния задержек). В отличие от конструкции Кумара, используется
немодифицированный автомат; основной выигрыш получается за счет
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перехода от чисто абстрактного автомата к структурному. В дальней-
шем предполагается провести накопление структурных компонент, поз-
воляющих решить проблему экспоненциального взрыва для максималь-
но широкого класса языков.

3. Аппаратная конструкция КА в контексте про-
блемы экспоненциального взрыва

Фиксируем конечный непустой входной алфавит A и рассмотрим класс
языков

⋃n
i=1 . ∗ αi. ∗ βi.∗, где αi, βi — непустые слова в алфавите A. Из-

вестно, что в общем случае для представления языка из данного класса
требуется экспоненциальное по n число состояний конечного детерми-
нированного автомата [7]. Ниже описывается конструкция, позволяю-
щая избежать экспоненциального взрыва пространственной сложности
за счет декомпозиции распознающего автомата на две компоненты —
“абстрактную”, функционирование которой задается таблично, а слож-
ность определяется как объем памяти, требующейся для хранения таб-
лицы значений, и “структурную”, сложность которой определяется как
число элементов в схеме. Заметим, что, с одной стороны, уже тривиаль-
ная схема из k элементов задержки задает автомат с 2k состояниями;
с другой стороны, почти все булевы функции от k переменных имеют
экспоненциальную схемную сложность.

Сперва опишем идею конструкции на содержательном уровне. Общая
схема представлена на рис. 1. Автомат состоит из трех блоков. Первый
блок с помощью выходов распознает язык L1 ∪ L2, где L1 =

⋃n
i=1 . ∗ αi,

L2 =
⋃n

i=1 . ∗ βi. Выходной алфавит представляет из себя множество
двоичных векторов длины 2n. Для 1 ≤ i ≤ n iая компонента выхода
обращается в единицу тогда и только тогда, когда входное слово при-
надлежит языку . ∗ αi; если же n + 1 ≤ i ≤ 2 ∗ n, то равенство iой ком-
поненты выхода единице эквивалентно принадлежности входного слова
языку . ∗ βi. Первые n компонент выхода подаются на вход второго бло-
ка и включают счетчики, отсчитывающие длины соответствующих слов
βi. Если требуемая длина достигнута, единичный сигнал передается на
вход блока 3, вычисляющего конъюнкции выходов первого блока с номе-
рами от n+1 до 2n с соответствующими выходами второго блока. Выход
конъюнкции подается на вход переключателя, запоминающего единич-
ный сигнал. Таким образом, равенство выхода переключателя единице
эквивалентно выполнению следующих условий:
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1) во входном потоке встретилось слово αi;

2) не менее, чем через |βi| тактов после этого во входном потоке встре-
тилось слово βi.

Несложно увидеть, что эти условия эквивалентны тому, что входное сло-
во принадлежит языку . ∗ αi. ∗ βi.∗.

Рис. 1. Аппаратная конструкция, ti, t′i, t
′′
i , t

′′′ — триггеры; ci — счётчики.

Опишем аппаратную конструкцию более подробно. Распознающая
аппаратная конструкция состоит из 3–х блоков. Блок 1 представляет
собой ДКА, принимающий регулярный язык (

⋃n
i=1 . ∗ αi)

⋃
(
⋃n

i=1 . ∗ βi),
который строится путём применения алгоритма Ахо и Корасик [13]. В
данном ДКА словам, описываемым разными регулярными выражения-
ми вида . ∗αi и . ∗βi, соответствуют различные принимающие состояния
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ДКА. Блок 1 имеет 1 вход и 2n выходов. Первые n выходов блока 1
отвечают за распознавание языка

⋃n
i=1 . ∗ αi. То есть на i–ый выход,

i = 1, . . . , n, идет единичный сигнал тогда и только тогда, когда на дан-
ном такте вход блока 1 принадлежит соответствующему слагаемому из
языка

⋃n
i=1 . ∗ αi. Сигнал от 1, n выходов блока 1 идёт в блок 2 — на

входы n счётчиков — выход, соответствующий номеру слова . ∗ αi из⋃n
i=1 . ∗ αi, идёт на счётчик, соответствующий номеру этого же слова в

блоке 2. Выходы блока 1 с номерами n+ 1, 2n отвечают за распознава-
ние языка

⋃n
i=1 . ∗ βi. Сигнал от этих n+ 1, 2n выходов идёт на блок 3 —

на вторые входы соответствующих n конъюнкций — &1,&n. На второй
вход i–ого логического вентиля “конъюнкция” от n+ i–ого выхода бло-
ка 1 идет единичный сигнал тогда и только тогда, когда на данном такте
вход принадлежит соответствующему слагаемому — слово . ∗ βi прини-
мается, иначе выход равен 0.

Блок 2 — отсчитывает длины слов языка, представляющего объеди-
нение вторых пар слов:

⋃n
i=1 βi начального регулярного языка

⋃n
i=1 .∗αi.∗

βi.∗. Блок 2 состоит из ряда n однополюсных однопозиционных переклю-
чателей, следующим за ним ряда n регистровых счётчиков и следующим
за ним третьим рядом n однополюсных однопозиционных переключате-
лей. Каждый счётчик соответствует своему слову βi и осуществляет счёт
до |βi|. Счётчик представляет собой композицию включающего мульти-
плексора, функции сложения с константой 1 и компаратора. Величина,
до которой ведется счет, задается через начальное состояние. Блок имеет
n входов и n выходов. На входы блока 2 поступает сигнал от первых n
выходов блока 1 — от выходов с номерами 1, n. Сигнал от соответствую-
щего i–го входа бока 2 поступает на i–ый переключатель. При поступле-
нии единичного сигнала на вход i–того переключателя, переключатель
размыкается и генерирует на своём выходе логическую единицу. В обрат-
ном случае, переключатель находится в замкнутом состоянии и подаёт
на выход логических ноль. Единичный сигнал от i–го переключателя
активирует соответствующий i–ый счётчик. Переведенный в считающее
состояние счётчик увеличивает свое значение на единицу каждый такт
до достижения значения |βi|. Достижение i–ым счётчиком максималь-
ного значения посылает на вход i–ого однополюсного однопозиционного
переключателя из третьего ряда логическую единицу и размыкает пе-
реключатель. Данные переключатели в соответствии со своим номером
посылают на выходы блока 2 сигналы: ноль, если соответствующий пе-
реключатель замкнут, единицу — если он разомкнут. После размыкания
переключатель не может перейти в замкнутое состояние и посылает ло-
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гическую единицу на выход блока 2 каждый последующий такт. Таким
образом единичный сигнал на выход i блока 2 начинает поступать тогда
и только тогда, когда блок 1 послал единицу на соотвествующий i–ый пе-
реключатель, i–ый счётчик достиг максимального значения и разомкнул
i–ый переключатель.

Блок 3 — блок выходных сигналов конструкции. Блок состо-
ит слоя n + 1 логических вентилей (n логических вентилей типа
“конъюнкция” и 1 логического вентиля типа “дизъюнкция”) и следу-
ющего за ним слоя n + 1 однополюсных однопозиционных переключа-
телей. На вход блока 3 поступает сигнал от блока 2 на первые входы
“конъюнкций” и блока 1, распознающего слова

⋃n
i=1 . ∗ βi, на вторые

входы “конъюнкций”.
Таким образом, на выход блока 3 идет сигнал о распознанном слове

вида . ∗ αi. ∗ βi от соответствующего i–того логического вентиля (конъ-
юнкции) тогда и только тогда, когда i–тый счётчик блока 2 перешел в
финальное состояние и отправил сигнал (логическую единицу) на пер-
вый вход i–того логического вентиля блока 3, и на второй вход данного
логического вентиля блока 3 пришёл сигнал (логическая единица) из
блока 1 о распознанном слове βi. Соответсвующий i–ый логический вен-
тиль “конъюнкция” посылает единичный сигнал на единственный соот-
ветсвующий себе i–ый однополюсный однопозиционный переключатель
и переводит его в разомкнутое состояние. С этого такта на i–ый выход
блока 3 i–ый однополюсный однопозиционный переключатель посылает
логическую единицу.

Логическая единица на выходе “дизъюнкции” от всех “конъюнкций”
сигнализирует единицей о распознанном слове из языка

⋃n
i=1 .∗αi.∗βi.∗ и

переводит соответсвующий себе n+ 1–ый переключатель в разомкнутое
состояние. С этого такта n + 1 выход блока 3 сигнализирует единицей
о распознанном слове из языка

⋃n
i=1 . ∗ αi. ∗ βi.∗, а соответствующая i

конъюнкция с своим переключателем — об определенном i–ом принятом
слове, соответствующему регулярному выражению . ∗ αi. ∗ βi.∗.

Описанная конструкция распознает соответствующий язык и позво-
ляет избежать экспоненциального взрыва числа состояний ДКА, что
перспективно для реализации на практике для сканирования трафика на
вредоносность. В силу своей простоты и малого объема диаграмма авто-
мата блока 1 может быть записана в память, а конфигурация блока 2 —
задана начальными состояниями задержек. Таким образом, можно ре-
ализовывать схемы для классов языков, ограниченных параметрами n
и m.
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4. Основные результаты

Теорема 1 (О корректности работы). Представленная конструкция
корректно принимает язык

⋃n
i=1 . ∗ αi. ∗ βi.∗, где αi, βi — слова над ал-

фавитом А. При этом i–ый выход конструкции равен 1 тогда и только
тогда, когда входное слово лежит в i–ом слагаемом, а n + 1–ый выход
равен 1 тогда если и только если слово лежит в языке.

Доказательство. Предположим, что слово γ ∈ A∗ принадлежит язы-
ку . ∗ αi. ∗ βi.∗ для некоторого i. Значит, γ имеет вид δαiδ

′βiδ′′, где δ
не содержит подслово αi, а δ′ — подслово βi. Значит, после подачи на
вход δαi будет запущен счетчик номер i, и к моменту окончания по-
дачи δαiδ

′βi, во-первых, iый выход блока 2 станет равным единице, и,
во-вторых, 2n+ iый выход блока 1 станет равным 1. Следовательно, на
выход iой конъюнкции блока 3 также появится единица, которая будет
сохранена iым переключателем.

Обратно, пусть выход номер i третьего блока равнен единице. Рас-
смотрим момент, в который значение в первый раз изменилось с 0 на
1. Тогда в этот момент оба входа конъюнкции номер i третьего блока
стали равными единице, то есть входное слово имеет вид δ′′βi, и не ме-
нее |βi| тактов назад слово имело вид δαi. Следовательно, входное слово
может быть записнано в виде δαiδ

′βi, то есть оно принадлежит языку
. ∗ αi. ∗ βi.∗. После этого момента выход останется равным 1, при этом
любое надслово слова δαiδ

′βi также лежит в языке . ∗ αi. ∗ βi.∗.
Утверждение про выход номер n + 1 вытекает из утверждения про

первые n выходов.
Теорема доказана.

Теорема 2 (Об отсутствии экспоненциального взрыва). Для распозна-
вания языка

⋃n
i=1 . ∗ αi. ∗ βi.∗ представленной конструкцией требуется

O(mn log2 (mn) + n) бит памяти для хранения диаграммы блока 1, и
O(n log2m) элементов для реализации блоков 2 и 3, где m — макси-
мальная длина слов αi и βi.

Доказательство. Сперва рассморим первый блок. Алгоритм Ахо и Ко-
расик строит автомат, число состояний которого оценивается сверху как
2mn. Для хранения диаграммы переходов требуется |A|× |Q| ячеек дли-
ны ] log2 |Q|[. Учитывая, что мощность алфавита является константой,
эта величина имеет вид O(mn log2 (mn)). Выход имеет размерность 2n;
следовательно, для хранения функции выходов достаточно |A|× |Q| яче-
ек длины n, то есть O(mn · n).
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Рассмотрим второй блок. Он состоит из линейного по n числа триг-
геров и счётчиков. Триггер имеет константную сложность, счётчик —
логарифмическую по m. В результате получаем сложность O(n log2m).

Наконец, третий блок очевидным образом линеен по n и константен
по m.

Теорема доказана.

Замечание 1. Конструкция может быть естественным образом
обобщена на классы языков, в которых число слов-сомножителей боль-
ше, чем 2.

Замечание 2. При изменении распознаваемого языка не обязательно
перестраивать автомат; одно устройство способно обрабатывать про-
извольный язык из рассматриваемого класса при условии, что число
слагаемых не превышает n, диаграмма автомата блока 1 помещается
в память, а длины слов-сомножителей — в счётчики. Перенастройка
производится за счет записи в память новой диаграммы и выставле-
ния соответствующих начальных состояний на счётчиках.

5. Некоторые примеры

Рассмотрим язык
⋃n

i=1 . ∗ ai{l}. ∗ ai{l}, где ai ∈ A, l — фиксированная
длина слов. ДКА для данного языка требует O(nl · 2n) состояний [7].
Представленная в данной статье аппаратная конструкция требует ln со-
стояний ДКА блока 1, nl · log2 2nl бит на таблицу переходов в памяти, n
счётчиков в блоке 2 и O(n) элементов блока 3.

6. Заключение

В данной статье рассмотрен класс языков с высокой практической зна-
чимостью, вызывающий экспоненциальный взрыв распознающего ДКА.
Для этого класса языков предложена конструкция — комбинация аб-
страктного и структурного автомата, решающая проблему взрыва слож-
ности распознающего устройства. Доказаны утверждения о корректно-
сти работы представленной конструкции и об отсутствии экспоненциаль-
ного взрыва числа элементов данной конструкции.

Далее планируется расширить конструкцию с целью возможности
ухода от проблемы экспоненциального взрыва для распознавания мак-
симально широкого класса практически интересных языков.
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Structural automaton design for solving the problem of
exponential blowup for one class of regular languages

Bernadotte A., Galatenko A.

Аннотация
It is well known that recognition of a language specified by a regular

expression of the form
⋃n

i=1 . ∗ αi. ∗ βi.∗, where αi, βi are words over
some alphabet, in the general case requires a deterministic automaton
with the number of states which is exponential in n. We propose a
design of a structural automaton of a polynomial spatial complexity
that recognizes languages from a given class.

Keywords: DFA, structural automaton, regular language, exponential
blowup.
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О поиске натурального классического
логического вывода с использованием

частичной скулемизации

Охотников О.А.

Рассматривается метод поиска вывода в односукцедентном се-
квенциальном варианте классического исчисления предикатов. В
этом алгоритме используются метапеременные и частичная скуле-
мизация. Для рассматриваемого алгоритма доказываются теоремы
о корректности и полноте.

Ключевые слова: автоматическое доказательство теорем, по-
иск вывода, язык первого порядка, исчисление предикатов, исчис-
ление секвенций, продукционная система, искусственный интел-
лект.

Введение

В работе [1] сформулирован алгоритм автоматического доказательства
теорем, в котором впервые была использована частичная скулемизация
для решения задачи поиска натурального вывода. Раньше скулемиза-
ция использовалась только в алгоритмах установления выводимости [2],
но не поиска вывода. Практика использования этого алгоритма показа-
ла, что его эффективность не уступает существующим аналогам [3], [4].
После статьи [1] до сих пор не было публикаций, посвященных этому ал-
горитму. В данной работе решается задача теоретического обоснования
этого алгоритма.

Для достижения этой цели мы формулируем указанный алгоритм в
виде продукционной системы дедуктивных задач с частичной скулеми-
зацией. Это означает, что указываются примитивные задачи и правила
сведения задач к подзадачам. При этом процесс поиска решения дедук-
тивной задачи сопряжен с построением дерева поиска типа И/ИЛИ. Та-
кая формулировка алгоритма нам представляется наиболее удобной для
построения этой теории.
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В данной работе доказываются теоремы о корректности и полноте
формулируемой продукционной системы со скулемизацией. Эти две тео-
ремы обеспечивают для всякой выводимой в исчислении секвенции воз-
можность извлечения ее логического вывода из деривационного подде-
рева поискового дерева. Тем самым устанавливается взаимосвязь между
поиском решения задач в продукционной системе со скулемизацией и по-
иском вывода в классическом односукцедентном исчислении секвенций
[5]. Доказательство корректности содержит в себе эффективный алго-
ритм получения вывода в односукцедентном исчислении секвенций из
деривационного поддерева поискового дерева. В то же время существует
эффективный алгоритм получения натурального вывода из односукце-
дентного секвенциального вывода. Все это вместе дает точную форму-
лировку и обоснование новой процедуры поиска натурального вывода
[1].

Статья состоит из введения, пяти разделов и списка использованной
литературы. В первом разделе определяются используемые в этой статье
основные понятия и вводятся обозначения.

Во втором разделе описывается односукцедентное секвенциальное
классическое исчисление предикатов, для которого в статье решается за-
дача поиска вывода. Для этого формулируется сопряженная исчислению
продукционная система с метапеременными. Здесь же формулируются
теоремы о корректности и полноте этой продукционной системы по отно-
шению к исчислению. Указанная продукционная система служит этало-
ном для установления корректности и полноты продукционной системы
со скулемизацией.

В третьем разделе формулируется продукционная система со ску-
лемизацией. Для этого для псевдоформул определяется скулемовская
нормальная форма, которая используется в формулировке дедуктивных
задач. Такая скулемовская нормальная форма позволяет эффективно
решать задачу поиска логического вывода в классическом односукце-
дентном исчислении секвенций.

В четвертом разделе доказывается теорема о корректности продук-
ционной системы со скулемизацией. Полнота этого метода поиска выво-
да устанавливается в теореме о полноте, которая доказывается в пятом
разделе.
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1. Основные понятия и обозначения

В краткой форме введем используемую в статье терминологию. Мы сле-
дуем определениям и обозначениям [5]. Кроме того, нам необходимо по-
нятие продукционной системы. Продукционная система представляет со-
бой способ решения задач в отдельной области путем указания прими-
тивных задач и правил сведения задач к подзадачам [6]. Для этого фик-
сируется конечный алфавит A и разрешимое подмножество B ⊆ A∗ слов
в этом алфавите, элементы которого кодируют задачи в рассматривае-
мой области. Среди задач выделяется разрешимое подмножество C ⊆ B
примитивных задач, решение которых известно. Кроме того, задается
конечное количество правил сведения задач к подзадачам, которые пред-
ставляют собой разрешимые отношения на B: R1 ⊆ Bn1 , . . . , Rk ⊆ Bnk .
В рамках продукционной системы процесс поиска решения задачи сопря-
жен с формированием дерева поиска типа И/ИЛИ. Ниже в этом разделе
мы в краткой форме уточняем, каким образом формируется такое дерево
поиска.

Поисковое дерево типа И/ИЛИ представляет собой дерево редукций
исходной задачи, которая размещается в корне [6]. Между ребрами де-
рева существуют “И” и “ИЛИ” отношения. В общем случае из вершины
могут выходить несколько ИЛИ-альтернативных И-связок ребер. Реб-
ра из одной связки связываются И-отношением, а ребра из разных свя-
зок — ИЛИ-отношением. Вершина, из которой выходят только ребра,
связанные И-отношением, называется И-вершиной. Вершина, из которой
выходят только ребра, связанные ИЛИ-отношением, называется ИЛИ-
вершиной. Всякое И/ИЛИ-дерево можно привести к виду, когда каждая
вершина имеет дочерние вершины либо только типа “И”, либо только
типа “ИЛИ” [6]. Поддерево Θ поискового И/ИЛИ-дерева T называется
деривационным, если Θ обладает следующими свойствами:

• исходная задача — это корень дерева Θ;

• если задача S является ИЛИ-вершиной, то в Θ содержится только
одна из ее дочерних вершин из T вместе со своим собственным
деривационным деревом;

• если задача S является И-вершиной, то все ее дочерние вершины
из T вместе со своими деривационными деревьями содержатся в Θ.
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Решением исходной задачи считается деривационное поддерево Θ поис-
кового И/ИЛИ-дерева T . Дерево Θ выступает И-деревом, т. к. все его
вершины являются вершинами типа И.

По сути продукционная система представляет собой формулировку
некоторого алгоритма путем указания примитивных задач и правил де-
композиции задач с точностью до стратегии построения дерева поис-
ка. Зафиксировав конкретную стратегию построения поискового дерева
мы получим некоторую реализацию так сформулированного алгоритма.
Стратегия построения дерева поиска заключается в методике выбора ли-
ста для формирования у него всех дочерних связок вершин. При этом
родительская вершина и дочерние вершины из одной связки связаны
одним из отношений декомпозиции Ri. Если у листа нельзя породить
дочерние вершины, то ему приписывается оценка Yes или No: Yes, если
лист представляет собой примитивную задачу из C; оценка No, если ни
одно из правил декомпозиции к нему не применимо. Формирование оцен-
ки у листа приводит к пересчету всех оценок вершин на ветви, ведущей
от листа к корню. При этом И-вершина получает оценку Yes, если все ее
дочерние задачи уже имеют оценку Yes; оценка No формируется, если
хотя бы одна дочерняя уже имеет оценку No. Если же задача является
ИЛИ-вершиной, то она получает оценку Yes, когда хотя бы одна дочер-
няя уже имеет оценку Yes; оценка же No формируется, когда каждой
дочерней приписана оценка No. В остальных случаях у родительской
вершины не формируется оценка. Отсутствие оценки у задачи говорит
о том, что возможность ее решения еще пока сохраняется. Процесс по-
строения дерева поиска завершается как только корень получает оценку
Yes или No. В первом случае для исходной задачи в дереве поиска су-
ществует конечное деривационное поддерево. Такая задача называется
разрешимой в рамках продукционной системы.

В классе всех продукционных систем естественным образом выде-
ляется собственный подкласс тех продукционных систем, которые со-
пряжены обычным исчислениям, предназначенным для вывода цепочек
символов. В такой сопряженной исчислению C продукционной системе
PC примитивными задачами считаются аксиомы исчисления C, а спосо-
бы сведения задач к подзадачам получаются в результате применения
правил вывода исчисления C снизу вверх, т. е. от заключения к посыл-
кам [7]. При этом далеко не всегда продукционная система сопряжена
некоторому исчислению. Дело в том, что порядок формируемых подза-
дач в отдельной связке может играть принципиальную роль, в то время
как порядок посылок в правиле вывода роли не играет.

42



Имея язык заданной сигнатуры Ω в области автоматического дока-
зательства теорем рассматривают множество HΩ всех термов, которые
можно построить из констант и функциональных символов сигнатуры Ω.
Множество HΩ называют эрбрановским универсумом [2]. При этом тер-
мы эрбрановского универсума могут содержать предметные переменные,
которые в таком контексте рассматриваются как константы.

С процессом построения дерева поиска T0 ⊆ T1 ⊆ T2 . . . связан про-
цесс расширения исходного языка. А именно, когда в процедуре постро-
ения дерева поиска у листа Sn порождаются дочерние вершины, проис-
ходит обогащение сигнатуры Ωn языка. В результате формируется новая
сигнатура Ωn+1, получаемая из Ωn добавлением новых свободных пред-
метных переменных, входящих в Ωn+1 как константы. При этом в том
случае, когда получаемая из исходной сигнатуры Ω сигнатура Ω0 не со-
держит констант, мы искусственно добавляем в Ω0 новую предметную
переменную, играющую роль константы. В результате в общем случае в
дереве поиска получаем бесконечную иерархию языков и универсумов

T0 ⊆ T1 ⊆ . . . ⊆ Tn ⊆ Tn+1 ⊆ . . .
Ω ⊆ Ω0 ⊆ Ω1 ⊆ . . . ⊆ Ωn ⊆ Ωn+1 ⊆ . . .

H0 ⊆ H1 ⊆ . . . ⊆ Hn ⊆ Hn+1 ⊆ . . .

Необходимо отметить, что сопряженные тому или иному варианту
исчисления предикатов продукционные системы формируют бесконеч-
но ветвящиеся деревья поиска типа И/ИЛИ. В прикладной программе
такие деревья приводят к комбинаторному взрыву. Чтобы сделать дере-
вья поиска конечно ветвящимися используются метапеременные [3]. При
этом под метапеременной понимается синтаксическая переменная, при-
нимающая в качестве своих значений термы языка первого порядка. Мы
не будем формулировать метод метапеременных в общем виде для широ-
кого класса продукционных систем. В построенной теории ниже форму-
лируются две конкретные продукционные системы с метапеременными,
которые решают тот же объем дедуктивных задач, что и сопряженная
логико-математическому исчислению продукционная система.

Традиционно методы автоматического доказательства теорем под-
разделяются на две категории: это алгоритмы установления выводимо-
сти и алгоритмы поиска вывода. Например, метод резолюций [2] — это
алгоритм установления выводимости, а процедура [3] — это алгоритм
поиска вывода. Каждый алгоритм поиска вывода есть алгоритм уста-
новления выводимости, но не наоборот. Так резолюционный вывод нель-
зя полиномиальным способом преобразовать в натуральный вывод. Ис-
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пользуемые в методе резолюций метапеременные можно переименовать
в рамках отдельного дизъюнкта — это локальные метапеременные. В
процедуре Правица [2] и процедуре [3] метапеременные глобальные. Их
значения вычисляются в ходе вычислительного процесса.

Использование метапеременных приводит к изменению языка. Те-
перь выражения языка — это псевдоформулы и псевдотермы, которые
могут быть обычными формулами и термами, но могут и содержать ме-
тапеременные, тем самым отличаясь от последних. Полученные в ре-
зультате применения правила декомпозиции дочерние задачи, кроме гло-
бальных метапеременных родительской задачи, могут содержать новые
глобальные метапеременные, которым приписывается в качестве диапа-
зона значений тот эрбрановский универсум, который построен к теку-
щему моменту. В поисковом дереве с метапеременными у вершин вместо
оценок формируются конечные множества допустимых подстановок, ко-
торые указывают на какие термы должны быть заменены глобальные
метапеременные. Метод вычисления допустимых подстановок в разных
продукционных системах с метапеременными определяется по разному.
Мы в этой статье используем метод [3]. Точные определения связан-
ных с этим методом понятий будут даны в разделе 2. Процесс построе-
ния дерева поиска завершается, когда набор допустимых подстановок у
корня становится непустым. Соответствующее допустимой подстановке

θ =

(
X1 . . . Xr

t1 . . . tr

)
деривационное поддерево Θ поискового дерева та-

ково, что Θθ есть вывод в логико-математическом исчислении. При этом
если диапазоном значений метапеременной Xi является Hn, то ti ∈ Hn.

Использование целеориентированного поиска позволяет некоторым
разумным образом оптимизировать порядок применения правил деком-
позиции [5]. Тем не менее применение кванторных правил приводит к по-
явлению катастрофически огромного числа вариантов при переборе всех
возможных альтернатив [8]. По нашему мнению дальнейшей оптимиза-
ции такого перебора можно достичь за счет использования скулемовских
нормальных форм определенного вида. Предлагаемая в статье скулемов-
ская нормальная форма позволяет элиминировать некоторые кванторы
и тем самым сделать поиск более эффективным. При этом использует-
ся такая форма частичной скулемизации, которая позволяет не терять
связь с искомым выводом в односукцедентном исчислении секвенций.
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2. Односукцедентное исчисление секвенций

В этом разделе мы, следуя [5], опишем односукцедентное секвенциаль-
ное классическое исчисление предикатов, для которого в статье решается
задача поиска вывода. Для этого здесь же будет определена сопряжен-
ная этому исчислению продукционная система. Исчисление секвенций
выгодно отличается от системы натуральной дедукции [1] с точки зре-
ния формулировки методов поиска вывода и их обоснования. При этом
существует эффективный алгоритм получения натурального вывода из
односукцедентного секвенциального вывода.

Основные определения и обозначения, связанные с исчислением се-
квенций, можно найти в статье [5]. В этой статье определены три одно-
сукцедентных секвенциальных исчисления предикатов: минимальное S1,
интуиционистское S2 и классическое S3. Необходимо обратить внимание
на то, что в статье [5] при определении правил вывода (⊃→), (& →),
(∨ →), (∀ →) и (∃ →) допущена досадная оплошность. В этих прави-
лах формула G может быть не только атомом, дизъюнкцией или ⊥, но
также формулой вида ∃xC(x). Кроме этого, мы здесь используем дру-
гую, но эквивалентную, формулировку правила вывода (⊃→), которая
оказалась более удобной для изложения этой теории.

Для формулировки исчисления секвенций S3 прежде всего мы долж-
ны фиксировать некоторый логико-математический язык Ω, формулы
которого выражают суждения и отношения рассматриваемой области
математики. Мы предполагаем, что сложные формулы языка Ω строят-
ся из атомарных формул этого языка при помощи логических связок &,
∨, ⊃, логических констант ⊥, > и кванторов ∀, ∃. Отрицание ¬A есть
по определению формула A ⊃ ⊥. Вхождения предметных переменных в
формулу обычным образом делятся на свободные и связанные. Перемен-
ные, входящие в формулу свободно, называются ее параметрами. Через
A(x/t) обозначается результат подстановки терма t вместо всех свобод-
ных вхождений переменной x в формулу A. При этом предполагается,
что производится переименование связанных переменных формулы A,
если параметры t попадают в область действия кванторов A. Вместо
A(x/t) мы будем писать просто A(t), когда контекст x очевиден.

Секвенцией [5] называется упорядоченная пара вида Γ → A, где Γ
есть конечное, в частности быть может пустое, множество формул языка
Ω, а A есть формула этого языка. При этом Γ называется антецедентом,
а формула A — сукцедентом секвенции. Теоретико-множественные опе-
рации над конечными множествами формул рассматриваются обычным
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образом. Например, объединение Γ ∪∆ конечных множеств формул Γ и
∆ состоит из всех формул из Γ и ∆. Как обычно, мы пишем Γ∆ вместо
Γ ∪∆. Так что Γ∆ и ∆Γ обозначают одно и то же.

Исчисление S3 содержит аксиомы следующих двух видов: ΓC → C и
∆→ >, где C — атомарная формула языка Ω или ⊥. Первые десять пра-
вил вывода делятся на две группы и вводят логические связки слева и
справа. Последнее правило вывода называется правилом противоречия.
Правила вывода изображаются в виде двухэтажной конструкции. Над
чертой пишутся секвенции, являющиеся посылками правила вывода, ко-
торые отделяются точкой с запятой. Под чертой пишется его заключе-
ние, которое является выводимой секвенцией, если посылки выводимы.
Рядом с чертой мы указываем символическое обозначение правила:

(A⊃B) Γ→A; B (A⊃B) Γ→G
(A⊃B) Γ→G (⊃→), ΓA→B

Γ→A⊃B (→⊃),

AB (A&B) Γ→G
(A&B) Γ→G (&→), Γ→A; Γ→B

Γ→A&B (→ &),

A (A∨B) Γ→G; B (A∨B) Γ→G
(A∨B) Γ→G (∨ →), Γ→Ai

Γ→A1∨A2
(→ ∨i),

A(x/t) (∀xA(x)) Γ→G
(∀xA(x)) Γ→G (∀ →), Γ→A(x/y)

Γ→∀xA(x) (→ ∀),

A(x/y) (∃xA(x)) Γ→G
(∃xA(x)) Γ→G (∃ →), Γ→A(x/t)

Γ→∃xA(x) (→ ∃),

(¬G) Γ→⊥
Γ→G (⊥c).

Здесь в правилах G — атом, дизъюнкция, ⊥ или формула вида
∃z C(z) языка Ω, A, B — любые формулы языка Ω, а Γ — любое ко-
нечное множество формул языка Ω. В кванторных правилах терм t и
переменная y допустимы для x в A(x). В кванторных правилах (→∀) и
(∃→) переменная y не входит свободно в нижнюю секвенцию. Описанные
условия называются ограничениями кванторных правил.

Выводом секвенции S в исчислении S3 называется конечная последо-
вательность секвенций S1, . . . , Sk, в которой S = Sk и каждая Sj либо
является аксиомой исчисления S3, либо получается в результате при-
менения некоторого правила вывода исчисления S3 из некоторых пред-
шествующих секвенций в этой последовательности. Вывод в S3 удобно
оформлять в виде дерева, у которого к каждому узлу приписана се-
квенция. При этом аксиомы приписаны к листьям этого дерева, а от-
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ношение между родительским узлом и дочерними узлами соответствует
отношению между секвенцией-заключением и секвенциями-посылками в
результате применения некоторого правила вывода. Высота вывода есть
по определению количество секвенций в самой длинной ветви. Мы не
будем делать различия между формулами и секвенциями, отличающи-
мися лишь переименованием связанных переменных. Таким образом, ес-
ли имеется вывод с нижней секвенцией S, то этот же вывод считается
автоматически и выводом любой секвенции, полученной из S переиме-
нованием связанных переменых.

После сделанных определений теперь точным образом опишем сопря-
женную исчислению S3 продукционную систему P3 с метапеременными.
В ней выражениями языка являются псевдотермы и псевдоформулы.
Псевдотермы какого-либо языка Ω определяются индуктивно. Прежде
всего, предметные константы языка Ω, предметные переменные и мета-
переменные считаются псевдотермами. Если f есть n-местный функци-
ональный символ языка Ω и t1, . . . , tn суть псевдотермы языка Ω, то
цепочка вида f(t1, . . . , tn) есть псевдотерм. Аналогичное определение
псевдоформул языка Ω выглядит следующим образом. Прежде всего, ⊥
и > суть псевдоформулы. Если P есть n-местный предикатный символ
и t1, . . . , tn суть псевдотермы языка Ω, то цепочка P (t1, . . . , tn) есть
псевдоформула. Если A и B суть псевдоформулы, то (A&B), (A ∨ B),
(A ⊃ B) суть псевдоформулы. Если A есть псевдоформула и x есть пред-
метная переменная, то (∀xA) и (∃xA) суть псевдоформулы.

Задачами этой системы являются упорядоченные пары вида (Γ, A),
где Γ есть конечное множество псевдоформул и A есть псевдоформу-
ла. Примитивными задачами являются задачи следующих двух видов:
(EΓ, E), (∆, >), где E — атом или ⊥. Содержащая метапеременные X1,
. . . , Xk дедуктивная задача π примитивизируема, если существует кор-

ректная подстановка θ =

(
X1 . . . Xk

t1 . . . tk

)
вместо метапеременных X1,

. . . , Xk такая, что дедуктивная задача πθ является примитивной. При
этом корректность θ означает, что если диапазоном значений метапе-
ременной Xi является Hn, то ti есть псевдотерм языка Ωn. Корректная
подстановка θ называется основной, если ti ∈ Hn.

Для унифицируемых выражений E1 и E2 через MGU(E1, E2) ниже
обозначается их наиболее общий унификатор [3], т. е. это такой унифи-
катор θ выражений E1 и E2, что для каждого их унификатора λ выпол-
няется λ ≤ θ. При этом λ ≤ θ означает существование подстановки µ
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такой, что λ = θ ◦ µ. Через θ ◦ µ обозначается композиция подстановок
[2].

Для вычисления допустимых подстановок у задач, имеющих в дереве
поиска дочерние задачи, требуется понятие комбинации подстановок [2],
которое определяется следующим образом. Пусть

θ1 =

(
X11, . . . X1n1

t11, . . . t1n1

)
,

...

θr =

(
Xr1, . . . Xrnr

tr1, . . . trnr

)

суть подстановки (r ≥ 2). Исходя из θ1, . . . , θr, сформируем два выра-
жения

E1 = (X11, . . . , X1n1 , . . . , Xr1, . . . , Xrnr) ,

E2 = (t11, . . . , t1n1 , . . . , tr1, . . . , trnr) .

Тогда подстановки θ1, . . . , θr называются совместимыми, если выра-
жения E1 и E2 унифицируемы. При этом подстановка MGU(E1, E2)
называется комбинацией подстановок θ1, . . . , θr.

Формулируемые ниже правила 1 – 12 определяют правила декомпо-
зиции P3.

1. Пусть E и E′ — унифицируемые атомы или ⊥. Пусть подстанов-
ка θ есть MGU(E′, E). Тогда считается разрешимой задача (E Γ, E′) и
подстановка θ считается ее допустимой подстановкой.

2. Пусть псевдоформула C есть атом, дизъюнкция, ⊥ или имеет вид
∃xD(x). Тогда если ((A ⊃ B)Γ, A) и (B (A ⊃ B) Γ, C) суть разрешимые
задачи, у которых существуют совместимые допустимые подстановки θ1

и θ2, то также считается разрешимой задача ((A ⊃ B)Γ, C) и ее допу-
стимой подстановкой считается комбинация θ1 и θ2.

3. Если разрешима задача (AΓ, B) и θ — ее допустимая подстановка,
то считается разрешимой задача (Γ, A ⊃ B) и θ считается ее допустимой
подстановкой.

4. Пусть псевдоформула C есть атом, дизъюнкция, ⊥ или имеет вид
∃xD(x). Тогда если разрешима задача (AB(A&B)Γ, C) и θ — ее допу-
стимая подстановка, то задача ((A&B)Γ, C) также считается разреши-
мой и θ считается ее допустимой подстановкой.

5. Если (Γ, A) и (Γ, B) суть две разрешимые задачи, у которых суще-
ствуют совместимые допустимые подстановки θ1 и θ2, то тогда разреши-
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ма задача (Γ, A&B) и ее допустимой подстановкой является комбинация
θ1 и θ2.

6. Пусть псевдоформула C есть атом, дизъюнкция, ⊥ или имеет вид
∃xD(x). Тогда если (A (A∨B)Γ, C) и (B (A∨B)Γ, C) суть две разреши-
мые дочерние задачи, у которых существуют совместимые допустимые
подстановки θ1 и θ2, то разрешима также задача ((A ∨ B)Γ, C) и ее до-
пустимой подстановкой считается комбинация θ1 и θ2.

7. Если для i = 1 или i = 2 разрешима задача (Γ, Ai) и θ — ее допу-
стимая подстановка, то задача (Γ, A1∨A2) также считается разрешимой
и θ считается ее допустимой подстановкой.

8. Пусть псевдоформула C есть атом, дизъюнкция, ⊥ или имеет вид
∃xD(x). Тогда задача ((∀xA(x)) Γ, C) может быть сведена к новой за-
даче (A(X) (∀xA(x)) Γ, C), где X — новая глобальная метапеременная в
поисковом дереве. При этом если дочерняя задача (A(X) (∀xA(x)) Γ, C)
разрешима и θ — ее допустимая подстановка, то считается разрешимой
родительская задача ((∀xA(x)) Γ, C) и θ считается ее допустимой под-
становкой.

9. Если разрешима задача (Γ, A(y)), где псевдоформулы из Γ не со-
держат свободно переменной y, а θ — ее допустимая подстановка, то
разрешима задача (Γ, ∀xA(x)) и θ — ее допустимая подстановка.

10. Пусть псевдоформула C есть атом, дизъюнкция, ⊥ или имеет вид
∃xD(x). Тогда если дочерняя задача (A(y) (∃xA(x)) Γ, C) разрешима,
где псевдоформулы из Γ не содержат свободно переменной y, а θ — ее
допустимая подстановка, то задача ((∃xA(x)) Γ, C) разрешима и θ — ее
допустимая подстановка.

11. Задача (Γ, ∃xA(x)) может быть сведена к задаче (Γ, A(X)), где
X — новая глобальная метапеременная в поисковом дереве. При этом
если дочерняя задача (Γ, A(X)) разрешима и θ — ее допустимая под-
становка, то считается разрешимой родительская задача (Γ, ∃xA(x)) и
θ считается ее допустимой подстановкой.

12. Пусть псевдоформула C есть атом, дизъюнкция или имеет вид
∃xD(x). Тогда если разрешима задача ((¬C) Γ, ⊥) и θ — ее допустимая
подстановка, то задача (Γ, C) также считается разрешимой и θ считается
ее допустимой подстановкой.

Формулировка продукционной системы P3 завершена. Продукцион-
ная система P3 задает алгоритм поиска решения дедуктивной задачи не
уточняя стратегию построения дерева поиска типа И/ИЛИ. Зафиксиро-
вав конкретную стратегию мы получим некоторую реализацию так сфор-
мулированного алгоритма. Стратегия построения дерева поиска заклю-
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чается в методике выбора листа для формирования у него, во-первых,
множества всех примитивизирующих этот лист подстановок, во-вторых,
всех дочерних связок вершин, соответствующих правилам декомпози-
ции. Затем каждая примитивизирующая подстановка “поднимается” по
ветви, соединяющей лист с корнем, с помощью операции комбинации [3].
Тем самым в ходе процесса построения дерева поиска у его вершин фор-
мируются наборы допустимых подстановок. Указанная продукционная
система служит эталоном для установления корректности и полноты
продукционной системы со скулемизацией, которая будет сформулиро-
вана в следующем разделе. В качестве символических названий сформу-
лированных правил декомпозиции 2 – 12 будем соответственно использо-
вать следующие обозначения: (⊃→), (→⊃), (&→), (→ &), (∨ →), (→ ∨),
(∀ →), (→ ∀), (∃ →), (→ ∃), (⊥c).

Заметим, что если θ является допустимой подстановкой разрешимой
задачи, то ее допустимой по определению считается также всякая под-
становка λ ≤ θ. Если π есть разрешимая задача и θ — ее допустимая
подстановка, то индукцией по высоте деривационного дерева устанавли-
вается, что всякая подстановка λ ≤ θ является допустимой подстановкой
всех потомков этой задачи π в деривационном дереве. Это позволяет по
любой допустимой подстановке θ однозначно находить соответствующее
деривационное поддерево Θ, которое считается решением задачи. Такое
поддерево Θ получается в результате рекурсивного перебора всех аль-
тернативных связок дочерних подзадач и выбора на каждом шаге той
связки из них, которая содержит в качестве комбинации подстановку θ.

Деривационное дерево Θ позволяет решать задачу поиска вывода в
следующем смысле. Если деривационное поддерево Θ в дереве поиска со-
ответствует допустимой подстановке θ, то индукцией по высоте Θ уста-
навливается, что θ ≥ λ для любой основной подстановки λ такой, что
Θλ есть вывод в исчислении секвенций S3 [3]. Следствием последнего
утверждения является теорема о корректности и полноте для сформу-
лированной продукционной системы P3 по отношению к исчислению S3,
т. е. секвенция Γ→ A выводима в S3 тогда и только тогда, когда задача
(Γ, A) разрешима в P3. Указанная система декомпозиции дедуктивных
задач часто ставится во главу угла при разработке компьютерных си-
стем автоматизации дедукции [3], [8], [9]. Недостатки P3 были отмечены
во введении и первом разделе.
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3. Продукционная система дедуктивных задач со
скулемизацией

При решении задач установления выводимости или поиска вывода с це-
лью повышения эффективности этого процесса часто применяют те или
иные инвариантные преобразования формул. Преобразование, которое
здесь рассматривается, называется скулемизацией [2], [10]. Скулемиза-
ция позволяет упростить алгоритмическую часть процедуры установле-
ния выводимости. Имея в виду контекст метода метапеременных, мы бу-
дем заниматься преобразованием псевдоформул. При этом мы будем ис-
пользовать такой новый вариант частичной скулемизации, который поз-
воляет не терять связь с искомым односукцедентным секвенциальным
выводом, и тем самым с натуральным выводом. Это позволяет исполь-
зовать скулемизацию в рамках процедуры поиска натурального вывода
[1].

Положительные и отрицательные вхождения псевдоформулы в
псевдоформулу определим индукцией по числу логических связок.
Вхождение псевдоформулы в себя считается положительным. Если псев-
доформула B положительно (отрицательно) входит в псевдоформулу
A, то B положительно (отрицательно) входит в псевдоформулы вида:
A&A′, A′&A, ∀xA, A ∨A′, A′ ∨A, ∃xA, A′ ⊃ A; и отрицательно (поло-
жительно) входит в псевдоформулы вида: A ⊃ A′.

Вхождение псевдоформулы C в псевдоформулу D называется стро-
го положительным, если оно является положительным и не находится в
антецеденте некоторой импликации в D. Вхождение C в D будем назы-
вать строго положительным аналитическим, если оно является строго
положительным и не находится в области действия некоторой дизъюнк-
ции в D.

Под знаком вхождения логической связки в указанную псевдофор-
мулу будем понимать знак того вхождения псевдоформулы в указан-
ную псевдоформулу, главной связкой которого оно является. Под знаком
вхождения предикатного символа будем понимать знак соответствую-
щего вхождения атома. Будем говорить, что псевдоформула A обладает
свойством чистоты переменных, если, во-первых, все ее связанные пе-
ременные отличны от свободных и, во-вторых, любые два различные
вхождения кванторных приставок связывают различные переменные.

Пусть A — произвольная псевдоформула со свойством чистоты пе-
ременных и ∃x — некоторая строго положительная аналитическая эк-
зистенциальная приставка в A. Размерностью переменной x в A будем

51



называть число различных кванторов всеобщности, управляющих пере-
менной x. Пусть k — размерность переменной x в A и f — k-местный
функциональный символ, не встречающийся в A. Список всех связанных
кванторами всеобщности переменных в порядке вхождения в A, управ-
ляющих переменной x в A, запишем в виде z1, . . . , zk. Результатом при-
менения к паре 〈A, x〉 скулемовского метода элиминации квантора су-

ществования будем называть псевдоформулу A−
(

x
f(z1, . . . , zk)

)
, где

A− обозначает результат вычеркивания из A единственного вхождения
кванторной приставки ∃x. Эту псевдоформулу будем обозначать S(A, x).

Скулемовской нормальной формой псевдоформулы A будем называть
псевдоформулу, обозначаемую Sk(A), которая определяется индукцией
по числу логических связок:

• Sk(B&C) = Sk(B) &Sk(C), Sk(B ⊃ C) = B ⊃ Sk(C), Sk(B∨C) =
B ∨ C, Sk(>) = >, Sk(⊥) = ⊥.

• Если A имеет вид ∃xB, то Sk(A) = B

(
x
c

)
.

• Если A имеет вид ∀z B, то процесс вычисления Sk(A) разбивается
на два этапа. На первом этапе после элиминации строго положи-
тельных аналитических кванторов существования и введения ску-
лемовских функций получаем псевдоформулу

A′ = S(. . . (S(S(A, x1), x2), . . .), xl).

На втором этапе после вычеркивания из A′ строго положитель-
ных аналитических кванторов всеобщности получаем A′′. Наконец,
после введения новых локальных метапеременных Z1, . . . , Zm по-
лучаем искомый результат

Sk(A) = A′′
(
z1 . . . zm
Z1 . . . Zm

)
.

Например, скулемовской нормальной формой формулы

∀x∀y ((∃z (P (x, z) & P (z, y))) ⊃ ∃uQ(x, u, y))

является псевдоформула

(∃z (P (X, z) & P (z, Y ))) ⊃ Q(X, f(X, Y ), Y ),
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где f — новая скулемовская функция, а X и Y — новые локальные ме-
тапеременные.

Пусть D есть строго положительная аналитическая подпсевдофор-
мула псевдоформулы C и D есть атом, дизъюнкция, ⊥ или >. Пусть D
находится в области действия последовательности кванторов

∀z1 . . . ∀zn1∃v1∀zn1+1 . . . ∀zn2∃v2∀zn2+1 . . . ∀znk
∃vk∀znk+1 . . . ∀znk+m. (1)

Пусть в процессе скулемизации при элиминации кванторов ∃v1, . . . ,
∃vk вводятся новые скулемовские функции ϕn1

1 , . . . , ϕnk
k , а при эли-

минации кванторов ∀z1, . . . , ∀znk+m вводятся локальные метаперемен-
ные Z1, . . . , Znk+m. Тогда протоколом скулемизации C относитель-
но D назовем последовательность псевдоформул P1, . . . , Pq, которая
формируется из частей псевдоформулы C и моделирует процесс ску-
лемизации. Точнее говоря, для псевдоформул P1, . . . , Pq имеем P1 = C,

Pq = D

(
z1 . . . znk+m v1 . . . vk
Z1 . . . Znk+m ϕn1

1 (Z1, . . . , Zn1) . . . ϕnk

k (Z1, . . . , Znk
)

)
и

• если Pj = ∀ziB(zi), то Pj+1 = B(Zi);

• если Pj = ∃viB(vi), то Pj+1 = B(ϕni
i (Z1, . . . , Zni));

• если Pj = B1 ⊃ B2, то Pj+1 = B2;

• если Pj = B1 &B2 и D входит в Bi, то Pj+1 = Bi.

Отношением подобия будем называть рефлексивно транзитивное за-
мыкание отношения между псевдоформулами, когда одна из них полу-
чается из другой в результате замены подпсевдоформулы вида (M &N)
на (N &M).

С каждым строго положительным аналитическим вхождением D в
C связана подобная C псевдоформула вида

Q11x11 . . . Q1r1x1r1(C1 λ1
Q21x21 . . . Q2r2x2r2(C2 λ2 (. . .
. . .
Qs1xs1 . . . Qsrsxsrs(Cs λs Qs+1,1xs+1,1 . . . Qs+1,rs+1xs+1,rs+1 D)) . . .),

(2)

у которой цепочка кванторов

Q11x11 . . . Qsrsxsrs Qs+1,1xs+1,1 . . . Qs+1,rs+1xs+1,rs+1 (3)

совпадает с (1), λi ∈ {&, ⊃} и протокол скулемизации относительно D
совпадает с протоколом скулемизации C относительно D. Будем назы-
вать (2) нормальной формой C относительно D.
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Пусть D есть строго положительная аналитическая подпсевдофор-
мула псевдоформулы C и D есть атом, дизъюнкция, ⊥ или >. Тогда
пренексной формой C относительно D назовем псевдоформулу, получа-
емую из C в результате вынесения в начало псевдоформулы всех кван-
торов, которые управляют D в C.

Очевидно, что если нормальная форма C относительно D имеет вид
(2) и C ′ есть пренексная форма C относительно D, то нормальная форма
C ′ относительно D имеет вид

Q11x11 . . . Qs+1,rs+1xs+1,rs+1 (C1 λ1 (C2 λ2 (. . . (Cs λsD)) . . .). (4)

Псевдоформулу (4) будем называть пренексной нормальной формой C
относительно D. Эту псевдоформулу будем обозначать PNF(C, D).

Пусть F = Sk(C) и нормальная форма C отностительно D имеет вид
(2). Тогда результат скулемизации псевдоформулы (2) имеет вид

F1 λ1 (F2 λ2 (. . . (Fs λsG)) . . .), (5)

где G = Dζ, Fi = C̃iζ,

ζ =

(
z1 . . . znk+m v1 . . . vk
Z1 . . . Znk+m ϕn1

1 (Z1, . . . , Zn1) . . . ϕnk
k (Z1, . . . , Znk

)

)
,

C̃i =

{
Ci, если λi =⊃;
Sk(Ci), если λi = &.

Будем называть (5) нормальной формой F относительно G. Псевдофор-
мулу (5) будем обозначать NF(F, G). Импликантой нормальной формы
F относительно G назовем кратную конъюнкцию

Fi1 &Fi2 & . . . &Fin ,

где λi1 = λi2 = . . . = λin = “⊃ ” — все импликации среди λi ∈ {&, ⊃}.
Дедуктивной задачей назовем пару вида (Sk(Γ) ?G), где Γ — конеч-

ное множество псевдоформул, которое называется антецедентом, а G
— псевдоформула, которая называется сукцедентом этой дедуктивной
задачи. При этом псевдоформулы из Γ и псевдоформула G не содержат
локальных метапеременных, но, возможно, содержат глобальные мета-
переменные.

Сформулируем теперь продукционную систему F3 с метапеременны-
ми и со скулемизацией, в рамках которой будут решаться дедуктивные
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задачи. Примитивные дедуктивные задачи этой системы суть произ-
вольные задачи двух видов

Γ ?> и
(
&i=m

i=1 Ai

)
Γ ?G,

где G совпадает с некоторой Ai и при этом G — атом или ⊥.
Чтобы решать дедуктивные задачи теперь определим правила сведе-

ния задач к подзадачам продукционной системы F3. Правила построены
весьма естественно и удаляют логические связки слева и справа. Прави-
ла декомпозиции изображаются в виде двухэтажной конструкции. Под
чертой мы пишем родительскую задачу. Над чертой пишем ее дочерние
подзадачи. Рядом с чертой мы указываем символическое обозначение
правила.

1. Если Γ ?A1 и Γ ?A2 суть две разрешимые задачи, у которых су-
ществуют совместимые допустимые подстановки θ1 и θ2, то тогда раз-
решима задача Γ ?A1 &A2 и комбинация подстановок θ1 и θ2 считается
ее допустимой подстановкой. Символически сформулированное правило
декомпозиции записывается в виде

Γ ?A1; Γ ?A2

Γ ?A1 &A2
(?&)

и понимается так: задача вида Γ ?A1 &A2 сводится к двум задачам Γ ?A1

и Γ ?A2.
2. Если разрешима задача Sk(A) Γ ?B и θ — ее допустимая подста-

новка, то считается разрешимой задача Γ ?A ⊃ B и θ считается ее допу-
стимой подстановкой. То есть, задача Γ ?A ⊃ B сводится к новой задаче
Sk(A) Γ ?B:

Sk(A) Γ ?B

Γ ?A ⊃ B (?⊃).

3. Если разрешима хотя бы одна из задач Γ ?Ai, где i = 1 или i =
2, а θ — ее допустимая подстановка, то считается разрешимой задача
Γ ?A1 ∨ A2 и θ считается ее допустимой подстановкой. То есть, задача
Γ ?A1 ∨A2 может быть сведена к подзадаче Γ ?Ai (для i = 1 или 2):

Γ ?Ai

Γ ?A1 ∨A2
(?∨i).

4. Если разрешима задача Γ ?A(y), где псевдоформулы из Γ не содер-
жат свободно переменной y, а θ — ее допустимая подстановка, то счита-
ется разрешимой задача Γ ?∀xA(x) и θ считается ее допустимой подста-
новкой. Кратко говоря, задача Γ ?∀xA(x) сводится подзадаче Γ ?A(y),

55



где y — новая свободная предметная переменная в поисковом дереве:

Γ ?A(y)

Γ ?∀xA(x)
(?∀).

5. Если разрешима задача Γ ?A(X), где X — новая глобальная ме-
тапеременная в поисковом дереве, а θ — ее допустимая подстановка, то
считается разрешимой задача Γ ?∃xA(x) и θ считается ее допустимой
подстановкой. То есть, задача Γ ?∃xA(x) может быть сведена к дочер-
ней задаче Γ ?A(X):

Γ ?A(X)

Γ ?∃xA(x)
(?∃).

6. Пусть G и G′ — унифицируемые атомы или ⊥, NF(A, G′) имеет
вид &i=m

i=1 Ai и Am = G′. Пусть подстановка η замещает все локальные
метапеременные в A новыми глобальными и θ = MGU(G, G′η). Тогда
считается разрешимой задача AΓ ?G и подстановка θ считается ее допу-
стимой подстановкой. Обозначив через Bi псевдоформулу &j=m

j=i+1Aj мы
можем записать указанное правило в виде

(&i=m
i=1 Ai)η (A1η) (B1η) . . . (Am−1η) (Bm−1η)AΓ ?G

AΓ ?G
(&?).

7. Пусть G и G′ — унифицируемые атомы или ⊥ и G′ есть строго
позитивная аналитическая подпсевдоформула псевдоформулы A. Пусть
подстановка η замещает все локальные метапеременные в A новыми гло-
бальными, σ = MGU(G, G′η) и ξ = η ◦ σ. Пусть нормальная форма A
относительно G′ имеет вид

A1 λ1 (A2 λ2 (. . . (An λnG
′)) . . .),

где λi ∈ {&, ⊃}. Пусть Ai1 &Ai2 & . . . &Aik — импликанта этой нормаль-
ной формы. Для каждого i = 1, . . . , n пусть Bi обозначает псевдофор-
мулу

Ai+1 λi+1 (Ai+2 λi+2 (. . . (An λnG)) . . .)

и для каждого j = 1, . . . , k пусть ∆j обозначает множество, задаваемое
равенствами

∆1 = {NF(A, G′), A1, B1, A2, B2, . . . , Ai1−1, Bi1−1},

∆j = ∆j−1 ∪ {Bi(j−1)
, . . . , Aij−1, Bij−1}.
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Тогда если ∆1ξ AΓ ?Ai1ξ, . . . , ∆kξ AΓ ?Aikξ образуют k разрешимых за-
дач, у которых существуют соответственно допустимые подстановки θ1,
. . . , θk такие, что совместимы подстановки σ, θ1, . . . , θk, то считается
разрешимой также задача AΓ ?G и комбинация σ, θ1, . . . , θk считается
ее допустимой подстановкой. Символически сформулированное правило
сведения задач к подзадачам записывается следующим образом:

∆1ξ AΓ ?Ai1ξ; ∆2ξ AΓ ?Ai2ξ; . . . ; ∆kξ AΓ ?Aikξ

AΓ ?G
(⊃?).

8. ПустьG есть атом, дизъюнкция,⊥ или псевдоформула вида ∃xB, а
также D1∨D2 есть строго позитивная аналитическая подпсевдоформула
псевдоформулы A. Пусть нормальная форма A относительно D1 ∨ D2

имеет вид
A1 λ1 (A2 λ2 (. . . (An λn (D1 ∨D2)) . . .),

где λi ∈ {&, ⊃}. Пусть Ai1 &Ai2 & . . . &Aik — импликанта этой нор-
мальной формы. Пусть подстановка η замещает все локальные метапе-
ременные в A новыми глобальными. Для каждого i = 1, . . . , n пусть Bi

обозначает псевдоформулу

Ai+1 λi+1 (Ai+2 λi+2 (. . . (An λn (D1 ∨D2)) . . .)

и пусть множества ∆ и ∆j , где j = 1, . . . , k, задаются равенствами

∆1 = {NF(A, D1 ∨D2), A1, B1, A2, B2, . . . , Ai1−1, Bi1−1},

∆j = ∆j−1 ∪ {Bi(j−1)
, . . . , Aij−1, Bij−1},

∆ = ∆k ∪ {Bik , . . . , An, Bn}, Bn = D1 ∨D2.

Тогда если (∆1η AΓ ?Ai1η), . . . , (∆kη AΓ ?Aikη), (Sk(D1η) (∆η)AΓ ?G),
(Sk(D2η) (∆η)AΓ ?G) образуют k+2 разрешимые задачи, у которых су-
ществуют совместимые допустимые подстановки θ1, . . . , θk, θk+1, θk+2,
то считается разрешимой также задача AΓ ?G и ее допустимой подста-
новкой считается комбинация подстановок θ1, . . . , θk, θk+1, θk+2. Таким
образом, задача AΓ ?G сводится к следующим k + 2 подзадачам:

∆1η AΓ ?Ai1η; . . . ; ∆kη AΓ ?Aikη;
Sk(D1η) (∆η)AΓ ?G; Sk(D2η) (∆η)AΓ ?G

AΓ ?G
(∨?).

9. Наконец, мы имеем правило противоречия (⊥c): если G — атом,
дизъюнкция или псевдоформула вида ∃xB, разрешима задача (¬G) Γ ?⊥
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и θ — ее допустимая подстановка, то разрешима задача Γ ?G и θ —
ее допустимая подстановка. То есть, задача Γ ?G сводится к подзада-
че (¬G) Γ ?⊥:

(¬G) Γ ?⊥
Γ ?G

(⊥c).

Формулировка продукционной системы F3 завершена. Будем ее назы-
вать продукционной системой эвристического поиска вывода. Продукци-
онная система F3 задает алгоритм поиска решения задачи с точностью
до стратегии построения дерева поиска типа И/ИЛИ. Зафиксировав кон-
кретную стратегию мы получим некоторую реализацию так сформули-
рованного алгоритма. Например, алгоритм [1] использует стратегию пе-
ребора в глубину.

Заметим, что если θ является допустимой подстановкой разрешимой
задачи, то ее допустимой считается также всякая подстановка λ ≤ θ.
Если π есть разрешимая задача и θ — ее допустимая подстановка, то
индукцией по высоте деривационного дерева устанавливается, что вся-
кая подстановка λ ≤ θ является допустимой подстановкой всех потомков
этой задачи π в деривационном дереве.

Очевидно, что рассматриваемые в заданном дереве поиска Σ нор-
мальные формы псевдоформул зависят от дерева Σ: SkΣ(A),NFΣ(A, B),
PNFΣ(A, B). Тем не менее мы будем в этих обозначениях часто опускать
индекс Σ, когда подразумеваемый контекст Σ очевиден.

В следующих двух разделах доказываются теоремы о корректности и
полноте для сформулированной продукционной системы F3 по отноше-
нию к исчислению S3. Тем самым устанавливается взаимосвязь между
поиском решения задач в F3 и поиском вывода в классическом исчисле-
нии секвенций S3. Для этого там устанавливается эквивалентность F3 и
P3 с точки зрения объема решаемых задач. Использование скулемиза-
ции в F3 приводит к элиминации строго положительных аналитических
кванторов в антецедентах дедуктивных задачах. Это позволяет избежать
комбинаторного взрыва при применении кванторных правил, возникаю-
щего в P3.

4. Теорема о корректности

Доказываемая в этом разделе теорема о корректности предоставляет эф-
фективный способ извлечения логического вывода из деривационного
поддерева поискового дерева разрешимой дедуктивной задачи. Указан-
ная теорема легко доказывается для пропозициональной части продук-
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ционной системы эвристического поиска F3. Распространение этого до-
казательства на всю F3 связано с определенными трудностями, которые,
тем не менее, удается успешно преодолеть. В доказательстве теоремы о
корректности будут использованы два предложения, которые формули-
руются ниже.

Предложение 4.1. Пусть D есть строго положительная ана-
литическая подпсевдоформула псевдоформулы C и C ′ есть пренексная
форма C относительно D или подобная C псевдоформула. Тогда если в
P3 разрешима задача (C ′C Γ, A) и θ — ее допустимая подстановка, то
задача (C Γ, A) также является разрешимой и θ является ее допусти-
мой подстановкой.

Доказательство может быть получено тривиальной индукцией по вы-
соте деривационного дерева. Это утверждение, а также следующее оче-
видное следствие, нам потребуются ниже в доказательстве предложе-
ния 4.2.

Следствие. Пусть D есть строго положительная аналитическая
подпсевдоформула псевдоформулы C. Тогда если в P3 разрешима зада-
ча (PNF(C, D)C Γ, A) и θ — ее допустимая подстановка, то задача
(C Γ, A) также является разрешимой и θ является ее допустимой под-
становкой.

Предложение 4.1 и его следствие, по сути, представляют собой фор-
мулировки допустимых правил декомпозиции, которые мы будем соот-
ветственно символически обозначать (ПФ→) и (ПНФ→). Через Θ|S бу-
дем обозначать поддерево дерева Θ, которое содержит узел S дерева Θ
в качестве корня, а также все его потомки. На диаграммах фрагмент
. . .

...· · · будет обозначать часть дерева. Например, фигуры

. . .
...· · ·
S

и
S1 S2 S3

. . .
...· · ·
S

обозначают соответственно некоторое дерево с корнем S и некоторое де-
рево с корнем S и его потомками S1, S2, S3.

Предложение 4.2. Если задача (Sk(Γ) ?A) разрешима в продукци-
онной системе F3, то задача (Γ, A) разрешима в продукционной систе-
ме P3.

Доказательство. Пусть θ =

(
X1 . . . Xr

t1 . . . tr

)
— подстановка из на-

бора допустимых подстановок задачи π0 = (Sk(Γ) ?A). Мы предпола-
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гаем, что подстановка θ является основной. В противном случае мы
можем заменить “нерешенные” метапеременные на константы из H0.
Пусть Θ — соответствующее этой подстановке θ деривационное дере-
во. Индукцией по построению деривационного дерева Θ покажем, как в
рамках P3 построить допустимую для задачи (Γ, A) подстановку θ′ =(
X1 . . . Xr . . .
t′1 . . . t′r . . .

)
и соответствующее ей деривационное дерево Θ′.

Разобъем процесс построения дерева Θ на этапы. Будем считать, что
для формирования дерева Θn+1 из дерева Θn на текущем этапе n выби-
рается некоторый лист построенного поддерева Θn ⊆ Θ и формируются
все его дочерние вершины. Пусть процесс расширения языка при постро-
ении дерева Θ имеет вид

Θ0 ⊆ Θ1 ⊆ . . . ⊆ Θn ⊆ Θn+1 ⊆ . . . ⊆ Θh = Θ,
Ω ⊆ Ω0 ⊆ Ω1 ⊆ . . . ⊆ Ωn ⊆ Ωn+1 ⊆ . . . ⊆ Ωh,

H0 ⊆ H1 ⊆ . . . ⊆ Hn ⊆ Hn+1 ⊆ . . . ⊆ Hh.
(6)

Прежде всего введем следующие обозначения. Обозначим через Sn
множество всех скулемовских символов и предметных переменных, по-
явившихся в задаче πn в результате декомпозиции ее родительской за-
дачи. Обозначим через Tn ⊆ Hn множество всех термов t ∈ Hn вида
fm(τ1, . . . , τm), где fm — некоторый скулемовский символ, которые на-
ходятся в дереве (Θ|πn)θ и содержат символы из Sn.

Покажем, как для каждого дерева Θn можно построить подстанов-
ки θ′n, µn и дерево Θ′n такие, что корнем дерева Θ′n является задача
π′0 = (Γ, A), дочерние вершины получаются из родительских по одному
из допустимых правил декомпозиции системы P3, а листья дерева Θ′n
либо примитивизируются подстановкой θ′n, либо соответствуют нерас-
крытым листьям πn = (Sk(Γn)?An) дерева Θn и являются задачами π′n
вида π′n = (∆nΓ′n, A

′
n). При этом роль подстановок θ′n и µn в обозна-

чаемом штрихом формируемом соответствии заключается в том, что на
каждом шаге n θ′n составляет часть искомой θ′ и содержит свободные
предметные переменные, вводимые для устранения скулемовских функ-
ций, а µn заменяет эти предметные переменные на термы со скулемов-
скими функциями. Для этого формируемое соответствие будет таким,
чтобы соблюдались следующие свойства:

• если псевдовыражение E′ входит в π′n и соответствует псевдовыра-
жению E, то Eθ = E′(θ′n ◦ µn); в частности, Anθ = A′n(θ′n ◦ µn) и
Γnθ = Γ′n(θ′n ◦ µn);
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• каждому терму t ∈ Hn вида fm(τ1, . . . , τm) из дерева (Θ|πn)θ тако-
му, что t 6∈ Tn, сопоставляется некоторый терм t′ без скулемовских
функций такой, что t = t′µn.

Введем несколько новых обозначений. Для множества термов Tn
определим подстановки δn и νn, которые будем называть сопряженны-
ми листу π′n = (∆nΓ′n, A

′
n) дерева Θ′n. Для этого рассмотрим последо-

вательность псевдоформул E1, . . . , El такую, что для каждого терма
t = f(τ1, . . . , τN ) из Tn в этой последовательности содержится соот-
ветствующий этому терму фрагмент P1, . . . , Pq, составленный согласно
протоколу скулемизации. Последнее означает следующее. Пусть скуле-
мовский символ f появился в дереве поиска в результате скулемизации
псевдоформулы C ∈ Γn. Пусть PNF(C, D) имеет вид (4). Пусть кван-
торная приставка (3) псевдоформулы C имеет вид (1). При этом будем
считать, что символы ϕn1

1 , . . . , ϕnk
k вводятся при скулемизации C с помо-

щью элиминации кванторов ∃v1, . . . , ∃vk из (1) и f есть один из символов
ϕn1

1 , . . . , ϕnk
k . Введем новые предметные переменные y1, . . . , yk и новые

глобальные метапеременные Y1, . . . , Ynk
. Составим цепочку псевдофор-

мул P1, . . . , Pq такую, что P1 = PNF(C ′, D′),

Pq = ∀znk+1 . . . ∀znk+m(C ′1 λ1 (C ′2 λ2 (. . . (C ′s λsD
′)) . . .)γ,

γ =

(
z1 . . . znk

v1 . . . vk
Y1 . . . Ynk

y1 . . . yk

)
;

• если Pj = ∀ziB(zi), то Pj+1 = B(Yi);

• если Pj = ∃viB(vi), то Pj+1 = B(yi).

Пусть термы τ ′1, . . . , τ ′nk
соответствуют термам τ1, . . . , τnk

∈ Hn, т. е. τi =
τ ′iµn. Сопряженными терму t = f(τ1, . . . , τN ) ∈ Tn мы будем называть
следующие подстановки:

(
Y1 Y2 . . . Yn1 . . . Ynk

τ ′1 τ ′2 . . . τ ′n1
. . . τ ′nk

)
, (7)

(
y1 . . . yk

ϕn1
1 (τ1, . . . , τn1) . . . ϕnk

k (τ1, . . . , τnk
)

)
. (8)

Объединив все вычисленные для каждого терма из Tn такие сопряжен-
ные им подстановки (7) мы и получим сопряженную задаче π′n подста-
новку δn. Аналогично, объединив все подстановки (8) мы получаем под-
становку νn.
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Для так определенных подстановок δn и νn, сопряженных задаче
π′n = (∆nΓ′n, A

′
n), определим последовательность конечных множеств

псевдоформул ∆1
n ⊆ ∆2

n ⊆ . . . ⊆ ∆l
n следующим образом: ∆j

n = ∆n ∪
{E1, . . . , Ej}, j = 1, . . . , l. Следствием индуктивного предположения о
задаче π′n будет то, что задачи

(∆nΓ′n, A
′
n), (∆1

nΓ′n, A
′
n), . . . , (∆l

nΓ′n, A
′
n) (9)

образуют последовательность, в которой каждая следующая зада-
ча является результатом применения одного из правил декомпозиции
(ПНФ→), (∀ →) или (∃ →) к предыдущей. При этом δn и νn были по-
строены так, чтобы цепочка задач (9) обладала следующими свойствами:

• если псевдовыражение E′ входит в (∆l
nΓ′n, A

′
n) и соответствует

псевдовыражению E, то Eθ = E′((θ′n ∪ δn) ◦ (µn ∪ νn)); в частно-
сти, Anθ = A′n((θ′n ∪ δn) ◦ (µn ∪ νn)) и Γnθ = Γ′n((θ′n ∪ δn) ◦ (µn ∪ νn));

• каждому терму t ∈ Hn из дерева (Θ|πn)θ сопоставляется некоторый
терм t′ без скулемовских функций такой, что t = t′(µn ∪ νn).

В начале процесса построения дерева Θ′ положим ∆0 = ∅, Γ′0 = Γ,
A′0 = A, π′0 = (∆0Γ′0, A

′
0), Θ′0 = {π′0}, θ′0 = ε и µ0 = ε. Очевидно, что

дерево Θ′0 по отношению к Θ0 обладает требуемым свойством.
Покажем как получить дерево Θ′n+1 из дерева Θ′n в зависимости от

правила декомпозиции, которое используется при формировании дерева
Θn+1 из дерева Θn. Всего имеется 10 правил, которые мы рассмотрим в
следующей последовательности: (?⊃), (?>), (?∨i), (?∃), (?&), (?∀), (⊥c),
(∨?), (&?), (⊃?).

1. Пусть Θn+1 получается из Θn в результате применения правила де-
композиции (?⊃). Это значит, что An = (B1 ⊃ B2), Anθ = (B1 ⊃ B2)θ =
(B1θ) ⊃ (B2θ) = (B′1(θ′n ◦ µn)) ⊃ (B′2(θ′n ◦ µn)) = (B′1 ⊃ B′2)(θ′n ◦ µn) =
A′n(θ′n ◦ µn), A′n = (B′1 ⊃ B′2), Γn+1 = Γn ∪ {B1}, An+1 = B2 и язык
Ωn+1 является расширением языка Ωn за счет скулемизации B1. Пусть
подстановки δn и νn сопряжены листу π′n. Пусть (∆nΓ′n, B

′
1 ⊃ B′2),

(∆1
nΓ′n, B

′
1 ⊃ B′2), . . . , (∆l

nΓ′n, B
′
1 ⊃ B′2) есть построенная так, как ука-

зано выше (9), соответствующая подстановкам δn и νn цепочка задач,
в которой каждая следующая задача является результатом применения
одного из правил декомпозиции (ПНФ→), (∀ →) или (∃ →) к преды-
дущей. Положим θ′n+1 = θ′n ∪ δn, µn+1 = µn ∪ νn, Γ′n+1 = Γ′n ∪ {B′1},
A′n+1 = B′2 и ∆n+1 = ∆l

n. Дерево Θ′n+1 сформируем из дерева Θ′n с по-
мощью применения сначала правил из списка (ПНФ→), (∀ →), (∃ →), а
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затем правила (→⊃):
(B′1 ∆l

nΓ′n, B
′
2)

(∆l
nΓ′n, B

′
1 ⊃ B′2)

...
(∆1

nΓ′n, B
′
1 ⊃ B′2)

(∆nΓ′n, B
′
1 ⊃ B′2)

. . .
...· · ·

(Γ, A)

В результате для листа (Sk(Γn+1) ?An+1) дерева Θn+1 в дереве
Θ′n+1 сформирован лист требуемого вида (∆n+1Γ′n+1, A

′
n+1) такой, что

An+1θ = A′n+1(θ′n+1 ◦ µn+1) и Γn+1θ = Γ′n+1(θ′n+1 ◦ µn+1). Таким образом,
дерево Θ′n+1 по отношению к Θn+1 снова обладает требуемым свойством.

2. Пусть лист πn = (Sk(Γn) ?An) дерева Θn является примитивной
задачей, у которой An = >. Это значит, что A′n(θ′n ◦µn) = Anθ = >θ = >
и A′n = >. В этом случае Θn+1 = Θn. Положим Θ′n+1 = Θ′n, θ′n+1 = θ′n и
µn+1 = µn. При этом дерево Θ′n+1 вновь обладает требуемым свойством
и имеет вид:

(∆nΓ′n, >)
. . .

...· · ·
(Γ, A)

3. Пусть Θn+1 получается из Θn в результате применения продукции
(?∨i). Следовательно имеем An = (B1 ∨ B2), A′n = (B′1 ∨ B′2). Пусть
подстановкам δn и νn соответствует цепочка задач (∆1

nΓ′n, B
′
1 ∨B′2), . . . ,

(∆l
nΓ′n, B

′
1 ∨ B′2). Положим θ′n+1 = θ′n ∪ δn, µn+1 = µn ∪ νn и A′n+1 = B′i.

Дерево Θ′n+1 сформируем из дерева Θ′n с помощью применения правил
(ПНФ→), (∀ →), (∃ →) и (→ ∨i):

(∆l
nΓ′n, B

′
i)

(∆l
nΓ′n, B

′
1 ∨B′2)

...
(∆1

nΓ′n, B
′
1 ∨B′2)

(∆nΓ′n, B
′
1 ∨B′2)

. . .
...· · ·

(Γ, A)

Что соответствует новому листу (Sk(Γn+1)?An+1) в дереве Θn+1.
4. Пусть Θn+1 получается из Θn с помощью применения правила

декомпозиции (?∃). Это значит, что An = (∃xB(x)), A′n = (∃xB′(x)),

В результате сформированный в Θ′n+1 лист имеет вид (∆n+1Γ′n+1, A′n+1).
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Γn+1 = Γn, An+1 = B(X), X = Xs, Xs ∈ dom θ для некоторого
s ∈ {1, . . . , r}, ts ∈ Hn, ts ∈ (Θ|πn)θ. Пусть терм t′s соответствует тер-

му ts, т. е. t′s(µn ∪ νn) = ts. Тогда положим θ′n+1 = θ′n ∪ δn ∪
(
Xs

t′s

)
,

µn+1 = µn ∪ νn и A′n+1 = B′(Xs). Отсюда имеем B′(Xs) θ
′
n+1 = B′(t′s) θ

′
n и

An+1θ = A′n+1(θ′n+1 ◦ µn+1). Таким образом, искомое дерево Θ′n+1 полу-
чается из дерева Θ′n в результате применения сначала правил из списка
(ПНФ→), (∀ →), (∃ →), а затем правила (→ ∃):

(∆l
nΓ′n, B

′(Xs))
(∆l

nΓ′n, ∃xB′(x))
...

(∆1
nΓ′n, ∃xB′(x))

(∆nΓ′n, ∃xB′(x))
. . .

...· · ·
(Γ, A)

5. Пусть Θn+1 получается из Θn по правилу (?&). Это значит, что
An = (B1 &B2), A′n = (B′1 &B′2). Положим θ′n+1 = θ′n∪δn и µn+1 = µn∪νn.
Тогда искомое дерево Θ′n+1 получается из Θ′n в результате применения
правил (ПНФ→), (∀ →), (∃ →) и (→ &):

(∆l
nΓ′n, B

′
1) (∆l

nΓ′n, B
′
2)

(∆l
nΓ′n, B

′
1 &B′2)

...
(∆1

nΓ′n, B
′
1 &B′2)

(∆nΓ′n, B
′
1 &B′2)

. . .
...· · ·

(Γ, A)

В результате каждый сформированный в Θ′n+1 новый лист имеет вид
(∆n+1Γ′n+1, A

′
n+1), где A′n+1 = B′1 или A′n+1 = B′2. Что соответствует

каждому новому листу (Sk(Γn+1)?An+1) дерева Θn+1.
6. Пусть Θn+1 получается из Θn с помощью применения правила

декомпозиции (?∀). Это значит, что An = (∀xB(x)), An+1 = B(a),
Ωn+1 = Ωn ∪ {a}, Γn+1 = Γn. Положим θ′n+1 = θ′n ∪ δn, µn+1 = µn ∪ νn и
A′n+1 = B′(a). Дерево Θ′n+1 получим из дерева Θ′n как результат несколь-
ких применений сначала правил из списка (ПНФ→), (∀ →), (∃ →), а
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затем правила (→ ∀):
(∆l

nΓ′n, B
′(a))

(∆l
nΓ′n, ∀xB′(x))

...
(∆1

nΓ′n, ∀xB′(x))
(∆nΓ′n, ∀xB′(x))

. . .
...· · ·

(Γ, A)

7. Пусть Θn+1 получается из Θn по правилу (⊥c). Следовательно име-
ем Γn+1 = Γn ∪ {¬An}, An+1 = ⊥, Γnθ = Γ′n(θ′n ◦ µn) и Anθ = A′n(θ′n ◦ µn).
Положим θ′n+1 = θ′n ∪ δn, µn+1 = µn ∪ νn, Γ′n+1 = Γ′n ∪{¬A′n} и A′n+1 = ⊥.
Дерево Θ′n+1 сформируем из дерева Θ′n с помощью применения сначала
правил (ПНФ→), (∀ →), (∃ →), а затем правила (⊥c):

((¬A′n) ∆l
nΓ′n, ⊥)

(∆l
nΓ′n, A

′
n)

...
(∆1

nΓ′n, A
′
n)

(∆nΓ′n, A
′
n)

. . .
...· · ·

(Γ, A)

В результате для листа (Sk(Γn+1)?An+1) дерева Θn+1 в дереве Θ′n+1

сформирован лист требуемого вида (∆n+1Γ′n+1, A
′
n+1) такой, что Γn+1θ =

Γ′n+1(θ′n+1 ◦µn+1) и An+1θ = ⊥ = A′n+1(θ′n+1 ◦µn+1). Тем самым рассмот-
рение случая (⊥c) завершено.

Рассмотрение последних трех случаев (∨?), (&?) и (⊃?) предварим
определением новых понятий. Пусть F есть псевдоформула из левой ча-
сти задачи, нормальная формаNF(F, G) которой используется в указан-
ных правилах декомпозиции. Пусть F = Sk(C) и соответствующая (5)
нормальная форма псевдоформулы C имеет вид (2). При этом будем счи-
тать, что при скулемизации C вводятся k скулемовских функций ϕn1

1 , . . . ,
ϕnk
k с помощью элиминации кванторов ∃v1, . . . , ∃vk. Список всех строго

положительных аналитических связанных кванторами всеобщности пе-
ременных в порядке вхождения в C запишем в виде z1, . . . , zm. Пусть
Y1, . . . , Ym суть глобальные метапеременные подстановки η, которые вво-
дятся вместо локальных метапеременных Z1, . . . , Zm псевдоформулы F .

Возьмем часть
(
Y1 Y2 . . . Ym
τ1 τ2 . . . τm

)
подстановки θ. Пусть термы τ ′1, . . . ,
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τ ′m соответствуют термам τ1, . . . , τm ∈ Hn, т. е. τi = τ ′i(µn∪νn). Положим

δ̃n = δn ∪
(
Y1 Y2 . . . Ym
τ ′1 τ ′2 . . . τ ′m

)
.

Введем новые свободные предметные переменные y1, . . . , yk и поло-
жим

ν̃n = νn ∪
(

y1 . . . yk
ϕn1

1 (τ1, . . . , τn1) . . . ϕnk
k (τ1, . . . , τnk

)

)
.

Составим список D′1, . . . , D′N всех строго положительных аналити-
ческих вхождений атомов, дизъюнкций, ⊥ и > в PNF(C ′, D′) такой,
что D′1 = D′. Сформируем список псевдоформул P1, . . . , PN такой, что
P1 = PNF(C ′, D′1) и каждая следующая Pj+1 в этом списке есть пренекс-
ная форма предыдущей Pj относительно D′j+1. Достроим этот список,
добавив новые псевдоформулы PN+1, . . . , Pq такие, что Pq не содержит
строго положительных аналитических кванторов и

• если Pj = ∀ziB(zi), то Pj+1 = B(Yi);

• если Pj = ∃viB(vi), то Pj+1 = B(yi).

Обозначим C̃ = PNF(C, D) и F̃ = NF(F, G)η. Псевдоформулы P1,
. . . , Pq в частности включают псевдоформулы C̃ ′ = P1 и F̃ ′ = Pq, для
которых выполняются равенства

C̃θ = C̃ ′((θ′n ∪ δ̃n) ◦ (µn ∪ ν̃n)),

F̃ θ = F̃ ′((θ′n ∪ δ̃n) ◦ (µn ∪ ν̃n)).
(10)

Для сформированных псевдоформул P1, P2, . . . , Pq построим соот-
ветствующие им множества ∆l+1

n , ∆l+2
n , . . . , ∆l′

n, где l′ = l + q, согласно
следующим равенствам:

∆l+1
n = ∆l

n ∪ {P1}, ∆l+2
n = ∆l

n ∪ {P1, P2}, . . . , ∆l′
n = ∆l

n ∪ {P1, . . . , Pq}.

Следствием индуктивного предположения о задаче π′n будет то, что за-
дачи

(∆nΓ′n, A
′
n), (∆1

nΓ′n, A
′
n), . . . , (∆l

nΓ′n, A
′
n),

(∆l+1
n Γ′n, A

′
n), . . . , (∆l′

nΓ′n, A
′
n)

(11)

образуют последовательность, в которой каждая следующая зада-
ча является результатом применения одного из правил декомпозиции
(ПНФ→), (ПФ→), (∀ →) или (∃ →) к предыдущей. При этом цепочка
задач (11) обладает следующими свойствами:
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• если псевдовыражение E′ входит в (∆l′
nΓ′n, A

′
n) и соответствует

псевдовыражению E, то Eθ = E′((θ′n ∪ δ̃n) ◦ (µn ∪ ν̃n)); в частно-
сти, Anθ = A′n((θ′n ∪ δ̃n) ◦ (µn ∪ ν̃n)) и Γnθ = Γ′n((θ′n ∪ δ̃n) ◦ (µn ∪ ν̃n));

• каждому терму t ∈ Hn из дерева (Θ|πn)θ сопоставляется некоторый
терм t′ без скулемовских функций такой, что t = t′(µn ∪ ν̃n).

Эти свойства указанных задач (11) нам потребуются ниже при рассмот-
рении тех случаев, когда дерево Θn+1 формируется из дерева Θn с по-
мощью правил декомпозиции (∨?), (&?) и (⊃?).

8. Пусть Θn+1 получается из Θn в результате применения правила
декомпозиции (∨?). Тогда существует псевдоформула F ∈ Sk(Γn) с нор-
мальной формой вида

F1 λ1 (F2 λ2 (. . . (Fs λs (G1 ∨G2)) . . .)

такая, что p+ 2 задачи

((Σ1η)Sk(Γn) ?Fi1η), . . . , ((Σpη)Sk(Γn) ?Fipη),

(Sk(G1η) (Ση)Sk(Γn) ?An), (Sk(G2η) (Ση)Sk(Γn) ?An)

образуют у задачи πn все дочерние вершины в дереве Θ. При этом будем
считать, что Fi1 &Fi2 & . . . &Fip — импликанта этой нормальной формы,
подстановка η замещает все локальные метапеременные вNF(F, G1∨G2)
новыми глобальными, а также

Ri = Fi+1 λi+1 (Fi+2 λi+2 (. . . (Fs λs (G1 ∨G2)) . . .), i = 1, . . . , s,

Σ1 = {NF(F, G1 ∨G2), F1, R1, F2, R2, . . . , Fi1−1, Ri1−1},

Σj = Σj−1 ∪ {Ri(j−1)
, . . . , Fij−1, Rij−1}, j = 2, . . . , p,

Σ = Σp ∪ {Rip , . . . , Fs, Rs}, Rs = G1 ∨G2.

Введем обозначения. Пусть F = Sk(C) и соответствующая (5) нор-
мальная форма псевдоформулы C имеет вид (2). Пусть кванторная при-
ставка (3) псевдоформулы PNF(C, D1∨D2) имеет вид (1). Пусть Y1, . . . ,
Ym суть глобальные метапеременные подстановки η. Пусть

(∆nΓ′n, A
′
n), (∆1

nΓ′n, A
′
n), . . . , (∆l

nΓ′n, A
′
n), (∆l+1

n Γ′n, A
′
n), . . . , (∆l′

nΓ′n, A
′
n)
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есть построенная так, как указано выше (11), соответствующая подста-
новкам δ̃n и ν̃n, цепочка задач, в которой каждая следующая задача явля-
ется результатом применения одного из правил декомпозиции (ПНФ→),
(ПФ→), (∀ →) или (∃ →) к предыдущей. Положим

θ′n+1 = θ′n ∪ δ̃n = θ′n ∪ δn ∪
(
Y1 Y2 . . . Ym
τ ′1 τ ′2 . . . τ ′m

)
,

µn+1 = µn ∪ ν̃n, ∆n+1 = ∆l′
n.

Введем обозначения: C̃ = PNF(C, D1 ∨ D2), F̃ = NF(F, G1 ∨ G2)η,
F̃i = Fiη, R̃i = Riη, Σ̃j = Σjη и Σ̃ = Ση. Пусть псевдоформулы F̃ ′, F̃ ′1, R̃′1,
. . . , F̃ ′s, R̃′s соответствуют псевдоформулам F̃ , F̃1, R̃1, . . . , F̃s, R̃s. Введем
следующие обозначения:

Σ̃′1 = {F̃ ′, F̃ ′1, R̃′1, F̃ ′2, R̃′2, . . . , F̃ ′i1−1, R̃
′
i1−1},

Σ̃′j = Σ̃′j−1 ∪ {R̃′i(j−1)
, . . . , F̃ ′ij−1, R̃

′
ij−1}, j = 2, . . . , p,

Σ̃′ = Σ̃′p ∪ {R̃′ip , . . . , F̃ ′s, R̃′s}, R̃′s = G̃′1 ∨ G̃′2.

Следствием (10) являются следующие равенства:

C̃θ = C̃ ′(θ′n+1 ◦ µn+1), F̃ θ = F̃ ′(θ′n+1 ◦ µn+1),

F̃iθ = F̃ ′i (θ
′
n+1 ◦ µn+1), R̃iθ = R̃′i(θ

′
n+1 ◦ µn+1), i = 1, . . . , s,

Σ̃jθ = Σ̃′j(θ
′
n+1 ◦ µn+1), Σ̃θ = Σ̃′(θ′n+1 ◦ µn+1), j = 1, . . . , p.

Дерево Θ′n+1 сформируем из дерева Θ′n как результат нескольких
применений сначала правил из списка (ПНФ→), (ПФ→), (∀ →), (∃ →),
затем из списка (⊃→), (&→), и в конце концов (∨ →):
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(G̃′1 Σ̃′∆l′
n Γ′n, A

′
n) (G̃′2 Σ̃′∆l′

n Γ′n, A
′
n)

((G̃′1 ∨ G̃′2) Σ̃′∆l′
n Γ′n, A

′
n)

. . .
↖

(Σ̃′p ∆l′
n Γ′n, F̃

′
ip

) (R̃′ip Σ̃′p ∆l′
n Γ′n, A

′
n)

(Σ̃′p ∆l′
n Γ′n, A

′
n)

. . .
↖

(Σ̃′1 ∆l′
n Γ′n, F̃

′
i1

) (R̃′i1 Σ̃′1 ∆l′
n Γ′n, A

′
n)

(Σ̃′1 ∆l′
n Γ′n, A

′
n)

...
(R̃′2 F̃

′
2 R̃
′
1 F̃
′
1 ∆l′

n Γ′n, A
′
n)

(R̃′1 F̃
′
1 ∆l′

n Γ′n, A
′
n)

(∆l′
n Γ′n, A

′
n)

...
(∆1

n Γ′n, A
′
n)

(∆n Γ′n, A
′
n)

. . .
...· · ·

(Γ, A)

В результате в дереве Θ′n+1 сформированы p + 2 новых листа. При
этом для каждого нового листа (Sk(Γn+1) ?An+1) дерева Θn+1 в дереве
Θ′n+1 сформирован новый лист требуемого вида (∆n+1Γ′n+1, A

′
n+1), где

∆n+1 = ∆l′
n.

9. Пусть Θn+1 получается из Θn в результате применения прави-
ла декомпозиции (&?). В этом случае подстановка θ примитивизиру-
ет задачу πn = (Sk(Γn) ?An). Это означает наличие псевдоформулы
F = Sk(C) ∈ Sk(Γn) с нормальной формой вида

F1 & (F2 & (. . . (Fs &G) . . .)

такой, что подстановка θ является унификатором An и Gη. При этом
η — подстановка, которая заменяет все локальные метапеременные в
NF(F, G) на новые глобальные. Введем следующие обозначения:

Ri = Fi+1 & (Fi+2 & (. . . (Fs &G) . . .), i = 1, . . . , s; Rs = G.

Пусть

(∆nΓ′n, A
′
n), (∆1

nΓ′n, A
′
n), . . . , (∆l

nΓ′n, A
′
n), (∆l+1

n Γ′n, A
′
n), . . . , (∆l′

nΓ′n, A
′
n)

69



есть построенная так, как указано выше (11), соответствующая подста-
новкам δ̃n и ν̃n, цепочка задач, в которой каждая следующая задача явля-
ется результатом применения одного из правил декомпозиции (ПНФ→),
(ПФ→), (∀ →) или (∃ →) к предыдущей. Положим

θ′n+1 = θ′n ∪ δ̃n = θ′n ∪ δn ∪
(
Y1 Y2 . . . Ym
τ ′1 τ ′2 . . . τ ′m

)
,

µn+1 = µn ∪ ν̃n.
Введем обозначения: C̃ = PNF(C, D), F̃ = NF(F, G)η, F̃i = Fiη,

R̃i = Riη, Σ̃j = Σjη, Σ̃ = Ση и G̃ = Gη. Пусть псевдоформулы F̃ ′, F̃ ′1,
R̃′1, . . . , F̃ ′s, R̃′s соответствуют псевдоформулам F̃ , F̃1, R̃1, . . . , F̃s, R̃s.
Следствием (10) являются следующие равенства:

C̃θ = C̃ ′(θ′n+1 ◦ µn+1), F̃ θ = F̃ ′(θ′n+1 ◦ µn+1),

F̃iθ = F̃ ′i (θ
′
n+1 ◦ µn+1), R̃iθ = R̃′i(θ

′
n+1 ◦ µn+1), i = 1, . . . , s.

Таким образом имеем

A′n(θ′n+1◦µn+1) = A′n(θ′n◦µn) = Anθ = (Gη)θ = G̃θ = R̃sθ = R̃′s(θ
′
n+1◦µn+1),

A′nθ
′
n+1 = R̃′sθ

′
n+1 = G̃′θ′n+1.

Дерево Θ′n+1 сформируем из дерева Θ′n как результат нескольких
применений сначала правил из списка (ПНФ→), (ПФ→), (∀ →), (∃ →),
а затем (&→):

(R̃′s F̃
′
s . . . R̃

′
2 F̃
′
2 R̃
′
1 F̃
′
1 ∆l′

n Γ′n, A
′
n)

...
(R̃′2 F̃

′
2 R̃
′
1 F̃
′
1 ∆l′

n Γ′n, A
′
n)

(R̃′1 F̃
′
1 ∆l′

n Γ′n, A
′
n)

(∆l′
n Γ′n, A

′
n)

...
(∆1

n Γ′n, A
′
n)

(∆n Γ′n, A
′
n)

. . .
...· · ·

(Γ, A)

В результате в дереве Θ′n+1 сформирован лист, который примитиви-
зируется подстановкой θ′n+1.
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10. Пусть Θn+1 получается из Θn по правилу (⊃?). Тогда существует
псевдоформула F ∈ Sk(Γn) с нормальной формой вида

F1 λ1 (F2 λ2 (. . . (Fs λsG) . . .)

такой, что p задач

((Σ1ξ)Sk(Γn) ?Fi1ξ), . . . , ((Σpξ)Sk(Γn) ?Fipξ)

образуют у задачи πn все дочерние вершины в дереве Θ. При этом псев-
доформула Fi1 &Fi2 & . . . &Fip есть импликанта этой нормальной фор-
мы, подстановка η замещает все локальные метапеременные в F новыми
глобальными, ξ = η ◦ σ, σ = MGU(An, Gη), подстановка θ совместима с
σ и также является унификатором An и Gη. Кроме того, имеем

Ri = Fi+1 λi+1 (Fi+2 λi+2 (. . . (Fs λsG) . . .), i = 1, . . . , s,

Σ1 = {NF(F, G), F1, R1, F2, R2, . . . , Fi1−1, Ri1−1},
Σj = Σj−1 ∪ {Ri(j−1)

, . . . , Fij−1, Rij−1}, j = 2, . . . , p,

Σ = Σp ∪ {Rip , . . . , Fs, Rs}, Rs = G.

Введем обозначения. Пусть F = Sk(C) и соответствующая (5) нор-
мальная форма псевдоформулы C имеет вид (2). Пусть кванторная при-
ставка (3) псевдоформулы PNF(C, D) имеет вид (1). Пусть Y1, . . . , Ym
суть глобальные метапеременные подстановки η. Пусть

(∆nΓ′n, A
′
n), (∆1

nΓ′n, A
′
n), . . . , (∆l

nΓ′n, A
′
n), (∆l+1

n Γ′n, A
′
n), . . . , (∆l′

nΓ′n, A
′
n)

есть построенная так, как указано выше (11), соответствующая подста-
новкам δ̃n и ν̃n, цепочка задач, в которой каждая следующая задача явля-
ется результатом применения одного из правил декомпозиции (ПНФ→),
(ПФ→), (∀ →) или (∃ →) к предыдущей. Положим

θ′n+1 = θ′n ∪ δ̃n = θ′n ∪ δn ∪
(
Y1 Y2 . . . Ym
τ ′1 τ ′2 . . . τ ′m

)
,

µn+1 = µn ∪ ν̃n, ∆n+1 = ∆l′
n.

Как было установлено ранее (10), для псевдоформул C̃ = PNF(C, D)
и F̃ = NF(F, G)η выполняются равенства

C̃θ = C̃ ′(θ′n+1 ◦ µn+1), F̃ θ = F̃ ′(θ′n+1 ◦ µn+1).
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Кроме того, имеем следующие равенства: θ = σ ◦ θ,

(NF(F, G)ξ)θ = (NF(F, G)(η ◦ σ))θ = (NF(F, G)η)(σ ◦ θ)
= (NF(F, G)η)θ = F̃ θ.

Введем обозначения: F̃i = Fiξ, R̃i = Riξ, Σ̃j = Σjξ, Σ̃ = Σξ, G̃ = Gξ,
F̃0 = NF(F, G)ξ. Пусть псевдоформулы F̃ ′0, F̃ ′1, R̃′1, . . . , F̃ ′s, R̃′s соот-
ветствуют псевдоформулам F̃0, F̃1, R̃1, . . . , F̃s, R̃s. Введем следующие
обозначения

Σ̃′1 = {F̃ ′0, F̃ ′1, R̃′1, F̃ ′2, R̃′2, . . . , F̃ ′i1−1, R̃
′
i1−1},

Σ̃′j = Σ̃′j−1 ∪ {R̃′i(j−1)
, . . . , F̃ ′ij−1, R̃

′
ij−1}, j = 2, . . . , p,

Σ̃′ = Σ̃′p ∪ {R̃′ip , . . . , F̃ ′s, R̃′s}, R̃′s = G̃′.

Для перечисленных псевдовыражений выполняются следующие ра-
венства

F̃iθ = F̃ ′i (θ
′
n+1 ◦ µn+1), R̃iθ = R̃′i(θ

′
n+1 ◦ µn+1), i = 1, . . . , s,

Σ̃jθ = Σ̃′j(θ
′
n+1 ◦ µn+1), Σ̃θ = Σ̃′(θ′n+1 ◦ µn+1), j = 1, . . . , p.

Таким образом имеем

A′n(θ′n+1 ◦ µn+1) = A′n(θ′n ◦ µn) = Anθ = (Gη)θ = (Gξ)θ

= G̃θ = G̃′(θ′n+1 ◦ µn+1),

A′nθ
′
n+1 = R̃′sθ

′
n+1 = G̃′θ′n+1.

Дерево Θ′n+1 сформируем из дерева Θ′n как результат нескольких
применений сначала правил из списка (ПНФ→), (ПФ→), (∀ →), (∃ →),
а затем из списка (⊃→), (&→):
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(G̃′ Σ̃′∆l′
n Γ′n, A

′
n)

. . .
↖

(Σ̃′p ∆l′
n Γ′n, F̃

′
ip

) (R̃′ip Σ̃′p ∆l′
n Γ′n, A

′
n)

(Σ̃′p ∆l′
n Γ′n, A

′
n)

. . .
↖

(Σ̃′1 ∆l′
n Γ′n, F̃

′
i1

) (R̃′i1 Σ̃′1 ∆l′
n Γ′n, A

′
n)

(Σ̃′1 ∆l′
n Γ′n, A

′
n)

...
(R̃′2 F̃

′
2 R̃
′
1 F̃
′
1 ∆l′

n Γ′n, A
′
n)

(R̃′1 F̃
′
1 ∆l′

n Γ′n, A
′
n)

(∆l′
n Γ′n, A

′
n)

...
(∆1

n Γ′n, A
′
n)

(∆n Γ′n, A
′
n)

. . .
...· · ·

(Γ, A)

В результате в дереве Θ′n+1 сформирован p+1 лист, один из которых
примитивизируется подстановкой θ′n+1, а остальные p листьев соответ-
ствуют новым p листьям дерева Θn+1 и имеют требуемый вид. Тем самым
рассмотрение случая (⊃?) завершено.

Для построения Θn+1, а затем θ′n+1 и Θ′n+1, в соответствии с приме-
няемой стратегией мы выбирали лист πn = (Sk(Γn)?An) ∈ Θn, у кото-
рого порождали дочерние разрешимые вершины, соответствующие под-
становке θ и обеспечивающие разрешимость вершины πn. В результате
была сформирована подстановка θ′n+1 вида θ′n+1 = θ′n ∪ δn ∪ β, а так-
же было сформировано дерево Θ′n+1, которое получается из дерева Θ′n
в результате замены листа π′n = (∆nΓ′n, A

′
n), соответствующего листу πn

дерева Θn, на некоторое новое поддерево с корнем π′n. При этом каждая
вершина ρ полученного дерева Θ′n+1 обладает следующим свойством: во-
первых, если ρ является листом дерева Θ′n+1, который не соответствует
нераскрытому листу дерева Θn+1, то ρθ′n+1 является примитивной зада-
чей; во-вторых, если θ′n+1 является допустимой для вершин ρ1, . . . , ρk,
всех дочерних у вершины ρ в дереве Θ′n+1, то θ′n+1 является также допу-
стимой и для ρ. На заключительном шаге этого процесса мы получаем
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дерево Θ′ = Θ′h и подстановку θ′ = θ′h такие, что θ′ является допусти-
мой подстановкой задачи (Γ, A) и Θ′ является соответствующим этой
подстановке θ′ деривационным деревом. Предложение 4.2 доказано.

Теорема о корректности. Если задача (Sk(Γ) ?A) разрешима в F3,
то секвенция Γ→ A выводима в S3.

Доказательство. Пусть задача (Sk(Γ) ?A) разрешима в F3. По пред-
ложению 4.2 отсюда задача (Γ, A) разрешима в P3. По теореме о кор-
ректности P3 тогда секвенция Γ→ A выводима в S3. Что и требовалось
доказать.

Доказательство корректности содержит в себе эффективный алго-
ритм получения вывода в односукцедентном исчислении секвенций из
деривационного поддерева поискового дерева. В то же время существу-
ет эффективный алгоритм получения натурального вывода из односук-
цедентного секвенциального вывода. Все это вместе дает обоснование
корректности сформулированной в виде продукционной системы проце-
дуры поиска натурального вывода. Полнота этого метода поиска вывода
рассматривается в следующем разделе.

5. Теорема о полноте

Формулируемая в этом разделе теорема о полноте обеспечивает для вся-
кой выводимой в исчислении S3 секвенции вычисление ее логического
вывода в рамках продукционной системы F3. Будем обозначать через P3

продукционную систему, которая получается из P3 в результате обобще-
ния правил декомпозиции системы P3 на произвольную псевдоформулу
C в сукцеденте. Нам удобно установить полноту F3 в P3. Это влечет
полноту F3 в P3. Прежде всего мы должны установить справедливость
нескольких формулируемых ниже предложений, в которых устанавли-
вается допустимость в F3 правил декомпозиции P3.

Предложение 5.1. Если в F3 разрешима задача Sk(A)Sk(B) Γ?G
и θ — ее допустимая подстановка, то задача Sk(A&B) Γ?G также
является разрешимой и θ является ее допустимой подстановкой.

Доказательство. Утверждение докажем индукцией по высоте дерива-
ционного дерева разрешимой задачи Sk(A)Sk(B) Γ?G. Во всех случаях
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строения этого деривационного дерева рассуждения имеют подобный ха-
рактер. В связи с этим рассмотрим лишь три случая. Остальные подобны
рассмотренным.

1. Рассмотрим случай, когда задача Sk(A)Sk(B) Γ?G является при-
митивизируемой и θ — ее примитивизирующая подстановка. Будем счи-
тать, что θ = MGU(G, G′η), где G′ = Cm, NF(C, G′) = &i=m

i=1 Ci и под-
становка η замещает все локальные метапеременные в C на новые гло-
бальные. Тогда C ∈ Γ, C = Sk(A) или C = Sk(B). Если C ∈ Γ, то
задача Sk(A&B) Γ?G также примитивизируется подстановкой θ. Если
же C = Sk(A), то Sk(A&B) = Sk(A) &Sk(B), NF(Sk(A&B), G′) =
&i=m

i=0 Ci = C0 &NF(C, G′), где C0 = Sk(B). Таким образом подстанов-
ка θ будет также примитивизировать задачу Sk(A&B)Γ?G. Аналогично
рассматривается случай C = Sk(B).

2. Рассмотрим случай, когда задача Sk(A)Sk(B) Γ?G получается в
деривационном дереве по правилу (⊃?) из подзадач

Sk(A)Sk(B) (∆1ξ) Γ ?Ci1ξ, . . . , Sk(A)Sk(B) (∆kξ) Γ ?Cikξ,

где C1λ1(C2λ2(. . . (CnλnG
′)) . . .) — нормальная форма псевдоформулы C,

Ci1 &Ci2 & . . . , Cik — ее импликанта, ξ = η ◦ σ и θ — комбинация σ, θ1,
. . . , θk. Здесь следует рассмотреть несколько подслучаев.

(а) Случай C ∈ Γ. По индуктивному предположению тогда разреши-
мы задачи

Sk(A&B) (∆1ξ) Γ ?Ci1ξ, . . . , Sk(A&B) (∆kξ) Γ ?Cikξ (12)

и θ1, . . . , θk являются их допустимыми подстановками. По правилу (⊃
?) тогда разрешима задача Sk(A&B) Γ?G и θ является ее допустимой
подстановкой.

(б) Теперь пусть C = Sk(B). По индуктивному предположению тогда
разрешимы задачи (12) и θ1, . . . , θk суть их допустимые подстановки.
Тогда разрешимы задачи

Sk(A&B) (∆̃1ξ) Γ ?Ci1ξ, . . . , Sk(A&B) (∆̃kξ) Γ ?Cikξ,

где ∆̃i = ∆i ∪ {C̃, C0}, C̃ = NF(Sk(A&B), G′), C0 = Sk(A). По правилу
(⊃?) тогда также разрешима задача Sk(A&B) Γ?G, у которой θ является
допустимой подстановкой.

(в) Случай C = Sk(A) рассматривается аналогично случаю (б).
3. Рассмотрим случай, когда G = C1 ∨ C2 и задача Sk(A)Sk(B) Γ?G

получается в деривационном дереве по правилу (?∨i) из Sk(A)Sk(B) Γ?Ci.
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По индуктивному предположению тогда должна быть разрешима задача
Sk(A&B) Γ?Ci, у которой θ будет допустимой подстановкой. По правилу
(?∨i) тогда разрешима задача Sk(A&B) Γ?G и θ является ее допустимой
подстановкой.

Предложение 5.2. Если задача Sk(A)Sk(B)Sk(A&B) Γ?G разре-
шима в F3 и θ — ее допустимая подстановка, то задача Sk(A&B) Γ?G
также является разрешимой и θ является ее допустимой подстанов-
кой.

Доказательство. Пусть разрешима задача Sk(A)Sk(B)Sk(A&B) Γ?G
и θ — ее допустимая подстановка. По предложению 5.1 тогда должна
быть также разрешима задача Sk(A&B)Sk(A&B) Γ?G и θ будет ее до-
пустимой подстановкой. Что и требовалось доказать.

Предложение 5.3. Если Sk(A ⊃ B)Γ?A и Sk(B)Sk(A ⊃ B) Γ?G
суть разрешимые задачи в F3, у которых существуют совместимые
допустимые подстановки θ1 и θ2, то задача Sk(A ⊃ B)Γ?G также
является разрешимой и комбинация θ1 и θ2 является ее допустимой
подстановкой.

Доказательство. Утверждение докажем индукцией по высоте дерива-
ционного дерева разрешимой задачи Sk(B)Sk(A ⊃ B) Γ?G. Разбор слу-
чаев имеет шаблонный характер. Рассмотрим только два случая строе-
ния деривационного дерева.

1. Рассмотрим случай, когда задача Sk(B)Sk(A ⊃ B) Γ?G является
примитивизируемой и θ2 — ее примитивизирующая подстановка. Будем
считать, что θ2 = MGU(G, G′η), где G′ = Cm, NF(C, G′) = &i=m

i=1 Ci

и подстановка η замещает все локальные метапеременные в C на но-
вые глобальные. Тогда C ∈ Γ или C = Sk(B). Если C ∈ Γ, то задача
Sk(A ⊃ B) Γ?G также примитивизируется подстановкой θ2 и, следова-
тельно, примитивизируется комбинацией подстановок θ1 и θ2. Если же
C = Sk(B), то Sk(A ⊃ B) = A ⊃ Sk(B) = A ⊃ C, NF(A ⊃ C, G′) =
A ⊃ &i=m

i=1 Ci, Aη = A, (A ⊃ &i=m
i=1 Ci)η = A ⊃ &i=m

i=1 (Ciη) и комбина-
ция подстановок θ1 и θ2 будет не только допустимой подстановкой для
задачи Sk(A ⊃ B)Γ?Aθ2, но по правилу (⊃?) будет также допустимой
подстановкой для задачи Sk(A ⊃ B)Γ?G.

2. Рассмотрим случай, когда задача Sk(B)Sk(A ⊃ B) Γ?G получает-
ся в деривационном дереве по правилу (⊃?) из подзадач

Sk(B)Sk(A ⊃ B) (∆1ξ) Γ ?Ci1ξ, . . . , Sk(B)Sk(A ⊃ B) (∆kξ) Γ ?Cikξ,
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где Ci1 &Ci2 & . . . , Cik — импликанта NF(C, G′), ξ = η ◦ σ и θ2 — ком-
бинация подстановок σ, β1, . . . , βk. Здесь возникают два варианта.

(а) Случай C ∈ Γ или C = Sk(A ⊃ B). По индуктивному предполо-
жению тогда разрешимы задачи

Sk(A ⊃ B) (∆1ξ) Γ ?Ci1ξ, . . . , Sk(A ⊃ B) (∆kξ) Γ ?Cikξ. (13)

По правилу (⊃?) тогда разрешима задача Sk(A ⊃ B) Γ?G и комбинация
подстановок θ1, σ, β1, . . . , βk, которая совпадает с комбинацией θ1 и θ2,
является ее допустимой подстановкой.

(б) Случай C = Sk(B). По индуктивному предположению тогда раз-
решимы задачи (13). Отметим, что Sk(A ⊃ B) = A ⊃ Sk(B) = A ⊃ C,
Aη = A, Aξ = Aσ, а также комбинация θ1 и θ2 является допустимой
подстановкой для Sk(A ⊃ B) Γ?Aξ. Тогда разрешимы задачи

(A ⊃ Sk(B)) Γ?Aξ, (A ⊃ Sk(B)) (∆̃1ξ)Γ?Ci1ξ, . . . , (A ⊃ Sk(B)) (∆̃kξ)Γ?Cikξ,

где ∆̃i = ∆i ∪ {C̃, C0}, C̃ = NF(A ⊃ Sk(B), G′), C0 = A. По правилу
(⊃?) тогда разрешима задача Sk(A ⊃ B) Γ?G, у которой комбинация θ1

и θ2 является ее допустимой подстановкой.

Предложение 5.4. Если задача Sk(A(X))Sk(∀xA(x)) Γ?G разреши-
ма в F3 и θ — ее допустимая подстановка, где X — новая глобальная
метапеременная, то разрешима также задача Sk(∀xA(x)) Γ?G и θ яв-
ляется ее допустимой подстановкой.

Доказательство. Утверждение докажем индукцией по высоте дерива-
ционного дерева разрешимой задачи Sk(A(X))Sk(∀xA(x)) Γ?G. Мы ана-
лизируем только два случая строения этого деривационного дерева.
Остальные подобны рассмотренным.

1. Рассмотрим случай, когда задача Sk(A(X))Sk(∀xA(x)) Γ?G явля-
ется примитивизируемой и θ — ее примитивизирующая подстановка. Бу-
дем считать, что θ = MGU(G, G′η), где G′ = Cm, NF(C, G′) = &i=m

i=1 Ci

и подстановка η замещает все локальные метапеременные в C на но-
вые глобальные. Тогда C ∈ Γ, C = Sk(A(X)) или C = Sk(∀xA(x)).
Если C ∈ Γ или C = Sk(∀xA(x)), то задача Sk(∀xA(x)) Γ?G также
примитивизируется подстановкой θ. Теперь пусть C = Sk(A(X)) и при
скулемизации ∀xA(x) вместо предметной переменной x вводится локаль-

ная метапеременная Z. Положим η1 = η ◦
(
Z
X

)
. Подстановка η1 заме-

щает все локальные метапеременные в псевдоформуле C
(
X
Z

)
, кото-
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рая совпадает с Sk(∀xA(x)), на новые глобальные и Cη = C

(
X
Z

)
η1.

Таким образом подстановка θ будет также примитивизировать задачу
Sk(∀xA(x))Γ?G.

2. Рассмотрим случай, когда задача Sk(A(X))Sk(∀xA(x)) Γ?G полу-
чается в деривационном дереве по правилу (⊃?) из подзадач

Sk(A(X))Sk(∀xA(x)) (∆1ξ) Γ ?Ci1ξ, . . . , Sk(A(X))Sk(∀xA(x)) (∆kξ) Γ ?Cikξ,

где Ci1 &Ci2 & . . . , Cik — импликанта нормальной формы псевдофор-
мулы C, ξ = η ◦ σ и θ — комбинация подстановок σ, β1, . . . , βk. Здесь
следует рассмотреть два подслучая.

(а) Случай C ∈ Γ или C = Sk(∀xA(x)). По индуктивному предполо-
жению тогда разрешимы задачи

Sk(∀xA(x)) (∆1ξ) Γ ?Ci1ξ, . . . , Sk(∀xA(x)) (∆kξ) Γ ?Cikξ (14)

и соответственно β1, . . . , βk являются их допустимыми подстановками.
По правилу (⊃?) тогда разрешима задача Sk(∀xA(x)) Γ?G и θ является
ее допустимой подстановкой.

(б) Пусть C = Sk(A(X)) и при скулемизации ∀xA(x) вместо пред-
метной переменной x вводится локальная метапеременная Z. Положим

η1 = η ◦
(
Z
X

)
. Тогда подстановка η1 замещает все локальные метапе-

ременные в псевдоформуле C
(
X
Z

)
, которая совпадает с Sk(∀xA(x)),

на новые глобальные. Тогда ξ есть MGU

(
G, G′

(
X
Z

)
η1

)
. По индук-

тивному предположению тогда разрешимы задачи (14) и соответствен-
но β1, . . . , βk являются их допустимыми подстановками. По правилу
(⊃?) тогда из разрешимости этих задач следует разрешимость задачи
Sk(∀xA(x)) Γ?G, у которой θ является допустимой подстановкой.

Предложение 5.5. Если задача Sk(A(y))Sk(∃xA(x)) Γ?G разреши-
ма в F3 и θ является ее допустимой подстановкой, где псевдоформу-
лы Γ ∪ {(∃xA(x)), G} не содержат свободно переменной y, то задача
Sk(∃xA(x)) Γ?G также является разрешимой и θ является ее допу-
стимой подстановкой.

Доказательство. Утверждение докажем индукцией по высоте дерива-
ционного дерева разрешимой задачи Sk(A(y))Sk(∃xA(x)) Γ?G. Во всех
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случаях рассуждения носят шаблонный характер. Рассмотрим лишь два
случаи строения деривационного дерева. Остальные аналогичны рас-
смотренным.

1. Рассмотрим случай, когда задача Sk(A(y))Sk(∃xA(x)) Γ?G явля-
ется примитивизируемой и θ — ее примитивизирующая подстановка. Бу-
дем считать, что θ = MGU(G, G′η), где G′ = Cm, NF(C, G′) = &i=m

i=1 Ci

и подстановка η замещает все локальные метапеременные в C на новые
глобальные. Тогда C ∈ Γ, C = Sk(A(y)) или C = Sk(∃xA(x)). Если
C ∈ Γ или C = Sk(∃xA(x)), то задача Sk(∃xA(x)) Γ?G также прими-
тивизируется подстановкой θ. Теперь пусть C = Sk(A(y)). Тогда при
скулемизации ∃xA(x) для элиминации кванторной приставки ∃x возь-
мем в качестве скулемовского символа y. Таким образом псевдоформула
C будет совпадать с Sk(∃xA(x)) и подстановка θ будет также примити-
визировать задачу Sk(∃xA(x))Γ?G.

2. Рассмотрим случай, когда задача Sk(A(y))Sk(∃xA(x)) Γ?G полу-
чается в деривационном дереве по правилу (⊃?) из подзадач

Sk(A(y))Sk(∃xA(x)) (∆1ξ) Γ ?Ci1ξ, . . . , Sk(A(y))Sk(∃xA(x)) (∆kξ) Γ ?Cikξ,

где Ci1 &Ci2 & . . . , Cik — импликанта нормальной формы псевдофор-
мулы C, ξ = η ◦ σ и θ — комбинация подстановок σ, β1, . . . , βk. Здесь
существует два возможных варианта.

(а) Случай C ∈ Γ или C = Sk(∃xA(x)). По индуктивному предполо-
жению тогда разрешимы задачи

Sk(∃xA(x)) (∆1ξ) Γ ?Ci1ξ, . . . , Sk(∃xA(x)) (∆kξ) Γ ?Cikξ (15)

и соответственно β1, . . . , βk являются их допустимыми подстановками.
По правилу (⊃?) тогда разрешима задача Sk(∃xA(x)) Γ?G и θ является
ее допустимой подстановкой.

(б) Теперь пусть C = Sk(A(y)). Тогда при скулемизации ∃xA(x) для
элиминации кванторной приставки ∃x в качестве скулемовского сим-
вола возьмем y. Таким образом псевдоформула C будет совпадать с
Sk(∃xA(x)). Тогда разрешимы задачи (15) и соответственно β1, . . . , βk
являются их допустимыми подстановками. По правилу (⊃?) тогда так-
же разрешима задача Sk(∃xA(x)) Γ?G, у которой θ является допустимой
подстановкой.

Предложение 5.6. Если Sk(A)Sk(A∨B) Γ?C и Sk(B)Sk(A∨B) Γ?C
суть две разрешимые в F3 задачи, у которых существуют совмести-
мые допустимые подстановки θ1 и θ2, то разрешима также задача
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Sk(A ∨ B) Γ?C и комбинация θ1 и θ2 является ее допустимой подста-
новкой.

Доказательство. Пусть Sk(A)Sk(A ∨ B) Γ?C и Sk(B)Sk(A ∨ B) Γ?C
суть две разрешимые в F3 задачи, у которых существуют совместимые
допустимые подстановки θ1 и θ2 соответственно. Прежде всего имеем
Sk(A ∨ B) = (A ∨ B). Возьмем η = ε. Тогда (A ∨ B)η = (A ∨ B) и мож-
но считать, что подстановка η заменяет все локальные метапеременные
в A ∨ B, которых нет, на новые глобальные. Тогда разрешимы задачи
Sk(Aη) (A∨B) Γ?C и Sk(Bη) (A∨B) Γ?C. По правилу (∨?) тогда разре-
шима задача (A ∨ B) Γ?C и комбинация θ1 и θ2 является ее допустимой
подстановкой. Что и требовалось доказать.

Предложение 5.7. Если задача Sk(¬(A&B)) Γ ?C разрешима в F3

и θ — ее допустимая подстановка, то разрешимы также обе задачи
Sk(¬A) Γ ?C, ΓSk(¬B)?C и θ — их допустимая подстановка.

Доказательство. Утверждение докажем индукцией по высоте дерива-
ционного дерева разрешимой задачи Sk(¬(A&B)) Γ ?C. Рассмотрим
лишь два случая строения этого деривационного дерева. Остальные по-
добны рассмотренным.

1. Если Sk(¬(A&B)) Γ ?C примитивизируется подстановкой θ, то и
Sk(¬A) Γ ?C должна примитивизироваться подстановкой θ.

2. Рассмотрим случай, когда задача Sk(¬(A&B)) Γ ?C разбивается
на подзадачи в деривационном дереве по правилу (⊃?). Здесь два вари-
анта.

(а) Пусть C = ⊥ и Sk(¬(A&B)) Γ ?C сводится к задаче Sk((A&B) ⊃
⊥) Γ ?A&B. Тогда дочерняя для нее задача Sk(¬(A&B)) Γ ?A также
разрешима и θ — ее допустимая подстановка. По индуктивному предпо-
ложению тогда разрешима задача Sk(¬A) Γ ?A. По правилу (⊃?) тогда
разрешима задача Sk(¬A) Γ ?⊥ и θ — ее допустимая подстановка.

(б) Пусть задача Sk(¬(A&B)) Γ ?C разбивается в деривационном де-
реве по правилу (⊃?) на подзадачи

Sk(¬(A&B)) (∆1ξ) Γ ?Fi1ξ, . . . , Sk(¬(A&B)) (∆kξ) Γ ?Fikξ,

где Fi1 &Fi2 & . . . , Fik — импликанта нормальной формы псевдоформу-
лы F ∈ Γ, ξ = η ◦ σ и θ — комбинация подстановок σ, β1, . . . , βk. По
индуктивному предположению тогда разрешимы задачи

Sk(¬A) (∆1ξ) Γ ?Fi1ξ, . . . , Sk(¬A) (∆kξ) Γ ?Fikξ
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и соответственно β1, . . . , βk являются их допустимыми подстановками.
По правилу (⊃?) тогда разрешима задача Sk(¬A) Γ ?C и θ является ее
допустимой подстановкой.

Предложение 5.8. Если задача Sk(¬(A ⊃ B)) Γ ?C разрешима в
F3 и θ — ее допустимая подстановка, то разрешима также задача
Sk(A)Sk(¬B) Γ ?C и θ — ее допустимая подстановка.

Доказательство. Утверждение докажем индукцией по высоте дерива-
ционного дерева разрешимой задачи Sk(¬(A ⊃ B)) Γ ?C. Рассмотрим
два случая строения этого деривационного дерева. Остальные случаи
рассматриваются аналогично.

1. Если задача Sk(¬(A ⊃ B)) Γ ?C примитивизируется подстановкой
θ, то и задача Sk(A)Sk(¬B) Γ ?C должна примитивизироваться подста-
новкой θ.

2. Рассмотрим случай, когда задача Sk(¬(A ⊃ B)) Γ ?C разбивается
на подзадачи в деривационном дереве по правилу (⊃?). Рассмотрим два
возможных подслучая.

(а) Пусть C = ⊥ и Sk(¬(A ⊃ B)) Γ ?C сводится к задаче Sk((A ⊃
B) ⊃ ⊥) Γ ?A ⊃ B. Тогда должна быть разрешима дочерняя для нее
задача Sk(A)Sk(¬(A ⊃ B)) Γ ?B и θ должна быть ее допустимой под-
становкой. По индуктивному предположению тогда также разрешима
задача Sk(A)Sk(A)Sk(B ⊃ ⊥) Γ ?B. По правилу (⊃?) тогда разрешима
задача Sk(A)Sk(¬B) Γ ?⊥ и θ — ее допустимая подстановка.

(б) Пусть задача Sk(¬(A ⊃ B)) Γ ?C разбивается в деривационном
дереве по правилу (⊃?) на подзадачи

Sk(¬(A ⊃ B)) (∆1ξ) Γ ?Fi1ξ, . . . , Sk(¬(A ⊃ B)) (∆kξ) Γ ?Fikξ,

где Fi1 &Fi2 & . . . , Fik — импликанта нормальной формы псевдоформу-
лы F ∈ Γ, ξ = η ◦ σ и θ — комбинация подстановок σ, β1, . . . , βk. По
индуктивному предположению тогда разрешимы задачи

Sk(A)Sk(¬B) (∆1ξ) Γ ?Fi1ξ, . . . , Sk(A)Sk(¬B) (∆kξ) Γ ?Fikξ

и соответственно β1, . . . , βk являются их допустимыми подстановками.
По правилу (⊃?) тогда разрешима задача Sk(A)Sk(¬B) Γ ?C и θ явля-
ется ее допустимой подстановкой.

Предложение 5.9. Если задача Sk(¬∀xA(x)) Γ ?C разрешима в F3

и θ — ее допустимая подстановка, где псевдоформулы Γ ∪ {(∀xA(x))}
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не содержат свободно переменной y, то задача Sk(¬A(y)) Γ ?C также
разрешима и θ — ее допустимая подстановка.

Доказательство. Утверждение докажем индукцией по высоте дерива-
ционного дерева разрешимой задачи Sk(¬∀xA(x)) Γ ?C. Рассмотрим два
случая строения деривационного дерева. Остальные случаи рассматри-
ваются подобным образом.

1. Если задача Sk(¬∀xA(x)) Γ ?C примитивизируется подстановкой
θ, то и задача Sk(¬A(y)) Γ ?C должна примитивизироваться подстанов-
кой θ.

2. Рассмотрим случай, когда задача Sk(¬∀xA(x)) Γ ?C разбивается
на подзадачи в деривационном дереве по правилу (⊃?). Здесь могут быть
два варианта.

(а) Пусть C = ⊥ и Sk(¬∀xA(x)) Γ ?C в деривационном дереве сво-
дится к задаче Sk((∀xA(x)) ⊃ ⊥) Γ ? ∀xA(x). Тогда разрешима дочер-
няя для нее задача Sk(¬∀xA(x)) Γ ?A(y) и θ — ее допустимая подста-
новка. По индуктивному предположению тогда должна быть разреши-
ма задача Sk(¬A(y)) Γ ?A(y). По правилу (⊃?) тогда разрешима задача
Sk(¬A(y)) Γ ?⊥ и θ — ее допустимая подстановка.

(б) Пусть задача Sk(¬∀xA(x)) Γ ?C разбивается в деривационном де-
реве по правилу (⊃?) на подзадачи

Sk(¬∀xA(x)) (∆1ξ) Γ ?Fi1ξ, . . . , Sk(¬∀xA(x)) (∆kξ) Γ ?Fikξ,

где Fi1 &Fi2 & . . . , Fik — импликанта нормальной формы псевдоформу-
лы F ∈ Γ, ξ = η ◦ σ и θ — комбинация подстановок σ, β1, . . . , βk. По
индуктивному предположению тогда разрешимы задачи

Sk(¬A(y)) (∆1ξ) Γ ?Fi1ξ, . . . , Sk(¬A(y)) (∆kξ) Γ ?Fikξ

и соответственно β1, . . . , βk являются их допустимыми подстановками.
По правилу (⊃?) тогда разрешима задача Sk(¬A(y)) Γ ?C и θ является
ее допустимой подстановкой.

Предложение 5.10. Если в F3 разрешима задача Sk(¬C) Γ ?⊥ и
θ — ее допустимая подстановка, то разрешима задача Γ?C и θ — ее
допустимая подстановка.

Доказательство. Утверждение докажем индукцией по количеству ло-
гических связок и кванторов в C.
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1. Если C — атом, дизъюнкция или псевдоформула вида ∃xD(x), то
утверждение просто совпадает с формулировкой правила декомпозиции
(⊥c). Рассмотрим остальные случаи индукции.

2. Пусть C = D&E и разрешима задача Sk(¬(D&E)) Γ ?⊥. По
предложению 5.7 тогда должны быть разрешимы задачи Sk(¬D) Γ ?⊥
и Sk(¬E) Γ ?⊥. По предположению индукции отсюда должны быть раз-
решимы задачи Γ ?D и Γ ?E. Наконец по правилу (?&) тогда разрешима
задача Γ ?C.

3. Пусть C = D ⊃ E и разрешима задача Sk(¬(D ⊃ E)) Γ ?⊥. По
предложению 5.8 тогда разрешима задача Sk(D)Sk(¬E) Γ ?⊥. По ин-
дуктивному предположению отсюда разрешима задача Sk(D) Γ ?E. В
результате по правилу (? ⊃) тогда разрешима задача Γ ?C.

4. Пусть C = ∀xD(x) и разрешима задача Sk(¬∀xD(x)) Γ ?⊥. По
предложению 5.9 тогда должна быть разрешима задача Sk(¬D(y)) Γ ?⊥.
По предположению индукции отсюда должна быть разрешима задача
Γ ?D(y). Наконец по правилу (?∀) тогда разрешима задача Γ ?C.

Будем обозначать через F3 продукционную систему, которая полу-
чается из F3 в результате добавления правил декомпозиции, сформули-
рованных в предложениях 5.2, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6, 5.10. Очевидно, что F3 и
F3 эквивалентны с точки зрения объема решаемых задач.

Предложение 5.11. Если задача (Γ, A) разрешима в продукционной
системе P3, то задача (Sk(Γ) ?A) разрешима в продукционной системе
F3.

Доказательство. Пусть θ — подстановка из набора допустимых подста-
новок задачи π0 = (Γ ?A). Мы предполагаем, что подстановка θ явля-
ется основной. В противном случае мы можем заменить “нерешенные”
метапеременные на константы из H0. Пусть Θ — соответствующее этой
подстановке θ деривационное дерево. Пусть процесс расширения языка
при построении дерева Θ имеет вид

Θ0 ⊆ Θ1 ⊆ . . . ⊆ Θn ⊆ Θn+1 ⊆ . . . ⊆ Θh = Θ,
Ω ⊆ Ω0 ⊆ Ω1 ⊆ . . . ⊆ Ωn ⊆ Ωn+1 ⊆ . . . ⊆ Ωh,

H0 ⊆ H1 ⊆ . . . ⊆ Hn ⊆ Hn+1 ⊆ . . . ⊆ Hh.
(16)

Индукцией по построению деривационного дерева Θ покажем, как
для каждого дерева Θn можно построить дерево Θ′n такое, что корнем
дерева Θ′n является задача π′0 = (Sk(Γ) ?A), дочерние вершины получа-
ются из родительских по одному из правил декомпозиции системы F3,
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а листья дерева Θ′n либо примитивизируются подстановкой θ, либо со-
ответствуют нераскрытым листьям πn = (Γn, An) дерева Θn и являются
задачами π′n вида π′n = (Γ′n ?A′n). При этом обозначаемое штрихом фор-
мируемое соответствие будет обладать следующим свойством: A′n = An

и Γ′n = Sk(Γn).
В начале процесса построения дерева Θ′ положим Γ′0 = Sk(Γ),

A′0 = A, π′0 = (Γ′0 ?A′0), Θ′0 = {π′0}. Очевидно, что дерево Θ′0 облада-
ет требуемым свойством.

Покажем как получить дерево Θ′n+1 из дерева Θ′n в зависимости от
правила декомпозиции, которое используется при формировании дерева
Θn+1 из дерева Θn.

1. Если An = >, то Θn+1 = Θn. В этом случае листу πn = (Γn, An)
соответствует лист π′n = (Γ′n ?>), где Γ′n = Sk(Γn), который также явля-
ется примитивной задачей. При этом задача π′n = (Γ′n ?>) примитиви-
зируется любой подстановкой, в том числе θ. Положим Θ′n+1 = Θ′n. При
этом дерево Θ′n+1 вновь обладает требуемым свойством и имеет вид:

(Γ′n ?>)
. . .

...· · ·
(Γ′0 ?A′0)

2. Пусть An — атомарная псевдоформула или ⊥, лист πn = (Γn, An)
примитивизируется подстановкой θ, Anθ = Eθ, E ∈ Γn и лист π′n =
(Γ′n ?A′n) соответствует листу πn, где A′n = An и Γ′n = Sk(Γn). Тогда
E′ = Sk(E) = E. Отсюда задача π′n = (Γ′n ?A′n) примитивизируется под-
становкой θ. Положим Θ′n+1 = Θ′n. При этом дерево Θ′n+1 вновь обладает
требуемым свойством и имеет вид:

(Γ′n ?An)
. . .

...· · ·
(Γ′0 ?A′0)

3. Пусть Θn+1 получается из Θn в результате применения правила
декомпозиции (→∨i). Следовательно имеем An = (B1 ∨ B2), A′n = An.
Положим A′n+1 = An+1 = Bi и Γ′n+1 = Γ′n. Дерево Θ′n+1 сформируем из
дерева Θ′n с помощью применения правила (?∨i):

(Γ′n ?Bi)
(Γ′n ?B1 ∨B2)

. . .
...· · ·

(Γ′0 ?A′0)
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При этом если θ является допустимой подстановкой для (Γ′n ?Bi), то
θ является допустимой подстановкой для задачи (Γ′n ?B1 ∨B2).

4. Пусть Θn+1 получается из Θn в результате применения правила
декомпозиции (→ ∃). Это значит, что A′n = An = (∃xB(x)). Положим
A′n+1 = An+1 = B(X) и Γ′n+1 = Γ′n. Дерево Θ′n+1 сформируем из дерева
Θ′n с помощью применения правила (?∃):

(Γ′n ?B(X))
(Γ′n ? ∃xB(x))

. . .
...· · ·

(Γ′0 ?A′0)

Очевидно, что если θ является допустимой подстановкой для задачи
(Γ′n ?B(X)), то θ является допустимой подстановкой для (Γ′n ? ∃xB(x)).

5. Пусть Θn+1 получается из Θn в результате применения правила
декомпозиции (→ &). Это значит, что A′n = An = (B1 &B2). Дерево Θ′n+1

сформируем из дерева Θ′n с помощью применения правила декомпозиции
(?&):

(Γ′n ?B1) (Γ′n ?B2)
(Γ′n ?B1 &B2)

. . .
...· · ·

(Γ′0 ?A′0)

При этом если θ является допустимой подстановкой для обеих задач
(Γ′n ?B1) и (Γ′n ?B2), то θ — допустимая подстановка для (Γ′n ?B1 &B2).

6. Пусть Θn+1 получается из Θn в результате применения продукции
(→⊃). Это значит, что A′n = An = (B1 ⊃ B2). Положим A′n+1 = An+1 =
B2, B′1 = Sk(B1) и Γ′n+1 = Γ′n ∪ {B′1} = Sk(Γn+1). Дерево Θ′n+1 сформи-
руем из дерева Θ′n с помощью применения правила декомпозиции (? ⊃):

(Sk(B1) Γ′n ?B2)
(Γ′n ?B1 ⊃ B2)

. . .
...· · ·

(Γ′0 ?A′0)

Очевидно, что если θ является допустимой подстановкой для задачи
(B′1 Γ′n ?B2), то θ является допустимой подстановкой для (Γ′n ?B1 ⊃ B2).

7. Пусть Θn+1 получается из Θn в результате применения правила
декомпозиции (→ ∀). Это значит, что A′n = An = (∀xB(x)). Положим
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A′n+1 = An+1 = B(y) и Γ′n+1 = Γ′n. Дерево Θ′n+1 сформируем из дерева
Θ′n с помощью применения правила (?∀):

(Γ′n ?B(y))
(Γ′n ? ∀xB(x))

. . .
...· · ·

(Γ′0 ?A′0)

Очевидно, что если θ является допустимой подстановкой для задачи
(Γ′n ?B(y)), то θ является допустимой подстановкой для (Γ′n ?∀xB(x)).

8. Пусть Θn+1 получается из Θn в результате применения правила де-
композиции (&→). Это значит, что A′n = An, C = (B1 &B2) ∈ Γn, Γ′n =
Sk(Γn), B′i = Sk(Bi), C ′ = Sk(C) = Sk(B1 &B2) = Sk(B1) &Sk(B2) =
(B′1 &B′2) ∈ Γ′n, Γn+1 = Γn ∪ {B1, B2}. Заметим, что результатом приме-
нения к задаче (Sk(B1 &B2) Γ′n ?A′n) сформулированного в предложении
5.2 правила декомпозиции будет (Sk(B1)Sk(B2)Sk(B1 &B2) Γ′n ?A′n).
Положим Γ′n+1 = Γ′n ∪ {B′1, B′2}, A′n+1 = A′n = An. Дерево Θ′n+1 сформи-
руем из дерева Θ′n с помощью применения этого правила декомпозиции:

(Sk(B1)Sk(B2)Sk(B1 &B2) Γ′n ?An)
(Sk(B1 &B2) Γ′n ?An)

. . .
...· · ·

(Γ′0 ?A′0)

По предложению 5.2 заключаем, что если θ является допустимой под-
становкой для задачи (B′1B

′
2 Γ′n ?An), то θ является допустимой подста-

новкой также и для задачи (Γ′n ?An).
9. Пусть Θn+1 получается из Θn в результате применения правила

декомпозиции (⊃→). Это значит, что A′n = An, C = (B1 ⊃ B2) ∈ Γn,
Γ′n = Sk(Γn), B′1 = B1, B′2 = Sk(B2), C ′ = Sk(C) = Sk(B1 ⊃ B2) =
B1 ⊃ Sk(B2) = (B′1 ⊃ B′2) ∈ Γ′n. Тогда задачи (Sk(B1 ⊃ B2) Γ′n ?B1) и
(Sk(B2)Sk(B1 ⊃ B2) Γ′n ?A′n) являются дочерними для родительской за-
дачи (Sk(B1 ⊃ B2) Γ′n ?A′n), если к последней применить правило деком-
позиции, формулировка которого содержится в предложении 5.3. Дерево
Θ′n+1 сформируем из дерева Θ′n с помощью применения этого правила
декомпозиции:

(Sk(B1 ⊃ B2) Γ′n ?B1) (Sk(B2)Sk(B1 ⊃ B2) Γ′n ?An)
(Sk(B1 ⊃ B2) Γ′n ?An)

. . .
...· · ·

(Γ′0 ?A′0)
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Из предложения 5.3 следует, что если θ является допустимой под-
становкой для задач (B′2 Γ′n ?An) и (Γ′n ?B1), то θ является допустимой
подстановкой также и для задачи (Γ′n ?An).

10. Пусть Θn+1 получается из Θn в результате применения правила
декомпозиции (∀ →). Это значит, что A′n = An, C = (∀xB(x)) ∈ Γn,
Γ′n = Sk(Γn), C ′ = Sk(C) = Sk(∀xB(x)) ∈ Γ′n, Γn+1 = Γn ∪ {B(X)}. То-
гда задача (Sk(B(X))Sk(∀xB(x)) Γ′n ?A′n) является результатом приме-
нения к задаче (Sk(∀xB(x)) Γ′n ?A′n) сформулированного в предложении
5.4 правила декомпозиции. Положим Γ′n+1 = Γ′n ∪ {Sk(B(X))}. Дерево
Θ′n+1 сформируем из дерева Θ′n с помощью применения этого правила
декомпозиции:

(Sk(B(X))Sk(∀xB(x)) Γ′n ?An)
(Sk(∀xB(x)) Γ′n ?An)

. . .
...· · ·

(Γ′0 ?A′0)

По предложению 5.4 заключаем, что если θ является допустимой под-
становкой для задачи (Sk(B(X)) Γ′n ?An), то θ является допустимой под-
становкой также и для задачи (Γ′n ?An).

11. Пусть Θn+1 получается из Θn в результате применения правила
декомпозиции (∃ →). Это значит, что A′n = An, C = (∃xB(x)) ∈ Γn,
Γ′n = Sk(Γn), C ′ = Sk(C) = Sk(∃xB(x)) ∈ Γ′n, Γn+1 = Γn∪{B(y)}. Тогда
задача (Sk(B(y))Sk(∃xB(x)) Γ′n ?A′n) является результатом применения
к задаче (Sk(∃xB(x)) Γ′n ?A′n) сформулированного в предложении 5.5
правила декомпозиции. Положим Γ′n+1 = Γ′n ∪ {Sk(B(y))}. Дерево Θ′n+1

построим из дерева Θ′n, применив указанное правило декомпозиции:

(Sk(B(y))Sk(∃xB(x)) Γ′n ?An)
(Sk(∃xB(x)) Γ′n ?An)

. . .
...· · ·

(Γ′0 ?A′0)

Из предложения 5.5 следует, что если θ является допустимой подста-
новкой для задачи (Sk(B(y)) Γ′n ?An), то θ является допустимой подста-
новкой также и для задачи (Γ′n ?An).

12. Пусть Θn+1 получается из Θn в результате применения правила
декомпозиции (∨ →). Это значит, что A′n = An, C = (B1∨B2) ∈ Γn, Γ′n =
Sk(Γn), B′i = Sk(Bi), C ′ = Sk(C) = Sk(B1 ∨ B2) = (B1 ∨ B2) = C ∈ Γ′n.
Тогда задачи (Sk(B1)Sk(B1∨B2) Γ′n ?A′n) и (Sk(B2)Sk(B1∨B2) Γ′n ?A′n)
являются дочерними для задачи (Sk(B1∨B2) Γ′n ?A′n) после применения
сформулированного в предложении 5.6 правила декомпозиции. Дерево
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Θ′n+1 сформируем из дерева Θ′n с помощью применения указанного пра-
вила декомпозиции:

(Sk(B1)Sk(B1 ∨B2) Γ′n ?An) (Sk(B2)Sk(B1 ∨B2) Γ′n ?An)
(Sk(B1 ∨B2) Γ′n ?An)

. . .
...· · ·

(Γ′0 ?A′0)

Из предложения 5.6 следует, что если θ является допустимой подста-
новкой для задач (B′1 Γ′n ?An) и (B′2 Γ′n ?An), то θ является допустимой
подстановкой также и для задачи (Γ′n ?An).

13. Пусть Θn+1 получается из Θn в результате применения правила
декомпозиции (⊥c). Это значит, что A′n = An, B = (¬An) ∈ Γn, Γ′n =
Sk(Γn), B′ = Sk(B) = Sk(¬An) = (¬An) ∈ Γ′n, Γn+1 = Γn ∪ {(¬An)},
An+1 = ⊥. Тогда задача ((¬An) Γ′n ?⊥) является результатом примене-
ния к задаче (Γ′n ?A′n) сформулированного в предложении 5.10 правила
декомпозиции. Положим Γ′n+1 = Γ′n ∪ {(¬An)}, A′n+1 = ⊥. Дерево Θ′n+1

сформируем из дерева Θ′n с помощью применения этого правила деком-
позиции:

((¬An) Γ′n ?⊥)
(Γ′n ?An)
. . .

...· · ·
(Γ′0 ?A′0)

По предложению 5.10 заключаем, что если θ является допустимой
подстановкой для задачи ((¬An) Γ′n ?⊥), то θ является допустимой под-
становкой также и для задачи (Γ′n ?An). Тем самым рассмотрение случая
(⊥c) завершено.

Для построения Θn+1, а затем Θ′n+1, в соответствии с применяемой
стратегией мы выбирали лист πn = (Γn, An) ∈ Θn, у которого порож-
дали дочерние разрешимые вершины, соответствующие подстановке θ и
обеспечивающие разрешимость вершины πn. В результате было сфор-
мировано дерево Θ′n+1, которое получается из дерева Θ′n в результате
замены листа π′n = (Γ′n ?A′n), соответствующего листу πn дерева Θn, на
некоторое новое поддерево с корнем π′n. При этом каждая вершина ρ по-
лученного дерева Θ′n+1 обладает следующим свойством: во-первых, если
ρ является листом дерева Θ′n+1, который не соответствует нераскрыто-
му листу дерева Θn+1, то ρθ является примитивной задачей; во-вторых,
если θ является допустимой для вершин ρ1, . . . , ρk, всех дочерних у вер-
шины ρ в дереве Θ′n+1, то θ является также допустимой и для ρ. На
заключительном шаге этого процесса мы получим дерево Θ′ = Θ′h такое,
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что θ является допустимой подстановкой задачи (Sk(Γ) ?A) и Θ′ являет-
ся соответствующим этой подстановке θ деривационным деревом в F3.
Предложение 5.11 доказано.

Теорема о полноте. Если секвенция Γ→ A выводима в исчислении
S3, то задача (Sk(Γ) ?A) разрешима в F3.

Доказательство. Пусть секвенция Γ → A выводима в исчислении S3.
По теореме о полноте P3 тогда задача (Γ, A) разрешима в P3. Продук-
ционные системы P3 и F3 получаются соответственно из P3 и F3 за счет
добавления некоторых, причем допустимых, правил декомпозиции. Это
значит, что задача (Γ, A) разрешима и в P3. По предложению 5.11 тогда
задача (Sk(Γ) ?A) разрешима в F3, а значит и в F3. Что и требовалось
доказать.

Автор выражает искреннюю признательность проф. В.Ю. Попову за
советы, замечания и обсуждение вопросов, которые возникали при по-
строении этой теории.
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Часть 3.
Математические модели



 



О функциональной системе полиномов с
рациональными коэффициентами

Алексиадис Н.Ф.

1В настоящей статье исследуется проблема полноты для поли-
номиальных функций с рациональными коэффициентами, а также
задачи функционального характера, порожденные ее решением, а
именно: изучение структуры замкнутых и предполных классов, за-
дача о базисах полных систем2. В частности, доказано, что

1) система функций является полной тогда и только тогда, ко-
гда она целиком не содержится ни в одном предполном классе;

2) мощность множества всех предполных классов равна конти-
нууму.

3) существует полная система, не имеющая базиса.

Ключевые слова: полином, функциональная система, пробле-
ма полноты, рациональная функция, замкнутые классы.

1. Предварительные сведения

С целью полноты изложения и независимости материала приведем неко-
торые сведения из теории функциональных систем, необходимые для
дальнейшего изложения3. При изложении материала в основном исполь-
зуется терминология книг [4] и [5].

Пусть G – некоторое (конечное или бесконечное) множество, содер-
жащее не менее двух элементов.

Обозначим через FG множество всех функций f(x1, x2, ..., xn), пере-
менные которых определены на множестве G и сами функции принима-
ют значения из этого же множества G. Предполагается, что множество

1aleksiadis@yandex.ru
2Ранее автором было исследовано функциональные системы полиномов с нату-

ральными и целыми коэффициентами (см. [1] - [2])
3Читатели, знакомые с основными понятиями теории функциональных систем, мо-

гут пропустить этот раздел.
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FG содержит и все функции от нулевого числа переменных, т.е. функции,
являющиеся просто элементами (константами) множества G.

Пусть F (n)
G множество всех n-местных функций из FG (n = 0, 1, 2, ...).

Очевидно, что F (0)
G = G и FG = ∪∞n=0F

(n)
G .

Говорят, что функция f(x1, ..., xi−1, xi, xi+1, ..., xn) существенно зави-
сит от переменной xi, если существуют такие два набора

(c1, ..., ci−1, a, ci+1, ..., cn) и (c1, ..., ci−1, b, ci+1, ..., cn)

значений переменных x1, ..., xi−1, xi, xi+1, ..., xn, что

f(c1, ..., ci−1, a, ci+1, ..., cn) 6= f(c1, ..., ci−1, a, bi+1, ..., cn).

В этом случае мы говорим, что xi является существенной переменной
функции f(x1, ..., xi−1, xi, xi+1, ..., xn).

Если xi не является существенной переменной f(x1, ..., xi, ..., xn), то
она называется фиктивной переменной функции f(x1, ..., xi, ..., xn).

Пусть f(x1, ..., xi−1, xi, xi+1, ..., xn) и g(x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xn) две про-
извольные функции из FG и пусть xi фиктивная переменная функции
f(x1, ..., xi−1, xi, xi+1, ..., xn). Если для любых c1, ..., ci−1, ci, ci+1, ..., cn зна-
чений переменных x1, ..., xi−1, xi, xi+1, ..., xn имеем

f(c1, ..., ci−1, ci, ci+1, ..., cn) = g(c1, ..., ci−1, ci+1, ..., cn),

то говорят, что функция g(x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xn) получается из функ-
ции f(x1, ..., xi−1, xi, xi+1, ..., xn) удалением (изъятием) фиктивной пе-
ременной xi и, наоборот, функция f(x1, ..., xi−1, xi, xi+1, ..., xn) получена
из функции g(x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xn) добавлением фиктивной перемен-
ной xi.

Две функции называются равными, если одна из них может быть по-
лучена из другой путем добавления или изъятия некоторых фиктивных
переменных.

Замечание 1. В дальнейшем будем считать, что вместе с функци-
ей f заданы и все равные ей функции, т.е. функции рассматриваем с
точностью до фиктивных переменных.

Замечание 2. Если дана конечная система функций f1, f2, ..., fm (где
m ≥ 1), то можно считать, что все они зависят от одних и тех же
переменных x1, x2, ..., xn, т.е. имеют вид

f1(x1, x2, ..., xn), f2(x1, x2, ..., xn), ..., fm(x1, x2, ..., xn).
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Замечание 3. Если дана функция, отличная от константы, то пу-
тем отождествления переменных из нее можно получить равную ей
функцию, все переменные которой являются существенными.

Алгебра FG = (FG, O), где FG – некоторое множество функций (не
обязательно все) из G в G, а O – некоторое множество операций, при
этом эти операции замкнуты относительно множества FG, называется
функциональной системой (ф.с.) FG.

Для произвольного подмножества M множества FG обозначим через
IO(M) множество всех функций из FG, которые получаются из M с по-
мощью конечного числа применения операций из O. Множество IO(M)
называется замыканием множества M.

С замыканием множества естественным образом можно связать опе-
ратор замыкания.

Оператор, переводящий произвольное подмножество M множества
FG на множество IO(M), называется оператором замыкания (относи-
тельно операций из O) и обозначается через IO (или через [ ], если мно-
жество операций O известно и из контекста понятно о каких операциях
идет речь, т.е. вместо IO(M) пишем [M ]).

Легко заметить, что для любых подмножеств M,M1,M2 множества
FG :

• M ⊆ IO(M);

• IO(IO(M)) =M ;

• Если M1 ⊆M2, то IO(M1) ⊆ IO(M2).

Множество M(M ⊆ FG) называется (функционально) замкнутым,
если IO(M) =M.

Замкнутое множество принято называть замкнутым классом.
Ясно, что

• IO(M) является замкнутым классом (∀M ⊆ FG);

• пустое множество является замкнутым классом;

• ножество FG также является замкнутым классом.

Пусть V – произвольное подмножество множества G. Обозначим че-
рез U(V ) множество всех таких функций f(x1, x2, ..., xn) из FG, что

f(c1, c2, ..., cn) ∈ V, если c1, c2, ..., cn ∈ V.
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В этом случае f(x1, x2, ..., xn) называется функцией, сохраняющей
множество V, а U(V ) – классом, сохраняющим множество V.

Замечание 4. Легко заметить, что для любого непустого собствен-
ного подмножества V множества G (т.е. V 6= ∅ и V 6= FG) выполнено:

• U(V ) 6= ∅;

• U(V ) 6= FG;

• V ⊆ U(V );

• IO(U(V )) = U(V );

• U (0)(V ) = V, где U (0)(V ) – множество всех нульместных функ-
ций, т.е. констант из U(V ).

Более того, для любых двух подмножеств V1 и V2 множества G
выполнено:

U(V1) 6= U(V2), если V1 6= V2.

Подмножество M множества FG называется (функционально) пол-
ным в FG, если IO(M) = FG.

Полное множество принято называть полной системой.
Из замечания (4) следует справедливость следующего утверждения.

Если множествоM(M ⊆ G) содержит полную систему в FG, тоM также
является полной системой в FG.

Система функций B(B ⊆ FG) называется базисом ф.с. FG, если B
полна в FG, но всякая ее собственная подсистема не является полной в
FG.

Подмножество M множества FG называется предполным (макси-
мальным) классом в FG, если IO(M) 6= FG, но для любой функции f
из FG \M выполнено IO(M ∪ {f}) = FG.

Очевидно, что предполный класс является замкнутым классом.

Замечание 5. Отметим, что для доказательства предполноты в FN

множества M(M ⊆ FG) нужно показать, что

• M 6= ∅ и M 6= FG;

• M замкнутый класс;

• для любого f из FG \M система M ∪ {f} полна в FG.
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Если T произвольный замкнутый класс в FG, то аналогичным обра-
зом определяются замкнутый класс в T, предполный класс в T, полная
система в T и базис множества T.

Система K замкнутых подмножеств множества FG называется кри-
териальной системой в FG, если любое множество M(M ⊆ FG) являет-
ся полным в FG тогда и только тогда, когда оно целиком не содержится
ни в одном классе системы K.

В ф.с. FG критериальной системой является, например, множество
всех замкнутых классов, отличных от всего FG. В общем случае послед-
няя критериальная система является "избыточной". Это позволяет пе-
рейти к рассмотрению более "экономных" критериальных систем и с
этой точки зрения может быть уточнено строение критериальной систе-
мы.

Критериальная система называется приведенной, если она не содер-
жит собственных подсистем, являющихся критериальными.

Замечание 6. Следует отметить, что в функциональной системе FG

приведенная система, если она существует, определяется однозначно
и состоит из всех предполных классов в FG (см. [4].)

Замкнутый класс T (T ⊆ FG) называется конечно-порожденным, если
в T существует конечная полная система.

Функциональная система FG является конечно-порожденной, если
FG конечно-порожденный класс.

FG называется функциональной системой счетной мощности, если
FG счетное множество.

В ф.с. FG множество M(M ⊆ FG) называется полной системой отно-
сительно множества D, если D ⊆M и M полная система в FG.

И, наконец, приведем одно (нужное в дальнейшем) утверждение.
Если в функциональной системе каждый замкнутый класс содержит-

ся в некотором предполном классе, то множество всех предполных клас-
сов образует (приведенную) критериальную систему (см.[3]).

2. Постановка задачи

Одной из основных проблем в теории функциональных систем является
проблема полноты, состоящая в описании всех подмножеств данного
множества FG, которые являются полными в FG.

В теории функциональных систем выделяют два подхода к решению
проблемы полноты: алгоритмический и алгебраический. В первом случае
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ставится вопрос о существовании алгоритма, устанавливающего полно-
ту или неполноту заданных систем функций. Во втором случае задача
заключается в получении критериев (т.е. необходимых и достаточных
условий) полноты.

Изучение проблемы полноты осуществлялось путем исследования
конкретных функциональных систем. Во многих этих конкретных си-
стемах решение проблемы полноты было сведено к описанию всех пред-
полных классов в ней, суть которого заключается в следующем: данная
система функций является полной тогда и только тогда, когда она це-
ликом не содержится ни в одном из предполных классов. Исторически
сложилось так, что метод решения проблемы полноты в терминах пред-
полных классов стал одним из основных для функциональных систем.

Целью настоящей работы является исследование проблемы полноты
для функциональной системы полиномов с рациональными коэффици-
ентами4; более подробно, решение следующего круга задач.

1) Полнота систем функций:

• является ли множество всех предполных классов критери-
альной системой?

• найти число предполных классов;

• найти предполные классы (по возможности).

2) Задача о базисах :

• имеет ли базис каждая полная система?

• мощность базисов.

3. Определение функциональной системы
полиномов с рациональными коэффициентами

В этом разделе мы приводим определение функциональной системы по-
линомиальных функций с рациональными коэффициентами. Но сначала
несколько стандартных обозначений.

N – множество всех натуральных чисел (включая число 0).
Z – множество всех целых чисел.
Q – множество всех рациональных чисел.

4Определение этой системы см. ниже в разделе 1.3.
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|A| – мощность множества A.
c0 – мощность счетного множества.
c – мощность континуума.
≡ – обозначим, по определению, тождественно равно.
Для удобства изложения полагаем, что 00 = 1.
� – квадрат будет обозначать "конец доказательства".
Выражение вида cxk11 x

k2
2 ...x

kn
n , где n, k1, k2, ..., kn ∈ N , а c ∈ Q назы-

вается мономом с рациональным коэффициентом, зависящим от n пе-
ременных x1, x2, ..., xn; при этом, когда n = 0, тогда заданный моном
является просто константой c, т.е. мономом с рациональным коэффици-
ентом, зависящим от 0-го числа переменных.

Конечная сумма мономов с рациональным коэффициентами называ-
ется полиномом с рациональным коэффициентом.

Обозначим через P (n)
Q (n = 0, 1, 2, ...) множество всех функций из Qn в

Q, задаваемых полиномами с рациональными коэффициентами и завися-
щих от n переменных, а через PQ множество всех функций, задаваемых
полиномами с рациональными коэффициентами, т.е. PQ = ∪∞n=0P

(n)
Q . Эти

функции назовем полиномиальными функциями с рациональными коэф-
фициентами или просто рп-функциями5.

Замечание 7. Для простоты вместо фраз "функция задаваемая
полиномом" и "полиномиальная функция"мы будем употреблять про-
сто "полином" , т.е. мы отождествляем формулу и функцию, задава-
емую этой формулой.

В качестве множества операций O мы рассматриваем операции су-
перпозиции. Операции суперпозиции включают в себя:

• перестановку переменных;

• отождествления переменных;

• переименования переменных (без отождествления);

• введение фиктивной переменной;

• удаление фиктивной переменной;

• подстановку одной функции в другую.
5Символы ’р’ и ’п’ – это первые буквы соответственно слов "рациональный" и

"полином".
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Поскольку любая суперпозиция функций из PQ является опять функ-
цией из PQ, то мы вправе рассмотреть пару (PQ, O), где O – множество
операций суперпозиции над полиномиальными функциями из PQ; эта
пара является функциональной системой, которую мы назовем функци-
ональной системой полиномиальных функций с рациональными коэффи-
циентами и обозначим ее через FQ.

Теорема 1. FQ является функциональной системой счетной мощно-
сти.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Это следует из того, что существует всего
счетное число полиномов с рациональными коэффициентами. �

Теорема 2. В функциональной системе FQ система функций

B = {x− y, xy, 1
2
,
1

3
, ...,

1

p
, ...},

где p – любое простое число, является полной системой; более того она
является и базисом ф.с. FQ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через f(x, y) ≡ x−y и g(x, y) ≡ xy.
Сначала получим все константы из P (0)

Q . Имеем

f(x, x) = 0;h1(x) ≡ f(0, x) = −x;

h2(x, y) ≡ f(x, h1(y)) = x+ y;h2(
1

2
,
1

2
) = 1,

h2(1, 1) = 2, h2(1, 2) = 3, h2(1, 3) = 4, ...

h1(1) = −1, h1(2) = −2, h1(3) = −3, ....
Следовательно, мы имеем все целые числа.
Далее, пусть c – произвольное число из Q, отличное от 0 и 1; тогда

c можно представить в виде c = m
n , где m – некоторое целое число,

отличное от 0, а n – некоторое целое положительное число, больше 1
и пусть n = pk11 p

k2
2 ...p

kr
r , где p1, p2, ..., pr – некоторые простые числа, а

r, k1, k2, ..., kr – некоторые целые положительные числа.
Очевидно, что

g(
1

pi
,
1

pi
) =

1

p2
i

, g(
1

pi
,
1

p2
i

) =
1

p3
i

, ..., g(
1

pi
,

1

pki−1
1

) =
1

pki1

, (i = 1, 2, ..., r);
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g(
1

pk11

,
1

pk22

) =
1

pk11 p
k2
2

, g(
1

pk11 p
k2
2

,
1

pk33

) =
1

pk11 p
k2
2 p

k3
3

, ..., g(
1

pk11 · ... · p
kr−1

r−1

,
1

pkrr
) =

=
1

pk11 · ... · p
kr−1

r−1 p
kr
r

=
1

n
.

Рассмотрим два случая.
1. m > 0. Тогда имеем

h2(
1

n
,
1

n
) =

2

n
, h2(

2

n
,
1

n
) =

3

n
, ·... · h2(

m− 1

n
,
1

n
) =

m

n
.

2. m < 0. Тогда −m > 0 b строим число −mn так, как это сделано в
случае (1). Далее, имеем

h1(
−m
n

) = −−m
n

=
m

n
.

Итак, [B] ⊇ Q.
Теперь построим все мономы с рациональными коэффициентами, от-

личные от константы, т.е. рп-функции вида cxk11 x
k
2 ...x

kn
n где c - произволь-

ное рациональное число, отличное от нуля, n - произвольнoе положитель-
нoе целoе числo, а k1, k2, ..., kn – произвольные натуральные числа, при
этом k1 + k2 + ... + kn 6= 0 (т.е. имеем хотя бы одну существенную пе-
ременную). Очевидно, что из функции g(x, y) и константы 1 с помощью
операций суперпозиции можно получить любой моном вида xk11 x

k
2 ...x

kn
n

(в том числе и тождественную функцию f(x) = x). Далее, подставляя
в функцию g(x, y) вместо x константу c, а вместо y – моном xk11 x

k
2 ...x

kn
n ,

мы получим рп-моном cxk11 x
k
2 ...x

kn
n .

Ясно, что из функции f(x, y) с помощью операций суперпозиции
можно получить любую линейную функцию вида x1+x2+...+xm(m ≥ 2).

Далее, поскольку любой рп-полином является конечной суммой рп-
мономов, то, если в подходящей линейной функции вида x1 + x2 + ... +
xm вместо ее переменных подставим соответствующие рп-мономы, то
получим желаемую рп-полином из PQ.

Таким образом, из функций множества B с помощью операций су-
перпозиции можно получить все функции из PQ, поэтому [B] ⊇ PQ. Но,
с другой стороны, поскольку B ⊂ PQ, то в силу свойства оператора за-
мыкания [B] ⊆ PQ. Следовательно, [B] = PQ, т.е. B является полной
системой в FQ.

Далее, докажем, что полная система B является и базисом ф.с. FQ.
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Если из B выбросить функцию x−y, то получим собственную подси-
стему B− = {xy, 1

2 ,
1
3 , ...,

1
p , ...}, состоящую только из рп-мономов и, сле-

довательно, из ее функций с помощью операций суперпозиции можно
получить только рп-мономи, поэтому [B] 6= PQ.

Если из B выбросить функцию xy, то получим собственную подси-
стему B∗ = {x − y, 1

2 ,
1
3 , ...,

1
p , ...}, состоящую только из линейных рп-

полиномов и, следовательно, из ее функций с помощью операций су-
перпозиции можно получить только линейные рп-полиномы, поэтому
[B] 6= PQ.

Легко заметить, что если из B выбросить константу 1
p , где p – лю-

бое простое число, то из полученной собственной подсистемы с помощью
операций суперпозиции невозможно получить все рп-полиномы, в част-
ности константу 1

p , поэтому [B] 6= PQ.

Если из B выбросить более одной функции, то ясно, что полученная
собственная подсистема системы B не является полной в FQ.

Итак, ни одна собственная подсистема полной системы B не является
полной в FQ; это означает, что B является базисом ф.с. FQ. �

Ф.с. FQ является конечно-порожденной.

4. Замкнутые и предполные классы

Теорема 3. В ф.с. FQ существуют только следующие конечные за-
мкнутые классы:

• C, где C - произвольное конечное подмножество множества F (0)
Q ;

• I1 = {x}, I2 = {x;−x};

• C ∪ I1, {±c1, · · · ,±ck} ∪ I2, где ±c1, · · · ,±ck ∈ Q, а C, I1 и I2 опре-
деляются соответственно в предыдущих пунктах.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что каждое из перечисленных
множеств является конечным замкнутым классом в FQ. Покажем, что в
FQ не существует других конечных замкнутых классов, отличных от пе-
речисленных. Для этого достаточно доказать, что если замкнутый класс
M содержит рп-функцию f(x1, ..., xn), отличную от константы, g(x) = x
и h(x) = −x, то он содержит бесконечное число попарно различных рп-
функций.

Пусть M содержит рп-функцию f(x1, ..., xn). Поскольку f(x1, ..., xn)
отлична от константы, то она имеет существенную переменную; не огра-
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ничивая общность, можно считать, что существенными переменными
функции f(x1, ..., xn) являются переменные x1, ..., xn (n ≥ 1).

Далее, возможны два случая:
1. n = 1, т.е. f имеет одну существенную переменную.
Так как функция f отлична от g(x) и h(x), то очевидно, что после-

довательность функций

f(x), f(f(x)), f(f(f(x))), ...

состоит из попарно различных функций и все они принадлежат множе-
ству M (поскольку M - замкнутый класс).

2. n ≥ 2, т.е. f имеет более одной существенной переменной.
Тогда очевидно, что если в функции f(x1, ..., xn) на место переменной

x1 подставим функцию f(y1, ..., yn) (где {y1, ..., yn} ∩ {x1, ..., xn} = ∅), то
получим функцию

f(f(y1, ..., yn), x2..., xn),

существенно зависящую от всех своих 2n − 1 переменных; затем, ес-
ли в функции f(f(y1, ..., yn), x2..., xn) на место переменной y1 подставим
функцию f(z1, ..., zn) (где {z1, ..., zn} ∩ {y1, ..., yn, x1, ..., xn} = ∅), то по-
лучим функцию

f(f(f(z1, ..., zn), y2, ..., yn), x2..., xn),

существенно зависящую от всех своих 3n − 2 переменных и т.д. Итак,
имеем бесконечную последовательность функций

f(x1, ..., xn), f(f(y1, ..., yn), x2..., xn), f(f(f(z1, ..., zn), y2, ..., yn), x2..., xn), ...,

которая состоит из попарно различных функций (поскольку числа су-
щественных переменных этих функций попарно различны) и все они
принадлежат множествуM (т.к.M – замкнутый класс). Следовательно,
M содержит бесконечное число попарно различных функций. �

Замечание 8. Заметим, что в функциональной системе FQ

• число всех конечных замкнутых классов равно c0;

• число всех бесконечных замкнутых классов равно c;

• число всех замкнутых классов равно c.
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Замечание 9. Что касается базисов замкнутых классов, то имеют
место все три случая:

• в ф.с. FQ существует замкнутый класс, имеющий конечный ба-
зис;

• в ф.с. FQ существует замкнутый класс, имеющий бесконечный
базис;

• в ф.с. FQ существует замкнутый класс, не имеющий базиса.

Чтобы убедиться в этом, достаточно привести примеры соответству-
ющих замкнутых классов.

ПустьM = {2x, 4x, 8x, ..., 2nx, ...}, где n – любое положительное целое
число. Ясно, что множество M является замкнутым классом в FQ, а
система B = {2x} – его базисом. Следовательно, M замкнутый класс,
имеющий конечный базис.

Пусть M = {x, 2x, 3x, ...,mx, ...}, где m – любое положительное целое
число. Ясно, что множество M является замкнутым классом в FQ, а си-
стема B = {x, 2x, 3x, 5x, ..., px, ...}, где p – любое простое число, является
его базисом. Следовательно,M замкнутый класс, имеющий бесконечный
базис.

Пусть M = IO(T ), где T = {1, x2
1, x

2
1x

2
2, x

2
1x

2
2x

2
3, ...}. Покажем, что

замкнутый класс M не имеет базиса.
Очевидно, чтоM состоит из всех рп-полиномов вида 1 и x2k1

1 · ... ·x2kn
n ,

где n – любое положительное целое число, а k1, ..., kn – любые натураль-
ные числа.

Допустим, что класс M имеет базис; обозначим его через B. Ясно,
что 1 ∈ B и B содержит функцию, отличную от константы 1; обозначим
ее через f1(x1, ..., xn1), где n1 > 0. Пусть число переменных, которые
содержит эта функция во 2-ой степени, равно m1(0 ≤ m1 ≤ n1); не огра-
ничивая общность, можно считать, что этими переменными являются
переменные x1, ..., xm1 . Следовательно, f1(x1, ..., xn1) имеет вид

f1(x1, ..., xn1) = x2
1...x

2
m1
x

2km1+1

m1+1 ...x
2kn1
n1 ,

где km1+1, ..., kn1 – некоторые натуральные числа отличные, от 0 и 1.
Очевидно, что из функций 1 и f1(x1, ..., xn1) с помощью операций

суперпозиции невозможно получить функцию

g(x1, ..., xm1+1) ≡ x2
1...x

2
m1
x2
m1+1.
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Следовательно, B содержит функцию вида

f2(x1, ..., xn2) = x2
1...x

2
m1
x2
m1+1...x

2
m2
x

2lm2+1
m2 ...x

2ln2
n2 ,

где n2,m2 – некоторые положительные целые числа, при этом n2 > n1 и
n1 < m2 ≤ n2, а lm2+1, ..., ln2 – некоторые натуральные числа, отличные
от 0 и 1.

Очевидно, что из функций 1, f1(x1, ..., xn1) и f2(x1, ..., xn2) с помощью
операций суперпозиции невозможно получить функцию

g(x1, ..., xm2+1) ≡ x2
1...x

2
m2
x2
m2+1.

Следовательно, B содержит функцию вида

f3(x1, ..., xn3) = x2
1...x

2
m2
x2
m2+1...x

2
m3
x

2sm2+1

m3+1 ...x
2sn3
n3 ,

где n3,m3 – некоторые положительные целые числа, при этом n3 > n2 и
n2 < m3 ≤ n3, а sm3+1, ..., sn3 – некоторые натуральные числа, отличные
от 0 и 1 и т.д.

Таким образом, B содержит бесконечное число попарно различных
функций

1, f1(x1, ..., xnl
), f2(x1, ..., xn2), f3(x1, ..., xn3), ....

Но, с другой стороны, если рассмотрим любую бесконечную подпосле-
довательность функций этой последовательности, содержащую констан-
ту 1, то очевидно, что из функций этой подпоследовательности с помо-
щью операции суперпозиции можно получить все функции множества
T , следовательно, и все функции замкнутого класса M . Следователь-
но, собственная подсистема базиса B является полной в M . Получили
противоречие. Итак, замкнутый класс M не имеет базиса.

Замечание 10. В функциональной системе FQ

• число всех замкнутых классов, имеющих конечный базис, равно c0;

• число всех замкнутых классов, имеющих бесконечный базис, равно
c;

• число всех замкнутых классов, не имеющих базиса, равно c.
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Пункты (1)–(2) очевидны. Чтобы убедиться в справедливости послед-
него пункта, достаточно заметить, что множество

MT = [{1, x2
1, x

2
1x

2
2, x

2
1x

2
2x

2
3, ...} ∪ T ],

где T - произвольное бесконечное подмножество множества всех простых
чисел, не имеет базиса и если T1 6= T2, где T1, T2 – любые подмножества
множества всех простых чисел, то MT1 6=MT2 .

Рассмотрим некоторые конкретные замкнутые классы в FQ, которые
являются предполными классами и тем самым играют важную роль при
решении проблемы полноты.

Теорема 4. Если W произвольное конечное подмножество множества
Q, то класс U(W ) является предполным классом в функциональной си-
стеме FQ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть W = {c1, ..., cm}, где c1, ..., cm –
константы из Q.

Ясно, что U(W ) 6= ∅, U(W ) 6= PQ и IQ(U(W )) = U(W ).
Далее, пусть f(x1, ..., xn) ∈ PQ \U(W ); тогда для некоторых констант

ci1 , ..., cim из W и c из Q \W будет выполнено f(ci1 , ..., cim) = c.
Очевидно, что рп-полиномы

g1(t, x, y) =
(t− c1) · ... · (t− cm)

(c− c1) · ... · (c− cm)
· (x− y − c1) + c1,

g2(t, x, y) =
(t− c1) · ... · (t− cm)

(c− c1) · ... · (c− cm)
· (xy − c1) + c1,

g3(t) =
(t− c1) · ... · (t− cm)

(c− c1) · ... · (c− cm)
· (1
p
− c1) + c1,

где p – произвольное простое число, принадлежать классу U(W ).
Следовательно, рп-полиномы

g1(c, x, y) = x− y, g2(c, x, y) = xy, g3 =
1

p

принадлежат классу [U(W )∪{f(x1, ..., xn)}]; т.е. [U(W )∪{f(x1, ..., xn)}]
содержит подсистему

B = {x− y, xy, 1
2
,
1

3
, ...,

1

p
, ...},
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(p – любое простое число), которая является полной в FQ (см. теорему
(2)). Значит, [U(W )

⋃{f(x1, ..., xn)}] = PQ). �
Для любого положительного рационального числа c обозначим через

Qc+ ≡ {q ∈ Q : q > c} и Vc+ = U(Qc+).

Теорема 5. Для любого рационального числа c ≥ 1 множество Vc+
является предполным классом в функциональной системе FQ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что Vc+ 6= ∅, [Vc+] = Vc+ и
[Vc+] 6= PQ.

Очевидно также, что f(x, y) = x+ y, g(x, y) = xy, h(x) = 2x− c ∈ Vc+.
Пусть f(x1, ..., xn) ∈ PQ \Vc+. Тогда для некоторых констант c1, ..., cn

из Qc+ и k из Q \Qc+ будет выполнено f(c1, ..., cn) = k.
Так как k 6∈ Qc+, то k < c; но тогда число k1 ≡ h(k) = 2k− c, которое

принадлежит классу [Vc+
⋃{f(x1, ..., xn)}], меньше числа k; число k2 ≡

h(k1) = 2k1−c, которое также принадлежит классу [Vc+
⋃{f(x1, ..., xn)}],

меньше числа k1; число k3 ≡ h(k2) = 2k2−c, которое принадлежит классу
[Vc+

⋃{f(x1, ..., xn)}], меньше числа k2 и т.д. Через конечное число ша-
гов мы получим некоторое отрицательное число, которое принадлежит
классу [Vc+

⋃{f(x1, ..., xn)}]. Обозначим его через −l, где l− некоторое
положительное рациональное число.

Далее, числа

f(−l,−l),= −2l, f(−l,−2l) = −3l, f(−l,−3l) = −4l, ...

принадлежат классу [Vc+
⋃{f(x1, ..., xn)}]. Из этих чисел выбираем одно

такое число, пусть этим числом является −ml, что ml и ml − 1 принад-
лежат множеству Wc+ (здесь m− некоторое целое число). Тогда число
f(ml,ml − 1) = −1 принадлежит классу [Vc+

⋃{f(x1, ..., xn)}].
Имеем

f(−1,−1) = −2, f(−1,−2) = −3, f(−1,−3) = −4, . . .

также принадлежат классу [Vc+
⋃{f(x1, ..., xn)}].

Следовательно, [Vc+
⋃{f(x1, ..., xn)}] содержит все отрицательные

числа.
Так как для любого простого числа p число [c+1]+ 1

p больше c, т.е. [c+
1]+ 1

p принадлежит классу Vc+ (здесь [c+1] - целая часть числа c+1), а от-
рицательное число −[c+1] принадлежит классу [Vc+

⋃{f(x1, ..., xn)}], то
число f([c+1]+ 1

p ,−[c+1]) = 1
p принадлежит классу [Vc+

⋃{f(x1, ..., xn)}].
Более того, g(−1, x) = −y, и f(x,−y) = x− y.
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Итак, [Vc+
⋃{f(x1, ..., xn)}] содержит подсистему

B = {x− y, xy, 1
2
,
1

3
, ...,

1

p
, ...},

где p− произвольное простое число, к которая является полной (теорема
(2)).

Следовательно, множество Vc+ является предполным классом в
функциональной системе FQ. �

Для любого отрицательного целого числа c обозначим через Qc− ≡
{q ∈ Q : q ≤ c} и Vc− ≡ U(Qc−).

Аналогично теореме (5) доказывается справедливость следующего
утверждения.

Теорема 6. Для любого рационального числа c ≤ −1 множество Vc−
является предполным классом в функциональной системе FQ.

Для любого простого числа p обозначим через Qp множество всех
несократимых рациональных дробей, знаменатель которых делится на p
и пусть

Vp̄ = {f(x1, ..., xn) ∈ PQ : f(c1, ..., cn) ∈ Q\Qp при c1, ..., cn ∈ Q\Qp}.

Теорема 7. Для любого простого числа p множество Vp̄ является пред-
полным классом в функциональной системе FQ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что Vp̄ 6= ∅, [Vp̄] = Vp̄ и [Vp̄] 6= PQ.

Очевидно также, что f(x, y) = x − y, g(x, y) = xy ∈ Vp̄ и все числа
вида 1

q , где q любое простое число, отличное от p, принадлежать Vp̄.
Пусть f(x1, ..., xn) /∈ Vp. Это означает, что существуют такие кон-

станты c1, ..., cn ∈ Q\Qp значение функции f(c1, ..., cn) ∈ Qp, т.е. имеет
следующий вид несократимой дроби r

kq , где r− некоторое целое число,
отличное от нуля, а k− некоторое положительное целое число, при этом
|r| иk, а также |r| и p взаимно простые числа. Но тогда [Vp̄ ∪ f(c1, ..., cn)]
содержит число r

kp + r
kp + . . .+ r

kp(k раз) =
r
p .

Так как |r| и p взаимно простые числа, то уравнение px + ry = 1
имеет решение в целых числах (это общеизвестно из курсов алгебры и
теории чисел). Пусть x = l и y = s является решением этого уравнения,
т.е. pl + rs = 1, где l и s некоторые целые числа, отличные от 0.

Далее, возможны два случая:
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1. s > 0; тогда [Vp̄ ∪ f(c1, ..., cn] содержит число l + r
kp + r

kp + . . . +
r
kp(s раз) =

pl+rs
p = 1

p ;

2. s < 0; тогда [Vp̄ ∪ f(c1, ..., cn] содержит число −( r
kp +

r
kp + . . .+ r

kp −
l)(−s раз) = pl+rs

p = 1
p .

Следовательно, [Vp̄ ∪ f(c1, ..., cn] содержит подсистему

B = {x− y, xy, 1
2
,
1

3
, ...,

1

p
, ...},

которая является полной. Теорема доказана. �
И, наконец, рассмотрим еще одно семейство предполных классов.
Пусть S множество всех простых чисел, а T− произвольное непустое

подмножество множества S.
Введем обозначение

MT ≡ ( ∪
s∈S

1
s ) ∪ ( ∪

p∈T
{pz8}) ∪ ( ∪

q∈S\T
{fq(t, x, y, z)}),

где fq(t, x, y, z) = [(t− qz8)4(xz − yz + z + 1)4 + 1]2(xz − yz + z + 1).

Рассмотрим класс [MT ]− замыкание множества MT .

Легко доказать, что класс [MT ] не содержит полиномов вида qz8(q ∈
S\T ).

С этой целью построим индуктивно последовательность множеств
H1, H2, . . . ,Hk, . . . рп-функций.

Б а з и с и н д у к ц и и. Положим H1 = [MT ].

И н д у к т и в н ы й п е р е х о д. Пусть уже построены множества
H1, H2, . . . ,Hk; тогда Hk+1 определяется как множество всевозможных
суперпозиций вида g(h1, . . . , hm), где g− функция из MT , а h1, . . . , hm−
либо переменные, либо функции из H1, H2, . . . ,Hk.

Легко заметить, что
∞∪
i=1
Hi = [MT ].

Далее, нетрудно показать с помощью математической индукции по
i, что ни одно множество Hi не содержит полиномов вида qz8, где (q ∈
S\T ). Отсюда следует, что

1) [MT ] не является полной системой;
2) если T1 и T2− произвольные непустые подмножества множества S

и MT1 6=MT2 , то [MT1 ] 6= [MT2 ].

Если к множеству [MT ] добавим любую функцию вида qz8, где q ∈
S\T и замкнем полученное множество, то получим функцию

f(x, y, z) = fq(qz
8, x, y, z) = xz − yz + z + 1,
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из которой с помощью операции суперпозиций можно получить все по-
линомиальные функции с целыми коэффициентами, и в частности, x−y
и xy (см. [2]).

Следовательно, из имеющихся функций с помощью операций
суперпозиции можно получить систему рп-функций B = {x −
y, xy, 1

2 ,
1
3 , ...,

1
p , ...}, которая является полной. Поэтому [[MT ]∪ {qz8}] яв-

ляется полной в FQ.
Отсюда следует, что:
1) множество MT можно расширить до предполного класса (расши-

рение конечное), т.е. MT содержится в некотором предполном классе;
2) если T1 и T2− произвольные непустые подмножества множества S

и T1 6= T2, то [MT1 ] ∪ [MT2 ] является полной системой. Следовательно,
MT1 и MT2 не могут содержаться в одном предполном классе.

Таким образом, мы доказали справедливость следующего утвержде-
ния.

Если T1 и T2− произвольные непустые подмножества множества S и
T1 6= T2, то [MT1 ] и [MT2 ] содержится в разных предполных классах.

5. Полнота систем функций

Рассмотрим алгебраический вариант проблемы полноты: найти необ-
ходимое и достаточное условие полноты систем рп-функций (на язы-
ке предполных классов); а, именно: является ли множество всех пред-
полных классов (приведенной) критериальной системой? Найти число
предполных классов.

Лемма 1. В функциональной системе FQ каждый замкнутый класс,
отличный от PQ, можно расширить до предполного класса.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть M произвольный замкнутый класс,
отличный от PQ.

Рассмотрим множество M∗ =M ∪ {x+ 1, x− y, xy} (здесь x+ 1 "до-
бавили"к множеству M из соображения, что замыкание [M∗] содержало
все целые числа).

Возможны два случая.
1) [M∗] = PQ. Тогда в силу утверждения (1) класс M можно расши-

рить до предполного класса.
2) [M∗] 6= PQ; тогда существует такое простое число p, что 1

p /∈ [M∗]
(в противном случае [M∗] содержало бы полную подсистему B = {x −
y, xy, 1

2 ,
1
3 , ...,

1
p , ...}, и, следовательно, [M∗] = PQ, что противоречиво).
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Допустим, что некоторое число r
kp из Qp содержится в [M∗], где k−

некоторое положительное целое число, r− некоторое целое число, при
этом |r| и k, а также |r| и p− взаимно простые числа. Как известно из
курса алгебры и теории чисел уравнение px + ry = 1 имеет решение
в целых числах. Пусть x = l и y = s решение этого уравнения, т.е.
pl + rs = 1, где l, s− некоторые целые числа.

Ясно, что если r
kp ∈ [M∗], то r

kp + . . .+ r
kp(k раз) = r

p ∈ [M∗];
Следовательно,

l +
r

kp
+ . . .+

r

kp
(s раз) =

pl + rs

p
=

1

p
∈ [M∗] при s > 0

и

−( r
kp

+ . . .+
r

kp
(−s раз) − l) = pl + rs

p
=

1

p
∈ [M∗] при s < 0.

Получили противоречие. Значить, [M∗] не содержит ни одного элемента
множества Qp. Более того, [M∗] не содержит ни одной такой рп-функции
f(x1, . . . , xn) из PQ, которая на множестве Q\Qp принимает значение из
Qp. Поэтому рп-функции из [M∗] сохраняют множество Q\Qp. Следова-
тельно, [M∗] содержится в предполном классе Vp; тем более, M содер-
жится в Vp. Лемма доказана. �

Итак, каждый замкнутый класс содержится в некотором предпол-
ном классе; отсюда в силу утверждения (1) получаем справедливость
следующей теоремы.

Теорема 8. В функциональной системе FQ множество всех предпол-
ных классов образуют критериальную систему.

Теорема 9. В функциональной системе FQ мощность множества всех
предполных классов равна c.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим множество замкнутых классов
A = {MT }T⊂S. С одной стороны, в силу утверждения (4) любые два
элемента этого множества содержатся в разных предполных классах.
Следовательно, число предполных классов не меньше c. Но, с другой
стороны, так как FQ счетная функциональная система, то число всех
предполных классов не может быть больше c. Следовательно, искомое
число равно континууму. �
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6. Базисы полных систем

В функциональной системе FQ множество {x − y, xy, 1
2 ,

1
3 , ...,

1
p , ...}, где

p− произвольное простое число, является базисом. Следовательно, FQ

счетно-порожденная функциональная система и поэтому любая полная
система имеет счетный базис (если, конечно, он существует). Но всякая
ли полная система в FQ имеет базис? ответ на этот вопрос дает следую-
щее утверждение.

Теорема 10. В функциональной системе FQ существует полная си-
стема, не имеющая базиса.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через q1 = 0, qi =
1

pi−1
(i = 2, 3, . . .)

где pi−1 есть (i−1)−ое простое число в последовательности всех простых
чисел 2, 3, 5, 7, 11, . . . . Пусть M = {x − y, xy, f1(x), f2(x), . . . , fn(x), . . .},
где fn(x) (n = 1, 2, 3, . . .)− рп-функция n − ой степени (т.е. функ-
ция, задаваемая полиномом одной переменной x, степень которого рав-
на n, а коэффициенты - рациональные числа), принимающая в точках
q1, q2, . . . , qn+1 соответственно значения q2, q3, . . . , qn+2. Существует такая
единственная рп-функция (полином Лагранжа).

Нетрудно заметить, что класс [M ] содержит подсистему

{x− y, xy, 1
2
,
1

3
, ...,

1

p
, ...},

которая является полной в FQ. Следовательно, [M ] = PQ.

Итак, M полная система.
Допустим, что M имеет базис; обозначим его через B.
Так как FQ бесконечно-порожденная ф.с., то B бесконечное множе-

ство.
Возможны следующие случаи.
1. B = {x− y, xy, fi1(x), fi2(x), . . . , fin(x), . . .}, где

{i1, i2, . . . , in, . . .} ⊆ {1, 2, . . . , n, . . .}.

Но тогда легко заметить, что любая подсистема вида

{x− y, xy, fj1(x), fj2(x), . . . , fjn(x), . . .},

где
{j1, j2, . . . , jn, . . .} ⊆ {i1, i2, . . . , in, . . .}
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содержит подсистему

{x− y, xy, 1
2
,
1

3
, ...,

1

p
, ...},

которая является полной. Следовательно, [B] = PQ.
2. B = {x− y, fi1(x), fi2(x), . . . , fin(x), . . .}, где

{i1, i2, . . . , in, . . .} ⊆ {1, 2, . . . , n, . . .}.

Но тогда из конечного числа функций этого базиса с помощью операции
суперпозиции можно получить функцию xy; пусть этими функциями
являются g1, . . . , gk. Тогда ясно, что любая подсистема вида

{x− y, g1, . . . , gk, fj1(x), fj2(x), . . . , fjn(x), . . .},

где
{j1, j2, . . . , jn, . . .} ⊆ {i1, i2, . . . , in, . . .}

содержит подсистему

{x− y, xy, 1
2
,
1

3
, ...,

1

p
, ...},

которая является полной. Следовательно, [B] = PQ.
3. B = {xy, fi1(x), fi2(x), . . . , fin(x), . . .}, где

{i1, i2, . . . , in, . . .} ⊆ {1, 2, . . . , n, . . .}.

Но тогда из конечного числа функций этого базиса с помощью операции
суперпозиции можно получить функцию x− y; пусть этими функциями
являются h1, . . . , hm. Тогда ясно, что любая подсистема вида

{xy, h1, . . . , hm, fj1(x), fj2(x), . . . , fjn(x), . . .},

где
{j1, j2, . . . , jn, . . .} ⊆ {i1, i2, . . . , in, . . .}

содержит подсистему

{x− y, xy, 1
2
,
1

3
, ...,

1

p
, ...},

которая является полной. Следовательно, [B] = PQ.
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4. B = {fi1(x), fi2(x), . . . , fin(x), . . .}, где
{i1, i2, . . . , in, . . .} ⊆ {1, 2, . . . , n, . . .}.

Но тогда B состоит только из рп-функций одной переменной, поэтому
[B] 6= PQ.

Во всех случаях приходим к противоречию базиса.
Значит, исходная полная система не имеет базиса. �
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On a functional system of polynomials with rational coefficients
Aleksiadis N.Ph.

This article investigates the completeness problem for polynomial
functions with rational coefficients, as well as problems of a functional
nature generated by its solution, namely: studying the structure of
closed and precomplete classes, the problem of bases of complete
systems. In particular, it was proved that

1) the system of functions is complete if and only if it is not wholly
contained in any precomplete class;

2) the cardinality of the set of all precomplete classes is equal to
the continuum;

3) there is a complete system that does not have a basis.
Keywords: polynomial, functional system, problem completeness,

rational function, closed classes.
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Запросы на сравнение в задаче
параметро-эффективной расшифровки

булевых функций

Быстрыгова А.В.

В работе рассматривается задача точной параметро-эффективной
расшифровки функций из замкнутых классов Поста при помощи
запросов на сравнение. Показано, что сложность расшифровки с
помощью этих запросов не хуже, а для некоторых классов по по-
рядку лучше, чем таковая для случая запросов на значение.

Ключевые слова: точная расшифровка, параметро-эффективная
расшифровка, запросы на значение, запросы на сравнение, замкну-
тые классы Поста.

1. Введение

Начиная с двадцатого века, одним из популярных направлений исследо-
ваний в дискретной математике остается изучение задач по расшифровке
функций. Эту задачу можно представить как игру между двумя игро-
ками: “учителем“ и “учеником“, в которой учитель выбирает функцию, а
ученик должен как можно скорее узнать загаданную учителем функцию,
задавая определенные вопросы. При этом ученику лишь известны неко-
торые параметры, определяющие функцию: число переменных, от кото-
рых зависит функция, количество существенных переменных, какое-то
свойство, которым она обладает (например, монотонность, количество
единиц в векторе значений функции), и так далее.

Многообразие задач в сфере расшифровки функций достигается за
счет варьирования модели, в рамках которой проводится расшифров-
ка, классов функций, которые являются целью расшифровки, типов за-
просов, с помощью которых осуществляется расшифровка. К примеру,
в данной работе рассматривается две версии задачи расшифровки, ко-
торые отличаются типом запросов к учителю. В первой версии ученик
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просит учителя раскрыть значение выбранной функции на каком-то од-
ном наборе значений переменных (запрос на значение), а во второй вер-
сии задачи ученик выбирает два набора значений переменных и просит
учителя вернуть знак разности значений загаданной функции на этих
наборах (запрос на сравнение). Что касается модели расшифровки, то
в обеих используется точная модель, то есть, ученик должен полностью
восстановить вектор значений загаданной функции.

В работе [1] проведен обзор результатов точной параметро-
эффективной расшифровки при помощи запросов на значение для всех
замкнутых классов решетки Поста. Насколько целесообразно в этой за-
даче запросы на значение заменять на запросы на сравнение пока неясно,
поскольку в литературе они стали освещаться относительно недавно, ко-
гда были впервые введены в [2]. Похожий тип запросов рассматривался
в задаче восстановления частичного порядка на множестве [3]. Приме-
ры работ, где изучается сложность расшифровки функций с помощью
запросов на сравнение, — [2, 4, 5, 6, 7], но все эти исследования не каса-
лись замкнутых классов решетки Поста.

Данная работа посвящена прояснению ситуации, насколько “сильнее“
запросы на сравнение относительно запросов на значение в упомянутой
выше задаче.

2. Основные понятия и формулировка результа-
тов

Пусть F — некоторый класс функций. Под F (n, k) будем понимать мно-
жество функций из F , зависящих от переменных x1, x2, . . . , xn, при этом
не более k из которых существенные.

Запросом на сравнение к функции f будем называть пару наборов
(a, b), а ответом на него – число f(a)− f(b).

Под запросом на значение к функции f будем понимать набор a, а
ответом на него будем считать число f(a).

Индекс C в обозначениях будем приписывать в случае запросов на
сравнение и индекc V — в случае запросов на значение.

Под алгоритмом расшифровки запросами на сравнение будем пони-
мать условный эксперимент, который последовательно генерирует запро-
сы на сравнение к функции в зависимости от ответов на предыдущие
запросы. Говорим, что алгоритм расшифровывает функцию f ∈ F (n, k),
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если ответы на запросы, заданные алгоритмом, однозначно определяют
вектор значений функции f ∈ F (n, k).

Будем говорить, что класс F (n, k) можно расшифровать запроса-
ми на сравнение, если существует алгоритм расшифровки запросами на
сравнение, который для любой функции f ∈ F (n, k) расшифровывает
f . Если про класс F (n, k) нельзя сказать, что его можно расшифровать
запросами на сравнение, тогда будем, говорить, что класс F (n, k) нельзя
расшифровать запросами на сравнение.

Будем говорить, что класс F можно расшифровать запросами на
сравнение, если для любых целых n, k(k ≤ n) можно расшифровать за-
просами на сравнение класс F (n, k). Если про класс F нельзя сказать,
что его можно расшифровать запросами на сравнение, тогда будем, го-
ворить, что класс F нельзя расшифровать запросами на сравнение.

Под ϕC(A, f) будем понимать число запросов на сравнение, требуемое
алгоритму (ученику) A, для расшифровки f ∈ F (n, k).

TC(F, n, k) — множество всех алгоритмов расшифровки запросами на
сравнение функций из F (n, k).

Определим через ϕC(F, n, k) = minA∈TC(F,n,k)maxf∈F (n,k)ϕC(A, f)
минимальное число запросов на сравнение, которое задаст наилучший
алгоритм на самой худшей для себя функции из F (n, k).

Аналогично, определяются алгоритм расшифровки запросами на
значение и ϕV (A, f), TV (F, n, k), ϕV (F, n, k).

Далее будем говорить только про параметро-эффективную расшиф-
ровку, поэтому считаем, что k мало по сравнению с n, то есть k = o(n).

Под ]a[ будем понимать наименьшее целое, больше или равное a.
Под |A| будем понимать мощность множества A.
Под набором, сформированным по множеству A, будем понимать

набор, у которого переменные из множества A установлены в 1, осталь-
ные – в 0. Под запросом на сравнение на паре множеств A, B будем
понимать пару наборов, сформированных по множествам A,B.

Будем писать f & g, если существует такая положительная константа
c, что, начиная с некоторого номера n0, g(n) ≤ c · f(n).

Далее напомним обозначения замкнутых классов Поста, при этом
классы из "правой" половины решетки Поста заведомо опустим, в силу
того, что они являются двойственными к классам из "левой" полови-
ны, следовательно задача расшифровки классов из "правой" половины
сводится к задаче расшифровки классов из "левой"половины.

C1 — все функции двузначной логики.
C2 — все функции, сохраняющие 1.

117



C3 — все функции, сохраняющие 0.
C4 — пересечение C2, C3.
A1 — все монотонные функции.
A2 — все монотонные функции, сохраняющие 1.
A3 — все монотонные функции, сохраняющие 0.
A4 — пересечение A2, A3.
F i
4 — класс функций, таких что для любого j (2 ≤ j ≤ i) верно, что

любые j наборов, на которых f обращается в 0, имеют общую нулевую
компоненту.

F i
3 — пересечение класса F i

4 и A2.
F i
1 — пересечение класса F i

4 и C4.
F i
2 — пересечение класса F i

4 и A4.
D3 — все самодвойственные функции.
D1 — все самодвойственные функции, сохраняющие 0.
D2 — пересечение классов D3, F

2
2 .

S1 — все логические суммы вида xi1 ∨ xi2 ∨ . . . ∨ xik .
S3 — S1 и константа 1.
S5 — S1 и константа 0.
S6 — объединение классов S3, S5.
L1 — все линейные функции.
L5 — пересечение L1, D3.
L2 — пересечение L1, C2.
L3 — пересечение L1, C3.
L4 — пересечение L2, L3, L5.
O9 = {1, 0, x, x̄}.
O6 = {0, 1, x}.
O4 = {x, x̄}.
O5 = {1, x}.
O8 = {0, x}.
O1 = {x}.

Теорема 1. Класс F (n, k) расшифровать запросами на сравнение нельзя
тогда и только тогда, когда обе константные функции 0, 1 ∈ F (n, k).

Непосредственно из этой теоремы получаем следующее следствие.

Следствие 1. Если F ∈ {C1, A1, L1, S6, O9, O6}, то расшифро-
вать запросами на сравнение класс F невозможно. Если F ∈
{C2, C3, C4, A2, A3, A4, F

i
4, F

i
3, F

i
1, F

i
2, D1, D2, S1, S3, S5, L2, L3, L4} или F ∈

{O8, O5, O1, O4, D3, L5}, то класс F можно расшифровать.
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Теорема 2. Сложность расшифровки запросами на сравнение функ-
ций из классов C2, C3, C4, A2, A3, A4, F

i
4, F

i
3, F

i
1, F

i
2, D1, D2 и классов

S1, S3, S5, L2, L3, L4, O8, O5, D3, L5 не хуже, чем сложность расшифров-
ки запросами на значение.

Теорема 3. Справедливы следующие соотношения:

1) ϕC(O1, n, 1) =] log3 n[≤] log2 n[= ϕV (O1, n, 1),

2) ϕC(O4, n, 1) ≤] log3 n[+1 ≤] log2 n[+1 = ϕV (O4, n, 1).

Теорема 4. Если при расшифровке запросами на сравнение разрешить
ровно один запрос на значение, тогда классы C1, A1, L1, S6, O9, O6 можно
расшифровать со сложностью не более, чем на один запрос больше, чем
при расшифровке, в которой разрешены только запросы на значение.

3. Доказательство теорем

Далее приведем доказательство теоремы 1.

Доказательство. Докажем достаточность. Обе константные функции
на любом запросе на сравнение возвращают значение 0, поэтому рас-
познать, какая из них загадана невозможно.

Докажем необходимость. От противного. Пусть {0, 1} 6⊆ F (n, k).
Поскольку класс F (n, k) расшифровать нельзя, то какой бы алго-

ритм расшифровки A ∈ TC(F, n, k) не взять, то найдется функция
f ∈ F (n, k), которую этот алгоритм не сможет расшифровать, то есть
нельзя отличить ее от какой-то другой функции из класса F (n, k). Рас-
смотрим следующий алгоритм Q. В качестве запросов на сравнение возь-
мем множество всех пар (a, b), a, b ∈ {0, 1}n. Зафиксируем любую функ-
цию f ∈ F (n, k).

1) Если f ∈ {0, 1}, то ответы на все запросы будут равны 0, что отли-
чает ее от остальных неконстантных функций, для которых среди
ответов на запросы обязательно встретится хотя бы одна 1.

2) Если f 6∈ {0, 1}, то среди ответов на запросы встречается хотя бы
одна 1, что отличает эту функцию от константной. Рассмотрим
любую отличную от f функцию g ∈ F (n, k), g 6∈ {0, 1}. Функции
f, g отличаются, значит, существует набор a такой, что f(a) 6= g(a).
Возможны два случая:
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• существует набор b такой, что f(b) = g(b), тогда на запросе
(a, b) функции f, g вернут разные ответы;

• для любого набора b верно неравенство f(b) 6= g(b), тогда на
запросе (c, d), где f(c) = 0, f(d) = 1, функция f вернет ответ
-1, а функция g вернет ответ 1.

Следовательно, алгоритм Q расшифровывает класс F (n, k), полу-
чили противоречие.

Утверждение 1. Если для некоторого набора a, некоторого числа b ∈
{0, 1} для любой f ∈ F (n, k) известно, что f(a) = b, и {0, 1} 6⊆ F (n, k),
тогда ϕC(F, n, k) ≤ ϕV (F, n, k).

Доказательство. В силу теоремы 1, класс F (n, k) можно расшифро-
вать запросами на сравнение, поэтому дальнейшие рассуждения имеют
смысл.

Рассмотрим алгоритм расшифровки A запросами на значение, на ко-
тором достигается минимум выражения maxf∈F (n,k)ϕV (A, f). По алго-
ритму A построим алгоритм расшифровки B запросами на сравнение
следующим образом: первая компонента каждого запроса на сравнение
есть набор из алгоритма A, а вторая компонента запроса на сравне-
ние – это набор a. Тогда для любой f ∈ F (n, k) верно соотношение
ϕC(B, f) = ϕV (A, f). Отсюда следует равенство maxf∈F (n,k)ϕC(A, f) =
maxf∈F (n,k)ϕV (A, f). Учитывая, что в TC(F, n, k) помимо алгоритмов
расшифровки, предложенных выше, возможно имеются еще какие-то,
получаем неравенство из утверждения.

Утверждение 2. Если F (n, k) ⊆ D3(n, k), тогда ϕC(F, n, k) ≤
ϕV (F, n, k).

Доказательство. Рассмотрим алгоритм расшифровки A запроса-
ми на значение, на котором достигается минимум выражения
maxf∈F (n,k)ϕV (A, f). По алгоритму A построим алгоритм расшифров-
ки B запросами на сравнение следующим образом: первая компонен-
та каждого запроса на сравнение есть набор из алгоритма A, а вто-
рая компонента запроса на сравнение – это противоположный ему на-
бор. Ответ на любой такой запрос на сравнение однозначно восста-
новит значение функции на обоих наборах в силу того, что наборы
противоположные, а функция самодвойственная. Поэтому для любой
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f ∈ F (n, k) верно соотношение ϕC(B, f) = ϕV (A, f). Отсюда следует
maxf∈F (n,k)ϕC(A, f) = maxf∈F (n,k)ϕV (A, f). Учитывая, что в TC(F, n, k)
помимо алгоритмов расшифровки, предложенных выше, возможно име-
ются еще какие-то, получаем неравенство из утверждения.

Утверждение 3. (Нижняя мощностная оценка) Если {0, 1} 6⊆ F (n, k),
то ϕC(F, n, k) ≥] log3 |F (n, k)|[.

Доказательство. В силу теоремы 1, класс F (n, k) можно расшифро-
вать запросами на сравнение, поэтому дальнейшие рассуждения имеют
смысл.

Доказательство аналогично случаю расшифровки запросами на зна-
чение.

Пусть задано x запросов на сравнение, на каждый запрос возможны
3 варианта ответа, следовательно, всего возможных векторов ответов не
более 3x (“не более“ в силу того, что какие-то комбинации ответов на
запросы могут быть между собой не согласованы, то есть не определяют
функцию из заданного класса).

Необходимо задать такое количество запросов, чтобы однозначно вос-
становить функцию, поэтому должно выполняться следующее неравен-
ство 3x ≥ |F (n, k)|. Отсюда следует неравенство утверждения.

Утверждение 4. Если известно, что среди множества переменных
A = {xi1 , xi2 , . . . , xiq}, 1 ≤ i1 < i2 < . . . < iq ≤ n, нечетное число суще-
ственных переменных функции f(x1, x2, . . . , xn) ∈ L3. Тогда одну суще-
ственную переменную можно найти, задав не более ] log3 q[ запросов на
сравнение.

Доказательство. Шаг 1. Если |A| = 1, тогда СТОП, переменная из мно-
жества и есть существенная. Иначе, разделить множество A на непере-
секающиеся множества A1, A2, A3, отличающиеся по мощности не более,
чем на один элемент. Перейти к шагу 2.

Шаг 2. Запросить значение на сравнение на множествах A1, A2. Ес-
ли значение равно 1, тогда положить A = A1, перейти к шагу 1. Если
значение равно -1, тогда положить A = A2, перейти к шагу 1. Иначе,
положить A = A3, перейти к шагу 1.

Если на шаге 2 ответ на запрос равен 0, то значит, либо в обоих A1, A2

нечетное число существенных из множества A и значение функции на
наборах, сформированных по каждому из множеств A1, A2 равно 1, либо
в обоих A1, A2 четное число существенных из множества A и значение
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функции на наборах, сформированных по каждому из множеств A1, A2

равно 0. В обоих случах, суммарно в A1, A2 содержится четное число
существенных переменных, значит нечетное число существенных содер-
жится в A3.

После каждого шага 2 мощность множества A уменьшается как ми-
нимум в 3 раза.

Далее приведем доказательство теоремы 2.

Доказательство. Если F ∈ {C2, C3, C4, A2, A3, A4, F
i
4, F

i
3, F

i
1, F

i
2} или

F ∈ {D1, D2, S1, S3, S5, L2, L3, L4, O8, O5}, то согласно утверждению 1 по-
лучаем неравенство ϕC(F, n, k) ≤ ϕV (F, n, k).

Если F ∈ {D3, L5}, то в силу утверждения 2 получаем неравенство
ϕC(F, n, k) ≤ ϕV (F, n, k).

Приведем доказательство теоремы 3.

Доказательство. Соотношение ϕC(O1, n, 1) =] log3 n[ следует из утвер-
ждений 3 и 4. Учитывая соотношение ϕV (O1, n, 1) =] log2 n[ из [8], полу-
чаем первый пункт теоремы.

Для получения верхней оценки для ϕC(O4, n, 1) предлагается следую-
щий алгоритм расшифровки: узнаем значение на запросе (0 . . . 0, 1 . . . 1),
если ответ равен -1, то загадана функция xi, 1 ≤ i ≤ n, иначе за-
гадана функция x̄i, 1 ≤ i ≤ n. В случае функции xi применяем ал-
горитм расшифровки, описанный в доказательстве утверждения 4, в
случае функции x̄i применяем похожий алгоритм. В результате, по-
лучаем неравенство ϕC(O4, n, 1) ≤ 1+]log3n[. Учитывая соотношение
ϕV (O4, n, 1) =] log2 n[+1 с [1], получаем второй пункт теоремы.

Наконец, приведем доказательство теоремы 4.

Доказательство. В самом начале расшифровки сделаем один запрос на
значение — запросим значение функции на любом наборе q. Далее в силу
того, что известно значение загаданной функции на одном наборе, вос-
пользуемся аналогом доказательства утверждения 1: зафиксируем “наи-
лучший алгоритм расшифровки“ A соответствующего класса запросами
на значение, и вместо каждого его запроса t будем подавать запрос на
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сравнение (q, t), тем самым мы узнаем значение на всех наборах алго-
ритма A, ведь точно известно значение функции на наборе q. Поскольку
алгоритм A расшифровывал функцию, то и полученный алгоритм рас-
шифровки запросами на сравнение и одним запросом на значение вос-
станавливает ее.
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Using comparation queries in attribute-efficient learning of
Boolean functions
Bistrigova A.V.

123



We consider the problem of exact attribute-efficient learning
functions of Post’s closed classes with the help of comparation queries.
Here, we show that the complexity of learning by comparation queries is
not worse than by membership queries. Particularly, for some classes, if
we use comparation queries, we get better value of complexity function.

Keywords: exact learning, attribute-efficient learning, membership
queries, comparation queries, Post’s closed classes.
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А-полнота систем с добавками в классе
линейных автоматов над кольцом

двоично-рациональных чисел

Ронжин Д.В.

Представлено краткое изложение результатов, полученных при
исследовании проблемы A-полноты систем линейных автоматов,
функционирующих над кольцом двоично-рациональных чисел.
Описаны условия A-полноты систем, содержащих все одноместные
линейные автоматы и конечную добавку, а так же конечных систем,
содержащих сумматор.

Ключевые слова: конечные автоматы,линейные автоматы,
двоично-рациональные числа, А-полнота, предполный класс.

1. Введение

При исследовании задачи полноты систем конечных автоматов[1], неред-
ко рассматривается вопрос об A-полноте[2] этих систем, а также зада-
ча полноты систем, содержащих добавки[3]. Интересным для изучения
подклассом конечных автоматов являются линейные автоматы[4, 5], для
которого описаны условия полноты конечных систем в терминах пред-
полных классов.
Настоящая работа посвящена исследованию задачи A-полноты линей-
ных автоматов, алфавиты состояний, входные и выходные алфавиты
которых являются декартовыми произведениями множества двоично-
рациональных чисел. Рассматриваются системы содержащие все одно-
местные линейные автоматы и конечную добавку, а также конечные си-
стемы, содержащие сумматор. Функции переходов и выходов автома-
тов в настоящей работе считаются линейными над кольцом двоично-
рациональных чисел.
В отличие от случая автоматов над полем рациональных чисел[6], иссле-
дуемое в настоящей работе множество автоматов имеет конечный базис
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по операциям композиции [1], что приводит к задаче A-полноты конеч-
ных систем. В настоящей работе сформулированы полученные условия
A-полноты в терминах предполных классов.

2. Постановка задачи

Рассмотрим кольцо двоично-рациональных чисел, которое является под-
кольцом в поле рациональных чисел:

Q m
2n

=
{
m
2n |m ∈ Z, n ∈ N

}
,

Для обозначения того, что некоторая переменная i пробегает подмноже-
ство натуральных чисел {1, 2, ..., k} будем использовать запись i ∈ [1, k].
∀l, k ∈ N будем рассматривать конечные автоматы[1] с входным алфави-
том Ql

m
2n

, выходным алфавитом Q m
2n

и алфавитом состояний Qk
m
2n

, функ-
ции переходов и выходов являются линейными[4, 5]. Данное множество
будем называть множеством линейных автоматом над кольцом двоично-
рациональных чисел, и обозначим L(Q m

2n
)[6].

Заметим, что множество L(Q m
2n
) имеет конечный базис по операциям

композиции[1], а именно:

B = {V⊕(x, y), V·(− 1
2
)(x), ξ1(x)}, где

1) V⊕(x, y) - сумматор с двумя входами в каждый такт,

2) V·(− 1
2
)(x) - умножитель на чило −1

2 в каждый такт,

3) ξ1(x) - задержка с единичным начальным состоянием.

Определим множество формальных степенных рядов над Q m
2n

:

Q∞m
2n
(ξ) =

{
α =

∑∞
i=0 ai · ξi | ai ∈ Q m

2n

}

Сложение и умножение элементов из Q∞m
2n
(ξ) определется покомпонентно,

аналогично операциям над элементами Q∞ξ [6].
Аналогично [6] будем называть элемент β−1(ξ) ∈ Q∞m

2n
(ξ) обратным к

β(ξ) ∈ Q∞m
2n
(ξ) если выполняется следующее соотношение:
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β(ξ) · β−1(ξ) = 1

Несложно видеть, что обратимыми будут являться ряды, свободный ко-
эффициент которых является обратимым элементом в Q m

2n
(а именно -

степенью двойки), то есть:

∀β(ξ) ∈ Q∞m
2n
(ξ), ∃β−1(ξ) ⇐⇒ ∃k ∈ Z : β(0) = 2k

Кольцо многочленов над Q m
2n

будем обозначать Q m
2n
[ξ], а для обозна-

чения того, что многочлены P (ξ), Q(ξ) ∈ Q m
2n
[ξ] взаимно просты будем

использовать запись gcd (P (ξ) , Q (ξ)) = 1.
Аналогично R(Q)[6] определим множество дробно-рациональных функ-
ций от переменной ξ с коэффициентами из Q m

2n
следующим образом:

R(Q m
2n
) =

{
P (ξ)
Q(ξ) | P (ξ), Q(ξ) ∈ Q m

2n
[ξ], Q(0) = 1, gcd (P (ξ), Q(ξ)) = 1

}

Можно заметить, что R(Q m
2n
) является подкольцом в кольце Q m

2n
.

Приведем формулировки следующих лемм без доказательств, поскольку
они аналогичны доказательствам в работе[6]:

Лемма 1. ∀V (x1, ..., xl) ∈ L(Q m
2n
),∃R0, R1, ..., Rl ∈ R(Q m

2n
), такие что:

V (x1, ..., xl) = R0 +
∑l

i=1Ri · xi.

Лемма 2. ∀V (x1, ..., xl) : (Q∞m
2n
)l → Q∞m

2n
, такого что:

V (x1, ..., xl) = R0 +
∑l

i=1Ri · xi
Ri ∈ R(Q m

2n
), i ∈ [0, l]

верно, что V (x1, ..., xl) ∈ L(Q m
2n
).

Множители Rk будем называть коэффициентами отображения.
В настоящей работе, без ограничения общности, не будем различать ав-
томаты из L(Q m

2n
) и отображения, которые они реализуют.

Рассмотрим задачу A-полноты[2] системы линейных автоматов в L(Q m
2n
).

Система линейных автоматов M будет называться A-полной, если ∀V ∈
L(Q m

2n
) и ∀τ ∈ N, в K(M) существует автомат V ′, совпадающий с авто-

матом V на словах длины τ . A - замыкание системы M будем обозначать
через A(M).
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3. Вспомогательные обозначения

Для любого R ∈ R(Q m
2n
), через R(t) будем обозначать коэффициент ряда

при ξt.

∀a ∈ Q m
2n
,∀b ∈ Z, будем говорить что a

... b, в случае если числитель числа
a кратен b как целое число.
Определим несколько вспомогательных классов, о которых далее будут
сформулированы утверждения.

1) Зафиксируем конечное множество P простых чисел, отличных от
двойки:

P = {pi|pi 6= 2 - простое число, i ∈ [1, k]}.

Будем говорить, что автомат V ∈ L(Q m
2n
), такой что:

V (x1, .., xl) = R0 +
∑l

i=1Ri · xi
∀i ∈ [0, l], Ri ∈ R(Q m

2n
)

обладает P-свойством, если с точностью до переименования входов
автомата V выполнено хотя бы одно из следующих условий:

а) ∃i ∈ [1, k] : Rj(0)
... pi,∀j ∈ [1, l]

б) Rj(0)
... p1 · p2 · ... · pk,∀j ∈ [2, l]

Очевидно, что все константные и одноместные автоматы обладают
P-свойством.

Определим множество VP следующим образом:

VP = {V |V ∈ L(Q m
2n
), V− обладает P - свойством }

2) Будем говорить, что автомат V (x1, ..., xl) ∈ L(Q m
2n
), который реа-

лизует отображение:

V (x1, .., xl) = R0 +
∑l

i=1Ri · xi
∀i ∈ [0, l], Ri ∈ R(Q m

2n
)
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обладает D-свойством, если с точностью до переименования входов
автомата V выполнено хотя бы одно из следующих условий:

а) l ≤ 1

б) ∃p > 2 - простое : Ri(0)
... p;

Определим класс D следующим образом:

D = {V |V ∈ L(Q m
2n
), V− обладает D - свойством }

3) ∀p > 2, где p - простое число, определим класс Mp следующим
образом:

Mp =
{
V (x1, .., xl) ∈ L(Q m

2n
)|V (x1, .., xl) = R0(ξ) +

∑l
i=1Ri(ξ) · xi,

Ri(1)
... p,∀i ∈ [1, l]

}

4) ∀p > 2, где p - простое число, определим класс Tp следующим об-
разом:

Tp =
{
V (x1, .., xl) ∈ L(Q m

2n
)|V (x1, .., xl) = R0(ξ) +

∑l
i=1Ri(ξ) · xi,

R0(0)
... p
}

5) Определим класс Tint следующим образом:

Tint =
{
V (x1, .., xl) ∈ L(Q m

2n
)|V (x1, .., xl) = R0(ξ) +

∑l
i=1Ri(ξ) · xi,

Ri(0) ∈ Z,∀i ∈ [1, l]
}

6) Определим класс T≥0 следующим образом:

T≥0 =
{
V (x1, .., xl) ∈ L(Q m

2n
)|V (x1, .., xl) = R0(ξ) +

∑l
i=1Ri(ξ) · xi,

Ri(0) ≥ 0,∀i ∈ [1, l]
}
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4. Основные результаты

Множество линейных автоматов из L(Q m
2n
) арности ≤ 1 обозначим V 1.

Далее приводятся основные результаты без доказательства.

Лемма 3. ∀k ∈ N, ∀P = {pi|pi 6= 2 - простое число, i ∈ [1, k]}, ∀ простого
p > 2, верно что:

VP, D, Mp, Tp, Tint, T≥0 — A-предполные классы.

Лемма 4. Пусть M ⊂ L(Q m
2n
) - конечная система.Если∀P - конечного

подмножества простых чисел, не содержащего двойку M 6⊆ VP, то
M 6⊆ D.

Теорема 1. Пусть M ⊂ L(Q m
2n
) - конечная система.Если ∀P - конеч-

ного подмножества простых чисел, не содержащего двойку M 6⊆ VP,
то A(M ∪ V 1) = L(Q m

2n
).

Теорема 2. Пусть M ⊂ L(Q m
2n
) - конечная система. Если ∀p > 2 -

простого, выполняется:

M 6⊆ Tp,Mp, Tint, T≥0,

то A(M ∪ {V⊕(x, y)}) = L(Q m
2n
).
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A-completeness of systems with additives of linear automata over
the ring of dyadic rationals

Ronzhin D.V.

A brief description of results of A-completeness problem for linear
finite state automata, functioning over the ring of dyadic rationals is
given. Conditions of A-completeness for systems, containing all one-
valued linear automata with finite additive and finite systems with a
summing automaton are stated.

Keywords: finite state automata, linear automata, dyadic rationals,
A-completeness, maximum subclasses.
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Доклады семинара «Теория автоматов»

В третьем и четвёртом кварталах 2019 года на научном семинаре
«Теория автоматов» под руководством академика Валерия Борисовича
Кудрявцева состоялось 9 докладов.

25 сентября 2019 года

Задача о поиске оптимального положения бруса
и её приложения
студент Нерсисян С. А.

Рассматривается задача о поиске положения многомерного прямо-
угольника, покрывающего максимальное количество точек из данного
конечного множества. В докладе будет изложено доказательство NP -
трудности задачи и приближенный полиномиальный алгоритм её реше-
ния. В качестве приложения будет рассмотрен подход к задаче класте-
ризации данных. Также будет рассказано о переформулировке получен-
ного метода кластеризации на язык непрерывной статистики, позволя-
ющей существенно уменьшить вычислительную сложность решения при
использовании EM -алгоритма.

2 октября 2019 года

Четыре вида подалгебр и сложность задачи
удовлетворения ограничениям

с.н.с. Жук Д. Н.

В 2017 году сложность задачи удовлетворения ограничениям на ко-
нечном множестве была описана для любого языка допустимых ограни-
чений, а именно было показано, что эта задача решается за полиноми-
альное время только тогда, когда язык ограничений допускает слабую
функцию почти единогласия. Одно из решений, полученное автором, ос-
новано на следующей идее. Любая нетривиальная алгебра, содержащая
слабую функцию почти единогласия, имеет нетривиальную подалгебру
одного из четырех видов: поглощающую, центральную, линейную, или

135



полиномиально-полную. В докладе мы посмотрим на эти подалгебры с
алгебраической точки зрения и рассмотрим удивительные свойства та-
ких подалгебр. Например, мы покажем, что только подалгебры одного
типа могут давать в пересечении пустое множество. В конце мы объяс-
ним, почему именно линейные подалгебры представляют основную слож-
ность при решении задачи удовлетворения ограничениям.

9 октября 2019 года

О некоторых теоретических и прикладных
задачах распознавания образов

с.н.с. Мазуренко И. Л.

В докладе будет просуммирован опыт коллектива прикладных раз-
работчиков в области создания промышленных систем компьютерного
зрения с точки зрения составления списка открытых математических
задач в данной области.

16 октября 2019 года

О сложности разбора слов в
контекстно-свободных грамматиках

доцент Боков Г. В.

Контекстно-свободные грамматики (КСГ) имеют широкое примене-
ние в области компьютерных наук. Поскольку грамматические структу-
ры многих языков программирования задаются такими грамматиками,
парсеры этих языков зачастую сводятся к разбору слов в КСГ. В до-
кладе будет рассказано о сложности существующих алгоритмов разбора
слов в КСГ, о связи проблемы разбора слов в КСГ с другими алгоритми-
ческими проблемами такими, например, как умножение целочисленных
и булевых матриц. Кроме того, в докладе будет предложен новый алго-
ритм разбора слов в КСГ.
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23 октября 2019 года

Некоторые свойства латинских квадратов,
порожденных правильными семействами

функций
с.н.с. Галатенко А. В.

Латинские квадраты и задаваемые с их помощью квазигруппы явля-
ются перспективной структурой для реализации различных криптогра-
фических примитивов. Для удовлетворения потребностей криптографии
необходимо строить большие семейства латинских квадратов высоких
порядков, с рядом дополнительных свойств, таких как ограничение на
структуру подквазигрупп или на максимальную степень в полиномиаль-
ном представлении. Одно из возможных решений – конструкция на осно-
ве правильных семейств функций, введенных В.А. Носовым. В докладе
будут представлены полученные совместно с В.А. Носовым и А.Е. Пан-
кратьевым результаты о подквазигруппах и квадратичных квазигруп-
пах.

13 ноября 2019 года

Интеллектуальная транспортная система: задачи
и методы

в.н.с. Алисейчик П. А.

Доклад представляет собой обзор спектра математических задач, воз-
никающих при анализе информации, полученной с камер наблюдения за
дорожным движением, а также информации о движении транспортных
средств, полученной из других источников. В первую очередь внима-
ние уделяется задачам, при решении которых применимы методы ис-
кусственного интеллекта: распознавание транспортных средств, точное
определение их положения и траекторий движения, отслеживание дви-
жения на карте местности, анализ поведения групп транспортных сре-
дств, хранение больших объемов видео- и другой информации.
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20 ноября 2019 года

Компьютерное моделирование логических
процессов

профессор Подколзин А. С.

В докладе будет рассказано о последних достижениях в решателе
компьютерных задач и представлена общая схема функционирования
решателя. Более подробно будет рассказано о логическом программиру-
ющем выводе и его роли в решателе.

27 ноября 2019 года

О задаче полноты для автоматов.
профессор Бабин Д. Н.

Сети автоматных функций - это возможная альтернатива нейросе-
тей. Препятствием к широкому применению автоматов, является то, что
задача полноты для автоматных функций относительно суперпозиции
и обратной связи о общем виде не решена. Имеется два подхода к этой
задаче. Подход к полноте абстрактных автоматов подразумевает нали-
чие всех функций без памяти, образующих интерфейсы между соот-
ветствующими выходными и входными алфавитами автоматов схемы.
А этом случае функции без памяти и "задержка"образуют полную си-
стему. Обобщением этого факта является теорема Летичевского (1961),
которая является критерием полноты конечной системы автоматов при
наличии всех функций без памяти и других дополнительных условий.
Подход к полноте структурных автоматов подразумевает использование
произвольных автоматов Мили, входы и выход которых — суть декарто-
вы произведения множества {0, 1}. Этот случай даёт основные парадок-
сы теории автоматов: континуум предполных классов (Кудрявцев 1963),
алгоритмическая неразрешимость задачи полноты (Кратко 1964). Ком-
промиссным вариантом в этой задаче является понятие А-полноты ис-
следованное Буевичем В.А., когда получаемая схемой автоматная функ-
ция совпадает с желаемой лишь до наперёд заданного момента времени.
В этом случае число предполных классов — счётно, а в случае фик-
сированного сколь угодно большого момента времени — даже конечно.
Для решения этой задачи В.А. Буевичу удалось перенести язык сохра-
нения предикатов, используемый в задаче полноты булевых функций,
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на предикаты, растянутые во времени. Научное наследие учёного чрез-
вычайно обширно и разнообразно по проблематике. А-полнота и другие
результаты Буевича В.А. включены в спецкурсы многих университетов.
Его работу продолжили его ученики: Богомолов С.А., Ключников А.В.,
Лялин И.В., Насыров А.З., Наеф М., Подколзина М.А., Родин А.А. В
последствии автору, пользуясь методом Буевича, удалось отделить в за-
даче полноты алгоритмически разрешимый случай от неразрешимого.
Искренне сожалею о потере выдающегося учёного, добрые воспомина-
ния о нём помогут нам двигаться дальше.

4 декабря 2019 года

О восстановлении трехмерного изображения по
неполным данным о координатах проекций его

точек
c.н.с. Алексеев Д. В.

Рассматривается случай, когда у одной из проекций присутствует ин-
формация только об одной из координат. Показано, что при некоторых
дополнительных условиях возможно восстановление исходного трехмер-
ного изображения с точностью до аффинной эквивалентности. Такая
задача возникает, когда для восстановления формы объекта использует-
ся структурная линейно-бахромчатая подсветка. Также в докладе рас-
сматривается задача порождения линейно-бахромчатой подсветки, об-
ладающей заданными свойствами. Показана связь последней задачи с
построением графов де Брёйна.
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Äîêëàäû ñåìèíàðà ¾Âîïðîñû ñëîæíîñòè

àëãîðèòìîâ ïîèñêà¿

Â îñåííåì ñåìåñòðå 2019 � 2020 ó÷åáíîãî ãîäà íà íàó÷íîì ñåìèíàðå

¾Âîïðîñû ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ ïîèñêà¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà

Ýëüÿðà Ýëüäàðîâè÷à Ãàñàíîâà ñîñòîÿëîñü 14 äîêëàäîâ.

4 ñåíòÿáðÿ 2019 ãîäà

Î ïðîãíîçèðîâàíèè ñâåðõñëîâ àâòîìàòàìè

àñï. Âåäåðíèêîâ È. Ê.

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñâåðõñëîâ. Ñïåð-

âà ââîäÿòñÿ îñíîâíûå êëàññû àâòîìàòîâ, ïîñëå ÷åãî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

íàèëó÷øàÿ ñòåïåíü ïðîãíîçèðîâàíèÿ äîñòèãàåòñÿ â êëàññå àâòîìàòîâ ñ

ðàçìå÷åííûìè ôóíêöèÿìè âûõîäà. Çàòåì ïðèâîäÿòñÿ êðèòåðèé ÷àñòè÷-

íîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ îáùåðåãóëÿðíûõ ñâåðõñîáûòèé è êðèòåðèé ïî÷òè

ïîëíîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ îäíîýëåìåíòíûõ ñâåðõñîáûòèé. Â êîíöå äîêëà-

äà ðàçáèðàþòñÿ íåêîòîðûå ïðèìåðû èëëþñòðèðóþùèå ïåðå÷èñëåííûå

âûøå òåîðåìû.

11 ñåíòÿáðÿ 2019 ãîäà

Îöåíêè ýíåðãîïîòðåáëåíèÿ îáú¼ìíûõ ñõåì

àñï. Åôèìîâ À. À.

Â ðÿäå ðàáîò èññëåäîâàëàñü ñëîæíîñòü ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëå-

ìåíòîâ, ðåàëèçóþùèõ ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè îò n àðãóìåíòîâ. Àâòîð

èñïîëüçóåò òàêîå ïîíÿòèå ñëîæíîñòè ñõåìû, êàê ïîòåíöèàë. Îí ðàâåí

ñðåäíåìó çíà÷åíèþ êîëè÷åñòâà åäèíèö íà âñåõ âíóòðåííèõ óçëàõ ñõåìû.

Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ïîòåíöèàë èãðàåò ðîëü ñðåäíåé ¾ýíåðãèè¿ ñõåìû,

íåîáõîäèìîé äëÿ å¼ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà êóáè-

÷åñêèì ñõåìàì, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî ïëîñêèì ñõåìàì, íî

â ìàíõýòòåíñêîì ïðîñòðàíñòâå. Öåëü äîêëàäà ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè âåðõ-

íåé îöåíêè ïîòåíöèàëà îáú¼ìíûõ ñõåì, ðåàëèçóþùèõ áóëåâû ôóíêöèè

è îïåðàòîðû èç ðàçëè÷íûõ êëàññîâ. Òàêæå öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå

íèæíåé îöåíêè ïîòåíöèàëà îáú¼ìíûõ ñõåì, èç íåêîòîðîãî êëàññà áóëå-

âûõ îïåðàòîðîâ.
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18 ñåíòÿáðÿ 2019 ãîäà

Îá îäíîì àëãîðèòìå ïåðåâîäà òåêñòà ïðàâèë
äîðîæíîãî äâèæåíèÿ â ôîðìàëüíóþ ìîäåëü

àñï. Ìåíüêèí Ì. È.

Ïðåäëàãàåòñÿ îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê àâòîìàòèçèðîâàííîìó

ïåðåâîäó òåêñòà þðèäè÷åñêîãî äîêóìåíòà â ôîðìàëüíóþ ìîäåëü íà ïðè-

ìåðå Ïîñòàíîâëåíèÿ Ïðàâèòåëüñòâà "Î ïðàâèëàõ äîðîæíîãî äâèæåíèÿ".

Ïåðå÷èñëåíû îñíîâíûå ñóùíîñòè þðèäè÷åñêîãî äîêóìåíòà, ââîäÿòñÿ ïî-

íÿòèÿ ãðàôà äîðîãè, äîðîæíîé ñèòóàöèè, øàáëîíà ïðàâèëà, ñèíòàêñè-

÷åñêîãî øàáëîíà, ðàçðåøèìîñòè äîðîæíîé ñèòóàöèè, â ñîâîêóïíîñòè îá-

ðàçóþùèå ôîðìàëüíóþ òåîðåòèêî-ãðàôîâóþ ìîäåëü. Îáîçíà÷åíû îñíîâ-

íûå ïðîöåäóðû àëãîðèòìà ïåðåâîäà òåêñòà ïðàâèë äîðîæíîãî äâèæåíèÿ

â äàííóþ ìîäåëü. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ðàçáîðà ïðåäëîæåíèé, â êîòîðûõ

èä¼ò ðå÷ü î ìàí¼âðå "Óñòóïèòü äîðîãó".

2 îêòÿáðÿ 2019 ãîäà

Êîìáèíàòîðíî-ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà
ïîëèýäðîâ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè

ä.ô-ì.í. Ìàêñèìåíêî À. Í.

Ïðèìåðàìè çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè ñ ëèíåéíîé öåëåâîé

ôóíêöèåé ÿâëÿþòñÿ çàäà÷à î êðàò÷àéøåì ïóòè, çàäà÷à êîììèâîÿæåðà,

çàäà÷à î ðþêçàêå è ìíîãèå äðóãèå. Êàæäàÿ òàêàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü

åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïåðåôîðìóëèðîâàíà â âèäå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ, îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê. Ñ îäíîé ñòîðîíû, òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, è èìåííî îá ýòîì è èäåò ðå÷ü â äîêëàäå, ýòîò ïîäõîä

ïîçâîëÿåò âûÿâèòü êîìáèíàòîðíî-ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà çàäà÷, õàðàê-

òåðèçóþùèå èõ ñëîæíîñòü â ðàçëè÷íûõ êëàññàõ àëãîðèòìîâ. Â äîêëàäå

òàêæå ðàññìîòðåí ìåòîä àôôèííîé ñâîäèìîñòè, ïîçâîëÿþùèé ñðàâíè-

âàòü ýòè ñâîéñòâà.
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9 îêòÿáðÿ 2019 ãîäà

Ðàñøèôðîâêà áóëåâûõ ôóíêöèé èç çàìêíóòûõ
êëàññîâ Ïîñòà çàïðîñàìè íà çíà÷åíèå è

çàïðîñàìè íà ñðàâíåíèå

àñï. Áûñòðûãîâà À. Â.

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à òî÷íîé ðàñøèôðîâêè ôóíêöèé èç

çàìêíóòûõ êëàññîâ Ïîñòà ïðè ïîìîùè çàïðîñîâ íà çíà÷åíèå è çàïðîñîâ

íà ñðàâíåíèå. Ïðèâîäèòñÿ êðèòåðèé âîçìîæíîñòè ðàñøèôðîâêè çàïðî-

ñàìè íà ñðàâíåíèå. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ êëàññîâ, êîòîðûå âîçìîæíî ðàñ-

øèôðîâàòü çàïðîñàìè íà ñðàâíåíèå, ñëîæíîñòü ðàñøèôðîâêè íå õóæå,

÷åì òàêîâàÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè çàïðîñîâ íà çíà÷åíèå. Òàêæå ïðèâîäÿò-

ñÿ ïðèìåðû êëàññîâ, äëÿ êîòîðûõ ñëîæíîñòü ðàñøèôðîâêè çàïðîñàìè

íà ñðàâíåíèå ñòðîãî ìåíüøå ñëîæíîñòè ðàñøèôðîâêè çàïðîñàìè íà çíà-

÷åíèå.

16 îêòÿáðÿ 2019 ãîäà

Î êîíñòðóèðîâàíèè êëåòî÷íûìè àâòîìàòàìè
äâóíàïðàâëåííîãî äâèæåíèÿ íà ëó÷å

ñòóä. Êóçíåöîâà Å. Â.

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ ÷èñëà ñîñòîÿíèé êëåòî÷íîãî àâ-

òîìàòà, ìîäåëèðóþùåãî äâèæåíèå òî÷êè íà îäíîìåðíîì áåñêîíå÷íîì

ýêðàíå. Ïðèâîäèòñÿ âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêà êîëè÷åñòâà ñîñòîÿíèé äàí-

íîãî êëåòî÷íîãî àâòîìàòà.

23 îêòÿáðÿ 2019 ãîäà

Îá îäíîì àëãîðèòìå äîñòèæåíèÿ êîíñåíñóñà â
êðèïòîâàëþòàõ

ä.ô.-ì.í., ïðîô. Ãàñàíîâ Ý.Ý, ñòóä. Ñóþíáåêîâà Ì.Á.

Ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé àëãîðèòì äîñòèæåíèÿ êîíñåíñóñà â êðèïòîâàëþ-

òàõ. Àëãîðèòì îñíîâàí íà âûðàáîòêå èãðîêàìè ñîâìåñòíîãî ñëó÷àéíîãî

÷èñëà, íà îñíîâå êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ âûèãðàâøèé èãðîê. Âåðîÿòíîñòü

âûèãðûøà êàæäîãî èãðîêà çàâèñèò îò ðàçìåðà âëîæåííûõ ñðåäñòâ. Ïðè

âûðàáîòêå ñîâìåñòíîãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà êàæäûé èãðîê îáìåíèâàåòñÿ

èíôîðìàöèåé ñ íåêîòîðûì ÷èñëîì èãðîêîâ, è ýòî ÷èñëî ðàíî ëîãàðèô-

ìó îò îáùåãî ÷èñëà èãðîêîâ. Êàæäûé îáìåí èíôîðìàöèè îñíîâûâàåòñÿ
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íà ïðîòîêîëå "Ïîäáðàñûâàíèÿ ìîíåòû ïî òåëåôîíó"Ìàíóýëÿ Áëóìà. Â

îòëè÷èè àëãîðèòìà äîñòèæåíèÿ êîíñåíñóñà, ïðèíÿòîãî â áèòêîèí, ïðåä-

ëîæåííûé àëãîðèòì íå òðåáóåò ñóùåñòâåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ.

Ïðåäëîæåíà ñõåìà îðãàíèçàöèè áëîê÷åéíà ïðè äàííîì àëãîðèòìå äîñòè-

æåíèÿ êîíñåíñóñà.

30 îêòÿáðÿ 2019 ãîäà

Îöåíêè êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ äëÿ êëàññè÷åñêèõ è
êâàíòîâûõ ëîêàëüíûõ êîäîâ

ê.ô.-ì.í. Êàëà÷åâ Ã. Â.

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñåìåéñòâà ëîêàëüíûõ êîäîâ, èñïðàâëÿ-

þùèõ îøèáêè. Ñåìåéñòâî ëîêàëüíûõ êîäîâ � ýòî ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ

êîäîâ, çàäàííûõ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé, ó êîòîðûõ áèòû ìîæíî ðàçìå-

ñòèòü â D-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âñå áèòû, ó÷àñò-

âóþùèå â îäíîì ïðîâåðî÷íîì ñîîòíîøåíèè, áûëè ðàñïîëîæåíû â øàðå

ôèêñèðîâàííîãî ðàäèóñà. Èçâåñòíà âåðõíÿÿ îöåíêà íà êîäîâîå ðàññòîÿ-

íèå è ðàçìåðíîñòü d-ìåðíûõ ëîêàëüíûõ êîäîâ d = O((n/k)D).
Â äîêëàäå ðàññìîòðåí ïðèìåð êîäîâ, ãäå ñîîáùåíèå, çàäàííîå ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòüþ èç 2t áèò êîäèðóåòñÿ ïóò¼ì ïðèìåíåíèÿ ê íåìó îäíî-

ìåðíîãî ëèíåéíîãî êëåòî÷íîãî àâòîìàòà Rule 60 2t ðàç. Çàêîäèðîâàí-
íîå ñëîâî ñîñòîèò èç âñåõ ñîñòîÿíèé êëåòî÷íîãî àâòîìàòà â ìîìåíòû

0, 1, ..., 2t − 1. Ïîêàçàíî, ÷òî êîäîâîå ðàññòîÿíèå òàêîãî êîäà ïî ïîðÿäêó
ðàâíî 3t, òî åñòü n(log2 3)/2, ãäå n � 4t � äëèíà êîäîâîãî ñëîâà.

Äëÿ àíàëîãè÷íûõ êîäîâ, çàäàâàåìûõ äðóãèìè ëèíåéíûìè êëåòî÷íû-

ìè àâòîìàòàìè, ïîðÿäîê ðîñòà êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ íåèçâåñòåí. Ãèïîòåçà

çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî êëåòî÷íîãî àâòîìàòà ýâî-

ëþöèÿ îäíîêëåòî÷íîé êîíôèãóðàöèè ñîäåðæèò ìèíèìàëüíîå ïî ïîðÿäêó

êîëè÷åñòâî êëåòîê â ñîñòîÿíèè 1.

6 íîÿáðÿ 2019 ãîäà

Îöåíêè êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ
ñåìåéñòâ ëîêàëüíûõ êâàíòîâûõ êîäîâ

ê.ô.-ì.í. Êàëà÷åâ Ã. Â.

Â êâàíòîâûõ êîìïüþòåðàõ âñå îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ ñ îïðåäåë¼í-

íîé âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè, è ïîýòîìó äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íàä¼æíûõ êâàíòî-

âûõ âû÷èñëåíèé íåîáõîäèìî çàùèùàòü êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå. Äëÿ ýòîãî
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ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü êâàíòîâûå êîäû äëÿ êîððåêöèè îøèáîê. Â

äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòàáèëèçàòîðíûå CSS êîäû, çàäàâàåìûå äâó-

ìÿ ïðîâåðî÷íûìè ìàòðèöàìè Hx è Hz òàêèìè, ÷òî HxH
T
z = 0. Îñîáûé

èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ëîêàëüíûå êîäû, ó êîòîðûõ êóáèòû ìîæíî òàê

ðàçìåñòèòü â D-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ÷òîáû âñå êóáèòû, ó÷àñòâóþùèå

â îäíîì ïðîâåðî÷íîì ñîîòíîøåíèè, áûëè ðàñïîëîæåíû â øàðå ôèêñèðî-

âàííîãî ðàäèóñà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèíäðîìîâ ëîêàëüíûõ êîäîâ òðåáóþò-

ñÿ ëèøü ëîêàëüíûå âçàèìîäåéñòâèÿ êóáèòîâ, ïîýòîìó òàêèå êîäû áîëåå

ýôôåêòèâíû ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçè÷åñêîé ðåàëèçàöèè.

Äëÿ êâàíòîâûõ LDPC êîäîâ è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëîêàëüíûõ êîäîâ

ëó÷øàÿ èçâåñòíàÿ îöåíêà íà êîäîâîå ðàññîÿíèå Θ(
√
n
√

log n). Èçâåñò-
íî íåñêîëüêî ñåìåéñòâ LDPC êîäîâ, â òîì ÷èñëå, ëîêàëüíûõ, ó êîòîðûõ

ðàññòîÿíèå ðàâíî Θ(
√
n). Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè êîäû ñ áîëåå âûñîêèì

ðàññòîÿíèåì, òðåáóåòñÿ ðàññìàòðèâàòü äðóãèå êëàññû êîäîâ, äëÿ êîòî-

ðûõ ðàññòîÿíèå ãèïîòåòè÷åñêè ìîæåò áûòü âûøå, ÷åì
√
n. Åñòü ãèïîòåçà,

÷òî äëÿ 3-ìåðíûõ ôðàêòàëüíûõ êîäîâ ìîæåò äîñòèãàòüñÿ êîäîâîå ðàñ-

ñòîÿíèå ïî ïîðÿäêó âûøå
√
n, îäíàêî äëÿ òàêèõ êîäîâ ëó÷øèå èçâåñòíûå

íèæíèå îöåíêè Ω( 3
√
n). Â äîêëàäå ïðèâåä¼í ïðèìåð êîäîâ ñ ôðàêòàëü-

íîé ñòðóêòóðîé îøèáîê, äëÿ êîòîðûõ óäàëîñü äîêàçàòü íèæíþþ îöåíêó

Ω(nα), α = log2(2(
√

5 − 1))/3 ≈ 0.435. Òàêæå îïèñàíû çàäà÷è, ñâÿçàí-

íûå ñ êëåòî÷íûìè àâòîìàòàìè, ðåøåíèå êîòîðûõ ìîãëî áû óëó÷øèòü

ýòó îöåíêó. Ñðåäè íèõ:

1) Îöåíêà ñíèçó ÷èñëà åäèíèö â ýâîëþöèè ëèíåéíîãî êëåòî÷íîãî àâòî-

ìàòà Rule 150 íà ïðîòÿæåíèè âðåìåíè 2t, íà÷èíàÿ ñ ïðîèçâîëüíîãî
íåíóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ.

2) Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëåòî÷íûé àâòîìàò Rule 150 ñî âõîäîì: ó êàæäîé

êëåòêè åñòü âõîä, íà êîòîðûé ìîæíî ïîäàâàòü 0 èëè 1. Çíà÷åíèå

âõîäà ïðèáàâëÿåòñÿ ê ñîñòîÿíèþ ïî ìîäóëþ 2. Êàêîå íàèìåíüøåå

÷èñëî åäèíèö (â ñóììå çà âñ¼ âðåìÿ ýâîëþöèè) íóæíî íóæíî ïî-

äàòü íà âõîäû êëåòî÷íîãî àâòîìàòà, ÷òîáû íóëåâîå ñîñòîÿíèå ÷åðåç

íåêîòîðîå âðåìÿ ïåðåøëî â ñîñòîÿíèå, ãäå ïîäðÿä 2t êëåòîê â ñî-

ñòîÿíèè 1?
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13 íîÿáðÿ 2019 ãîäà

Âåðõíÿÿ îöåíêà ìîùíîñòè ïëîñêèõ ñõåì,
ðåàëèçóþùèõ ôóíêöèè ñ îãðàíè÷åííûì ÷èñëîì

åäèíèö

ê.ô.-ì.í. Êàëà÷åâ Ã. Â.

Äîêëàä ñîñòîÿëñÿ â ðàìêàõ ïåðâîãî çàñåäàíèÿ ìåæôàêóëüòåòñêîãî

íàó÷íîãî ñåìèíàðà �Àêòóàëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ

ïðîåêòèðîâàíèåì ÑÁÈÑ� ïîä ðóêîâîäñòâîì çàâ. êàôåäðîé ìàòåìàòè-

÷åñêîé êèáåðíåòèêè ôàêóëüòåòà ÂÌÊ Ëîæêèíà Ñ. À. è ïðîôåññîðà êà-

ôåäðû ÌàÒÈÑ ìåõàíèêî - ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ãàñàíîâà Ý. Ý.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà ïëîñêèõ ñõåì, ðåàëèçóþùèõ áóëåâû

ôóíêöèè ñ îãðàíè÷åííûì ÷èñëîì åäèíèö ïëîñêèìè ñõåìàìè. FNn � êëàññ

âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèå 1 íå

áîëåå, ÷åì íàN íàáîðàõ. Èç ìîùíîñòíûõ ñîîáðàæåíèé ìîæíî óáåäèòüñÿ,

÷òî ïëîùàäü ñõåì äëÿ ïî÷òè âñåõ ôóíêöèé íå ìîæåò áûòü ìåíüøå N(n−
log2N) ïðè N ≤ 2n−1. Êðîìå ïëîùàäè ñõåì èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òàêæå

ýíåðãîïîòðåáëåíèå, êîòîðîìó â ìîäåëè ïëîñêèõ ñõåì ñîîòâåòñòâóåò òàêàÿ

ìåðà ñëîæíîñòè, êàê ïîòåíöèàë. Ïîòåíöèàë ñõåìû íà âõîäíîì íàáîðå

x � ýòî êîëè÷åñòâî åäèíèö â óçëàõ ñõåìû, êîãäà íà âõîä ïîäàí íàáîð

x. Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ïîòåíöèàë ñõåìû, ðàâíûé

ìàêñèìóìó ïîòåíöèàëà ïî âñåâîçìîæíûì âõîäíûì íàáîðàì.

Ïðèâîäèòñÿ ìåòîä ñèíòåçà ïëîñêèõ ñõåì, ðåàëèçóþùèõ ôóíêöèè èç

FNn ñõåìàìè ñ ïëîùàäüþ O(N(n−log2N)) è ìàêñèìàëüíûì ïîòåíöèàëîì

O(
√
N(n− log2N)n/ log2N). Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àéN ≥ 2n/3,

è ñòðîèòñÿ ñõåìà ñ ïîòåíöèàëîì O(
√
N(n− log2N)). Çàòåì ðàññìàòðè-

âàåòñÿ ñëó÷àé N < 2n/3, è îí ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó âû÷èñëåíèþ
O(n/ log2N) ôóíêöèé îò 3 log2N ïåðåìåííûõ, äëÿ êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ

ñõåìà, ïîñòðîåííàÿ íà ïåðâîì øàãå, â èòîãå âñÿ ñõåìà èìååò òðåáóåìûé

ïîòåíöèàë.

20 íîÿáðÿ 2019 ãîäà

Î ñêîðîñòè ðîñòà îäíîé êîëîíèè æóêîâ

ñòóä. Âîðîòíèêîâ À. Ñ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ äèíàìè÷åñêó ñèñòåìó: äàíî áåñêîíå÷íîå ïîëå

ñ íåíóëåâûì îäíîðîäíî ðàñïîëîæåííûì çàïàñîì åäû. Íà ýòîì ïîëå ïîÿâ-

ëÿåòñÿ æóê, êîòîðûé ïåðåìåùàåòñÿ ïî ïîëþ, åñò èìåþùóþñÿ åäó è ðàç-

ìíîæàåòñÿ. Ïîëå ìîäåëèðóåòñÿ öåëî÷èñëåííîé ðåø¼òêîé íà ïëîñêîñòè,
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â êîòîðîé êàæäîìó óçëó â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñîïîñòàâëåíî íåêîòîðîå

îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî åäû. Ýòó öåëî÷èñëåííóþ ðåø¼òêó â äàëüíåéøåì

áóäåì íàçûâàòü êàðòîé. Æóê äåéñòâóåò ïî àëãîðèòìó, êîòîðûé óïðîù¼í-

íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñõåìîé: èñêàòü åäó -> åñòü, ïîêà íå íàñûòèøüñÿ (åñëè

åäû íå õâàòèëî, ñíîâà èñêàòü) -> ðàçìíîæàòüñÿ. Íà âñå äåéñòâèÿ ðàñ-

õîäóåòñÿ ýíåðãèÿ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ æóêîì èç åäû, ðàñïîëîæåííîé íà

ïîëå. Åñëè çàïàñ ýíåðãèè æóêà ïàäàåò íèæå íîëÿ, òî æóê óìèðàåò � èñ-

÷åçàåò ñ ïîëÿ. Ïîä ðàçìíîæåíèåì ïîäðàçóìåâàåòñÿ äåëåíèå æóêà íà äâóõ

îäèíàêîâûõ æóêîâ, îáëàäàþùèõ ïîëîâèíîé çàïàñà ýíåðãèè ðîäèòåëÿ.

Äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ïðÿìûõ õî÷åòñÿ ïîñòðîèòü êëàññ êîëîíèé, òà-

êîé, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïðÿìîé íàéä¼òñÿ êîëîíèÿ, ÷åé ãðàôèê ÷èñëåí-

íîñòè áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç ïåðåñåêàåò âûáðàííóþ ïðÿìóþ. Ïîäçàäà÷à

� îïèñàòü òàêîé êëàññ ïðÿìûõ.

Óêàçàííàÿ ñèñòåìà ìîäåëèðóåòñÿ îäíîðîäíûìè ñòðóêòóðàìè. Ïðåä-

ëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ïîäõîä àâòîìàòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ñíà÷àëà âûáèðàåòñÿ ïÿòü óñëîâèé, êîòîðûì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü

êîëîíèÿ, çàòåì ïîêàçûâàåòñÿ, ê êàêèì îãðàíè÷åíèÿì ïðèâîäÿò ýòè óñëî-

âèÿ. Äàëåå ñëåäóåò àíàëèç ïîâåäåíèÿ æóêîâ íà êàðòå, èç êîòîðîãî âû-

òåêàåò íåîáõîäèìîñòü êîððåêòèðîâêè íåêîòîðûõ óñëîâèé. Â ðåçóëüòàòå

íåïîñðåäñòâåííîãî ðàçáîðà ïîâåäåíèÿ âñåõ æóêîâ, óäà¼òñÿ âûïèñàòü ÿâ-

íóþ ôóíêöèþ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè ñ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî

ìîìåíòà âðåìåíè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíà ëåæèò â êîíóñå, îãðàíè÷åííîì

äâóìÿ ïðÿìûìè, ïðè÷¼ì äîñòèãàåò ãðàíèö êîíóñà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.

Òàêèì îáðàçîì óäàëîñü äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïðÿìîé èç êëàññà

A = {y = ax+ b|0 < a 6 40

11
, b ∈ R}

ïîñòðîèòü òàêóþ êîëîíèþ, ÷òî å¼ ãðàôèê ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè áåñêî-

íå÷íîå ÷èñëî ðàç ïåðåñå÷¼ò âûáðàííóþ ïðÿìóþ.

Îáîçíà÷åíû òðåáóþùèå äàëüíåéøåãî äåòàëüíîãî ðàçáîðà ñïîñîáû ðàñ-

øèðåíèÿ êëàññà ïðÿìûõ äî êëàññà

B = {y = ax+ b|a > 0, b ∈ R}.
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27 íîÿáðÿ 2019 ãîäà

Ìîäåëèðîâàíèå àýðîäèíàìèêè êðûëà
êëåòî÷íûìè àâòîìàòàìè

ñòóä. Ãîðäååâà À. Ñ.

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ ïîëåòà êðû-

ëà â âîçäóøíîì ïîòîêå. Ïðåäëàãàåòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàòü

êëåòî÷íûå àâòîìàòû. Ïðè÷åì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî èìåþòñÿ êëåòî÷íûå àâòî-

ìàòû, ìîäåëèðóþùèå äâèæåíèå âîçäóõà, è èìååòñÿ àâòîìàò, ìîäåëèðóþ-

ùèé êðûëî. Êðûëî èìååò íåêîòîðóþ ôîðìó. Êëåòî÷íûå àâòîìàòû èçîá-

ðàæàþò ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå ÷àñòèö, íî ïðè ñòîëêíîâåíèè ñ êðûëîì

¾îáòåêàþò¿ åãî, ïðè÷åì ñêîðîñòü ÷àñòèö, äâèæóùèõñÿ ïî áîëåå äëèííîé

ñòîðîíå êðûëà, áîëüøå ÷åì ó ÷àñòèö ñ äðóãîé ñòîðîíû. Èç-çà ýòîãî âîçíè-

êàåò ïîäúåìíàÿ ñèëà. Àâòîìàò, ìîäåëèðóþùèé êðûëî, ¾âèäèò¿ êëåòî÷-

íûå àâòîìàòû èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êðûëà è âûñ÷èòûâàåò ñêîðîñòü

÷àñòèö, èõ ïëîòíîñòü. Íà îñíîâå ýòîãî âû÷èñëÿåòñÿ âåêòîð ïîäúåìíîé ñè-

ëû. Â ðåçóëüòàòå êðûëî ìåíÿåò ñâîè êîîðäèíàòû. Íàïèñàíà êîìïüþòåð-

íàÿ ïðîãðàììà, êîòîðàÿ îòîáðàæàåò ôóíêöèîíèðîâàíèå ïðåäëîæåííûõ

àâòîìàòîâ. Ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòû ñ êðûëüÿìè ðàçíûõ ôîðì. Ýêñïå-

ðèìåíòû ïîêàçàëè àäåêâàòíîñòü ìîäåëè.

4 äåêàáðÿ 2019 ãîäà

Îá àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûõ îöåíêàõ ñëîæíîñòè
ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé êëåòî÷íûìè

ñõåìàìè è ìåòîäàõ èõ ïîëó÷åíèÿ.

ä.ô.-ì.í., ïðîô. Ëîæêèí Ñ. À.

Äîêëàä ñîñòîÿëñÿ â ðàìêàõ âòîðîãî çàñåäàíèÿ ìåæôàêóëüòåòñêîãî

íàó÷íîãî ñåìèíàðà �Àêòóàëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ

ïðîåêòèðîâàíèåì ÑÁÈÑ� ïîä ðóêîâîäñòâîì çàâ. êàôåäðîé ìàòåìàòè-

÷åñêîé êèáåðíåòèêè ôàêóëüòåòà ÂÌÊ Ëîæêèíà Ñ. À. è ïðîôåññîðà êà-

ôåäðû ÌàÒÈÑ ìåõàíèêî - ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ãàñàíîâà Ý. Ý.

Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåí îáçîð ðåçóëüòàòîâ è ìåòîäîâ, ñâÿçàííûõ ñ

ïîëó÷åíèåì àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûõ îöåíîê ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè áó-

ëåâûõ ôóíêöèé è îïåðàòîðîâ â íåêîòîðûõ ìîäåëÿõ êëåòî÷íûõ ñõåì èç

ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ è êîíòàêòíûõ ñõåì.
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11 äåêàáðÿ 2019 ãîäà

Ïîñòðîåíèå êðàò÷àéøèõ ïóòåé êëåòî÷íûìè
àâòîìàòàìè ñ ýõîì.

ä.ô.-ì.í., ïðîô. Ãàñàíîâ Ý. Ý., ñòóä. Ïðîïàæèí À. À.

Â äîêëàäå ââîäèòñÿ íîâûé îáúåêò � êëåòî÷íûé àâòîìàò ñ ýõîì. Êàæ-

äûé êëåòî÷íûé àâòîìàò ñ ýõîì â êàæäûé òàêò ìîæåò ïîñëàòü â ýôèð

íåêîòîðûé ñèãíàë. Àëôàâèò ýôèðà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé àääèòèâíîé êîì-

ìóòàòèâíîé ïîëóãðóïïîé, à ñàì ýôèð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîòåíöèàëüíî

áåñêîíå÷íûé ñóììàòîð ñèãíàëîâ êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ, ãäå â êà÷åñòâå

ñóììû âûñòóïàåò îïðåäåëÿþùàÿ îïåðàöèÿ äàííîé ïîëóãðóïïû. Â òîò

æå òàêò êàæäûé êëåòî÷íûé àâòîìàò ïîëó÷àåò èç ýôèðà ñóììàðíûé ñèã-

íàë è, ó÷èòûâàÿ åãî, èçìåíÿåò ñâîå ñîñòîÿíèå. Ââåäåíèå ýôèðà è âîç-

ìîæíîñòè ïîñûëàòü â ýôèð ñèãíàëû ïîçâîëÿåò ìãíîâåííî ïåðåäàâàòü

ñèãíàëû íà ëþáûå ðàññòîÿíèÿ, è òåì ñàìûì ïîçâîëÿåò îäíîìó êëåòî÷-

íîìó àâòîìàòó óïðàâëÿòü ïîâåäåíèåì ñêîëü óãîäíî äàëåêî óäàëåííîãî

îò íåãî äðóãîãî êëåòî÷íîãî àâòîìàòà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå ìîäèôè-

êàöèÿ êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ ñ ýõîì, êîòîðûå ìîãóò ïîñûëàòü ñèãíàëû â

ýôèð ïî îïðåäåëåííûì íàïðàâëåíèÿì è ïîëó÷àòü ñèãíàëû èç ýôèðà èç

îïðåäåëåííûõ íàïðàâëåíèé. Èíûìè ñëîâàìè, â ýòîì ñëó÷àå ó êàæäîãî

êëåòî÷íîãî àâòîìàòà èìååòñÿ íåñêîëüêî ëîêàòîðîâ, íàïðàâëåííûõ â ðàç-

íûå ñòîðîíû, è îí ìîæåò ñ ïîìîùüþ ýòèõ ëîêàòîðîâ ïîëó÷àòü ñèãíàëû ñ

îïðåäåëåííûõ íàïðàâëåíèé è ïîñûëàòü ñèãíàëû ïî ýòèì íàïðàâëåíèÿì.

Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè

â ñðåäå ñ ïðåïÿòñòâèÿìè. Ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ

êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ ñ ýõîì. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ

ýòîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ ñ ýõîì è ñ ïîìîùüþ îáû÷-

íûõ êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ.
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К сведению авторов публикаций в журнале
«Интеллектуальные системы. Теория и приложения»

В соответствии с требованиями ВАК РФ к изданиям, входящим в пере-
чень ведущих рецензируемых научных журналов и изданий, в которых могут
быть опубликованы основные научные результаты диссертаций на соискание
ученой степени доктора и кандидата наук, статьи в журнал «Интеллектуаль-
ные системы. Теория и приложения» предоставляются авторами в следующей
форме:
1. Статьи, набранные в пакете LATEX, предоставляются к загрузке через WEB-
форму http://intsysjournal.org/generator_form .
2. К статье прилагаются файлы, содержащие название статьи на русском и
английском языках, аннотацию на русском и английском языках (не более 50
слов), список ключевых слов на русском и английском языках (не более 20
слов), информация об авторах: Ф.И.О. полностью, место работы, должность,
ученая степень и/или звание (если имеется), контактные телефоны (с кодом
города и страны), e-mail, почтовый адрес с индексом города (домашний или
служебный).
3. Список литературы оформляется в едином формате, установленном систе-
мой Российского индекса научного цитирования.
4. За публикацию статей в журнале «Интеллектуальные системы. Теория и
приложения» с авторов (в том числе аспирантов высших учебных заведений)
статей, рекомендованных к публикации, плата не взимается. Оттиски статей
авторам не предоставляются. Журнал распространяется по подписке, экзем-
пляры журнала рассылаются подписчикам наложенным платежом. Условия
подписки публикуются в каталоге НТИ «Роспечать», индекс журнала 64559.
5. Доступ к электронной версии последнего вышедшего номера осуществля-
ется через НЭБ «Российский индекс научного цитирования». Номера, вы-
шедшие ранее, размещаются на сайте http://intsysjournal.org, и доступ к ним
бесплатный. Там же будут размещены аннотации всех публикуемых статей.
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