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Для классов передаточных функций линейных автоматов над
конечным полем с операциями, индуцированными операциями ком-
позиции над этими автоматами, найдены все максимальные подал-
гебры.

Ключевые слова: конечный автомат, линейный автомат, пере-
даточная функция, операции композиции, обратная связь, полнота,
замкнутый класс, предполный класс, конечное поле.

Обозначения, которые не введены в этой работе, можно найти в [6] —
[8]. Как и в этих работах, линейный автомат f над конечным полем Ek
мы отождествляем с функцией, переменные которой принимают значе-
ния из Rk(ξ), и для некоторых дробей µi из E′k(ξ), i = 0, 1, . . . , n, выпол-
нено:

f (x1, x2, . . . , xn) =
n∑
i=1

µixi + µ0.

В книге [2] коэффициенты µi, i ∈ {1, 2, . . . , n}, называются передаточны-
ми функциями линейного автомата f .

Как следует из [6], операции композиции в классе линейных автома-
тов индуцируют оператор замыкания K1 в классе передаточных функ-
ций E′k(ξ), состоящий из операций сложения, умножения и частичной
операции «fb», причем для пары дробей µi, i = 1, 2, значение fb (µ1, µ2)
определено в точности тогда, когда µ2 ∈ ξE′k(ξ), и в этом случае имеем:

fb (µ1, µ2) =
µ1

1− µ2
.

В настоящей работе мы найдем все предполные [3] (максимальные)
подклассы в E′k(ξ), рассматриваемом вместе с оператором замыкания
K1. Сначала в E′k(ξ) мы выделим некоторые подмножества. Положим:

M
(1)
1 =

{
µ | µ ∈ E′k(ξ), µ− µ(0) ∈ ξ2E′k(ξ)

}
,



R
(1)
0 =

{
µ | µ ∈ E′k(ξ), µ =

u

v
, deg u < deg v

}
.

Число k является степенью некоторого простого числа p, k = pm.
Множество автоморфизмов Ωk поля Ek содержит logp k = m элементов
[5]. Для каждого ω, ω ∈ Ω, в E′k(ξ) содержится множество M0,ω,

M
(1)
0,ω =

{
µ | µ =

u

v
, deg u ≤ deg v µ(1/ξ)(0) = ω(µ(0))

}
.

Как указано в [6], между множеством Wk максимальных подполей
поля Ek и множеством простых делителей числа logp k имеется биектив-
ное соответствие. Положим:

P
(1)
∆ =

{
µ | µ ∈ E′k(ξ), µ(0) ∈ ∆

}
,

∆ ∈Wk.
Множество приведенных неприводимых многочленов кольца Ek[ξ], не

включающее только многочлен ξ, обозначим Ik. Для заданного p, p ∈ Ik,
множество несократимых дробей из E′k(ξ), числители которых делятся
на p, обозначим R

(1)
p .

Для дроби µ из E′k(ξ), знаменатель которой не делится на некоторый
p, p ∈ Ik, единственным образом определен многочлен u степени меньшей
deg p, удовлетворяющий для некоторого µ′, µ′ ∈ E′k(ξ), равенству

µ = u+ pµ′.

Многочлен u при этом будем обозначать restp(µ).
Положим:

M (1)
p,ω =

{
µ | µ =

u

v
, (u, v) = 1, restp(µ) = ω(µ(0))

}
,

p ∈ Ik, ω ∈ Ω.
Нам понадобится следующее множество:

J
(1)
k =

{
M

(1)
1 , R

(1)
0 , M

(1)
0,ω, P

(1)
∆ , R(1)

p , M (1)
p,ω |

ω ∈ Ω, ∆ ∈Wk, p ∈ Ik } .

Имеет место:

Теорема 1. Множество J
(1)
k состоит из максимальных подклассов

E′k(ξ) и содержит все его максимальные подклассы.



Тождественный автоморфизм поля Ek обозначим id. Для случая k =
p, то есть для простого поля, имеем:

J
(1)
k =

{
M

(1)
1 , R

(1)
0 , M

(1)
0,id, P

(1)
1 , R(1)

p , M
(1)
p,id | p ∈ Ik

}
.

что совпадает с результатами работы [7].
Для доказательства теоремы нам понадобятся вспомогательные

утверждения. Пусть F — некоторое подполе в Ek(ξ) и M ⊆ Ek(ξ). Поле,
полученное расширением F путем присоединения элементов множества
M , обозначаем F (M) [5]. Для одноэлементного множества вместо F ({µ})
используем более короткое обозначение F (µ). Собственное подполе поля
F называется максимальным, если оно не содержится в другом собствен-
ном подполе этого поля.

Лемма 1. Если множество M , M ⊆ E′k(ξ), не содержится ни в одном
Θ, Θ ∈ J (1)

k , то M не содержится ни в одном максимальном подполе
поля Ek(ξ).

Доказательство леммы. ПустьM ⊆ E′k(ξ) и ∀Θ, Θ ∈ J (1)
k , имеет место:

M 6⊆ Θ.

Рассмотрим какое-либо максимальное подполе F поля Ek(ξ). Пусть

Ek ⊆ F. (1)

Тогда по теореме Люрота [1] для некоторого µ, µ ∈ Ek(ξ), имеем: F =
Ek(µ).

Если µ ∈ Ek, то F не является максимальным подполем поля Ek(ξ),
так как

F ( Ek
(
ξ2
)
( Ek(ξ).

Если degµ = 1, то, как не трудно видеть, F = Ek(ξ), и F не является
максимальным подполем поля Ek(ξ).

Таким образом, degµ > 1, и, не ограничивая общности рассуждений,
будем предполагать, что µ ∈ ξE′k(ξ).

Тогда для некоторых многочленов u и v из Ek[ξ] имеем: µ = ξ uv ,
max(deg ξu,deg v) > 1.

Если deg u ≥ 1, то для некоторого p, p ∈ Ik, выполнено включение:

{ Ek, µ } ⊂M
(1)
p,id.



Поэтому, как не трудно видеть,

F ∩ E′k(ξ) ⊆M
(1)
p,id,

откуда следует, что
M 6⊆ F. (2)

Если deg u = 0, то deg v > 1 и

F ∩ E′k(ξ) ⊆M
(1)
0,id,

откуда вытекает (2).
Таким образом, случай (1) рассмотрен.
Пусть включение (1) не имеет места. Известно [5], что в Ep[z] най-

дется неприводимый многочлен f(z), для корня a которого, имеем:

Ep(a) = Ek.

Обозначим через Ek′ поле Ek ∩ F . Рассмотрим ненулевой приведенный
многочлен минимальной степени g(z), g(z) ∈ F [z], имеющий корень
z = a. Нетрудно видеть, что g(z) делит f(z). Так как многочлена f(z)
имеет в поле Ek ровно m корней ap

0 , ap−1, ap2 , . . . , apm−1 , то все ко-
эффициенты многочлена g(z) содержатся в Ek′ . Если Ek′ не является
максимальным подполем поля Ek, то найдется такое поле Ek′′ , что вы-
полнены соотношения:

Ek′ ( Ek′′ ( Ek.

В соответствии с [4], степенью расширения поля E над его подполем
E′ называется размерность E как линейного пространства над E′, кото-
рая обозначается [E : E′]. Из приведенных выше рассуждений имеем:

[Ek(ξ) : F ] = [Ek : Ek′ ] . (3)

Расширение поля F элементами из Ek′′ обозначим F ′. Отсюда получаем:

1 <
[
F ′ : F

]
≤ [Ek′′ : Ek′ ] .

Из полученного неравенства и равенства (3) следует, что F не является
максимальным подполем в Ek(ξ). Полученное противоречие означает,
что Ek′ — максимальное подполе в Ek.

Покажем теперь, что в случае

Ek 6⊆ F (4)



максимальное подполе F содержит дробь степени 1. Имеет место равен-
ство:

Ek′(a) = Ek,

и существует неприводимый над Ek′ многочлен f̂(z), f̂ ∈ Ek′ [z], для
которого a является корнем. Через q обозначим deg f̂ .

Из максимальности подполя F и соотношения (4) следует, что мно-
жество A,

A =
{
ai | i ∈ {0, 1, . . . , q − 1}

}
образует базис Ek(ξ) как линейого пространства над F . Поэтому для
некоторых µi, µi ∈ F , i = 0, 1, . . . , q − 1, имеет место тождество:

ξ =

q−1∑
i=0

µia
i.

Пусть дроби µi = ui
vi

представлены в несократимом виде, i = 0, 1, . . . , q−1.
Так как ξ 6∈ Ek, то найдется i0, i0 ∈ {i = 0, 1, . . . , q − 1}, такое, что
degµi0 ≥ 1.

Многочлен h1(z), h1(z) = µi0vi0(z) − ui0(z), имеет корень z = ξ, по-
этому он делится на h0(z), h0(z) = z −

∑q−1
i=0 µia

i в кольце Ek(ξ)[z] без
остатка, так как множество A линейно независимо над F . Таким обра-
зом, для некоторого многочлена f̃ , f̃ ∈ Ek(ξ)[z], имеет место равенство:

h1 = f̃h0.

Можно показать, что f̃ не зависит от переменной ξ, поэтому многочлен
h0(z) = h1/f̃ степени 1 по z имеет коэффициенты из Ek(µi0) и корень
z = ξ. Таким образом,

Ek (µi0) = Ek(ξ),

откуда вытекает равенство:

F = Ek′ (µi0) .

При этом, degµi0 = 1. Не ограничивая общности, можно предположить,
что µi0 ∈ E′k(ξ).

Несложно показать, что для любого максимального подполя Ek′ поля
Ek и любого µ, µ ∈ E′k(ξ), degµ = 1, найдется пара p, ω, для которой
выполнено включение:

Ek′ ∪ {µ} ⊂M (1)
p,ω.



Из этого включения путем некоторых рассуждений получаем:

Ek′(µ) ∩ E′k(ξ) ⊆M (1)
p,ω.

Поэтому рассматриваемое множествоM не может содержаться в Ek′(µ).
Лемма 1 доказана.
Введем следующие подмножества E′k(ξ).

R̃
(1)
0 =

{
µ | µ ∈ E′k(ξ), µ =

u

v
, deg u ≤ deg v

}
,

R̃(1)
p =

{
µ | µ ∈ E′k(ξ), µ =

u

v
, (v, p) = 1

}
,

p ∈ Ik.

Лемма 2. Пусть множество дробей M из E′k(ξ) не содержится ни в
одном классе множества J (1)

k . Тогда для любого ρ, ρ ∈ Ik ∪ {0}, выпол-
нено:

K(1)(M) 6⊆ R̃(1)
ρ .

Доказательство леммы.
Пусть M ⊆ E′k(ξ),

∀Θ, Θ ∈ J (1)
k , M 6⊆ Θ. (5)

Покажем, что для каждого ρ, ρ ∈ Ik ∪ {0}, для которого

M ⊆ R̃(1)
ρ , (6)

вK(M) содержится дробь µ′ρ, удовлетворяющая соотношениям µ′ρ(0) = 0

и µ′ρ 6∈ R
(1)
ρ .

Пусть для некоторого ρ выполнено (6). Из соотношений (5) для Θ ∈
{ P∆ | ∆ ∈Wk } вытекает, что в K1(M) содержится дробь µ такая, что
µ(0) является примитивным элементом поля Ek.

Через µ̃ обозначим элемент множества M \ R(1)
ρ . Если дробь µ̃ не

является искомой, то µ̃(0) 6= 0. поэтому для некоторой степени s̃ имеем:
µ̃(0) = µs̃(0). Если при этом µ ∈ R

(1)
ρ , то µ̃ − µs̃ — искомый элемент

K1(M).
Рассмотрим случай µ 6∈ R(1)

ρ . Если для любого ω, ω ∈ Ω, µ 6∈M (1)
ρ,ω, то

через f обозначим ненулевой многочлен минимальной степени из Ep[z],
имеющий корень µ(0). Нетрудно видеть, что f(µ) — искомый.



Осталось рассмотреть случай µ ∈ M (1)
ρ,ω для некоторого ω, ω ∈ Ω. В

M , в соответствии с (5) найдется дробь µ̂, µ̂ 6∈ M (1)
ρ,ω. Если µ̂(0) = 0, то

µ̂ — искомая. В противном случае, найдется ŝ, что µ̂− µŝ — искомая.
Требуемое свойство множестваM доказано. Утверждение леммы сле-

дует теперь из лемм 6 и 7 работы [6].
Лемма доказана.
Доказательство теоремы. Замкнутость классов из множества J

(1)
k

проверяется с использованием определений этих классов.
Если множество M не содержится ни в одном классе из J (1)

k , то по
лемме 1, с учетом расширяемости каждого множества из Ek(ξ), не по-
рождающего все Ek(ξ), до максимального подполя, получаем равенство:

Ep(M) = Ek(ξ).

Отсюда, из теоремы 3 работы [6] и леммы 2 следует равенство

K1(M) = E′k(ξ).

Таким образом, J (1)
k является критериальной системой.

Приведенность множества J (1)
k , то есть не включение никакого класса

Θ этого множества в любой его другой класс Θ′ проверяется предъявле-
нием элемента из Θ \Θ′.

Теорема доказана.
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