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В работе рассматривается задача конечного представления ло-
гических систем пропозициональными исчислениями. Исследуют-
ся три типа логических систем: линейные, монотонные и импли-
кативные. Для каждого из этих типов логических систем доказа-
ны достаточные условия их конечного задания. Кроме того, дока-
зан критерий конечного задания произвольной логической системы
множества классических тавтологий.
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1. Введение

Пропозициональные исчисления являются мощным средством задания
логических систем и процессов [8]. Заложенный в них инструментарий
позволяет решать алгоритмические проблемы для широкого класса ло-
гических систем [1, 3, 6, 18, 19, 21], включая системы с нестандартными
правилами вывода [2, 5, 20].

При моделировании логических систем часто возникает вопрос: какие
логические системы допускают «простое» задание пропозициональны-
ми исчислениями, а какие нет? Поскольку каждую логическую систему
можно рассматривать как обобщённое пропозициональное исчисление,
то естественно ограничиться рассмотрением только таких заданий, ко-
торые в некоторой степени проще исходной логической системы. Как
правило, простое задание основано на выделении систем образующих
или порождающих элементов логической системы. Рассмотрим это бо-
лее подробно.

Пусть дана логическая система L = 〈M,Q〉 над множеством формул
M, замкнутом относительно правил Q.

Определение 1. Правило вывода (F1, . . . , Fn) /F0 допустимо в логиче-
ской системе L, если

σF1 ∈M, . . . , σFn ∈M =⇒ σF0 ∈M
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для любой подстановки σ. Множество всех допустимых в L правил вы-
вода обозначим через RL.

Определение 2. Исчисление P = 〈A,R〉 задаёт логическую систему
L, если выполнены следующие условия:

1) A ⊆M;

2) Q ⊆ R ⊆ RL;

3) [P] = M, т.е. эквивалентность

A `R A ⇔ A ∈M

выполнена для любой формулы A. В этом случае, аксиомы A играют
роль порождающих элементов, а R — роль порождающих правил выво-
да. Исчисление P, задающее логическую систему L, назовём порождаю-
щим для L.

Накладывая ограничения на множества A и R можно получать по-
рождающие исчисления для логической системы L, обладающие задан-
ными свойствами. Например, если A и R — конечные множества, то го-
ворят, что L допускает конечное задание. Такие задания представляют
наибольший интерес, как с практической [7, 9], так и с теоретической [4]
точки зрения. В основу исследования положены результаты работы [17].

2. Основные определения и обозначения

Введем ограничения на исходный пропозициональный язык, состоящий
из логических связок F и счетного множества пропозициональных пе-
ременных V. Будем считать, что всем логическим связкам из F в стан-
дартной интерпретации соответствуют булевы функции, существенно за-
висящие от всех своих переменных, причём разным логическим связкам
соответствуют разные булевы функции. Для простоты будем отождеств-
лять логические связки с их стандартными интерпретациями, т.е. будем
считать, что F ⊆ P2.

Следуя [16], определим несколько классов булевых функций.
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Определение 3. Функция f(x1, . . . , xn) ∈ P2 называется

α-функцией, если f(x, . . . , x) = x,

β-функцией, если f(x, . . . , x) = 1,

γ-функцией, если f(x, . . . , x) = 0,

δ-функцией, если f(x, . . . , x) = x.

Обозначим через Fα, Fβ , Fγ , Fδ соответственно множества всех α-, β-,
γ-, δ-функций в F .

Определение 4. Функция f(x1, . . . , xn) ∈ P2 называется линейной, если
для неё имеет место соотношение

f(x1, . . . , xn) = c0 ⊕ c1x1 ⊕ . . .⊕ cnxn,

где c0, c1, . . . , cn ∈ {0, 1} и ⊕ — сумма по модулю 2. Множество всех
линейных функций в P2 обозначим через L.

Определение 5. Функция f(x1, . . . , xn) ∈ P2 называется монотонной,
если для любых наборов α̃, β̃ ∈ {0, 1}n таких, что α̃ ≤ β̃, имеет место
соотношение

f(α̃) ≤ f(β̃).

Множество всех монотонных функций в P2 обозначим через M.

Определение 6. Функция f(x1, . . . , xn, y) ∈ P2 называется имплика-
тивной, если соотношение

f(a1, . . . , an, a0) = 0 ⇔ a0 < min(a1, . . . , an)

выполнено для любых a1, . . . , an, a0 ∈ {0, 1}. Множество всех имплика-
тивных функций в P2 обозначим через I.

3. Линейные логические системы

Пусть F ⊆ L. Формулы, тавтологии и исчисления над связками F будем
называть линейными. Обозначим через νA(a) число вхождений символа
a ∈ F ∪ V в формулу A. Для линейных тавтологий верна лемма.

Лемма 1. Любая переменная линейной тавтологии имеет чётное чис-
ло вхождений.
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Доказательство. Линейная формула A от переменных x1, . . . , xn одно-
значно задает линейную функцию fA(x1, . . . , xn), которая по определе-
нию 4 представима в виде:

fA(x1, . . . , xn) = c0 + c1x1 + . . .+ cnxn,

где c0, c1, . . . , cn ∈ {0, 1}. Несложно убедиться, что для 1 ≤ i ≤ n ко-
эффициент ci = 0 тогда и только тогда, когда νA(xi) — чётное. Следо-
вательно, каждая переменная xi, для которой νA(xi) нечётно, является
существенной для функции fA. Напомним, что мы предположили, что
все логические связки из F , задают булевы функции, существенно зави-
сящие от всех своих переменных. Поэтому, если A является тавтологией,
то функция fA не имеет существенных переменных и, следовательно,
любая переменная имеет чётное число вхождений.

3.1. Линейное исчисление для произвольных связок

Определим множество правил вывода RL, состоящее из правил вида

A

B

для всех A,B ∈ Fm таких, что A |= B и A, B содержат не более 3 ло-
гических связок из F . Формулы A и B, такие что A `RL

B и B `RL
A,

будем называть эквивалентными и обозначать через A ∼ B. Если при
этом A и B эквивалентны как алфавитные деревья, то будем говорить,
что A и B эквивалентны сильно. Заметим, что в силу определения изо-
морфизма алфавитных деревьев число вхождений символов из F ∪ V в
сильно эквивалентные формулы A и B совпадают.

Логическая связка f ∈ F имеет корневое вхождение в формуле A,
если tA(ε) = f . Вхождение α ∈ Pos(A) связки f в формулу A назовем
сводимым, если для любого собственного непустого начала β ≺ α выпол-
нено tA(β) = g, где g — логическая связка арности больше 1. Следующая
лемма показывает, что некорневые сводимые вхождения логических свя-
зок в линейных формулах можно опустить ближе в корню дерева, пред-
ставляющего эту формулу.

Лемма 2. Для любой линейной формулы A и любого неконстантного
символа f ∈ F , имеющего некорневое сводимое вхождение в A, суще-
ствует строго эквивалентная ей формула B такая, что Head(A) =
Head(B) и tB(k) = f для некоторого k ∈ N.
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Доказательство. Рассмотрим некорневое сводимое вхождение α симво-
ла f в формулу A. Докажем утверждение леммы индукцией по длине
слова α.

Базис индукции: |α| = 1. Тогда для B = A утверждение леммы верно.

Шаг индукции: пусть утверждение верно для всех таких α ∈ Pos(A),
что 1 ≤ |α| < l. Докажем его для α, имеющего длину l. Поскольку |α| > 1,
то найдутся такие k, i ∈ N и β ∈ N∗, что α = kiβ. Возможны следующие
случаи.

(1) |β| = 0. Тогда формула A представима в виде

h(A1, . . . , g(B1, . . . , f(C1, . . . , Cj , . . . , Cs), . . . , Bm), . . . , An),

где n, m и s — арности логических связок h, g и f соответственно,
j ∈ {1, . . . , s}. Поскольку s ≥ 1, то такое j всегда найдется. Приме-
нением правил RL можно вывести строго эквивалентную формулу
B вида

h(A1, . . . , f(C1, . . . , g(B1, . . . , Cj , . . . , Bm), . . . , Cs), . . . , An),

для которой Head(B) = Head(A) и tB(k) = f , поэтому для случая
|β| = 0 утверждение леммы верно.

(2) |β| > 0. Тогда найдется такое j ∈ N и γ ∈ N∗, что β = jγ и α = kijγ.
В этом случае формула A представима в виде

h(A1, . . . , g(B1, . . . , f
′(C1, . . . , Cj′ , . . . , Cs), . . . , Bm), . . . , An),

где n, m и s — арности логических связок h, g и f ′ соответственно,
j′ ∈ {1, . . . , s} \ {j}. Поскольку s > 1, то такое j′ всегда найдет-
ся. Применением правил RL можно вывести строго эквивалентную
формулу C вида:

h(A1, . . . , f
′(C1, . . . , g(B1, . . . , Cj′ , . . . , Bm), . . . , Cs), . . . , An).

Для формулы C имеемHead(A) = Head(C) и tC(kjγ) = f и |kjγ| =
l − 1. По индуктивному предположению для формулы C найдется
такая строго эквивалентная формула B, что Head(C) = Head(B) и
tB(k′) = f для некоторого k′ ∈ N. Поскольку отношение строгой эк-
вивалентности является транзитивным, то B строго эквивалентна
A и Head(A) = Head(B).
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Разбор всех случаев завершает доказательство.

Следствие 1. Для любой линейной формулы A и любого неконстантно-
го символа f ∈ F , имеющего некорневое сводимое вхождение в A, суще-
ствует строго эквивалентная ей формула B такая, что Head(B) = f .

Доказательство. Согласно Лемме 2 найдется такая строго эквивалент-
ная формула C, что Head(A) = Head(C) и tC(k) = f для некоторого
k ∈ N. Формулу C можно представить в виде:

h(A1, . . . , f(B1, . . . , Bj , . . . , Bm), . . . , An),

где n и m — арности логических связок h и f соответственно, j ∈
{1, . . . ,m}. Поскольку m ≥ 1, то такое j всегда найдется. Применени-
ем правил RL можно вывести строго эквивалентную формулу B вида

f(B1, . . . , h(A1, . . . , Bj , . . . , An), . . . , Bm),

для которого tB(ε) = f .

Лемма 3. Для любой линейной формулы A существует такая эквива-
лентная ей формула B, что выполнены следующие условия:

1) B не содержит унарных α-связок;

2) B содержит не более одной унарной δ-связки.

Доказательство. Обозначим через nα(A) и nδ(A) число вхождений в A
унарных α-связок и унарных δ-связок соответственно. Докажем утвер-
ждение леммы индукцией по nα(A) и nδ(A).

Базис индукции: nα(A) = 0 и nδ(A) ≤ 1. Тогда формула A удовлетво-
ряет условиям 1, 2 и утверждение верно.

Шаг индукции: пусть nα(A) > 0 или nδ(A) > 1. Рассмотрим наимень-
шее вхождение α ∈ Pos(A) унарной связки f ∈ Fα ∪ Fδ. Поскольку нет
одноместных β-,γ-функций, существенно зависящих от одной перемен-
ной, то для любого собственного подслова β ≺ α символ tA(β) имеет ар-
ность, большую 1. Поэтому вхождение α символа f является сводимым.
По следствию 1 найдется такая строго эквивалентная формула B ∈ Fm,
для которой Head(B) = f . Так как nα(B) = nα(A) и nδ(B) = nδ(A), то
возможны два случая.
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(1) f ∈ Fα. Тогда применяя правило

f(x)

x

к формуле B получим, что A ∼ A|1. Для формулы C = A|1 имеем
nα(C) < nα(A) и nδ(C) = nδ(A).

(2) f ∈ Fδ, тогда рассмотрим некорневое сводимое вхождение β унар-
ного символа g ∈ Fα ∪ Fδ в формулу A. Поскольку nδ(A) > 1,
то такое вхождение всегда найдется. По Лемме 2 найдется такая
строго эквивалентная формула C ∈ Fm, что Head(B) = Head(C)
и tC(k) = g для некоторого k ∈ N. Тогда формула C имеет вид
f(g(D)), для некоторой формулы D ∈ Fm, причём nα(C) = nα(A)
и nδ(C) = nδ(A).

Если g ∈ Fα, то с помощью правила

f(g(x))

f(x)

из C можно вывести f(D), рассмотрение которой сводится к преды-
дущему случаю. Если же g ∈ Fδ, то применяя правило

f(g(x))

x

к формуле C получим, что C ∼ D. Для формулы D имеем nα(D) =
nα(A) и nδ(D) < nδ(A).

Во всех случаях для формулы A найдется такая формула B, что A ∼ B
и либо nα(B) < nα(A), либо nδ(B) < nδ(A). Тогда по предположению
индукции лемма доказана.

Лемма 4. Для любой линейной формулы существует эквивалентная
ей формула, не содержащая α-связок.

Доказательство. Рассмотрим линейную формулу A с l α-связками. До-
кажем индукцией по l ≥ 0, что существует эквивалентная формула B,
не содержащая α-связок.

Базис индукции: l = 0. Тогда для B = A утверждение верно.

Шаг индукции: пусть утверждение верно для всех 0 ≤ l′ < l, докажем
его для l. Поскольку l > 0, то найдется вхождение символа f ∈ Fα
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в формулу A. Согласно Лемме 3 можно считать, что A не содержит
одноместных символов из Fα и содержит не более одного символа из Fδ.
Без ограничения общности будем считать, что F содержит только одну
0-местную β-функцию и одну 0-местную γ-функцию, которые обозначим
через 1 и 0, соответственно. Возможны два случая:

(1) Если A не содержит одноместных символов из Fδ, тогда по след-
ствию 1 найдется такая строго эквивалентная формула B, что
B = f(B1, . . . , Bn), где n — арность символа f и n > 1. Поскольку B
не имеет одноместных связок, то последовательным применением
правил RL из B можно вывести формулу C вида

f(x1, . . . , x1,︸ ︷︷ ︸
n1

x2, . . . , x2,︸ ︷︷ ︸
n2

. . . xk, . . . , xk,︸ ︷︷ ︸
nk

1, . . . , 1,︸ ︷︷ ︸
nk+1

0, . . . , 0,︸ ︷︷ ︸
nk+2

D), (1)

где {x1, . . . , xk}— все переменные формулы A, n1 ∈ N, ni ∈ N+, i =
2, . . . , k+2 и D — это формула вида g(D1, . . . , Dm), гдеm — арность
g и

D1 =





xi, если ni−1 6= 0 и 0 ≤ ni < νA(xi),

1, если nk = νA(xk) и 0 ≤ nk+1 < νA(1),

0, если nk+1 = νA(1).

Причем, для каждого 1 ≤ i ≤ k + 2, если ni = 0, то ni+1 = 0,
а также, если ni+1 6= 0, то ni = νA(xi). По сути A в этом случае
представляет собой дерево, внутренние вершины которого имеют
хотя бы два выходных ребра, а правил RL перебалансируют это
дерево.

(2) Если A содержит одноместный символов h ∈ Fδ, тогда по след-
ствию 1 найдется такая строго эквивалентная формула B, что
B = h(f(B1, . . . , Bn), где n — арность символа f и n > 1. По-
скольку Bi не имеют одноместных связок, то последовательным
применением правил RL из B можно вывести формулу C вида

h(f(x1, . . . , x1,︸ ︷︷ ︸
n1

x2, . . . , x2,︸ ︷︷ ︸
n2

. . . xk, . . . , xk,︸ ︷︷ ︸
nk

1, . . . , 1,︸ ︷︷ ︸
nk+1

0, . . . , 0,︸ ︷︷ ︸
nk+2

D)),

где {x1, . . . , xk}— все переменные формулы A, n1 ∈ N, ni ∈ N+, i =
2, . . . , k+2 и D — это формула вида g(D1, . . . , Dm), гдеm — арность
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g и

D1 =





xi, если ni−1 6= 0 и 0 ≤ ni < νA(xi),

1, если nk = νA(xk) и 0 ≤ nk+1 < νA(1),

0, если nk+1 = νA(1).

Причем, для каждого 1 ≤ i ≤ k + 2, если ni = 0, то ni+1 = 0, а
также, если ni+1 6= 0, то ni = νA(xi). Из этой формулы с помощью
правил RL получим формулу

f(x1, . . . , x1,︸ ︷︷ ︸
n1

x2, . . . , x2,︸ ︷︷ ︸
n2

. . . xk, . . . , xk,︸ ︷︷ ︸
nk

1, . . . , 1,︸ ︷︷ ︸
nk+1

0, . . . , 0,︸ ︷︷ ︸
nk+2

D′),

где D′ = g(D1, . . . , h(Dm)).

В обоих случаях найдется формула B вида 1, строго эквивалентная A.
Теперь рассмотрим случаи:

1) Если ni 6= 0 и ni+1 = 0, где i ≤ k+1, тогда по Лемме 1 nj = 2mj , j =
1, . . . , i − 1. Так как f ∈ Fα, то n = 2l + 1, поэтому ni = 2mi, где
mi = l −∑i−1

j=1mj ∈ N. Применяя правило из RL, заданное схемой

f(x1, . . . , x1,︸ ︷︷ ︸
2m1

x2, . . . , x2,︸ ︷︷ ︸
2m2

. . . xi, . . . , xi,︸ ︷︷ ︸
2mi

y)

y

получим, что A ∼ D.

2) Если nk+1 = 2mk+1, тогда по Лемме 1 nj = 2mj , j = 1, . . . , k. Сле-
довательно, nk+2 = 2mk+2, где mk+2 = l−∑k+1

j=1 mj ∈ N. Применяя
правило из RL, заданное схемой

f(x1, . . . , x1,︸ ︷︷ ︸
2m1

x2, . . . , x2,︸ ︷︷ ︸
2m2

. . . xk+2, . . . , xk+2,︸ ︷︷ ︸
2mk+2

y)

y

получим, что A ∼ D.

3) Если nk+1 = 2mk+1+1, тогда nk+2 6= 0 и D1 = 0, поэтому применяя
правила из RL можно получить формулу

f(x1, . . . , x1,︸ ︷︷ ︸
n1

x2, . . . , x2,︸ ︷︷ ︸
n2

. . . xk, . . . , xk︸ ︷︷ ︸
nk

1, . . . , 1,︸ ︷︷ ︸
nk+1−1

0, . . . , 0,︸ ︷︷ ︸
nk+2+1

D′),

строго эквивалентную A, для которойD′ = g(D′1, . . . , Dm) иD′1 = 1.
Откуда применяя правила RL можно вывести формулу D′.

65



В любом случае найдется такая формула C ∈ Fm, что A ∼ C и число
вхождений α-связок в C на единицу меньше, чем в A. Лемма доказана.

Лемма 5. Для любой линейной формулы существует эквивалентная ей
формула, содержащая не более одного символа из Fσ, где σ ∈ {β, γ, δ}.

Доказательство. Утверждение леммы будем доказывать индукцией по
числу вхождений n символов из Fσ в формулу A.

Базис индукции: n ≤ 1. Тогда для B = A утверждение верно.

Шаг индукции: пусть утверждение леммы верно для n, такого что
1 ≤ n < k. Покажем, что оно верно и для n = k. Согласно Лемме 3 можно
считать, что A не содержит одноместных символов из Fα и содержит
не более одного символа из Fδ. Применяя те же рассуждения, что и в
Лемме 4, можно считать, что A не содержит одноместных символов из
Fδ и F содержит только одну 0-местную β-функцию и одну 0-местную
γ-функцию, которые также обозначим через 1 и 0, соответственно.

Поскольку k > 1, то найдутся вхождения символов f, g ∈ Fσ в фор-
мулу A. Тогда по Лемме 2 и следствию 1 найдется такая строго экви-
валентная формула B вида B = f(gB1, . . . , Bn), в которой расстановка
скобок для связки g определена её арностью. Поскольку B не имеет од-
номестных связок, то последовательным применением правил RL из B
можно вывести формулу C вида

f(g x1, . . . , x1,︸ ︷︷ ︸
n1

x2, . . . , x2,︸ ︷︷ ︸
n2

. . . xk, . . . , xk,︸ ︷︷ ︸
nk

1, . . . , 1,︸ ︷︷ ︸
nk+1

0, . . . , 0,︸ ︷︷ ︸
nk+2

D),

где {x1, . . . , xk} — все переменные формулы A, n1 ∈ N, ni ∈ N+, i =
2, . . . , k + 2 и D — это формула вида h(D1, . . . , Dm, где m — арность h и

D1 =





xi, если ni−1 6= 0 и 0 ≤ ni < νA(xi),

1, если nk = νA(xk) и 0 ≤ nk+1 < νA(1),

0, если nk+1 = νA(1).

Причем, для каждого 1 ≤ i ≤ k + 2, если ni = 0, то ni+1 = 0, а также,
если ni+1 6= 0, то ni = νA(xi). Рассмотрим случаи:

1) Если ni 6= 0 и ni+1 = 0, где i ≤ k + 1, тогда по Лемме 1 nj =
2mj , j = 1, . . . , i− 1. Так как f, g ∈ Fσ и σ ∈ {β, γ, δ}, то n = 2l+ 1,
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поэтому ni = 2mi, где mi = l−∑i−1
j=1mj ∈ N. Применяя правило из

RL, заданное схемой

f(g x1, . . . , x1,︸ ︷︷ ︸
2m1

x2, . . . , x2,︸ ︷︷ ︸
2m2

. . . xi, . . . , xi,︸ ︷︷ ︸
2mi

y)

y

получим, что A ∼ D.

2) Если nk+1 = 2mk+1, тогда по Лемме 1 nj = 2mj , j = 1, . . . , k. Сле-
довательно, nk+2 = 2mk+2, где mk+2 = l−∑k+1

j=1 mj ∈ N. Применяя
правило из RL, заданное схемой

fg x1 . . . x1︸ ︷︷ ︸
2m1

x2 . . . x2︸ ︷︷ ︸
2m2

. . . xk+2 . . . xk+2︸ ︷︷ ︸
2mk+2

y

y

получим, что A ∼ D.

3) Если nk+1 = 2mk+1+1, тогда nk+2 6= 0 и D1 = 0, поэтому применяя
правила из RL можем получить формулу

f(g x1, . . . , x1,︸ ︷︷ ︸
n1

x2, . . . , x2,︸ ︷︷ ︸
n2

. . . xk, . . . , xk,︸ ︷︷ ︸
nk

1, . . . , 1,︸ ︷︷ ︸
nk+1−1

0, . . . , 0,︸ ︷︷ ︸
nk+2+1

D′),

строго эквивалентную A, где D′ = g(D′1, . . . , Dm) и D′1 = 1. Откуда
применяя правила RL можно вывести формулу D′.

В любом случае найдется такая линейная формула C, что A ∼ C и число
вхождений символов из Fσ в C меньше, чем в A.

Если n — максимальная арность связок из F , то обозначим через AL

множество всех тавтологий над F , не содержащих символов из Fα, со-
держащие не более одного символа из Fσ для каждого σ ∈ {β, γ, δ} и не
более 3n вхождений переменных. Определим линейное пропозициональ-
ное исчисление PL = 〈∅,AL ∪RL〉 над схемами аксиом AL и правилами
вывода RL. Для исчисления PL верна следующая лемма.

Лемма 6. Исчисление PL является конечным заданием логической си-
стемы 〈Cl,R〉 для любого R ⊆ RL.
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Доказательство. Согласно леммам 4 и 5 для любой линейной тавтоло-
гии A существует эквивалентная ей формула B ∈ AL. Поэтому

`PL A

для любой тавтологии A ∈ Cl и, следовательно, исчисление PL является
конечным заданием системы 〈Cl,R〉 для любого R ⊆ RL.

При наложении ограничения на связки множества F можно значи-
тельно упростить исчисление PL, порождающее множество линейных
тавтологий. Следующие два раздела демонстрируют примеры таких ис-
числений.

3.2. Линейное исчисление для эквивалентности

Предположим, что функция x⊕ y ⊕ 1 ∈ [F ]. Прежде, чем приступить к
определению исчисления, напомним некоторые вспомогательные поня-
тия.

Определение 7. Системой тождеств над логическими связками F —
это подмножество пар формул S ⊆ Fm×Fm. Каждая система тождеств
S задает отношение эквивалентности ∼S на множестве формул Fm, яв-
ляющееся рефлексивным, симметричным и транзитивным замыканием
множества пар

S∗ = {(A,A[B]α) | α ∈ Pos(A) и (A|α , B) ∈ S}.

При этом для каждой такой пары (A,A[B]α) говорят, что формула A[B]α
получена из формулы A заменой подформулы A|α на эквивалентную ей
формулу B. Будем говорить, что формулы A и B эквивалентны относи-
тельно S, если A ∼S B.

Система тождеств S называется полной, если любые эквивалентные
формулы в Fm эквивалентным относительно S, т.е. для любых A,B ∈
Fm выполнено

fA ≡ fB =⇒ A ∼S B.

Согласно теореме Линдона [13] для любой системы связок F ⊆ P2

существует конечная полная система тождеств S. Стоит отметить, что
Линдон не только доказал, что для каждого замкнутого класса в P2 си-
стема формул в его базисе имеет конечную полную систему тождеств, но
и привел пример замкнутого класса в P7, для системы формул которого
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не существует такой системы тождеств [14]. Позже было показано, что
данные классы существуют и в логиках меньшей значности: Вишин [10]
привел пример в P4, а Мурский [15] в P3.

Пусть S — конечная полная система тождеств для F и x↔ y — фор-
мула, выражающая функцию x⊕ y⊕ 1 ∈ [F ]. Тогда определим конечное
множество R1

L, состоящее из правил трех типов:

x1 ↔ y1, . . . , xn ↔ yn
f(x1, . . . , xn)↔ f(y1, . . . , yn)

(2)

для каждого f ∈ F ,
x↔ y

y ↔ x
(3)

и
x, x↔ y

y
. (4)

Определим линейное исчисление P1
L =

〈
∅,A1

L ∪R1
L

〉
с множеством

схем аксиом
A1
L = {x↔ x} ∪ {A↔ B | (A,B) ∈ S}

и множеством правил вывода R1
L. Ясно, что исчисление P1

L конечно.
Докажем вспомогательную лемму.

Лемма 7. Если (A ↔ B) ∈ [P1
L], то (C[A] ↔ C[B]) ∈ [P1

L] для любой
формулы C.

Доказательство. Заметим, что для любого α ∈ Pos(C) формула C|α ↔
C|α является подстановочным вариантом аксиомы x ↔ x из A1

L. Так
как формула C[A] ↔ C[B] выводима из формулы A ↔ B и формул
C|α ↔ C|α для α ∈ Pos(C) с помощью применения конечного числа
правил вида (2), то C[A]↔ C[B] выводима в P1

L.

Покажем, что исчисление P1
L является конечным заданием множе-

ства тавтологий.

Лемма 8. Исчисление P1
L является конечным заданием логической си-

стемы 〈Cl,R〉 для любого R ⊆ R1
L.

Доказательство. Рассмотрим произвольную тавтологию A ∈ Cl. Так
как S — конечная полная система тождеств для F , то A ∼S B для B =
(x ↔ x). Докажем индукцией по определению отношения ∼S, что A ↔
B ∈ [P1

L].

Базис индукции: состоит из следующих случаев:
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1) A = B. Тогда A↔ B является подстановочным вариантом аксиомы
x↔ x из A1

L;

2) (A,B) ∈ S∗. Тогда для B = A[C]α, для некоторой формулы C и
позиции α ∈ Pos(A) таких, что (A|α , C) ∈ S. Так как A|α ↔ C —
аксиома из A1

L, то A↔ B выводима в P1
L по Лемме 7.

Шаг индукции: состоит из следующих случаев:

1) B ∼S A. По предположению индукции

`P1
L
B ↔ A.

Так как A ↔ B выводима из B ↔ A с помощью правила (3), то
A↔ B выводима в P1

L;

2) A ∼S C и C ∼S B. По предположению индукции

A↔ C, C ↔ B ∈ [P1
L].

По Лемме 7
(A↔ C)↔ (A↔ B) ∈ [P1

L].

Так как A ↔ B выводима из A ↔ C и (A ↔ C) ↔ (A ↔ B) с
помощью правила (4), то A↔ B выводима в P1

L.

Из доказанного следует, что (x ↔ x) ↔ A ∈ [P1
L]. Поскольку x ↔ x

— аксиома из A1
L, то A выводима в P1

L с помощью правила (4). Таким
образом, [P1

L] = Cl и, следовательно, P1
L является конечным заданием

логической системы 〈Cl,R〉 для любого R ⊆ R1
L.

3.3. Линейное исчисление для унарных связок

Предположим, что функция x ⊕ y ⊕ 1 /∈ [F ], тогда F состоит только из
унарных линейных функций и констант. Определим конечное множество
схем аксиом

A2
L = {c | c ∈ Fβ} ∪ {f(c) | f ∈ Fδ, c ∈ Fγ}

и конечное множество правил вывода R2
L, состоящее из правил:

x

f(x)
,

g(x)

g(f(x))
,

x

g(h(x))
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для всех f ∈ Fα и g, h ∈ Fδ. Пусть P2
L =

〈
∅,A2

L ∪R2
L

〉
— линейное пропо-

зициональное исчисление над схемами аксиом A2
L и правилами вывода

R2
L. Покажем, что P2

L является конечным заданием множества тавтоло-
гий.

Лемма 9. Исчисление P2
L является конечным заданием логической си-

стемы 〈Cl,R〉 для любого R ⊆ R2
L.

Доказательство. Так как F состоит из унарных связок и констант, то
каждая тавтология A ∈ Cl представима в виде

A = f1(f2(. . . fn(c))),

где fi ∈ Fα ∪ Fδ и c ∈ Fβ ∪ Fγ , причём

• если c ∈ Fβ , то A содержит четное число вхождений символов из
Fδ;

• если c ∈ Fγ , то A содержит нечетное число вхождений символов из
Fδ.

Докажем индукцией по n, что A ∈ [P2
L].

Базис индукции: n = 0 и c ∈ Fβ , либо n = 1 и c ∈ Fγ . Тогда A является
аксиомой из A2

L и, следовательно, A ∈ [P2
L].

Шаг индукции: пусть f1 ∈ Fα ∪ Fδ и B = f2(f3(. . . fn(c)) ∈ [P2
L]. Рас-

смотрим случаи

1) если f1 ∈ Fα, то A выводима из B = f2(f3(. . . fn(c)) с помощью R2
L;

2) если f1 ∈ Fδ и f2 ∈ Fα, то A выводима из B = f1(f3(. . . fn(c)) с
помощью R2

L;

3) если f1 ∈ Fδ и f2 ∈ Fδ, то A выводима из B = f3(f4(. . . fn(c)) с
помощью R2

L.

В любом случае A выводима из некоторой формулы B ∈ [P2
L] с помо-

щью правил R2
L. Поэтому A ∈ [P2

L]. Таким образом, [P2
L] = Cl и, следо-

вательно, P2
L является конечным заданием логической системы 〈Cl,R〉

для любого R ⊆ R2
L.
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4. Монотонные логические системы

Пусть F ⊆M. Определим конечное множество схем аксиом

AM = {c | c ∈ F , c ≡ 1}

и конечное множество правил вывода RM , состоящее из правил вида:
xi1 , . . . , xik
f(x1, . . . , xn)

для всех k, n ≥ 0, f ∈ F арности n и i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n} таких, что

xi1 , . . . , xik |= f(x1, . . . , xn).

Данные правила основаны на том, что сокращенные дизъюнктивные
нормальные формы (д.н.ф.) монотонных функций не содержат отрица-
ний [16]. Поэтому, если f(x1, . . . , xn) ∈M и её сокращенная д.н.ф. имеет
вид

k∨

i=1

xi1 ∧ . . . ∧ xini

где все ij ∈ {1, . . . , n}, то формула f(A1, . . . , An) всегда является логиче-
ским следствием формул Ai1 , . . . , Aik .

Рассмотрим пропозициональное исчисление PM = 〈∅,AM ∪RM 〉 над
схемами аксиом AM и правилами вывода RM . Покажем, что PM явля-
ется конечным заданием множества тавтологий.

Лемма 10. Исчисление PM является конечным заданием логической
системы 〈Cl,R〉 для любого R ⊆ RM .

Доказательство. Если 1 /∈ F , то Cl = ∅, то утверждение верно. Иначе,
AM 6= ∅. Докажем индукцией по глубине формул, что

A ∈ Cl =⇒ A ∈ [PM ]

для любой формулы A.

Базис индукции: A = c для c ∈ F . Тогда A ∈ AM .

Шаг индукции: пусть утверждение верно для A1, . . . , An, докажем его
для A = f(A1, . . . , An) с f /∈ F . Рассмотрим сокращенную д.н.ф. функ-
ции f :

k∨

i=1

xi1& . . .&xini
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Так как A ∈ Cl, то для некоторого конъюнкта xi1& . . .&xini выполнено
Ai1 , . . . , Aini ∈ Cl. По индуктивному предположению Ai1 , . . . , Aini выво-
димы в PM . Тогда применяя правило

xi1 , . . . , xini
f(x1, . . . , xn)

из RM можно вывести формулу A. Поэтому A также выводима в PM .

Так как AM ⊆ Cl и для каждого правила
xi1 , . . . , xini
f(x1, . . . , xn)

из RM выполнено xi1 , . . . , xini |= f(x1, . . . , xn), то всякая формула A,
выводимая в PM , является тавтологией. Следовательно, исчисление PM
является конечным заданием логической системы 〈Cl,RM 〉.

5. Импликативные логические системы

Пусть [F ] ∩ I 6= ∅. Логические системы над данными связками будем
называть импликативными. Л. Хенкин в своей работе [22] показал, что
каждое пропозициональное исчисление, содержащее классическую им-
пликацию, конечно-порождено относительной modus ponens. Покажем,
что это верно и для любых импликативных логических систем. Отметим,
что для доказательства полноты системы аксиом мы будем использовать
известный метод Кальмара [11, 23]

Рассмотрим произвольную функцию f(x1, . . . , xn, y) ∈ [F ] ∩ I и про-
извольную формулу F ∈ Fm от переменных x1, . . . , xn, y, выражающей
функцию f . В этом случае формулу F (x1, . . . , xn, y) будем обозначать
через x1 . . . xn → y. Если x = x1 = . . . = xn, то для краткости будем
писать x → y вместо x . . . x︸ ︷︷ ︸

n

→ y. Определим множество правил вывода

RI(f), состоящее из единственного правила

x1, . . . , xn, x1 . . . xn → y]

y
,

которое будем называть обобщенным правилом modus ponens или просто
правилом modus ponens, когда вид правило определяется контекстом. По
определению 6, выполнено

x1, . . . , xn, x1 . . . xn → y |= y.
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Теперь определим схемы аксиом. Без ограничения общности будем
считать, что F = {→, ϕ}, где → — импликативная функция x1x2 → y, а
ϕ — произвольная m-арная функция из P2. Рассмотрим множество схем
аксиом AI , состоящее из тавтологий:

1. x→ (y1y2 → x)

2. x1x2 → xi

3. (x1x2 → (y1y2 → z))→ ((x1x2 → y1)(x1x2 → y2)→ (x1x2 → z))

4. (xi → y)→ ((x1x2 → z)→ y)→ y)

где i ∈ {1, 2}.
К этой системе добавим 2m аксиом, определяющих значения функ-

ции ϕ на всевозможных значения своих переменных. Пусть x1, . . . , xm
— различные переменные, если (x′1, . . . , x

′
m) ∈ Em2 , то положим ϕ′ =

ϕ(x′1, . . . , x
′
m) ∈ E2. Пусть y — новая переменная, не встречающаяся в

x1, . . . , xm. Если x′i = 1, то через x∗i обозначим формулу (xi → y) → y.
Если же x′i = 0, то через x∗i обозначим формулу xi → y. По аналогии,
если ϕ′ = 1, то через ϕ∗ обозначим формулу (ϕ(x1, . . . , xm) → y) → y,
если же ϕ′ = 0, то через ϕ∗ обозначим формулу ϕ(x1, . . . , xm)→ y. Таким
образом, к уже определенным аксиомам добавим еще 2m аксиом вида

x∗1 → (x∗2 → . . . (x∗m → ϕ∗))

В дальнейшем, если встретиться формула A ∈ Fm и x1, . . . , xn — раз-
личные переменные в A, (x′1, . . . , x

′
n) ∈ En2 и A′ = fA(x′1, . . . , x

′
n), то через

A∗ будем обозначать формулу (A → y) → y, если A′ = 1, и A → y, если
A′ = 0.

Рассмотрим пропозициональное исчисление PI(f) = 〈∅,AI ∪RI(f)〉
над схемами аксиом AI и правилами вывода RI(f). Покажем, что PI(f)
является конечным заданием множества тавтологий. В данном разделе
под ` будем понимать `PI(f).

Для исчисления PI верна так называемая Теорема дедукции [12]: если
Γ, A1, A2 ` B, то Γ ` A1A2 → B, для любых формулA1, A2 иB и любого
множества формул Γ.

Лемма 11. Если Γ, A1, A2 ` B, то Γ ` A1A2 → B, для любых формул
A1, A2 и B и любого множества формул Γ.

Доказательство. Доказательство будем вести индукцией по длине вы-
вода F1, . . . , Fn = B формулы B из Γ, A1, A2.
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Если B - аксиома, либо B ∈ Γ, тогда доказательство следует из ак-
сиомы 1. Если B = Ai, то доказательство следует из аксиомы 2.

Пусть B - это результат применения обобщенной операции modus
ponens к формулам Fi1 , Fi2 , Fj , причем Fj имеет вид Fi1Fi2 → B. По
предположению индукции

Γ ` A1A2 → Fi1

Γ ` A1A2 → Fi2

Γ ` A1A2 → (Fi1Fi2 → B)

Объединим выводы этих формул и добавим к ним следующие три фор-
мулы:

(A1A2 → (Fi1Fi2 → B))→ ((A1A2 → Fi1)(A1A2 → Fi2)→ (A1A2 → B))

(A1A2 → Fi1)(A1A2 → Fi2)→ (A1A2 → B)

A1A2 → B

Первая получена из аксиомы 3, две последние выводятся из первой с
помощью обобщенной операции modus ponens. Образованная последова-
тельность формул является выводом формулы A1A2 → B из Γ.

Лемма 12. Пусть A ∈ Fm и x1, . . . , xn — различные переменные в A.
Пусть (x′1, . . . , x

′
n) ∈ En2 и A′ = fA(x′1, . . . , x

′
n). Тогда

x∗1, . . . , x
∗
n ` A∗

Доказательство. Будем доказывать индукцией по длине формулы A.
Если A — переменная xi, то утверждение леммы следует из опреде-

ления выводимости `.
Если A — это формула ϕ(A1, . . . , Am), то по индуктивному предпо-

ложению утверждение леммы верно для формул A1, . . . , Am, т.е.

x∗1, . . . , x
∗
n ` A∗i , i = 1, . . . ,m.

Кроме того, из аксиомы для логической связки ϕ имеем

A∗1, . . . , A
∗
m ` A∗

Следовательно,
x∗1, . . . , x

∗
n ` A∗
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Пусть A — это формула B1B2 → C и утверждение леммы верно для
формул B1, B2 и C:

x∗1, . . . , x
∗
n ` B∗i (∗)

x∗1, . . . , x
∗
n ` C∗ (∗∗)

Рассмотрим несколько подслучаев. Если B′i = 0, то A′ = 1. Тогда B∗i =
B1 → y, A∗ = (A→ y)→ y и по аксиоме 4 имеем

` (Bi → y)→ ((B1B2 → C)→ y)→ y)

Если C ′ = 1, то A′ = 1. Тогда C∗ = (C → y) → y и A∗ = (A → y) → y.
Имеют место следующие соотношения

C ` B1B2 → C

C, (B1B2 → C)→ y ` y
(B1B2 → C)→ y ` C → y

(B1B2 → C)→ y, (C → y)→ y ` y
(C → y)→ y ` ((B1B2 → C)→ y)→ y

где первый вывод есть использование аксиомы 1, второй и четвертый —
применение modus ponens, остальные получены по теореме дедукции.

Если B′1, B
′
2 = 1, C ′ = 0, то A′ = 0. Тогда B∗i = (Bi → y) → y,

C∗ = C → y и A∗ = A→ y. Имеют место следующие соотношения

B1, B2, B1B2 → C ` C
B1, B2, B1B2 → C, C → y ` y

B1B2 → C, C → y ` B1B2 → y

B1B2 → C, C → y, (B1B2 → y)→ y ` y
C → y, (B1B2 → y)→ y ` (B1B2 → C)→ y

где первый, второй и четвертый вывод являются применением modus
ponens, остальные получены по теореме дедукции.

Тогда из (*) и (**) следует

x∗1, . . . , x
∗
n ` A∗

Разбор всех случаев завершает доказательство леммы.
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Поскольку каждая схема аксиом является тавтологией и обобщенное
правило modus, будучи примененным к тавтологиям, выводит тавтоло-
гию, то оказывается справедливой лемма.

Лемма 13. Для любой формулы A ∈ Fm, если ` A, то A — тавтоло-
гия.

Докажем теперь обратную лемму.

Лемма 14. Для любой формулы A ∈ Fm, если A — тавтология, то
` A.
Доказательство. Пусть x1, . . . , xn — различные переменные, встречаю-
щиеся в A. Так как A тавтология, то для любого набора (x′1, . . . , x

′
n) ∈ E2

значение A′ = fA(x′1, . . . , x
′
n) = 1. По Лемме 12 для каждого из 2n воз-

можных множеств Γn = {x∗1, . . . , x∗n} имеем
Γn ` (A→ y)→ y,

Это означает, что для каждого из 2n−1 возможных множеств Γn−1 =
{x∗1, . . . , x∗n−1} верно

Γn−1, xn → y ` (A→ y)→ y

Γn−1, (xn → y)→ y ` (A→ y)→ y

Откуда по Теореме дедукции

Γn−1 ` (xn → y)→ (A→ y)→ y

Γn−1 ` ((xn → y)→ y)→ (A→ y)→ y

Но

`
(

(xn → y)→
(
(A→ y)→ y

))
→

→
(((

(xn → y)→ y
)
→
(
(A→ y)→ y

))
→
(
(A→ y)→ y

))

выводимо из аксиомы 4. С помощью двукратного применения правила
modus ponens получим

` (A→ y)→ y

Подставляя вместо y формулу A, имеем

` (A→ A)→ A

Поскольку, A ` A, то по Теореме дедукции ` A → A. Тогда, применяя
правило modus ponens, окончательно получаем, что ` A.

77



Согласно Леммам 13 и 14 исчисление PI(f) порождает множество
тавтологий Cl. Таким образом, верна следующая лемма.

Лемма 15. Исчисление PI(f) является конечным заданием логической
системы 〈Cl,R〉 для любого R ⊆ RI .

6. Критерий конечного задания множества тавто-
логий

Теперь докажем критерий конечного задания множества тавтологий Cl.

Теорема 1. Исчисление P является конечным заданием множества
тавтологий Cl тогда и только тогда, когда выполнено одно из условий:

1. F ⊆ L и PL ≤ P;
2. F ⊆M и PM ≤ P;
3. [F ] ∩ I 6= ∅ и PI(f) ≤ P для некоторой f ∈ [F ] ∩ I;

4. Cl = ∅.
Доказательство. Если [P] = Cl, то P является расширением любо-
го непротиворечивого пропозиционального исчисления. Следовательно,
необходимость условий выполнена.

Достаточность условий 1, 2 и 3 следует из Лемма 6, 10 и 15. До-
статочность условия 4 следует из того, что пустое множество допускает
задание пустым исчислением, т.е. исчислением с пустыми множествами
аксиом и правил вывода.
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[23] Kalmar L. Über die Axiomatisierbarkeit des Aussagenkalkül // Acta
Scientiarum Mathematicarum, vol. 7, 1934, pp. 222–243.

On the finite representation of logical systems
Bokov G. V.

In this paper, we consider a problem of finite representation for
logical systems. We research three types of logical systems: linear,
monotone and implicational. For each type of logical systems we
prove sufficient conditions of finite representation. Moreover, we prove
a criterion for logical system of classical tautologies to be finitely
generated.

Keywords: logical systems, propositional calculus, finite representation,
inference rules.
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