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Часть 1.
Общие проблемы теории
интеллектуальных систем





Алгоритм обучения систем с дискретным
управлением

Голиков К.А.

Разработан алгоритм обучения для задачи позиционирования
систем с дискретным управлением, основанный на методе обобще-
ния проб и ошибок, сохраняющихся в базе данных, с помощью гло-
бальной интерполяции и градиентного спуска. Оптимизация алго-
ритма производится по критерию сокращения времени обучения
(числа попыток). Алгоритм был протестирован на симуляторе для
моделей систем, действующих на плоскости, двух разных типов:
для мобильного робота с двумя ведущими гусеницами и для от-
крытой кинематической цепи с вращательными и призматически-
ми сочленениями.

Ключевые слова: позиционирование, алгоритм обучения, ро-
бот, интерполяция, аппроксимация.

Система работает в дискретном времени t. В каждый момент вре-
мени система находится в одном из своих состояний:

s(t) = (x(t), ẋ(t))

Состояние системы можно разбить на две составляющие: статическое
состояние x(t), известно с достаточной точностью, и динамическое со-
стояние ẋ(t) – неизвестно.

В качестве наглядного изображения системы с дискретным управле-
нием рассматриваем модели роботов разных конструкций, оперирующих
на плоскости (x, y).

Статическое состояние системы может быть описано позиция-
ми n точек на плоскости x(t)=(x1, y1, x2, y2, . . ., xn, yn) и их массами
m=(m1, . . .,mn),mk=const, k=1, n. Кроме того, в системе имеются при-
воды, которые действуют на точки системы и обеспечивают изменение
состояния системы во времени – движения системы. В позициях (n−1)
точек системы закреплены по два привода, назовём эти точки сочлене-
ниями, а соответствующие сочленению два привода – парой приводов-
антагонистов сочленения. Оставшаяся одна точка будет той, которой
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нужно научиться управлять, она не имеет приводов, назовём её особой
точкой робота (например, представляет собой центр захвата манипуля-
тора или центр мобильного робота). Таким образом, в системе имеется
m=2(n−1) приводов, ими можно управлять, (n − 1) сочленение с коор-
динатами ((x1, y1), (x2, y2), . . ., (xn−1, yn−1)) и особая точка (xn, yn).

На каждый привод независимо можно подавать дискретное управле-
ние uk(t)∈{0, 1}, k=1,m, которое означает, действует ли привод или вы-
ключен в текущий момент. Существует специальный вход reset∈{0, 1},
который мгновенно возвращает систему в известное начальное положе-
ние (абсолютно точно) из любого её состояния. Тогда общее управление
системы записывается в виде:

u(t) = (u1(t), u2(t), . . ., um(t), reset) ∈ {0, 1}m+1

Динамическое состояние системы – это скорости n точек системы
ẋ(t), которые слагаются из нескольких составляющих: усилий приводов
и остальных сил, действующих на робота, таких как инерция, кориоли-
совы/центростремительные силы, гравитация и другие вне-модельные
силы.

Пробой, попыткой, полным действием или эпизодом обучения будет
фиксирование наблюдаемых состояний системы s(t) в заданный проме-
жуток времени t0 < t < t1 от известного начального состояния s0 в неко-
торое конечное s(t1) = (x(t1), 0), при чём конечное состояние должно
быть с нулевой динамической частью, т.е. установившимся (после конца
эпизода предполагается использовать кнопку reset).

Данные эпизода формируют одну запись в базе данных — t0 < t < t1
1. управление u(t)
2. траектория движения особой точки системы x(t)
3. смещения сочленений q(t)
4. приближение динамики q̇‘(t), ẋ‘(t)

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Итак, есть система

s(t) = (x(t), ˙x(t)), (s(t), u(t))→ s(t+1)

в каждый момент t на её входы подаются управляющие сигналы u(t), ко-
торые задаются бинарной кусочно-постоянной вектор-функцией, вклю-
чают приводы, которые изменяют состояние системы s(t). Частично
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определить характеристики состояния системы в каждый момент t мож-
но при помощи статической части – данных обратной связи x(t) – ве-
щественнозначной вектор-функции, представляющей собой координаты
точек в глобальной неподвижной системе отсчёта. Умышленно отказы-
ваемся от возможности аналитически построить точную или приближён-
ную физическую модель системы, полагаемся только на опыты и обрат-
ную связь – это принципиальное ограничение нашего исследования.

ЗАДАЧИ:
1. За минимальное время произвести ценные действия с помощью приво-
дов системы, отражающие возможности и принципы функционирования
этой системы. Получить управления, хорошо подходящие для обобщения
и предсказания поведения системы для решения поставленных задач.
В рамках задачи позиционирования: определить равномерную плотную
решётку целевых точек, получить за минимальное время множество дви-
жений робота, покрывающих конечными установившимися положения-
ми особой точки системы все целевые точки из начального положения с
нужной точностью, отразить накопленный опыт в базе данных движений
наиболее полным образом.

2. Выработать подход на основе интерполяции и градиентного спуска,
позволяющий системе с накопленной базой действий производить но-
вые действия, помещающие конечное положение особой точки системы
в недостигнутые ранее цели с заданной точностью в области рабочего
пространства, плотно исследованной на прошлом этапе. Получить ап-
проксимацию функции, отображающую принцип функционирования си-
стемы с учётом неизвестной части состояния системы по сохранённым в
базе данных действиям.
В рамках задачи позиционирования: аппроксимацию функции обратной
кинематики с учётом неизвестной динамики.

3. Обеспечить в условиях изменяющегося динамического функциониро-
вания системы (подмены действующих сил) повторяемость с заданной
точностью ранее достигнутых целевых точек. В реальном времени обес-
печить коррекцию действия, минимизирующую конечное отклонение от
достигнутой ранее цели в плотно изученной области действия робота.
Разработать быстрый метод обновления аппроксимации при получении
новых данных, учитывающий уменьшение актуальности старого опыта.
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Обучение системы отрабатывается в виртуальной среде, для зада-
чи позиционирования роботов двух разных конструкций со своими осо-
бенностями. Эксперименты проводились с моделями реальных роботов с
количеством приводов m от 4 до 10. Число переключений активных при-
водов k в управлениях эпизодов обучения находилось в пределах 4-8, а
максимальная длительность эпизода N=10000 тактов. Попытки делаем
не очень длительные. Предполагаем, что если в u(t) общее число последо-
вательностей единиц не велико, не превышает натурального k (k << N),
перемещение особой точки получится не очень сложным1.

Рассмотрим свойства первой задачи исследования: самым дорогим
ресурсом при обучении робота является время реализации попытки, по-
пыток нужно делать минимальное число, но при этом они должны быть
максимально полезными для обучения. Это сделать сложно, потому что
в неизученной обасти результат попытки и вид получаемого действия
неизвестен.

Цели позиционирования при обучении на первом этапе выбираются
произвольным равномерным образом в интересующей области, в которой
будут ставиться задачи позиционирования при эксплуатации механизма.
Целевая точка является центром небольшой окрестности, в соответствии
с заданной наперёд точностью позиционирования, если конечное устано-
вившееся положение особой точки системы находится в этой окрестно-
сти, говорим, что робот попал в цель. Пробуя попадать в конкретные
цели, система в итоге учится попадать в любые точки.

Решением второй задачи данного исследования разработки алгорит-
ма обучения будут два метода аппроксимации: глобальная интерполяция
случайными функциями 2-функционала динамической части состояния
системы и приближение попытками к целевой точке от ближайшей из-
вестной в направлении градиента. С результатами экспериментов мож-
но ознакомиться в приведённых таблицах в конце данной работы.

Говорим, что система повторила действие, если конечное установив-
шееся положение особой точки системы оказалось в допустимой окрест-
ности целевой точки, вне зависимости от траектории, которую эта точка
реально описала.

Для третьей задачи исследования сформулируем математическое
представление изучаемых изменений и шумовых погрешностей в дина-
мическом состоянии системы при эксплуатации робота для обновления
алгоритма в будущем.

1Энерго-эффективные траектории – когда от положения покоя отклоняются толь-
ко те сочленения, которые нужны, чтобы попасть в цель

10



МОДЕЛЬ РОБОТА МАНИПУЛЯТОРА

1. Особая точка – центр захвата манипулятора. Критерий достижения
цели – захват достиг цели (без учёта ориентации).
2. Привод – смыкающее либо размыкающие действие вращательного со-
членения или выдвигающее либо сдвигающее действие призматического
сочленения.
3. n = 3–5 точек системы с массами m1–mn, 2–4 сочленения, m = 4–8
приводов.

Модель движения идеализирована:
1. Без проскальзываний в сочленениях
2. Без упругих связок и звеньев
3. Без изгибания осей суставов
и т.д.

Будем рассматривать плоские манипуляторы, т.е. захват может дви-
гаться только на плоскости (x, y).

Рис. 1. Модель манипулятора
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ОСОБЕННОСТИ КИНЕМАТИКИ МАНИПУЛЯТОРОВ
Кинематика – геометрия движения, ветвь классической механики,

описывает движение точек, тел и систем тел без рассмотрения причин
их движения. В области кинематики роботов изучают взаимосвязь меж-
ду конфигурациями сочленений q и точками декартового оперативного
(рабочего) пространства x, пространства захвата, его возможные поло-
жения и ориентации. Пространство сочленений q = (q1, . . ., qn) – набор
смещений в сочленениях различной структуры.

q ∈ Sq,

где Sq – разрешённые конфигурации, в реальных манипуляторах допус-
каются не все положения суставов, в механизме твёрдые элементы не
могут проходить сквозь друг друга.

Рис. 2. Определение внутренних координат сочленений

Рассмотрим рисунок 2, начало координат рабочего пространства ро-
бота расположено в первом подвижном сочленении у основания кине-
тической цепи, углы вычисляются против часовой стрелки, начиная от
условного продолжения предыдущего звена, а самый первый угол – на-
чиная от оси x глобальных координат.

Задача прямой кинематики: при заданных положениях сочленений q
определить положение центра захвата x в рабочем пространстве.

x = T q (1)

Общая матрица прямого преобразования T из q в x имеет вид:
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, (2)

где n1R – матрица вращения (2×2, а в 3D-пространстве 3×3), задаёт ори-
ентацию координат при переходе между системами отсчёта ближайших
сочленений, здесь все повороты от захвата qn к базе q1, n1P – столбец
переноса положения начала системы отсчёта следующего сочленения от-
носительно предыдущего, в нашем случае, учтены все смещения сочле-
нений. Данный столбец даёт нам в общем виде формулы перевода из
координат сочленений манипулятора в глобальные координаты положе-
ния захвата:

n
1P = fn(l, θ) =




∑n−1
i=1 li+1cos(

∑i
j=1 θj)∑n−1

i=1 li+1sin(
∑i

j=1 θj)∑n
i=1 θi




−x
−y

−ориентация
(3)

Параметры:
1. Углы θ = (θ1, . . . , θn) – поворотные соединения в порядке от основа-
ния к захвату (не все сочленения могут быть поворотными). θ1 – ори-
ентация сочленения у основания, θn – ориентация захвата. Углы могут
иметь строгие ограничения – Θk1 < θk <= Θk2, диапазон измерения.
2. Длины = (lk1 , . . . , lkz) – некоторые сочленения могут быть призмати-
ческими и менять свою длину lk в диапазоне от lk1 до lk2.

Если функция fn(l, θ) даёт положение захвата и его ориентацию в
глобальных координатах, то функции f i(l, θ), i = 1, n – положения про-
межуточных i-х точек-сочленений в глобальных координатах.

Т.е. формулы fn(l, θ) достаточно, чтобы управлять захватом мани-
пулятора относительно координат сочленений. На практике обычно це-
ли манипуляторам ставятся в оперативном пространстве, в координатах
положения захвата. В этом случае приходится решать более сложную
задачу обратной кинематики манипулятора.

ОБРАТНАЯ КИНЕМАТИКА МАНИПУЛЯТОРОВ
Обратное отображение – это отображение из пространства сочлене-

ний в рабочее пространство робота:

q = f−1(x)
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Решения обратной кинематики:
1. Аналитические методы — решение, полученное напрямую в виде урав-
нения, предпочтительнее, но в общем виде неразрешимо для достаточно
сложных реально существующих механизмов
2. Численные методы — сложно-вычислимы, неточны, являются прибли-
жениями, но это единственный практичный вариант решения в общем
случае.

Распространённые методы численных решений обратной кинематики ма-
нипулятора:
1. Циклический координатный спуск (CCD – Cyclic Coordinate Descent)
2. Псевдо-обратный расширенный Якобиан

Якобиан или Матрица Якоби - инструмент, который широко исполь-
зуется в робототехнике и теории управления, определяет динамические
отношения между двумя различными представлениями системы.

ẋ = Ṫ (q) q̇, ẋ = J q̇, J = Ṫ ,

Якобиан является матрицей частных производных, позволяет рас-
считывать управление в силах (крутящих моментах) для обеспечения
необходимых положения и скорости захвата. Может связывать не толь-
ко скорости, но и ускорения

ẍ = ˙J(q) q̇ + J(q)q̈

Обратный Якобиан определяет изменения в q относительно x:

q̇ = J−1ẋ

Манипулятор с пространством сочленений q, рабочим пространством
x, кинематическим отображением f : q → x кинематически избыточен,
если dim q > dim x. Существует много путей в пространстве сочленений,
соответствующих одному пути захвата в рабочем пространстве.
dim q - размерность пространства сочленений, каждое сочленение плос-
кого робота добавляет 1 размерность.
dim x - размерность рабочего пространства, позиция и ориентация=2+1

Почти все реальные роботы манипуляторы кинематически избыточ-
ны - имеют большее количество сочленений, чем минимально требует-
ся для выполнения их задач. Данное свойство вызывает проблемы при
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выводе функции управления роботом - обратной кинематики, которая
приобретает строгие ограничения применимости и неизбежно включает
в себя кинематические особенности, а выполняемые траектории стано-
вятся «неповторяемы».

Точка называется кинематической особенностью робота, если Яко-
биан в ней имеет не полный ранг: rang J < min(dim q, dim r). Когда
конфигурация манипулятора близка к кинематической особенности, для
умеренных скоростей захвата требуются очень большие скорости соеди-
нений. Таким образом, нужно определять траектории для сочленений,
избегающие с достаточным запасом особенностей.

Если пространство сочленений избыточно по сравнению с простран-
ством захвата, т.е. система переопределена или слабо обусловлена, то
Якобиан не является квадратной матрицей, не имеет обратной матрицы.
Нет гарантий, что Якобиан обратим, вместо обратного Якобиана необ-
ходимо взять псевдо-обратный.

J+ = (JTJ)
−1
JT

JTJ по определению квадратный, т.е., возможно, обратимый.
Если Якобиан – это линейное приближение задачи, а псевдо-

обратный Якобиан – приближение решения неразрешимой задачи, т.е.
приближение приближения, почему же просто не использовать JT , ко-
торый легко вычислять, для нахождения смещения q̇? Потому что ис-
пользование J+ ускоряет сходимость к цели.

Виртуальными перемещениями стремимся к правильному решению,
совершая небольшие шаги, в сторону минимизации ошибки:

Error = |(I − J+J)ẋ|
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КОНКРЕТНАЯ МОДЕЛЬ ПЛОСКОГО МАНИПУЛЯТОРА
В модели руки, которую мы моделируем и тестируем есть максимум 4 со-
членения: призматическое и три вращательных сочленения, обозначим:

q = (q1, q2, q3, q4) = (φ, ψ, θ, l3)

Сочленения манипулятора имеют ограничения:

l0 ≈ 0.07 −58◦ ≤ ϕ ≤ 47◦

l1 ≈ 0.9575 56◦ ≤ ψ ≤ 191◦

l2 ≈ 0.8846 −45◦ ≤ θ ≤ 55◦

l3 ≈ 0÷ 0.4

Возможность отключать и подключать сочленения и приводы позволит
нам более фактурно рассмотреть данную проблему обучения. Можно
записать матрицы перехода к локальным координатам сочленений:

A1=




1 0 l3
0 1 0
0 0 1


−ключица

A2=




cφ −sφ l2cφ
sφ cφ l2sφ
0 0 1


−плечо

A2=




c −sψ l1c
s c l1s
0 0 1


−локоть

A2=




cθ −sθ l0cθ
sθ cθ l0sθ
0 0 1


−запястье

Матрица прямого преобразования 2 – перевод точки из координат со-
членений q в координаты захвата x:

T = A1A2A3A4

T =




cφψθ −sφψθ l0cφψθ + l1cφψ + l2cφ + l3
sφψθ cφψθ l0sφψθ + l1sφψ + l2sφ

0 0 1




2Сокращённые обозначения: cφ = cosφ; sφ = sinφ; cφψ = cos (φ+ ψ);
sφψ = sin (φ+ ψ); cφψθ = cos (φ+ ψ + θ); sφψθ = sin (φ+ ψ + θ)
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ВЕЗДЕХОД С ДВУМЯ ГУСЕНИЦАМИ

1. Особая точка — центр мобильного робота.
2. Привод — вращение гусеницы либо вперёд, либо назад.
3. n=3 точки, 2 сочленения, m=4 привода.

Модель движения идеализирована:
1. Без проскальзывания приводов
2. Без изгибания осей приводов
3. Приводы не сжимаются
и т.д.

Не важно, колёса или гусеницы, главное, чтобы их можно вращать
в обе стороны. Для устойчивости может быть добавлено несколько пас-
сивных поддерживающих колёс.

Избыточность мобильного робота проявляется наиболее явно, кроме
того, что есть бесконечное число траекторий проезда до целевой точки,
находясь центром в целевой точке, приводы робота могут находиться в
любом положении.

Рис. 3. Модель мобильного робота

КИНЕМАТИКА МОБИЛЬНОГО РОБОТА
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VL = +k,
VR = 0

VL = +k,
VR = +k′

VL = +k,
VR = +k

VL = +k,
VR = −k

кружится
вокруг
сочленения

кружится вокруг
внешней точки

едет прямо кружится во-
круг центра

Кинематика мобильных роботов вычисляется от скорости и позиции
робота. Влияние каждой гусеницы на скорость робота рассматривается
отдельно. Поворот робота осуществляется с помощью разности управля-
ющих воздействий. Преобразование усилия приводов в движение:

∆x =
v

ω
sin(ωt); ∆y =

−v
ω

cos(ωt) +
v

ω

∆θ =
(VL − VR)t

d

ОБРАТНАЯ КИНЕМАТИКА МОБИЛЬНОГО РОБОТА
В данном конкретном случае получить аналитически обратную ки-

нематику просто. Управление задаём в терминах углов вращения колёс:
VL=Φ̇L r и VR=Φ̇R r.

(ẋ, ẏ, θ̇) =

(
Φ̇Lr + Φ̇Rr

2
, 0 ,

Φ̇Lr − Φ̇Rr

2

)
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ГОЛОНОМНАЯ КИНЕМАТИКА СИСТЕМЫ
В то время, как положение захвата манипулятора однозначно опре-

деляется углами сочленений, которые доступны в реальном времени, у
мобильного робота значения датчиков просто возвращают обороты ко-
лёс, они должны быть интегрированы вместе со временем, что является
источником большой неопределенности.

Кинематика робота голономная, если замкнутые траектории в про-
странстве сочленений q переводятся в замкнутые траектории в рабочем
пространстве x.

Кинематика неголономная система, если замкнутые траектории в
конфигурационном пространстве q могут не возвращать робота в на-
чальное положение в рабочем пространстве x.

Манипулятор голономен, т.к. каждое положение сочленения соответ-
ствует единственному местоположению в пространстве. Мобильный ро-
бот, движущийся по рельсам тоже голономен.

Машинка или мобильный робот с гусеницами, которые могут вра-
щаться с разной скоростью (differential-wheel robot) — неголономная си-
стема, потому что возвращение такого робота в начальное положение
требует не только перемотки гусениц на нужное число оборотов назад,
но ещё и правильного соотношения скоростей на них.

Рис. 4. Неголономная кинематика мобильного робота
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На рисунке 5 показано, что мобильный робот сначала движется по
прямой линии (обе гусеницы проворачиваются одинаковое число раз в
секунду). Затем левая гусеница остаётся неподвижной, и только правая
вращается вперёд. Потом только левая гусеница вращается назад. Нако-
нец, правая гусеница вращается назад, приводя систему в изначальное
состояние, но мобильный робот не вернулся к началу в координатах x.

Выполняя те же команды, на рисунке 5 видно, манипулятор с двумя
вращательными сочленениями возвращается в исходное состояние.

Голономность или неголономность кинематики системы не должна
влиять на качество работы алгоритма обучения и позиционирования. В
том числе и эту зависимость предстоит изучить алгоритму.

КООРДИНАТЫ СОЧЛЕНЕНИЯ И ПРИВОДА В МОДЕЛИ
Состояние системы s(t) = (x(t), ˙x(t)) задано в неподвижных коорди-

натах рабочего пространства робота. Для робота это пространство яв-
ляется вычислимым, но не является непосредственно измеряемым. До-
ступные датчики, установленные в сочленениях, возвращают состояние
приводов в локальных системах координат их сочленений. Информация
с датчиков достаточно дискретизирована и точна. Функция вычисления
статического состояния системы x хорошо изучена [3],[4],[5] по данным
датчиков q (прямая кинематика) — простая и точная и не имеет особен-
ностей:

f : q(t)→ x(t)

Обратная связь при управлении роботом может быть представлена в
обоих этих пространствах q и x. Если представление x понятно и есте-
ственно, необходимо рассмотреть, что представляет из себя пространство
q:

q(t) = ( q1(t), . . ., qn−1(t) )

где qk(t) - это положения сочленений, они могут быть выражены в метрах
или градусах поворота, в зависимости от сочленения.

Хоть конкретный график изменения положения сочленения во вре-
мени неизвестен, но можно предположить примерную функцию рабо-
ты пары приводов-антагонистов сочленения. Самое основное - функция
каждого привода гладкая, всюду существует первая и вторая производ-
ные, хотя, возможно, как мы покажем ниже, производные слева и справа
могут не совпадать.
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Более того, первый привод из пары имеет неубывающую функцию
Qk1(t) в пространстве q, а второй — невозрастающую Qk2(t).

Рис. 5. Полное раскрытие и смыкание сочленения робота-манипулятора,
показана функция действия приводов-антагонистов сочленения.

Тогда

q̇(t) = (q̇1(t), . . . , ˙qn−1(t)),

где q̇(t) – это величины изменений положений каждого сочленения в
заданный момент времени в локальных координатах соответствующего
сочленения.

Влияния в каждый момент времени обоих приводов накладываются
и общее смещение сочленения вычисляется

qk(t)=qk(t−1) + Q̇k1(t)+Q̇k2(t), (4)

при этом за счёт возрастания одного и убывания второго, смещения при-
водов будут взаимообратными.

q̇k(t)=Q̇k1(t)+Q̇k2(t) (5)

Вообще говоря, величина смещения привода в одном направлении
необязательно конечна. На рисунке показано, как себя ведут приводы в
модели мобильного робота:

Можно видеть, что хотя на отметке Qmax гусеница вернулась в по-
ложение, с которого начиналось движение, смещение привода вперёд, а
вместе с ним всего объекта, может продолжаться, что будет приводить
к увеличению смещения в пространстве x. Можно бесконечно приме-
нять усилие в одном направлении (раскручивать колесо) и продолжать
движение: будь то кружиться на одном месте или двигаться, пока не
произойдёт столкновение с объектом среды. Величина смещения внутри
одного привода в мобильном роботе неограничена.
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Рис. 6. Величина смещения от времени в приводах мобильного робота.

На том же рисунке 7 демонстрируется зависимость величины прой-
денного пути во времени для обоих приводов антагонистов, начинаем
двигаться со скоростью vk=Q̇k1(t)=Q̇k2(t), затем ускоряемся до скорости
2×v, замедляемся до скорости v/2, и в конце стабилизируем скорость на
начальном уровне v.

Для робота манипулятора можно допустить, что сочленения прокру-
чиваются целиком на 360◦, не задевая звенья опоры, т.е. если устроены
так, что в них нет конструктивных ограничителей.

В нашей модели манипулятора величина смещения внутри его приво-
дов ограничена 0 ≤ qk ≤ Qkmax (см. рис. 6), т.е. робот может раскрывать
и смыкать сустав до каких-то пределов с обоих сторон. Это условие обоб-
щает алгоритм обучения, мы стараемся в нём учесть разное поведение,
которое может быть свойственно различным реальным системам.

По причине отсутствия информации о процессах, происходящих в
приводах и сочленениях, нельзя полагаться на идентичность протека-
ния процесса от попытки к попытке, от чего отсутствует повторяемость
результата действия. Кроме того, во время движения на систему кроме
усилий приводов действуют и другие силы, что нужно учитывать при
генерации управления. Для симуляции такого поведения модели в внут-
реннюю функцию динамики системы будут введены случайные откло-
нения, научиться обрабатывать которые и есть конечная цель данного
исследования.

Любое движение является в принципе обратимым, т.к. у каждого
привода есть антагонист, смещающий qk в противоположную сторону.
Но обратное действие привода не гарантирует возвращения в изначаль-
ную точку. Теперь становится ясна причина наличия кнопки reset, она
позволяет начинать любое действие с известного состояния системы.
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ПРОЦЕССЫ В ПРИВОДАХ ПРИ УПРАВЛЕНИИ
При задании действия в эпизоде варьировать можно только вре-

мя пуска привода относительно остальных, длительность активно-
сти каждого привода uk(t) (см. рис. 8). Длительность определяет на
величину пройденного пути qk(t) сочленением.

Рис. 7. Управление траекторией движения особой точки.

При работе приводы будут действовать по своим внутренним зако-
нам. Поскольку активация привода — не мгновенный процесс, существу-
ют влияния инерции и иных сил на механизм системы, то для того, чтобы
произошло видимое изменение известной части состояния системы x(t)
в виде сдвигов точек системы, приводы должны быть активны в течение
нескольких тактов времени подряд. Отбрасывая управляющие сигналы
приводов, фактически не меняющие состояние системы, управление u(t)
эпизода обучения можно представить, как кусочно-постоянную дискрет-
ную вектор-функцию, или как разряжённую матрицу размера N×m с
несколькими последовательностями подряд идущих единиц в столбцах,
гдеm столбцов - число приводов, а N строк - максимальное число тактов
для эпизода, (t1 − t0) < N , где t0 – начало эпизода, а t1 – конец эпизода.
Траектория движения особой точки системы в течении эпизода есть
положения n-й точки в каждый такт времени:

qn(t0, t1) = {qn(t0), qn(t0 + 1), . . . , qn(ti), . . . , qn(t1)} , (6)

t0 < ti < t1
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ФУНКЦИЯ ПЕРЕМЕЩЕНИЯ СОЧЛЕНЕНИЯ
Используя (4) и (5) запишем в пространстве q формулу перемещения

k-го сочленения в момент t, начиная эпизод с момента t0:

qk(t) = qk(t0)+
t∑

t=t0

q̇k(t) = qk(t0)+
t∑

t=t0

(
˙Qk1(t) + ˙Qk2(t)

)

Усилие привода — одна из неизвестных функций, задаёт законы внут-
реннего функционирования системы, напрямую ей управлять нельзя.
Обозначим смещение по усилию привода Fkz = Fkz(q̇k(t−1)), k=1, n−1,
z=1, 2. Усилие действует, когда управление ukz(t)=1 и зависит от ско-
рости своего сочленения q̇k(t−1) в предыдущий момент времени. Тогда
общий прирост смещения внутри привода за такт есть:

˙Qkz(t) = (−1)z
[
ukz(t) Fkz(q̇k(t−1)) + Ikz(q̇k(t−1))

]

где Fkz≥0 — смещение по усилию (Force) привода, передаваемое связан-
ным точкам системы, Ikz≥0 — смещение, вызванное инерцией (Inertia)
после придания скорости.

Пример, как может выглядеть функция усилия:

Fkz = q̇k(t−1) + V,

где V=const.
Пример, как могут выглядеть функции инерции:

Ikz =
q̇k(t−1)
∑k

j=1mj

– для манипулятора, и

Ikz =
q̇k(t−1)

mk+mn

– для вездехода, где mj=const, j=1, n.

ВЗАИМНЫЕ ВЛИЯНИЯ ПРИВОДОВ И СОЧЛЕНЕНИЙ
Как уже было сказано, любое движение имеет обратное, т.к. у каждо-

го привода есть антагонист, смещающий qk в противоположную сторону.
В силу того, что разные по направлению силы могут быть активны одно-
временно, если они сравняются по модулю, то они будут компенсировать
усилия друг друга, плотно фиксируя сочленение.
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В чем смысл отдельно выделять по сути два одинаковых состояния:
состояние покоя сочленения, когда на её приводы-антагонисты не по-
даётся никакое управление u(0, 0), и состояние взаимной блокировки
u(1, 1), когда на оба привода подаётся сигнал выработки усилия, если
в обоих состояниях сочленение не движется?

В случае, когда на это сочленение не действуют и приводы иных
сочленений, действительно, разницы нет. Но если рассмотреть случай,
показанный на рисунке 9:

Рис. 8. (а) состояние покоя и (b) состояние взаимоблокировки локтя руки
робота

Можно видеть, что в результате движений получаются разные по-
ложения захвата. В случае (а) левой части рисунка захват не доходит
часть пути, относительно случая (b) в правой части. Пунктирные пози-
ции показывают какое расстояние последнее звено не дошло – в нашей
модели оно принято за половину.

Рис. 9. Взаимное влияние сочленений. Закономерность скоростей

Т.е. сила, с которой сочленение влияет на звено следующее, за тем,
которое связано непосредствено с этим сочленением, равна половине от
исходной силы и противоположна по направлению. Сила, с которой со-
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членение влияет на звено, через одно от непосредственно связанного с
данным сочленением равна четверти исходной силы в обратную сторону.
Рассмотрим рисунок 10, подаём управление на привод-смыкатель плеча,
плечо начинает движение, развивая скорость полного усилия, и этим со-
здаёт в покоящемся локте обратное усилие в половину величины, т.е. в
приводе-размыкателе локтя имеем скорость – V4=V1/2. Добавим новый
член в формулу усилия привода, который будет моделировать данное
свойство:

˜̇Qkz(t)=(−1)z


ukz(t) Fkz(q̇k(t−1))+Ikz(q̇k(t−1))+

n∑

p=0
p 6=k

q̇p(t−1)

(p−k)2




Ещё раз смотрим на рисунок 9, часть (b) – сочленение фиксировано
силами, не может свободно двигаться, таким образом, плечо перемеща-
ет всю руку, как единое звено. А в части (a), наоборот, в покоящемся
сочленении есть свобода и неприкреплённый конец пытается сохранить
своё положение при движении плеча, локоть раскрывается в противопо-
ложную сторону от движения плеча, вместо всего пути последнее звено
проходит только половину.

Аналогичное эффект можно смоделировать для вездехода, рис. 11.

Рис. 10. (a) состояние покоя и (b) состояние взаимоблокировки левой
гусеницы вездехода
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МОДЕЛЬ ОЖИДАЕМЫХ ИЗМЕНЕНИЙ В ДИНАМИЧЕ-
СКОМ СОСТОЯНИИ СИСТЕМЫ ПРИ ЭКСПЛУАТАЦИИ
ПОСЛЕ ОБУЧЕНИЯ

Допустим, что система обучена в предположительно статических
условиях и теперь занимается решением ставящихся перед ней задач. В
процессе работы механизма в среде функционирования могут происхо-
дить изменения условий наблюдаемые (перемещение в новое помещение,
установка под углом, навешивание груза) и ненаблюдаемые (изменение
вязкости рабочего тела пневматики и пр.). Это означает, что с течени-
ем времени внутренние законы действия системы могут "гладко" изме-
няться в небольших пределах. Ниже даём определение этим изменениям.
Таким образом, от повторения к повторению конечное состояние эпизо-
да может смещаться. Следовательно, запомненное в базе данных дей-
ствие, успешно достигшее цели, на практике уже не всегда её достигает
с нужной точностью. Динамическое состояние системы и изменения в
нём задаются разностными дифференциальными уравнениями, проводя
эксперименты с переобучением системы, уточнением управления важно
выяснить границы применимости адаптации для разных видов уравне-
ний.

1. Мгновенные изменения
Происходят быстро (порядка нескольких тактов), редко (1 эпизод из

1000), тем самым вносят шум, который нужно уметь отфильтровывать.
Примеры таких изменений: порыв ветра, задевание недопустимого объ-
екта в рабочем пространстве и др.

Рис. 11. Мгновенные изменения в модели системы

Для симуляции такого шума в закон функционирования привода доба-
вим следующий член:
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K(tk) =

{
K, t ≥ tk
0, t < tk

, K=const

Запишем полученный закон для k-го привода:

˙̃
Qkz(t)=(−1)z [ukz(t) Fkz(q̇k(t−1))+Ikz(q̇k(t−1))+

+
n∑

p=0
p 6=k

q̇p(t−1)

(p−k)2
+K(tk)


 (7)

2. Системные изменения
Происходят постепенно нарастающие изменения, которые действуют

на робота длительное время, к ним нужно уметь приспособляться (на-
растающие, в смысле, если новая функция динамики устоялась в течении
1000 тактов, постепенный возврат к исходной функции также является
нарастающим изменением). Примеры системных изменений функциони-
рования системы: атмосферное давление, влажность воздуха, темпера-
тура помещения, износ подшипников и т.д.

T тактов, достаточно много, для плавного перехода от одной функции
динамического состояния системы к другой:

q̇k(t)→
(

(T−1)q̇k(t) + 1 ˙̃qk(t)
)
/T→ . . .

→
(

(T−i)q̇k(t) + i ˙̃qk(t)
)
/T → . . .

→
(

1 q̇k(t) + (T−1) ˙̃qk(t)
)
/T → ˙̃qk(t), (8)

Происходят в виде постепенной замены функций усилия приводов,
изменения конструкционных параметров (масс, направления гравитации
и пр.). Значит, просто заменяем функцию динамики в каждый момент t
на новую:

˙̃
Qkz(t) = (−1)z

[
ukz(t)F̌kz

(
˙̃qk(t)(t−1)

)
+Ǐkz

(
˙̃qk(t−1)

)
+

+

n∑

p=0
p 6=k

q̇p(t−1)

(p−k)2
+K(tk)


 (9)
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Рис. 12. Диапазон допустимых системных изменений в функциях усилия
приводов

На рисунке ниже показаны границы, внутри которых могут быть вы-
браны функции усилия приводов:

Запишем формулу:

(kz2×t+ tzf2) ≤ ˙̃
Qkz(t) ≤ (kz1×t+ tzf1), (10)

где kz1 > kz2 – константы уклона, tzf1, tzf2 – моменты времени, спустя
которые усилие привода превосходит силу трения внутри сочленения.
Аналогичный конус для противоположного убывающего привода, также
расширяющийся с течением времени, только направленный вниз. Модель
функционирует так, что чем меньше по длительности работает привод,
тем меньше будет случайный разброс значений.

Чтобы более детально определить характеристики конкретной слу-
чайной функции из всех возможных нужно воспользоваться теорией
случайных процессов. В рамках определённого здесь диапазона нужно
задать ансамбль реализаций случайного процесса – правило всех реа-
лизаций этого процесса. Задать такое однопараметрическое семейство
случайных величин (от параметра времени t), заданных на одном и том
же пространстве элементарных событий Ω, мы можем достаточно про-
извольно, нужно только вспомнить, что для соответствующего привода
функции в его семействе должны быть либо неубывающими, либо невоз-
растающими.

3. Граничные условия
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В этом разделе представлены виды граничных возмущений на концах
доступного хода привода, т.е. в первых тактах самого начала движения,
а также при принудительной остановке системы в следствие некоррект-
ного управления – при ударах о границы свободного хода сочленений,
о границы рабочей области. На рисунке 15 (a) показаны этапы работы
одного сочленения целиком – от крайнего до крайнего момента, здесь
внимание будет заострено на первой ∆t1 и последней ∆t3 частях движе-
ния сочленения.
3.1. Если не предотвращать столкновение робота с ограничениями (пре-

Рис. 13. Виды граничных изменений: (a) реакция смещения на столкно-
вение, (b) преодоление трения на старте

делом движения сустава манипулятора или наезд на объект вездеходом),
заблаговременно снизив скорость, можно получить сильные упругие ко-
лебания всей системы (рис. 16 (a)). Вид получаемых быстро затухающих
колебаний можно описать следующей формулой (см. рис. 15 (b)):

f(x) =
sinx√
x

3.2. Колебания, возникающие на этапе старта привода (рис. 16 (b)), для
преодоления трения внутри привода и сустава, или трения поверхности,
требуется накопление импульса, за которым происходит моментальное
ускорение особой точки системы и незначительная её раскачка. Распо-
лага
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(a) (b)

Рис. 14. (a) работа одного сочленения целиком, (b) функция колебаний
столкновения

Ограничения суставов следует избегать с максимально возможным
запасом при любой траектории пространства сочленений. В случае с про-
блемой на старте движения, можно понимать так, что максимальной эф-
фективности позиционирования роботов с данными законами движения
можно достичь на движениях средней длины относительно хода приво-
да, т.е. мы принимаем во внимание тот факт, что не нужно располагать
целевые точки очень близко к начальной позиции, чтобы получать нор-
мальный результат позиционирования.

ОГРАНИЧЕНИЯ СКОРОСТИ И УСКОРЕНИЯ ПРИ УПРАВЛЕНИИ
Траектории суставов должны быть как можно более плавными (в

реальном роботе грубые и резкие движения могут повредить механизм),
и общее движение суставов должно быть не больше, чем необходимо для
получения заданного движения захвата.

Даже идеальная модель системы неизбежно сталкивается с пробле-
мами при использовании простого пропорционально-дифференцирующего
управления в оперативном пространстве:

ux = kp(x
∗ − x)− kvẋ

где x и ẋ – позиция и скорость системы в оперативном пространстве, x∗ -
целевая позиция, а kp и kv – коэффициенты усиления пропорциональной
и дифференцирующей состовляющих.

Если так определить управляющий сигнал в пространстве x и преоб-
разовать его в точные крутящие моменты сочленений q, то траектория
достаточно длинного движения особой точки qn(t) не будет прямой лини-
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ей, т.к. либо двигатели не смогут фактически выдать нужные мгновен-
ные крутящие моменты, либо будут недостаточны дискретизации управ-
ления или обратной связи. Некоторые из приводов связаны с меньшей
массой, чем другие, в случае с кинематической цепью, и могут выдавать
больший разброс по крутящим моментам в своём сочленении. Естествен-
ным представляется замедлить робота, ограничить скорость и ускорение
для его сочленений. Введём желаемую скорость взяв её величину доста-
точно маленькой, чтобы крутящие моменты всех сочленений могли её
обеспечить.

x̃ = (x− x∗)

ux=−kv
(
ẋ+sgn(x̃)max

(
Vmax,

kp
kv
|x̃|
))

ux=

{
−kv(ẋ+sgn(x̃)Vmax)
−kvẋ+ kpx̃

(11)

Остаётся сделать не одинаковое

1. Ограничение скорости
В случае с нашей моделью всё немного сложнее, потому что нет воз-

можности задавать точные крутящие моменты на сочленения. Отсекать
скорость можно только с некоторой задержкой, постфактум.

Рис. 15. Ограничение скорости

|q̇k(t)| < Ckv

где Ckv=const

2. Ограничение ускорения
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Рис. 16. Ограничение ускорения

Вопрос обстоит ещё сложнее с ограничением ускорений соединений
роботов.

|q̈k(t)| < Cka

где Cka=const – некоторая константа,
Упругие деформации создают колебательность в приводах при их ак-

тивном разгоне и торможении, т.е. тогда, когда появляются ускорения [3].
Нежелательны колебания, возникающие при торможении привода, они
затягивают процесс остановки робота, следовательно, снижают быстро-
действие системы. Колебания, возникающие на этапе разгона привода
обычно успевают затухнуть к моменту его торможения и поэтому ме-
нее вредны. Однако, если длительность этапа движения с постоянной
скоростью мала, оба эти типа колебаний могут наложиться, что сильнее
затруднит процесс торможения.
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РЕЗУЛЬТАТЫ
Разработан алгоритм обучения систем с дискретным управлением в

задаче позиционирования действовать своими приводами. Для первого и
второго вопросов поставленных перед исследованием получены ответы,
построены этапы алгоритма обучения, результаты сложности и времени
обучения для двух моделей реальных устройств с нелинейными законами
движения приведены в таблицах 1-4. В данном тексте третий вопрос
исследования сформулирован как гипотеза для дальнейшей разработки,
практические результаты ещё не получены.

Ответом на первый вопрос является двухэтапный алгоритм, который
на первом этапе задействуя разные приводы и варьируя длительности
их работы, даёт понимание разброса возможных состояний системы, на-
правления работы приводов, локализует положение относительно робота
интересующей области рабочего пространства в координатах управлений
u(t). Вторым этапом алгоритм создаёт плотную равномерную решётку
конечных положений покрывающую все целевые точки интересующей
области, подбор значений аргументов неизвестной функции, чтобы вы-
держивать равные дистанции между её значениями осуществляется ме-
тодами Монте-Карло и МНК на основе действий, хранящихся в базе
данных обучения.

Простые эксперименты показали, что случайная генерация бинарных
матриц управлений за адекватное время не даёт такого же направлен-
ного эффекта, как данный двухэтапный алгоритм, по траекториям дей-
ствий которого получается хорошая интерполяция: конечные положения
и траектории равномерно распределены по интересующей области, без
сгустков и пустот.

Сложность (в числе траекторий) алгоритма заметания решётки за-
висит от установленного шага (см. таблицы), чем меньше размер шага,
тем выше сложность. Имея решётку конечных положений, дальше дей-
ствовали двумя способами.

Первый способ – это приближаться к любым целевым точкам в изу-
ченной области попытками градиентного спуска. В среднем получается 8
попыток на 1 новую целевую точку. Выбираются несколько ближайших
конечных точек к искомой и по ним строится промежуточное управление
усреднением, приближающее к цели. Не всякие два управления подхо-
дят для получения промежуточного между ними, но если точек, рядом
с целью достаточно много и дискретизация обратной связи и управле-
ния достаточно малы, алгоритм сходится к цели. Этот метод хорош тем,
что легко применяет новый полученный опыт в процессе работы, а так-
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же толерантен к шуму. Не требователен к вычислительным ресурсам,
но имеет слишком большую сложность (число попыток). Алгоритм ло-
кальный, даже если учитывать обращение к базе данных, работает за
константную асимптотику.

Второй способ – строить глобальную аппроксимацию случайными
функциями[6] 2-функционала обратной кинематики системы. В среднем
1 попытка на новую целевую точку для данного метода, что очень хо-
рошо. Но аппроксимация вычисляется для фиксированного набора про-
изведённых траекторий. Пока не найден способ частичного пересчёта
полной интерполяции (при добавлении каждой новой траектории нужно
пересчитывать с нуля), очень высокие требования к оборудованию для
пересчёта и квадратичная вычислительная сложность относительно за-
писей в базе данных по памяти и CPU. Деградирует от зашумлённых
данных.

Сложностью алгоритма назовём общее число движений системы при
работе алгоритма обучения (изначальная категория, которую мы мини-
мизируем). Метод оценки времени: если 1 такт дискретного времени =
1 миллисекунда (5 мкс), тогда 1 эпизод, максимальная длительность ко-
торого N тактов, в среднем длится N/10×(5 мкс)≈0,5 c., ещё столько
же нужно, чтобы вернуться в начальную точку. Получается, что одно
позиционирование туда (эпизод) и обратно (reset) в среднем занимает 1
секунду. Всего целевых точек расположенных в интересующей области
рабочего пространства робота 400 штук.

Таблица 1. Глобальная интерполяция для манипулятора
Этапы Слож-

ность
Шаг за-
метания

Среднее число
движений на 1
целевую точку

% попада-
ний в целе-
вые точки

Время

1.1 255 71.43 мм 1 - 14 мин.
1.2 1352 8.93 мм 1 - 23 мин.
2 400 - 1 96% 7 мин.
Итого 2007 - - - 44 мин.

Далее есть намерение смешать описанные два подхода ко второму во-
просу исследования, чтобы сгладить достоинствами одного недостатки
другого. Применяя один алгоритм для разных систем показываем высо-
кую абстрактность подхода, выявляем минимальные достаточные огра-
ничения для успешного применения алгоритма для разных устройств.
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Таблица 2. Глобальная интерполяция для вездехода
Этапы Слож-

ность
Шаг за-
метания

Среднее число
движений на 1
целевую точку

% попада-
ний в целе-
вые точки

Время

1.1 1359 18.75 мм 1 - 23 мин.
1.2 4288 5.62 мм 1 - 72 мин.
2 400 - 1 98% 7 мин.
Итого 6047 - - - 1.68 ч.

Таблица 3. Приближение попытками градиентного спуска манипулятора
Этапы Слож-

ность
Шаг за-
метания

Среднее число
движений на 1
целевую точку

% попада-
ний в целе-
вые точки

Время

1.1 255 71.43 мм 1 - 14 мин.
1.2 1352 8.93 мм 1 - 23 мин.
2 2468 - 7 100% 42 мин.
Итого 4075 - - - 1.19 ч.

Таблица 4. Приближение попытками градиентного спуска вездехода
Этапы Слож-

ность
Шаг за-
метания

Среднее число
движений на 1
целевую точку

% попада-
ний в целе-
вые точки

Время

1.1 1359 18.75 мм 1 - 23 мин.
1.2 4288 5.62 мм 1 - 72 мин.
2 3044 - 8 100% 51 мин.
Итого 8691 - - - 2.26 ч.

Продолжение исследования в направлении, которое можно описать
так: память обширная, предоставляет возможности по построению адек-
ватных предсказаний, но её данные со временем устаревают и переста-
ют верно отображать обстановку вещей, а для того, чтобы переобучать-
ся времени нет, уточнение действий должно производиться в реальном
времени. После успешной фазы обучения происходит эксплуатация обу-
ченной системы, опыт постоянно дополняется. Так как записи действий
сохраняются в базе данных навсегда, важно не запутаться в произведён-
ных действиях с разными результатами и одной целевой точкой.
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Learning algorithm of systems with discrete control
Golikov K.A.

The learning algorithm was developed for the problem of
positioning systems with discrete control, it is based on a method of
generalizing using a global interpolation and a gradient descent of trials
and fails that stored in the database. The algorithm is optimized by
the criterion of reducing the learning time (number of attempts). The
algorithm was tested on a simulator for models of systems operating
on a plate of two different types: for a mobile differential-drive robot
and for an open kinematic chain with rotational and prismatic joints.

Keywords: positioning, learning algorithm, robot, interpolation,
approximation.
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Объектная модель правил дорожного
движения

Менькин М. И.

Данная работа относится к области семантического анализа
юридических документов. Под семантикой нормативно-правовых
актов будем понимать отображение, на вход которого поступает
текст нормативно-правового акта, а на выходе получается его фор-
мальная модель. В статье описывается один из возможных подхо-
дов построения формальной модели правил дорожного движения.

Ключевые слова: семантический анализ нормативно-правовых
актов, прагматический анализ, построение формальных моделей.

1. Введение

Существует актуальная проблема автоматического извлечения знаний из
текстов на естественном языке (ЕЯ). Целью настоящей работы является
разработка аппарата извлечения знаний из нормативно-правовых актов
(НПА) на примере Постановления Правительства «О правилах дорожно-
го движения» [1] (далее — ПДД) для решения разного рода прикладных
и теоретических задач. Будем считать, что мы правильно поняли смысл
НПА, если по его тексту мы смогли построить некоторую формальную
модель, описывающей этот НПА.

Для достижения цели необходимо сделать следующее:

1) разработать формальную модель, в которую будет преобразовы-
ваться текст;

2) автоматизировать процесс построения формальной модели по тек-
сту;

3) решить практическую задачу (например, проверить непротиворе-
чивость и полноту текста НПА на смоделированных данных) для
демонстрации работоспособности модели;
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4) получить теоретические оценки эффективности и адекватности мо-
дели.

Причиной рассмотрения именно юридического документа является
формализованность структуры предложений и текста, а также ограни-
ченность лексики (по сравнению с произвольным текстом на ЕЯ).

Примеры возможных практических применений результатов работы:

• создание вопросно-ответных систем для приёма или сдачи теорети-
ческого экзамена на знание ПДД;

• мониторинг дорожных ситуаций в реальном времени.

Если говорить о произвольных НПА, то их модели могут быть ис-
пользованы при решении следующих задач:

• проверка реальных ситуаций и определение их «законности», «пра-
вильности» (т.е. их непротиворечивость НПА);

• проверка полноты знаний НПА при его применении к реальным
ситуациям;

• проверка непротиворечивости частей одного НПА или разных НПА
друг другу;

• синтез новых НПА (путём задания классов, их атрибутов, методов
и правил взаимодействия).

Процесс программной реализации механизма извлечения знаний из
текста можно условно разделить на несколько взаимосвязанных частей:

1) Морфологический (значимые компоненты слов);

2) Синтаксический (структурные отношения слов);

3) Семантический (содержательная компонента слов, смысл);

4) Прагматический (семантика по отношению к целям высказыва-
ния).

Иногда также выделяют фонетический этап (применительно к устной
речи) и дискурсивный этап (анализ текста как акта коммуникации либо
как текста конкретной предметной области) [2, 3].
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В статье приводится прагматическая модель ПДД, в которую в даль-
нейшем будет преобразовываться текст из [1]. Данная часть работы за-
ключается в определении основных сущностей документа, их атрибутов
и правил взаимодействия. С точки зрения объектно-ориентированного
программирования — это этап определения классов, их атрибутов и ме-
тодов. С юридической точки зрения классы — это объекты и субъекты
права, а методы классов — нормы права [4]. Дальнейшая автоматизация
процесса извлечения знаний (через морфо-синтаксический анализ) будет
основываться на приведении текста к модели, определённой на прагма-
тическом этапе.

Следует отметить, что прагматический этап в некотором смысле
независим от остальных ввиду уникальности каждой предметной обла-
сти.

Идейно текущая работа пересекается с работами Е.М. Перпера по
анализу юридических документов [5–8].

Автор выражает благодарность Э.Э. Гасанову за постановку задачи,
бурное обсуждение и помощь в процессе работы.

2. Объекты ПДД

2.1. Основные понятия

Основные объекты ПДД — дорога, транспортное средство (ТС) и
манёвр. Ввиду отсутствия в [1] определения термина «манёвр», дадим
ему своё определение. Далее приведём необходимые нам определения по
тексту ПДД:

Дорога — обустроенная или приспособленная и используемая для
движения ТС полоса земли либо поверхность искусственного сооруже-
ния. Дорога включает в себя одну или несколько проезжих частей, а
также трамвайные пути, тротуары, обочины и разделительные полосы
при их наличии.

Проезжая часть — элемент дороги, предназначенный для движения
безрельсовых ТС.

Полоса движения — любая из продольных полос проезжей части,
обозначенная или не обозначенная разметкой и имеющая ширину, до-
статочную для движения автомобилей в один ряд.

Транспортное средство — устройство, предназначенное для перевоз-
ки по дорогам людей, грузов или оборудования, установленного на нем.
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Преимущество (приоритет) — право на первоочередное движение в
намеченном направлении по отношению к другим участникам движения.

Уступить дорогу (не создавать помех) — требование, означающее,
что участник дорожного движения не должен начинать, возобновлять
или продолжать движение, осуществлять какой-либо манёвр, если это
может вынудить других участников движения, имеющих по отношению
к нему преимущество, изменить направление движения или скорость.

Теперь введём свои определения.
Участок дороги (УД) — часть полосы движения, инвариантная от-

носительно действующих на ней правил движения. На рис. 1 приведён
пример УД: знак «Ограничение максимальной скорости» вносит новое
правило движения (не превышать скорость), и поэтому этот знак опре-
деляет новый УД. Следующее событие, изменяющее правила движения
(в нашем случае это знак «Падение камней»), определит новый УД, и
т.д.

Рис. 1. Полоса движения (1) и участок дороги (2).

Граф дороги — раскрашенный граф D =
(
V,E, P (i)

)
, где V — множе-

ство вершин, каждому элементу которого соответствует один УД, E —
множество рёбер, каждому элементу которого соответствует одно отно-
шение соседства «УД»–«УД» (т.е. ребром соединяем только примыкаю-
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щие друг к другу УД), P (i) = Pv(i)×Pe(i) — множество цветов, Pv(i) —
атрибуты вершин в момент времени i, Pe(i) — атрибуты рёбер в мо-
мент времени i. Рёбра из E, которые соединяют УД, принадлежащие
одной полосе, ориентированы по направлению движения на этой полосе.
На рис. 2 приведён пример разбиения дороги на УД (числами «1», «4»,
«9», «12» обозначены обочины, остальными — участки проезжей части),
на рис. 3 — граф, соответствующий этому разбиению.

Рис. 2. Разбиение дороги на участки дорог.

Существование рёбер, и, как следствие, необходимость рассмотрения
именно графовой модели, можно обосновать тем, что между парами УД
возникают атрибуты, которые не существуют у УД по отдельности (на-
пример, горизонтальная разметка на дороге между двумя УД — это ат-
рибут их отношения, или, иначе, цвет ребра графа дороги).

Манёвр — потенциально возможное действие ТС, в результате кото-
рого оно изменяет УД (например, меняет полосу движения, выезжает на
перекрёсток или на УД с новым действующим знаком, и т.д.) или заметно
изменяет свою скорость. В зависимости от дорожной ситуации, манёвр
имеет статус «обязателен для исполнения» (например, манёвр «останов-
ка» перед красным сигналом светофора), либо «допустим» (например,
манёвр «опережение», если его выполнение не запрещено в данной до-
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Рис. 3. Граф дороги.

рожной ситуации), либо «запрещён» (например, манёвр «разворот» в
тоннеле).

Пусть D =
(
V,E, P (i)

)
— граф дороги, T — множество ТС, M —

множество манёвров. Тогда дорожная ситуация (ДС) — это пятёрка
S =

(
D,M, T, f(i), g(i)

)
, где f : T × i→ V — функция позиционирования,

которая в каждый момент времени i каждому ТС из T ставит в соответ-
ствие один УД из V , g : T × i→M ∪{∗} — функция назначения манёвра,
которая в каждый момент времени i каждому ТС из T ставит в соответ-
ствие один манёвр из M . Если функция назначения манёвра принимает
значение ∗, то это понимается как «манёвр неопределён». Множество T
не обязательно должно содержать все ТС, которые находятся на дороге.
Множество M не обязательно должно содержать все возможные манёв-
ры.

Разрешение дорожной ситуации для данного транспортного сред-
ства — определение всех допустимых манёвров для данного ТС в данной
ДС.

Разрешение дорожной ситуации — разрешение ДС для тех ТС, у
которых значение манёвра неопределено.

Корректная дорожная ситуация — ДС, в которой для каждого ТС,
у которого определён некоторый манёвр, этот манёвр входит в перечень
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допустимых манёвров (т.е. таких манёвров, которые не противоречат в
данной ДС существующим ПДД).

Задачами ПДД является разрешение либо определение корректности
произвольных ДС.

В следующих подразделах перечислим объекты модели и их атрибу-
ты, выделенные из ПДД (списки неполные и будут дополняться). Для
атрибутов используются следующие условные обозначения:

• bool — булев тип;

• int / int[ ] — целочисленный тип / список целочисленных типов;

• enum — перечисляемый тип.

При программной реализации перечисленные ниже атрибуты будут
являться переменными класса.

2.2. Дорога

В [1] дано слишком общее определение термину «дорога». На практи-
ке для разрешения ДС используется лишь небольшая часть всей дороги.
Поэтому мы под дорогой будем понимать ту часть дороги, которая имеет,
либо не имеет горизонтальной разметки, и которая содержит фиксиро-
ванное количество полос движения для ТС.

При перечислении атрибутов в скобках укажем номер пункта ПДД,
в котором встречается данный атрибут (номер пункта приводится в ка-
честве примера, использование данного атрибута в тексте ПДД может
быть не единственным). В случае если атрибут напрямую не прогова-
ривается в документе, но подразумевается и важен для моделирования
ДС, в скобках вместо пункта пишем фразу модельный атрибут.

• int: количество проезжих частей (п. 1.2)

• int[ ]: количество полос движения на каждой проезжей части (п. 1.2)

• bool: наличие реверсивных полос (п. 9.8)

• bool: наличие горизонтальной разметки (п. 1.2)

• bool: наличие тротуара (п. 1.2)

• bool: наличие обочины (п. 1.2)

• bool: наличие трамвайных путей (п. 1.2)
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• bool: наличие пешеходной дорожки (п. 1.2)

• bool: наличие велосипедной дорожки (п. 1.2)

• bool: наличие железнодорожного переезда (п. 15.1)

• enum: движение правостороннее / левостороннее (в России — пра-
востороннее, п. 1.4)

2.3. Участок дороги

Перечислим некоторые атрибуты УД. Атрибуты, которые изменяются в
течение времени, будем называть состояниями.

• int: скорость максимальная (на данном участке дороги), км/ч (мо-
дельный атрибут, зависит от атрибутов УД и ТС)

• int: длина, м (модельный атрибут)

• int: ширина, м (модельный атрибут)

• enum: (перекрёсток / поворот) принадлежность одной / двум до-
рогам (модельный атрибут)

• enum: тип УД (проезжая часть, тротуар, обочина, трамвайные пу-
ти, железнодорожный переезд, велосипедная дорожка, пешеходная
дорожка) (п. 1.2)

• bool: перекрёсток (п. 8.8)

• enum: (перекрёсток) регулируемый / нерегулируемый (п. 8.8)

• bool: пешеходный переход (п. 8.11)

• bool: тоннель (п. 8.11)

• bool: мост (на / под) (п. 8.11)

• bool: путепровод (на / под) (п. 8.11)

• bool: эстакада (на / под) (п. 8.11)

• bool: железнодорожный переезд (п. 8.11)

• bool: остановка маршрутного ТС (п. 8.11)
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• bool: реверсивная полоса (п. 9.8)

• bool: жилая зона (п. 10.2)

• bool: населённый пункт (п. 10.2)

• bool: главная дорога (п. 11.4)

• bool: участок с ограниченной видимостью (конец подъёма / опас-
ный поворот) (п. 11.4)

• bool: до железнодорожного переезда менее 100 м (п. 11.4)

• bool: уклон (п. 11.7)

• int[ ]: действующие знаки (п. 11.7)

• bool: наличие трамвайных путей (п. 12.4)

• bool: автомагистраль (п. 16.1)

Состояния:

• bool: наличие пешеходов (модельный атрибут; пешеходы, наравне с
ТС, являются участниками дорожного движения, но т.к. у них нет
своих атрибутов, кроме как принадлежать либо не принадлежать
УД, мы представили их как атрибут УД)

• enum: интенсивность движения (п. 10.1)

• bool: наличие затора (п. 13.2)

• и т.д.

2.4. Транспортное средство

Некоторые атрибуты ТС:

• int: длина, м (модельный атрибут)

• int: ширина, м (модельный атрибут)

• int: высота, м (модельный атрибут)

• enum: тип ТС (велосипед, мопед, гужевое, мотоцикл, легковое, гру-
зовое, автобус, троллейбус, трамвай) (п. 1.2)
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• bool: механическое ТС (п. 1.2)

• bool: гибридный автомобиль (п. 1.2)

• bool: электромобиль (п. 1.2)

• bool: (автобус) междугородний (п. 10.3)

• bool: (автобус) маломестный (п. 10.3)

• int: скорость максимальная, км/ч (техническая характеристика)
(п. 10.5)

• bool: тихоходное (п. 11.6)

• bool: безрельсовое (п. 13.4)

• int: (грузовой) разрешённая максимальная масса, т (п. 16.1)

• bool: маршрутное (п. 18.2)

Состояния:

• int[ ]: запланированная траектория (важный модельный атрибут,
необходим для разрешения ДС; в непротиворечивой и полной мо-
дели этот атрибут должен совпасть с прогнозируемой траекторией
ТС)

• int[ ]: местоположение на УД (модельный атрибут)

• int: скорость текущая, км/ч (модельный атрибут)

• enum: подача сигнала поворота направо / налево (п. 8.1)

• bool: движение задним ходом (п. 8.12)

• bool: осуществление организованной перевозки групп детей
(п. 10.3)

• bool: (на уклонах) движение на спуск / подъём (п. 11.7)

• bool: буксировка механического ТС (п. 20.1)

• bool: (грузовой) перевозка людей в кузове (п. 22.1)

• и т.д.
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2.5. Отношения «УД»–«УД»

Перечислим атрибуты рёбер графа дороги.

• bool: (для последовательных УД проезжей части) наличие сужения
либо расширения проезжей части (модельный атрибут)

• bool: (для последовательных УД проезжей части) наличие свето-
фора (п. 6)

• bool: (для последовательных УД проезжей части) наличие регули-
ровщика (п. 6)

• enum: (при наличии светофора) тип светофора (автомобильный, с
дополнительной стрелочной секцией / секциями, для маршрутных
ТС с бело-лунными или цветными сигналами, для железнодорож-
ного переезда, для реверсивной полосы, для велосипедистов, для
пешеходов) (п. 6)

• bool: наличие шлагбаума (п. 15.2)

• bool: наличие поднимающегося барьера (на железнодорожных пе-
реездах) (модельный атрибут)

• bool: (между параллельными УД встречного движения) наличие
разделительной полосы (п. 9.9)

• bool: (между параллельными УД) попутное / встречное направле-
ние движения (п. 13.9)

• bool: (между параллельными УД) наличие бордюра (приложение 2)

• int[ ]: знаки (приложение 1)

• int[ ]: разметка вертикальная / горизонтальная (приложение 2)

Состояния:

• enum: (при наличии светофора или регулировщика) сигнал свето-
фора / регулировщика (п. 6)

• bool: (при наличии шлагбаума) шлагбаум поднят / опущен (п. 15.2)

• bool: (при наличии барьера) барьер поднят / опущен (модель-
ный атрибут)

49



2.6. Манёвры

Под манёвром будем понимать некоторую процедуру, на вход которой
подаём ТС (относительно которого решается вопрос допустимости ма-
нёвра) и ДС. Выход метода: «обязателен для исполнения», либо «допу-
стим», либо «запрещён». При программной реализации манёвром будет
являться метод класса ТС.

Вопреки данному в [1] определению, уступить дорогу будем считать
манёвром.

Перечень манёвров:

• начало движения (п. 8.1)

• перестроение (п. 8.1)

• поворот (п. 8.1)

• разворот (п. 8.1)

• остановка (п. 8.1)

• объезд (п. 9.2)

• обгон (п. 9.2)

• повышение скорости (п. 10)

• снижение скорости (п. 10)

• резкое торможение (п. 10.5)

• опережение (п. 11.5)

• уступить дорогу (п. 11.7) (сложный / условный манёвр; является
комбинацией других манёвров, которая зависит от ДС; другими
словами, этот манёвр — это совокупность других манёвров с усло-
виями их применимости)

3. Формулы правовых норм ПДД

В зависимости от ДС у ТС и УД отличаются наборы атрибутов и допу-
стимые манёвры ТС. Введём формулы двух основных типов правовых
норм, определяющие ограничения на значения атрибутов и область опре-
деления манёвров.
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3.1. Формула «Конструктор атрибутов»

Правовая норма вводит ограничения на значения атрибутов и состоя-
ний классов ТС и УД. Формула определяет новое значение атрибута в
зависимости от других существующих атрибутов объектов ДС.

if ({Имя класса.Атрибут класса == Значение атрибута})
then (Имя класса.Атрибут класса := Значение атрибута)

Пример. Текст: (п. 10.3) «Вне населенных пунктов разрешается дви-
жение: <. . . >

2. междугородним и маломестным автобусам на всех дорогах - не
более 90 км/ч; <. . . >».

Формула:
if (УД.Населённый пункт == False) and (Автобус.Маломестный

== True or Автобус.Междугородний == True) then (Автобус.
Максимальная скорость, км/ч := 90)

3.2. Формула «Конструктор манёвров»

Правовая норма определяет допустимость выполнение манёвра в данной
ДС. Формула порождает новый метод, который мы добавляем в коллек-
цию методов. Порядок аргументов метода: (ТС; ДС), где ТС — это ТС,
относительно которого определяется допустимость данного манёвра.

Название манёвра (ТС;ДС) := z,

где z ∈ {«обязателен для исполнения», «допустим», «запрещён»}
Пример. Текст: (п. 13.6)
«Если сигналы светофора или регулировщика разрешают движе-

ние одновременно трамваю и безрельсовым транспортным средствам, то
трамвай имеет преимущество независимо от направления его движения.
<. . . >.»

Формула (дорожная ситуация упрощена):
Уступить дорогу(ТС.Безрельсовое; ТС.Трамвай, УД.Регулируемый пе-

рекрёсток) := обязательно для исполнения
Уступить дорогу(ТС.Трамвай; ТС.Безрельсовое, УД.Регулируемый пе-

рекрёсток) := запрещено
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4. Заключение

Предполагается, что в дальнейшем работа будет развиваться в двух на-
правлениях. Первое — автоматическая обработка текста, второе — вы-
явление непротиворечивости и полноты ПДД для разрешения ДС.
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Objects model of rules of the road
Mikhail Menkin

The present article deals with semantic analysis of legal documents.
By legal document semantics we mean the mapping from legal
document text to formal model. In this article, we describe one possible
approach to formal modeling of rules of the road.
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Часть 2.
Специальные вопросы теории

интеллектуальных систем





О конечных заданиях логических систем

Боков Г. В.

В работе рассматривается задача конечного представления ло-
гических систем пропозициональными исчислениями. Исследуют-
ся три типа логических систем: линейные, монотонные и импли-
кативные. Для каждого из этих типов логических систем доказа-
ны достаточные условия их конечного задания. Кроме того, дока-
зан критерий конечного задания произвольной логической системы
множества классических тавтологий.

Ключевые слова: логические системы, пропозициональные
исчисления, конечное задание, правила вывода.

1. Введение

Пропозициональные исчисления являются мощным средством задания
логических систем и процессов [8]. Заложенный в них инструментарий
позволяет решать алгоритмические проблемы для широкого класса ло-
гических систем [1, 3, 6, 18, 19, 21], включая системы с нестандартными
правилами вывода [2, 5, 20].

При моделировании логических систем часто возникает вопрос: какие
логические системы допускают «простое» задание пропозициональны-
ми исчислениями, а какие нет? Поскольку каждую логическую систему
можно рассматривать как обобщённое пропозициональное исчисление,
то естественно ограничиться рассмотрением только таких заданий, ко-
торые в некоторой степени проще исходной логической системы. Как
правило, простое задание основано на выделении систем образующих
или порождающих элементов логической системы. Рассмотрим это бо-
лее подробно.

Пусть дана логическая система L = 〈M,Q〉 над множеством формул
M, замкнутом относительно правил Q.

Определение 1. Правило вывода (F1, . . . , Fn) /F0 допустимо в логиче-
ской системе L, если

σF1 ∈M, . . . , σFn ∈M =⇒ σF0 ∈M
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для любой подстановки σ. Множество всех допустимых в L правил вы-
вода обозначим через RL.

Определение 2. Исчисление P = 〈A,R〉 задаёт логическую систему
L, если выполнены следующие условия:

1) A ⊆M;

2) Q ⊆ R ⊆ RL;

3) [P] = M, т.е. эквивалентность

A `R A ⇔ A ∈M

выполнена для любой формулы A. В этом случае, аксиомы A играют
роль порождающих элементов, а R — роль порождающих правил выво-
да. Исчисление P, задающее логическую систему L, назовём порождаю-
щим для L.

Накладывая ограничения на множества A и R можно получать по-
рождающие исчисления для логической системы L, обладающие задан-
ными свойствами. Например, если A и R — конечные множества, то го-
ворят, что L допускает конечное задание. Такие задания представляют
наибольший интерес, как с практической [7, 9], так и с теоретической [4]
точки зрения. В основу исследования положены результаты работы [17].

2. Основные определения и обозначения

Введем ограничения на исходный пропозициональный язык, состоящий
из логических связок F и счетного множества пропозициональных пе-
ременных V. Будем считать, что всем логическим связкам из F в стан-
дартной интерпретации соответствуют булевы функции, существенно за-
висящие от всех своих переменных, причём разным логическим связкам
соответствуют разные булевы функции. Для простоты будем отождеств-
лять логические связки с их стандартными интерпретациями, т.е. будем
считать, что F ⊆ P2.

Следуя [16], определим несколько классов булевых функций.
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Определение 3. Функция f(x1, . . . , xn) ∈ P2 называется

α-функцией, если f(x, . . . , x) = x,

β-функцией, если f(x, . . . , x) = 1,

γ-функцией, если f(x, . . . , x) = 0,

δ-функцией, если f(x, . . . , x) = x.

Обозначим через Fα, Fβ , Fγ , Fδ соответственно множества всех α-, β-,
γ-, δ-функций в F .

Определение 4. Функция f(x1, . . . , xn) ∈ P2 называется линейной, если
для неё имеет место соотношение

f(x1, . . . , xn) = c0 ⊕ c1x1 ⊕ . . .⊕ cnxn,

где c0, c1, . . . , cn ∈ {0, 1} и ⊕ — сумма по модулю 2. Множество всех
линейных функций в P2 обозначим через L.

Определение 5. Функция f(x1, . . . , xn) ∈ P2 называется монотонной,
если для любых наборов α̃, β̃ ∈ {0, 1}n таких, что α̃ ≤ β̃, имеет место
соотношение

f(α̃) ≤ f(β̃).

Множество всех монотонных функций в P2 обозначим через M.

Определение 6. Функция f(x1, . . . , xn, y) ∈ P2 называется имплика-
тивной, если соотношение

f(a1, . . . , an, a0) = 0 ⇔ a0 < min(a1, . . . , an)

выполнено для любых a1, . . . , an, a0 ∈ {0, 1}. Множество всех имплика-
тивных функций в P2 обозначим через I.

3. Линейные логические системы

Пусть F ⊆ L. Формулы, тавтологии и исчисления над связками F будем
называть линейными. Обозначим через νA(a) число вхождений символа
a ∈ F ∪ V в формулу A. Для линейных тавтологий верна лемма.

Лемма 1. Любая переменная линейной тавтологии имеет чётное чис-
ло вхождений.
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Доказательство. Линейная формула A от переменных x1, . . . , xn одно-
значно задает линейную функцию fA(x1, . . . , xn), которая по определе-
нию 4 представима в виде:

fA(x1, . . . , xn) = c0 + c1x1 + . . .+ cnxn,

где c0, c1, . . . , cn ∈ {0, 1}. Несложно убедиться, что для 1 ≤ i ≤ n ко-
эффициент ci = 0 тогда и только тогда, когда νA(xi) — чётное. Следо-
вательно, каждая переменная xi, для которой νA(xi) нечётно, является
существенной для функции fA. Напомним, что мы предположили, что
все логические связки из F , задают булевы функции, существенно зави-
сящие от всех своих переменных. Поэтому, если A является тавтологией,
то функция fA не имеет существенных переменных и, следовательно,
любая переменная имеет чётное число вхождений.

3.1. Линейное исчисление для произвольных связок

Определим множество правил вывода RL, состоящее из правил вида

A

B

для всех A,B ∈ Fm таких, что A |= B и A, B содержат не более 3 ло-
гических связок из F . Формулы A и B, такие что A `RL

B и B `RL
A,

будем называть эквивалентными и обозначать через A ∼ B. Если при
этом A и B эквивалентны как алфавитные деревья, то будем говорить,
что A и B эквивалентны сильно. Заметим, что в силу определения изо-
морфизма алфавитных деревьев число вхождений символов из F ∪ V в
сильно эквивалентные формулы A и B совпадают.

Логическая связка f ∈ F имеет корневое вхождение в формуле A,
если tA(ε) = f . Вхождение α ∈ Pos(A) связки f в формулу A назовем
сводимым, если для любого собственного непустого начала β ≺ α выпол-
нено tA(β) = g, где g — логическая связка арности больше 1. Следующая
лемма показывает, что некорневые сводимые вхождения логических свя-
зок в линейных формулах можно опустить ближе в корню дерева, пред-
ставляющего эту формулу.

Лемма 2. Для любой линейной формулы A и любого неконстантного
символа f ∈ F , имеющего некорневое сводимое вхождение в A, суще-
ствует строго эквивалентная ей формула B такая, что Head(A) =
Head(B) и tB(k) = f для некоторого k ∈ N.
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Доказательство. Рассмотрим некорневое сводимое вхождение α симво-
ла f в формулу A. Докажем утверждение леммы индукцией по длине
слова α.

Базис индукции: |α| = 1. Тогда для B = A утверждение леммы верно.

Шаг индукции: пусть утверждение верно для всех таких α ∈ Pos(A),
что 1 ≤ |α| < l. Докажем его для α, имеющего длину l. Поскольку |α| > 1,
то найдутся такие k, i ∈ N и β ∈ N∗, что α = kiβ. Возможны следующие
случаи.

(1) |β| = 0. Тогда формула A представима в виде

h(A1, . . . , g(B1, . . . , f(C1, . . . , Cj , . . . , Cs), . . . , Bm), . . . , An),

где n, m и s — арности логических связок h, g и f соответственно,
j ∈ {1, . . . , s}. Поскольку s ≥ 1, то такое j всегда найдется. Приме-
нением правил RL можно вывести строго эквивалентную формулу
B вида

h(A1, . . . , f(C1, . . . , g(B1, . . . , Cj , . . . , Bm), . . . , Cs), . . . , An),

для которой Head(B) = Head(A) и tB(k) = f , поэтому для случая
|β| = 0 утверждение леммы верно.

(2) |β| > 0. Тогда найдется такое j ∈ N и γ ∈ N∗, что β = jγ и α = kijγ.
В этом случае формула A представима в виде

h(A1, . . . , g(B1, . . . , f
′(C1, . . . , Cj′ , . . . , Cs), . . . , Bm), . . . , An),

где n, m и s — арности логических связок h, g и f ′ соответственно,
j′ ∈ {1, . . . , s} \ {j}. Поскольку s > 1, то такое j′ всегда найдет-
ся. Применением правил RL можно вывести строго эквивалентную
формулу C вида:

h(A1, . . . , f
′(C1, . . . , g(B1, . . . , Cj′ , . . . , Bm), . . . , Cs), . . . , An).

Для формулы C имеемHead(A) = Head(C) и tC(kjγ) = f и |kjγ| =
l − 1. По индуктивному предположению для формулы C найдется
такая строго эквивалентная формула B, что Head(C) = Head(B) и
tB(k′) = f для некоторого k′ ∈ N. Поскольку отношение строгой эк-
вивалентности является транзитивным, то B строго эквивалентна
A и Head(A) = Head(B).
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Разбор всех случаев завершает доказательство.

Следствие 1. Для любой линейной формулы A и любого неконстантно-
го символа f ∈ F , имеющего некорневое сводимое вхождение в A, суще-
ствует строго эквивалентная ей формула B такая, что Head(B) = f .

Доказательство. Согласно Лемме 2 найдется такая строго эквивалент-
ная формула C, что Head(A) = Head(C) и tC(k) = f для некоторого
k ∈ N. Формулу C можно представить в виде:

h(A1, . . . , f(B1, . . . , Bj , . . . , Bm), . . . , An),

где n и m — арности логических связок h и f соответственно, j ∈
{1, . . . ,m}. Поскольку m ≥ 1, то такое j всегда найдется. Применени-
ем правил RL можно вывести строго эквивалентную формулу B вида

f(B1, . . . , h(A1, . . . , Bj , . . . , An), . . . , Bm),

для которого tB(ε) = f .

Лемма 3. Для любой линейной формулы A существует такая эквива-
лентная ей формула B, что выполнены следующие условия:

1) B не содержит унарных α-связок;

2) B содержит не более одной унарной δ-связки.

Доказательство. Обозначим через nα(A) и nδ(A) число вхождений в A
унарных α-связок и унарных δ-связок соответственно. Докажем утвер-
ждение леммы индукцией по nα(A) и nδ(A).

Базис индукции: nα(A) = 0 и nδ(A) ≤ 1. Тогда формула A удовлетво-
ряет условиям 1, 2 и утверждение верно.

Шаг индукции: пусть nα(A) > 0 или nδ(A) > 1. Рассмотрим наимень-
шее вхождение α ∈ Pos(A) унарной связки f ∈ Fα ∪ Fδ. Поскольку нет
одноместных β-,γ-функций, существенно зависящих от одной перемен-
ной, то для любого собственного подслова β ≺ α символ tA(β) имеет ар-
ность, большую 1. Поэтому вхождение α символа f является сводимым.
По следствию 1 найдется такая строго эквивалентная формула B ∈ Fm,
для которой Head(B) = f . Так как nα(B) = nα(A) и nδ(B) = nδ(A), то
возможны два случая.
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(1) f ∈ Fα. Тогда применяя правило

f(x)

x

к формуле B получим, что A ∼ A|1. Для формулы C = A|1 имеем
nα(C) < nα(A) и nδ(C) = nδ(A).

(2) f ∈ Fδ, тогда рассмотрим некорневое сводимое вхождение β унар-
ного символа g ∈ Fα ∪ Fδ в формулу A. Поскольку nδ(A) > 1,
то такое вхождение всегда найдется. По Лемме 2 найдется такая
строго эквивалентная формула C ∈ Fm, что Head(B) = Head(C)
и tC(k) = g для некоторого k ∈ N. Тогда формула C имеет вид
f(g(D)), для некоторой формулы D ∈ Fm, причём nα(C) = nα(A)
и nδ(C) = nδ(A).

Если g ∈ Fα, то с помощью правила

f(g(x))

f(x)

из C можно вывести f(D), рассмотрение которой сводится к преды-
дущему случаю. Если же g ∈ Fδ, то применяя правило

f(g(x))

x

к формуле C получим, что C ∼ D. Для формулы D имеем nα(D) =
nα(A) и nδ(D) < nδ(A).

Во всех случаях для формулы A найдется такая формула B, что A ∼ B
и либо nα(B) < nα(A), либо nδ(B) < nδ(A). Тогда по предположению
индукции лемма доказана.

Лемма 4. Для любой линейной формулы существует эквивалентная
ей формула, не содержащая α-связок.

Доказательство. Рассмотрим линейную формулу A с l α-связками. До-
кажем индукцией по l ≥ 0, что существует эквивалентная формула B,
не содержащая α-связок.

Базис индукции: l = 0. Тогда для B = A утверждение верно.

Шаг индукции: пусть утверждение верно для всех 0 ≤ l′ < l, докажем
его для l. Поскольку l > 0, то найдется вхождение символа f ∈ Fα
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в формулу A. Согласно Лемме 3 можно считать, что A не содержит
одноместных символов из Fα и содержит не более одного символа из Fδ.
Без ограничения общности будем считать, что F содержит только одну
0-местную β-функцию и одну 0-местную γ-функцию, которые обозначим
через 1 и 0, соответственно. Возможны два случая:

(1) Если A не содержит одноместных символов из Fδ, тогда по след-
ствию 1 найдется такая строго эквивалентная формула B, что
B = f(B1, . . . , Bn), где n — арность символа f и n > 1. Поскольку B
не имеет одноместных связок, то последовательным применением
правил RL из B можно вывести формулу C вида

f(x1, . . . , x1,︸ ︷︷ ︸
n1

x2, . . . , x2,︸ ︷︷ ︸
n2

. . . xk, . . . , xk,︸ ︷︷ ︸
nk

1, . . . , 1,︸ ︷︷ ︸
nk+1

0, . . . , 0,︸ ︷︷ ︸
nk+2

D), (1)

где {x1, . . . , xk}— все переменные формулы A, n1 ∈ N, ni ∈ N+, i =
2, . . . , k+2 и D — это формула вида g(D1, . . . , Dm), гдеm — арность
g и

D1 =





xi, если ni−1 6= 0 и 0 ≤ ni < νA(xi),

1, если nk = νA(xk) и 0 ≤ nk+1 < νA(1),

0, если nk+1 = νA(1).

Причем, для каждого 1 ≤ i ≤ k + 2, если ni = 0, то ni+1 = 0,
а также, если ni+1 6= 0, то ni = νA(xi). По сути A в этом случае
представляет собой дерево, внутренние вершины которого имеют
хотя бы два выходных ребра, а правил RL перебалансируют это
дерево.

(2) Если A содержит одноместный символов h ∈ Fδ, тогда по след-
ствию 1 найдется такая строго эквивалентная формула B, что
B = h(f(B1, . . . , Bn), где n — арность символа f и n > 1. По-
скольку Bi не имеют одноместных связок, то последовательным
применением правил RL из B можно вывести формулу C вида

h(f(x1, . . . , x1,︸ ︷︷ ︸
n1

x2, . . . , x2,︸ ︷︷ ︸
n2

. . . xk, . . . , xk,︸ ︷︷ ︸
nk

1, . . . , 1,︸ ︷︷ ︸
nk+1

0, . . . , 0,︸ ︷︷ ︸
nk+2

D)),

где {x1, . . . , xk}— все переменные формулы A, n1 ∈ N, ni ∈ N+, i =
2, . . . , k+2 и D — это формула вида g(D1, . . . , Dm), гдеm — арность
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g и

D1 =





xi, если ni−1 6= 0 и 0 ≤ ni < νA(xi),

1, если nk = νA(xk) и 0 ≤ nk+1 < νA(1),

0, если nk+1 = νA(1).

Причем, для каждого 1 ≤ i ≤ k + 2, если ni = 0, то ni+1 = 0, а
также, если ni+1 6= 0, то ni = νA(xi). Из этой формулы с помощью
правил RL получим формулу

f(x1, . . . , x1,︸ ︷︷ ︸
n1

x2, . . . , x2,︸ ︷︷ ︸
n2

. . . xk, . . . , xk,︸ ︷︷ ︸
nk

1, . . . , 1,︸ ︷︷ ︸
nk+1

0, . . . , 0,︸ ︷︷ ︸
nk+2

D′),

где D′ = g(D1, . . . , h(Dm)).

В обоих случаях найдется формула B вида 1, строго эквивалентная A.
Теперь рассмотрим случаи:

1) Если ni 6= 0 и ni+1 = 0, где i ≤ k+1, тогда по Лемме 1 nj = 2mj , j =
1, . . . , i − 1. Так как f ∈ Fα, то n = 2l + 1, поэтому ni = 2mi, где
mi = l −∑i−1

j=1mj ∈ N. Применяя правило из RL, заданное схемой

f(x1, . . . , x1,︸ ︷︷ ︸
2m1

x2, . . . , x2,︸ ︷︷ ︸
2m2

. . . xi, . . . , xi,︸ ︷︷ ︸
2mi

y)

y

получим, что A ∼ D.

2) Если nk+1 = 2mk+1, тогда по Лемме 1 nj = 2mj , j = 1, . . . , k. Сле-
довательно, nk+2 = 2mk+2, где mk+2 = l−∑k+1

j=1 mj ∈ N. Применяя
правило из RL, заданное схемой

f(x1, . . . , x1,︸ ︷︷ ︸
2m1

x2, . . . , x2,︸ ︷︷ ︸
2m2

. . . xk+2, . . . , xk+2,︸ ︷︷ ︸
2mk+2

y)

y

получим, что A ∼ D.

3) Если nk+1 = 2mk+1+1, тогда nk+2 6= 0 и D1 = 0, поэтому применяя
правила из RL можно получить формулу

f(x1, . . . , x1,︸ ︷︷ ︸
n1

x2, . . . , x2,︸ ︷︷ ︸
n2

. . . xk, . . . , xk︸ ︷︷ ︸
nk

1, . . . , 1,︸ ︷︷ ︸
nk+1−1

0, . . . , 0,︸ ︷︷ ︸
nk+2+1

D′),

строго эквивалентную A, для которойD′ = g(D′1, . . . , Dm) иD′1 = 1.
Откуда применяя правила RL можно вывести формулу D′.
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В любом случае найдется такая формула C ∈ Fm, что A ∼ C и число
вхождений α-связок в C на единицу меньше, чем в A. Лемма доказана.

Лемма 5. Для любой линейной формулы существует эквивалентная ей
формула, содержащая не более одного символа из Fσ, где σ ∈ {β, γ, δ}.

Доказательство. Утверждение леммы будем доказывать индукцией по
числу вхождений n символов из Fσ в формулу A.

Базис индукции: n ≤ 1. Тогда для B = A утверждение верно.

Шаг индукции: пусть утверждение леммы верно для n, такого что
1 ≤ n < k. Покажем, что оно верно и для n = k. Согласно Лемме 3 можно
считать, что A не содержит одноместных символов из Fα и содержит
не более одного символа из Fδ. Применяя те же рассуждения, что и в
Лемме 4, можно считать, что A не содержит одноместных символов из
Fδ и F содержит только одну 0-местную β-функцию и одну 0-местную
γ-функцию, которые также обозначим через 1 и 0, соответственно.

Поскольку k > 1, то найдутся вхождения символов f, g ∈ Fσ в фор-
мулу A. Тогда по Лемме 2 и следствию 1 найдется такая строго экви-
валентная формула B вида B = f(gB1, . . . , Bn), в которой расстановка
скобок для связки g определена её арностью. Поскольку B не имеет од-
номестных связок, то последовательным применением правил RL из B
можно вывести формулу C вида

f(g x1, . . . , x1,︸ ︷︷ ︸
n1

x2, . . . , x2,︸ ︷︷ ︸
n2

. . . xk, . . . , xk,︸ ︷︷ ︸
nk

1, . . . , 1,︸ ︷︷ ︸
nk+1

0, . . . , 0,︸ ︷︷ ︸
nk+2

D),

где {x1, . . . , xk} — все переменные формулы A, n1 ∈ N, ni ∈ N+, i =
2, . . . , k + 2 и D — это формула вида h(D1, . . . , Dm, где m — арность h и

D1 =





xi, если ni−1 6= 0 и 0 ≤ ni < νA(xi),

1, если nk = νA(xk) и 0 ≤ nk+1 < νA(1),

0, если nk+1 = νA(1).

Причем, для каждого 1 ≤ i ≤ k + 2, если ni = 0, то ni+1 = 0, а также,
если ni+1 6= 0, то ni = νA(xi). Рассмотрим случаи:

1) Если ni 6= 0 и ni+1 = 0, где i ≤ k + 1, тогда по Лемме 1 nj =
2mj , j = 1, . . . , i− 1. Так как f, g ∈ Fσ и σ ∈ {β, γ, δ}, то n = 2l+ 1,
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поэтому ni = 2mi, где mi = l−∑i−1
j=1mj ∈ N. Применяя правило из

RL, заданное схемой

f(g x1, . . . , x1,︸ ︷︷ ︸
2m1

x2, . . . , x2,︸ ︷︷ ︸
2m2

. . . xi, . . . , xi,︸ ︷︷ ︸
2mi

y)

y

получим, что A ∼ D.

2) Если nk+1 = 2mk+1, тогда по Лемме 1 nj = 2mj , j = 1, . . . , k. Сле-
довательно, nk+2 = 2mk+2, где mk+2 = l−∑k+1

j=1 mj ∈ N. Применяя
правило из RL, заданное схемой

fg x1 . . . x1︸ ︷︷ ︸
2m1

x2 . . . x2︸ ︷︷ ︸
2m2

. . . xk+2 . . . xk+2︸ ︷︷ ︸
2mk+2

y

y

получим, что A ∼ D.

3) Если nk+1 = 2mk+1+1, тогда nk+2 6= 0 и D1 = 0, поэтому применяя
правила из RL можем получить формулу

f(g x1, . . . , x1,︸ ︷︷ ︸
n1

x2, . . . , x2,︸ ︷︷ ︸
n2

. . . xk, . . . , xk,︸ ︷︷ ︸
nk

1, . . . , 1,︸ ︷︷ ︸
nk+1−1

0, . . . , 0,︸ ︷︷ ︸
nk+2+1

D′),

строго эквивалентную A, где D′ = g(D′1, . . . , Dm) и D′1 = 1. Откуда
применяя правила RL можно вывести формулу D′.

В любом случае найдется такая линейная формула C, что A ∼ C и число
вхождений символов из Fσ в C меньше, чем в A.

Если n — максимальная арность связок из F , то обозначим через AL

множество всех тавтологий над F , не содержащих символов из Fα, со-
держащие не более одного символа из Fσ для каждого σ ∈ {β, γ, δ} и не
более 3n вхождений переменных. Определим линейное пропозициональ-
ное исчисление PL = 〈∅,AL ∪RL〉 над схемами аксиом AL и правилами
вывода RL. Для исчисления PL верна следующая лемма.

Лемма 6. Исчисление PL является конечным заданием логической си-
стемы 〈Cl,R〉 для любого R ⊆ RL.
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Доказательство. Согласно леммам 4 и 5 для любой линейной тавтоло-
гии A существует эквивалентная ей формула B ∈ AL. Поэтому

`PL A

для любой тавтологии A ∈ Cl и, следовательно, исчисление PL является
конечным заданием системы 〈Cl,R〉 для любого R ⊆ RL.

При наложении ограничения на связки множества F можно значи-
тельно упростить исчисление PL, порождающее множество линейных
тавтологий. Следующие два раздела демонстрируют примеры таких ис-
числений.

3.2. Линейное исчисление для эквивалентности

Предположим, что функция x⊕ y ⊕ 1 ∈ [F ]. Прежде, чем приступить к
определению исчисления, напомним некоторые вспомогательные поня-
тия.

Определение 7. Системой тождеств над логическими связками F —
это подмножество пар формул S ⊆ Fm×Fm. Каждая система тождеств
S задает отношение эквивалентности ∼S на множестве формул Fm, яв-
ляющееся рефлексивным, симметричным и транзитивным замыканием
множества пар

S∗ = {(A,A[B]α) | α ∈ Pos(A) и (A|α , B) ∈ S}.

При этом для каждой такой пары (A,A[B]α) говорят, что формула A[B]α
получена из формулы A заменой подформулы A|α на эквивалентную ей
формулу B. Будем говорить, что формулы A и B эквивалентны относи-
тельно S, если A ∼S B.

Система тождеств S называется полной, если любые эквивалентные
формулы в Fm эквивалентным относительно S, т.е. для любых A,B ∈
Fm выполнено

fA ≡ fB =⇒ A ∼S B.

Согласно теореме Линдона [13] для любой системы связок F ⊆ P2

существует конечная полная система тождеств S. Стоит отметить, что
Линдон не только доказал, что для каждого замкнутого класса в P2 си-
стема формул в его базисе имеет конечную полную систему тождеств, но
и привел пример замкнутого класса в P7, для системы формул которого
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не существует такой системы тождеств [14]. Позже было показано, что
данные классы существуют и в логиках меньшей значности: Вишин [10]
привел пример в P4, а Мурский [15] в P3.

Пусть S — конечная полная система тождеств для F и x↔ y — фор-
мула, выражающая функцию x⊕ y⊕ 1 ∈ [F ]. Тогда определим конечное
множество R1

L, состоящее из правил трех типов:

x1 ↔ y1, . . . , xn ↔ yn
f(x1, . . . , xn)↔ f(y1, . . . , yn)

(2)

для каждого f ∈ F ,
x↔ y

y ↔ x
(3)

и
x, x↔ y

y
. (4)

Определим линейное исчисление P1
L =

〈
∅,A1

L ∪R1
L

〉
с множеством

схем аксиом
A1
L = {x↔ x} ∪ {A↔ B | (A,B) ∈ S}

и множеством правил вывода R1
L. Ясно, что исчисление P1

L конечно.
Докажем вспомогательную лемму.

Лемма 7. Если (A ↔ B) ∈ [P1
L], то (C[A] ↔ C[B]) ∈ [P1

L] для любой
формулы C.

Доказательство. Заметим, что для любого α ∈ Pos(C) формула C|α ↔
C|α является подстановочным вариантом аксиомы x ↔ x из A1

L. Так
как формула C[A] ↔ C[B] выводима из формулы A ↔ B и формул
C|α ↔ C|α для α ∈ Pos(C) с помощью применения конечного числа
правил вида (2), то C[A]↔ C[B] выводима в P1

L.

Покажем, что исчисление P1
L является конечным заданием множе-

ства тавтологий.

Лемма 8. Исчисление P1
L является конечным заданием логической си-

стемы 〈Cl,R〉 для любого R ⊆ R1
L.

Доказательство. Рассмотрим произвольную тавтологию A ∈ Cl. Так
как S — конечная полная система тождеств для F , то A ∼S B для B =
(x ↔ x). Докажем индукцией по определению отношения ∼S, что A ↔
B ∈ [P1

L].

Базис индукции: состоит из следующих случаев:
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1) A = B. Тогда A↔ B является подстановочным вариантом аксиомы
x↔ x из A1

L;

2) (A,B) ∈ S∗. Тогда для B = A[C]α, для некоторой формулы C и
позиции α ∈ Pos(A) таких, что (A|α , C) ∈ S. Так как A|α ↔ C —
аксиома из A1

L, то A↔ B выводима в P1
L по Лемме 7.

Шаг индукции: состоит из следующих случаев:

1) B ∼S A. По предположению индукции

`P1
L
B ↔ A.

Так как A ↔ B выводима из B ↔ A с помощью правила (3), то
A↔ B выводима в P1

L;

2) A ∼S C и C ∼S B. По предположению индукции

A↔ C, C ↔ B ∈ [P1
L].

По Лемме 7
(A↔ C)↔ (A↔ B) ∈ [P1

L].

Так как A ↔ B выводима из A ↔ C и (A ↔ C) ↔ (A ↔ B) с
помощью правила (4), то A↔ B выводима в P1

L.

Из доказанного следует, что (x ↔ x) ↔ A ∈ [P1
L]. Поскольку x ↔ x

— аксиома из A1
L, то A выводима в P1

L с помощью правила (4). Таким
образом, [P1

L] = Cl и, следовательно, P1
L является конечным заданием

логической системы 〈Cl,R〉 для любого R ⊆ R1
L.

3.3. Линейное исчисление для унарных связок

Предположим, что функция x ⊕ y ⊕ 1 /∈ [F ], тогда F состоит только из
унарных линейных функций и констант. Определим конечное множество
схем аксиом

A2
L = {c | c ∈ Fβ} ∪ {f(c) | f ∈ Fδ, c ∈ Fγ}

и конечное множество правил вывода R2
L, состоящее из правил:

x

f(x)
,

g(x)

g(f(x))
,

x

g(h(x))
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для всех f ∈ Fα и g, h ∈ Fδ. Пусть P2
L =

〈
∅,A2

L ∪R2
L

〉
— линейное пропо-

зициональное исчисление над схемами аксиом A2
L и правилами вывода

R2
L. Покажем, что P2

L является конечным заданием множества тавтоло-
гий.

Лемма 9. Исчисление P2
L является конечным заданием логической си-

стемы 〈Cl,R〉 для любого R ⊆ R2
L.

Доказательство. Так как F состоит из унарных связок и констант, то
каждая тавтология A ∈ Cl представима в виде

A = f1(f2(. . . fn(c))),

где fi ∈ Fα ∪ Fδ и c ∈ Fβ ∪ Fγ , причём

• если c ∈ Fβ , то A содержит четное число вхождений символов из
Fδ;

• если c ∈ Fγ , то A содержит нечетное число вхождений символов из
Fδ.

Докажем индукцией по n, что A ∈ [P2
L].

Базис индукции: n = 0 и c ∈ Fβ , либо n = 1 и c ∈ Fγ . Тогда A является
аксиомой из A2

L и, следовательно, A ∈ [P2
L].

Шаг индукции: пусть f1 ∈ Fα ∪ Fδ и B = f2(f3(. . . fn(c)) ∈ [P2
L]. Рас-

смотрим случаи

1) если f1 ∈ Fα, то A выводима из B = f2(f3(. . . fn(c)) с помощью R2
L;

2) если f1 ∈ Fδ и f2 ∈ Fα, то A выводима из B = f1(f3(. . . fn(c)) с
помощью R2

L;

3) если f1 ∈ Fδ и f2 ∈ Fδ, то A выводима из B = f3(f4(. . . fn(c)) с
помощью R2

L.

В любом случае A выводима из некоторой формулы B ∈ [P2
L] с помо-

щью правил R2
L. Поэтому A ∈ [P2

L]. Таким образом, [P2
L] = Cl и, следо-

вательно, P2
L является конечным заданием логической системы 〈Cl,R〉

для любого R ⊆ R2
L.
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4. Монотонные логические системы

Пусть F ⊆M. Определим конечное множество схем аксиом

AM = {c | c ∈ F , c ≡ 1}

и конечное множество правил вывода RM , состоящее из правил вида:
xi1 , . . . , xik
f(x1, . . . , xn)

для всех k, n ≥ 0, f ∈ F арности n и i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n} таких, что

xi1 , . . . , xik |= f(x1, . . . , xn).

Данные правила основаны на том, что сокращенные дизъюнктивные
нормальные формы (д.н.ф.) монотонных функций не содержат отрица-
ний [16]. Поэтому, если f(x1, . . . , xn) ∈M и её сокращенная д.н.ф. имеет
вид

k∨

i=1

xi1 ∧ . . . ∧ xini

где все ij ∈ {1, . . . , n}, то формула f(A1, . . . , An) всегда является логиче-
ским следствием формул Ai1 , . . . , Aik .

Рассмотрим пропозициональное исчисление PM = 〈∅,AM ∪RM 〉 над
схемами аксиом AM и правилами вывода RM . Покажем, что PM явля-
ется конечным заданием множества тавтологий.

Лемма 10. Исчисление PM является конечным заданием логической
системы 〈Cl,R〉 для любого R ⊆ RM .

Доказательство. Если 1 /∈ F , то Cl = ∅, то утверждение верно. Иначе,
AM 6= ∅. Докажем индукцией по глубине формул, что

A ∈ Cl =⇒ A ∈ [PM ]

для любой формулы A.

Базис индукции: A = c для c ∈ F . Тогда A ∈ AM .

Шаг индукции: пусть утверждение верно для A1, . . . , An, докажем его
для A = f(A1, . . . , An) с f /∈ F . Рассмотрим сокращенную д.н.ф. функ-
ции f :

k∨

i=1

xi1& . . .&xini
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Так как A ∈ Cl, то для некоторого конъюнкта xi1& . . .&xini выполнено
Ai1 , . . . , Aini ∈ Cl. По индуктивному предположению Ai1 , . . . , Aini выво-
димы в PM . Тогда применяя правило

xi1 , . . . , xini
f(x1, . . . , xn)

из RM можно вывести формулу A. Поэтому A также выводима в PM .

Так как AM ⊆ Cl и для каждого правила
xi1 , . . . , xini
f(x1, . . . , xn)

из RM выполнено xi1 , . . . , xini |= f(x1, . . . , xn), то всякая формула A,
выводимая в PM , является тавтологией. Следовательно, исчисление PM
является конечным заданием логической системы 〈Cl,RM 〉.

5. Импликативные логические системы

Пусть [F ] ∩ I 6= ∅. Логические системы над данными связками будем
называть импликативными. Л. Хенкин в своей работе [22] показал, что
каждое пропозициональное исчисление, содержащее классическую им-
пликацию, конечно-порождено относительной modus ponens. Покажем,
что это верно и для любых импликативных логических систем. Отметим,
что для доказательства полноты системы аксиом мы будем использовать
известный метод Кальмара [11, 23]

Рассмотрим произвольную функцию f(x1, . . . , xn, y) ∈ [F ] ∩ I и про-
извольную формулу F ∈ Fm от переменных x1, . . . , xn, y, выражающей
функцию f . В этом случае формулу F (x1, . . . , xn, y) будем обозначать
через x1 . . . xn → y. Если x = x1 = . . . = xn, то для краткости будем
писать x → y вместо x . . . x︸ ︷︷ ︸

n

→ y. Определим множество правил вывода

RI(f), состоящее из единственного правила

x1, . . . , xn, x1 . . . xn → y]

y
,

которое будем называть обобщенным правилом modus ponens или просто
правилом modus ponens, когда вид правило определяется контекстом. По
определению 6, выполнено

x1, . . . , xn, x1 . . . xn → y |= y.
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Теперь определим схемы аксиом. Без ограничения общности будем
считать, что F = {→, ϕ}, где → — импликативная функция x1x2 → y, а
ϕ — произвольная m-арная функция из P2. Рассмотрим множество схем
аксиом AI , состоящее из тавтологий:

1. x→ (y1y2 → x)

2. x1x2 → xi

3. (x1x2 → (y1y2 → z))→ ((x1x2 → y1)(x1x2 → y2)→ (x1x2 → z))

4. (xi → y)→ ((x1x2 → z)→ y)→ y)

где i ∈ {1, 2}.
К этой системе добавим 2m аксиом, определяющих значения функ-

ции ϕ на всевозможных значения своих переменных. Пусть x1, . . . , xm
— различные переменные, если (x′1, . . . , x

′
m) ∈ Em2 , то положим ϕ′ =

ϕ(x′1, . . . , x
′
m) ∈ E2. Пусть y — новая переменная, не встречающаяся в

x1, . . . , xm. Если x′i = 1, то через x∗i обозначим формулу (xi → y) → y.
Если же x′i = 0, то через x∗i обозначим формулу xi → y. По аналогии,
если ϕ′ = 1, то через ϕ∗ обозначим формулу (ϕ(x1, . . . , xm) → y) → y,
если же ϕ′ = 0, то через ϕ∗ обозначим формулу ϕ(x1, . . . , xm)→ y. Таким
образом, к уже определенным аксиомам добавим еще 2m аксиом вида

x∗1 → (x∗2 → . . . (x∗m → ϕ∗))

В дальнейшем, если встретиться формула A ∈ Fm и x1, . . . , xn — раз-
личные переменные в A, (x′1, . . . , x

′
n) ∈ En2 и A′ = fA(x′1, . . . , x

′
n), то через

A∗ будем обозначать формулу (A → y) → y, если A′ = 1, и A → y, если
A′ = 0.

Рассмотрим пропозициональное исчисление PI(f) = 〈∅,AI ∪RI(f)〉
над схемами аксиом AI и правилами вывода RI(f). Покажем, что PI(f)
является конечным заданием множества тавтологий. В данном разделе
под ` будем понимать `PI(f).

Для исчисления PI верна так называемая Теорема дедукции [12]: если
Γ, A1, A2 ` B, то Γ ` A1A2 → B, для любых формулA1, A2 иB и любого
множества формул Γ.

Лемма 11. Если Γ, A1, A2 ` B, то Γ ` A1A2 → B, для любых формул
A1, A2 и B и любого множества формул Γ.

Доказательство. Доказательство будем вести индукцией по длине вы-
вода F1, . . . , Fn = B формулы B из Γ, A1, A2.
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Если B - аксиома, либо B ∈ Γ, тогда доказательство следует из ак-
сиомы 1. Если B = Ai, то доказательство следует из аксиомы 2.

Пусть B - это результат применения обобщенной операции modus
ponens к формулам Fi1 , Fi2 , Fj , причем Fj имеет вид Fi1Fi2 → B. По
предположению индукции

Γ ` A1A2 → Fi1

Γ ` A1A2 → Fi2

Γ ` A1A2 → (Fi1Fi2 → B)

Объединим выводы этих формул и добавим к ним следующие три фор-
мулы:

(A1A2 → (Fi1Fi2 → B))→ ((A1A2 → Fi1)(A1A2 → Fi2)→ (A1A2 → B))

(A1A2 → Fi1)(A1A2 → Fi2)→ (A1A2 → B)

A1A2 → B

Первая получена из аксиомы 3, две последние выводятся из первой с
помощью обобщенной операции modus ponens. Образованная последова-
тельность формул является выводом формулы A1A2 → B из Γ.

Лемма 12. Пусть A ∈ Fm и x1, . . . , xn — различные переменные в A.
Пусть (x′1, . . . , x

′
n) ∈ En2 и A′ = fA(x′1, . . . , x

′
n). Тогда

x∗1, . . . , x
∗
n ` A∗

Доказательство. Будем доказывать индукцией по длине формулы A.
Если A — переменная xi, то утверждение леммы следует из опреде-

ления выводимости `.
Если A — это формула ϕ(A1, . . . , Am), то по индуктивному предпо-

ложению утверждение леммы верно для формул A1, . . . , Am, т.е.

x∗1, . . . , x
∗
n ` A∗i , i = 1, . . . ,m.

Кроме того, из аксиомы для логической связки ϕ имеем

A∗1, . . . , A
∗
m ` A∗

Следовательно,
x∗1, . . . , x

∗
n ` A∗
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Пусть A — это формула B1B2 → C и утверждение леммы верно для
формул B1, B2 и C:

x∗1, . . . , x
∗
n ` B∗i (∗)

x∗1, . . . , x
∗
n ` C∗ (∗∗)

Рассмотрим несколько подслучаев. Если B′i = 0, то A′ = 1. Тогда B∗i =
B1 → y, A∗ = (A→ y)→ y и по аксиоме 4 имеем

` (Bi → y)→ ((B1B2 → C)→ y)→ y)

Если C ′ = 1, то A′ = 1. Тогда C∗ = (C → y) → y и A∗ = (A → y) → y.
Имеют место следующие соотношения

C ` B1B2 → C

C, (B1B2 → C)→ y ` y
(B1B2 → C)→ y ` C → y

(B1B2 → C)→ y, (C → y)→ y ` y
(C → y)→ y ` ((B1B2 → C)→ y)→ y

где первый вывод есть использование аксиомы 1, второй и четвертый —
применение modus ponens, остальные получены по теореме дедукции.

Если B′1, B
′
2 = 1, C ′ = 0, то A′ = 0. Тогда B∗i = (Bi → y) → y,

C∗ = C → y и A∗ = A→ y. Имеют место следующие соотношения

B1, B2, B1B2 → C ` C
B1, B2, B1B2 → C, C → y ` y

B1B2 → C, C → y ` B1B2 → y

B1B2 → C, C → y, (B1B2 → y)→ y ` y
C → y, (B1B2 → y)→ y ` (B1B2 → C)→ y

где первый, второй и четвертый вывод являются применением modus
ponens, остальные получены по теореме дедукции.

Тогда из (*) и (**) следует

x∗1, . . . , x
∗
n ` A∗

Разбор всех случаев завершает доказательство леммы.
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Поскольку каждая схема аксиом является тавтологией и обобщенное
правило modus, будучи примененным к тавтологиям, выводит тавтоло-
гию, то оказывается справедливой лемма.

Лемма 13. Для любой формулы A ∈ Fm, если ` A, то A — тавтоло-
гия.

Докажем теперь обратную лемму.

Лемма 14. Для любой формулы A ∈ Fm, если A — тавтология, то
` A.
Доказательство. Пусть x1, . . . , xn — различные переменные, встречаю-
щиеся в A. Так как A тавтология, то для любого набора (x′1, . . . , x

′
n) ∈ E2

значение A′ = fA(x′1, . . . , x
′
n) = 1. По Лемме 12 для каждого из 2n воз-

можных множеств Γn = {x∗1, . . . , x∗n} имеем
Γn ` (A→ y)→ y,

Это означает, что для каждого из 2n−1 возможных множеств Γn−1 =
{x∗1, . . . , x∗n−1} верно

Γn−1, xn → y ` (A→ y)→ y

Γn−1, (xn → y)→ y ` (A→ y)→ y

Откуда по Теореме дедукции

Γn−1 ` (xn → y)→ (A→ y)→ y

Γn−1 ` ((xn → y)→ y)→ (A→ y)→ y

Но

`
(

(xn → y)→
(
(A→ y)→ y

))
→

→
(((

(xn → y)→ y
)
→
(
(A→ y)→ y

))
→
(
(A→ y)→ y

))

выводимо из аксиомы 4. С помощью двукратного применения правила
modus ponens получим

` (A→ y)→ y

Подставляя вместо y формулу A, имеем

` (A→ A)→ A

Поскольку, A ` A, то по Теореме дедукции ` A → A. Тогда, применяя
правило modus ponens, окончательно получаем, что ` A.
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Согласно Леммам 13 и 14 исчисление PI(f) порождает множество
тавтологий Cl. Таким образом, верна следующая лемма.

Лемма 15. Исчисление PI(f) является конечным заданием логической
системы 〈Cl,R〉 для любого R ⊆ RI .

6. Критерий конечного задания множества тавто-
логий

Теперь докажем критерий конечного задания множества тавтологий Cl.

Теорема 1. Исчисление P является конечным заданием множества
тавтологий Cl тогда и только тогда, когда выполнено одно из условий:

1. F ⊆ L и PL ≤ P;
2. F ⊆M и PM ≤ P;
3. [F ] ∩ I 6= ∅ и PI(f) ≤ P для некоторой f ∈ [F ] ∩ I;

4. Cl = ∅.
Доказательство. Если [P] = Cl, то P является расширением любо-
го непротиворечивого пропозиционального исчисления. Следовательно,
необходимость условий выполнена.

Достаточность условий 1, 2 и 3 следует из Лемма 6, 10 и 15. До-
статочность условия 4 следует из того, что пустое множество допускает
задание пустым исчислением, т.е. исчислением с пустыми множествами
аксиом и правил вывода.

Список литературы

[1] Боков Г.В. Проблема полноты в исчислении высказываний // Ин-
теллектуальные системы, т. 13, вып. 1–4, 2009, сс. 165–182.

[2] Боков Г.В. Итеративные пропозициональные исчисления // Интел-
лектуальные системы. Теория и приложения, т. 18, вып. 4, 2014,
сс. 99–106.

[3] Боков Г.В. Об алгоритмической неразрешимости некоторых про-
блем распознавания для пропозициональных исчислений // Интел-
лектуальные системы. Теория и приложения, т. 18, вып. 4, 2014,
сс. 207–214.

78



[4] Боков Г.В. О некоторых свойствах решетки пропозициональных
исчислений // Интеллектуальные системы. Теория и приложения,
т. 19, вып. 2, 2015, сс. 47–64.

[5] Боков Г.В. Разрешимость одно-переменных итеративных пропози-
циональных исчислений // Интеллектуальные системы. Теория и
приложения, т. 19, вып. 2, 2015, с. 125–134.

[6] Боков Г.В. Неразрешимое суперинтуиционисткое пропозициональ-
ное исчисление от трех переменных // Интеллектуальные системы.
Теория и приложения, т. 19, вып. 3, 2015, сс. 95–100.

[7] Боков Г.В. Об одной системе Фреге // Интеллектуальные системы.
Теория и приложения, т. 19, вып. 4, 2015, сс. 155–168.

[8] Боков Г.В. Пропозициональные исчисления как средство задания
логических процессов // Интеллектуальные системы. Теория и при-
ложения, т. 20, вып. 3, 2016, сс. 24–36.

[9] Боков Г.В. От булевых схем к доказательству теорем // Интеллек-
туальные системы. Теория и приложения, т. 22, вып. 1, 2018, сс. 123–
130.

[10] Вишин В.В. Тождественные преобразования в четырехзначной ло-
гике // ДАН СССР, т. 150, № 4, 1963, сс. 719–721.

[11] Клини С.К. Математическая логика // Москва, Мир, 1973.

[12] Колмогоров А.Н., Драгалин А. Г. Введение в математическую логи-
ку // Москва, Изд-во Моск. ун-та, 1982.

[13] Линдон Р.К. Тождества в двузначных исчислениях // Кибернети-
ческий сборник, т. 1, 1959, сc. 234–245.

[14] Линдон Р.К. Тождества в конечных алгебрах // Кибернетический
сборник, т. 1, 1959, сс. 246–248.

[15] Мурский В.Л. Существование в трехзначной логике замкнутого
класса с конечным базисом, не имеющего конечной полной систе-
мы тождеств // ДАН СССР, т. 163, № 4, 1965, сс. 815–818.

[16] Яблонский С.В., Гаврилов Г.П., Кудрявцев В.Б. Функции алгебры
логики и классы Поста // Москва, Наука, 1966.

79



[17] Bokov G.V. Criterion for propositional calculi to be finitely generated
// Discrete Mathematics and Applications, Volume 23, Issue 5-6, 2014,
Pages 399–427.

[18] Bokov G.V. Undecidability of the problem of recognizing
axiomatizations for propositional calculi with implication // Logic
Journal of the IGPL, Volume 23, Issue 2, 2015, Pages 341–353.

[19] Bokov G.V. On the number of variables in undecidable
superintuitionistic propositional calculi // Logic Journal of the
IGPL, Volume 24, Issue 5, 2016, Pages 774–791.

[20] Bokov G.V. Undecidable Iterative Propositional Calculus // Algebra
Logic, Volume 55, Issue 4, 2016, Pages 274–282.

[21] Bokov G.V. Undecidable problems for propositional calculi with
implication // Logic Journal of the IGPL, Volume 24, Issue 5, 2016,
Pages 792–806.

[22] Henkin L. Fragments of the propositional calculus // J. Symb. Logic,
vol. 14, 1949, pp. 42–82.
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On the finite representation of logical systems
Bokov G. V.

In this paper, we consider a problem of finite representation for
logical systems. We research three types of logical systems: linear,
monotone and implicational. For each type of logical systems we
prove sufficient conditions of finite representation. Moreover, we prove
a criterion for logical system of classical tautologies to be finitely
generated.

Keywords: logical systems, propositional calculus, finite representation,
inference rules.
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Полиномиальная полнота конечных
квазигрупп

Галатенко А.В., Панкратьев А.Е., Родин С.Б.

Приводится обзор результатов, связанных с проверкой полино-
миальной полноты конечных квазигрупп. Работа подготовлена по
материалам доклада на семинаре “Теория автоматов”.

Ключевые слова: квазигруппа, латинский квадрат, полино-
миальная полнота, простота, аффинность

Памяти Михаила Михайловича Глухова

1. Введение

В последние годы наблюдается интерес к построению перспективных
криптосистем, основанных на различных алгебраических структурах, в
том числе неассоциативных. Одной из первых работ, в которых раскры-
ваются возможности применения квазигрупп в криптографии, является
статья М.М. Глухова [1]. Впоследствии был предложен ряд криптоси-
стем на основе конечных квазигрупп, или, что то же самое, латинских
квадратов (см., например, [2, 3, 4]).

Желательным с точки зрения стойкости свойством при этом является
полиномиальная полнота, в некотором смысле гарантирующая вычисли-
тельную невозможность атаки методом решения системы уравнений на
биты ключа [5]. Критерий полиномиальной полноты для квазигрупп по-
рядка 4 получен в работе [6]; для квазигрупп простого порядка критерий
и полиномиальный от порядка алгоритм проверки приведены в [7]; обоб-
щение на случай произвольного порядка сделано в [8].

2. Основные определения

Конечной квазигруппой порядка k ∈ N называется множество Q =
{q1, . . . , qk} с бинарной операцией f : Q × Q → Q, такой что для лю-
бых a, b ∈ Q уравнения f(x, a) = b и f(a, y) = b однозначно разрешимы.
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Таблица умножения квазигруппы, то есть матрица k×k с окаймляющей
строкой и окаймляющим столбцом, является латинским квадратом — в
силу разрешимости уравнений каждая строка и каждый столбец матри-
цы является записью некоторой перестановки на множестве Q.

Квазигруппы (Q, f1) и (Q, f2) называются изотопными, если найдутся
перестановки α, β, γ на множестве Q, такие что выполнено тождество

f1(x, y) = γ−1 (f2(α(x), β(y)) .

В терминах латинских квадратов это означает, что один квадрат может
быть преобразован в другой перестановкой строк и столбцов, а также
переименованием элементов.

Заметим, что функция f может естественным образом рассматри-
ваться как элемент k-значной логики Pk. Благодаря этому в нашем рас-
поряжении оказывается операция суперпозиции, а также знания о пред-
полных классах. Используемые в дальнейшем понятия и факты из k-
значной логики описаны, например, в [9].

Квазигруппа называется полиномиально полной, если система из
функции f и всех констант полна:

[
{f} ∪ P 0

k

]
= Pk. Квазигруппа на-

зывается простой, если операция f не сохраняет никакое нетривиаль-
ное отношение эквивалентности. Несложно заметить, что квазигруппо-
вая операция может сохранять только равномерное разбиение (то есть
порождающее равномощные классы эквивалентности), поэтому все ква-
зигруппы простого порядка являются простыми.

Квазигруппа аффинна, если на множествеQ можно задать структуру
абелевой группы (Q,+), относительно которой найдутся автоморфизмы
α и β и константа c ∈ Q, такие что f(x, y) = α(x) + β(y) + c. В работе
[10] по сути показано, что простая квазигруппа аффинна тогда и только
тогда, когда f является квазилинейной функцией.

Известно ([11, 12]), что полиномиальная полнота эквивалентна од-
новременной простоте и неаффинности (невложенности f ни в один из
классов U, L в обозначениях [9]). Несложно увидеть, что при k = 2 или 3
все квазигрупповые операции линейны, поэтому полиномиально полных
квазигрупп нет. Примеры полиномиально полных квазигрупп порядка 4
приведены в работе [6].

3. Случай квазигрупп простого порядка

В случае квазигрупп простого порядка отсутствие полиномиальной пол-
ноты эквивалентно одновременной линеаризуемости всех одноместных
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функций вида f(x, a) и f(a, y) при a ∈ Q. Более формально, верен сле-
дующий факт.

Теорема 1 ([7]). Пусть p — простое число, p ≥ 5, (Q, f) — квазигруппа
порядка p. Тогда следующие условия эквивалентны:

1) Q не является полиномиально полной;

2) существует биективное отображение множества {q1, . . . , qp} на
множество Zp, при котором квазигрупповая операция становит-
ся линейной функцией;

3) существует биективное отображение множества {q1, . . . , qp} на
множество Zp, при котором все строки и столбцы матрицы, за-
дающей квазигрупповую операцию, становятся линейными функ-
циями, то есть линейными перестановками набора (0, 1, . . . , p−1).

Используя это утверждение, несложно построить полиномиальный от
порядка квазигруппы алгоритм, проверяющий полиномиальную полно-
ту. Достаточно заметить, что после умножения всех перестановок-строк
латинского квадрата на перестановку, обратную первой строке, в случае
неполноты все строки примут вид x+di, di ∈ Q, и для восстановления ли-
неаризующего отображения по сути достаточно перебрать всевозможные
варианты для константы, соответствующей второй строке. Для каждого
варианта потребуется найти коэффициенты линейного представления (с
константной сложностью) и проверить истинность найденного представ-
ления (со сложностью, квадратичной от порядка). Таким образом, верно
следующее утверждение.

Теорема 2 ([7]). Задача проверки полиномиальной полноты квазигрупп
простого порядка решается за время, кубическое от порядка квазигруп-
пы.

Заметим, что уже в случае порядка 4 описанная идеология перестает
работать, так как полиномиально полные квазигруппы порядка 4 суще-
ствуют, но все перестановки квазилинейны.

Из теоремы 1 вытекает ряд несложных следствий.

Следствие 1 ([7]). Почти все квазигруппы простого порядка полино-
миально полны и не изотопны полиномиально неполным квазигруппам.

Следствие 2 ([7]). Для любой квазигруппы простого порядка, не явля-
ющейся полиномиально полной, существует изотопная ей полиноми-
ально полная квазигруппа.
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Из теоремы 1 также следует, что в случае отсутствия полиномиаль-
ной полноты строки и столбцы латинского квадрата, задающего опе-
рацию f , при некоторой кодировке соответствуют линейным функциям
вида ax+ b mod p, где параметр a одинаков для всех строк (столбцов).
Как известно, линейная перестановка либо является тождественной, ли-
бо представляет из себя циклический сдвиг (случай a = 1, b 6= 0), либо
состоит из одной неподвижной точки и s циклов длины t, st = p−1. Для
удобства в первых двух случаях будем считать, что s = 1. Изменение ко-
дировки действует на перестановки как сопряжение, то есть сохраняет
цикловую структуру.

Следствие 3 ([7]). Если в латинском квадрате простого порядка есть
строка (столбец) с нелинейной цикловой структурой, или же две стро-
ки (два столбца) с линейной цикловой структурой, но различными зна-
чениями параметра s, то соответствующая квазигруппа является по-
линомиально полной.

Заметим, что условия следствия 3 могут быть проверены со слож-
ностью, квадратичной от порядка квазигруппы, поэтому разумно доба-
вить такую проверку в начало процедуры распознавания полиномиаль-
ной полноты, имеющей, как было указано выше, кубическую сложность.

4. Случай порядка, не представимого в виде сте-
пени простого числа

Из результатов работы [10] следует, что если порядок квазигруппы не
представим в виде pt ни для какого простого p и натурального t, то по-
линомиальная полнота эквивалентна простоте. Проверка простоты квзи-
группы может быть проведена, например, так. Для каждой пары (q1, qi),
где q1 — выделенный элемент Q, а qi — произвольный элемент Q, от-
личный от q1, строится транзитивное замыкание отношения q1 ∼ qi от-
носительно операции f . Такое замыкание несложно вычислить со слож-
ностью, кубической от порядка квазигруппы; при умножении на число
пар, которые требуется рассмотреть, получается итоговая сложность ал-
горитма O

(
k4
)
.

Теорема 3 ([8]). Существует процедура проверки простоты квазигруп-
пы порядка k, имеющая сложность O

(
k4
)
.
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Следствие 4. Пусть k ∈ N не представимо в виде pt ни для како-
го простого p и натурального t. Тогда существует процедура проверки
полиномиальной полноты квазигрупп, имеющая сложность O

(
k4
)
.

5. Общий случай

Для построения алгоритма определения полиномиальной полноты в
общем случае остается рассмотреть процедуру проверки аффинности.
Несложно заметить, что для аффинных квазигрупп домножение всех
строк-перестановок соответствующего латинского квадрата L на пере-
становку, обратную первой строке, с последующей перестановкой строк
позволяет получить таблицу Кэли L′ для абелевой группы (Q,+) из
определения аффинности; после этого искомое представление f(x, y) =
α(x) + β(y) + c может быть легко восстановлено. Заметим, что самым
трудоемким этапом здесь является проверка ассоциативности операции,
задаваемой матрицей L′, то есть процедура кубическая по сложности.

Аккуратное описание алгоритма, кратко представленного выше, при-
ведено в работе [8].

Теорема 4 ([8]). Существует процедура проверки аффинности квазиг-
руппы порядка k, имеющая сложность O

(
k3
)
.

Таким образом, верен следующий факт.

Теорема 5 ([8]). Существует процедура проверки полиномиальной пол-
ноты квазигруппы порядка k, имеющая сложность O

(
k4
)
.

6. Обобщение на случай n-квазигрупп

Пусть n, k ∈ N, n > 2; n-квазигруппой порядка k называется множество
Q = {q1, . . . , qk} с n-арной операцией f , такой что для любых элементов
a1, a2, . . . , an, b ∈ Q все уравнения

f(x, a2, a3, . . . , an) = b,

f(a1, x, a3, . . . , an) = b,

...
f(a1, a2, . . . , an−1, x) = b
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однозначно разрешимы в Q. Понятие полиномиальной полноты для n-
квазигрупп вводится аналогично случаю квазигрупп. Критерии поли-
номиальной полноты и алгоритмы распознавания также естественным
образом переносятся на n-квазигруппы. Отметим, что наиболее трудо-
емкие операции (вычисление транзитивного замыкания и проверка ас-
социативности) не зависят от значения параметра n, так что сложност-
ные характеристики не меняют порядок при переходе от квазигрупп к
3-квазигруппам. Итоговый результат примет следующий вид.

Теорема 6 ([8]). Пусть n ∈ N, n > 2 —фиксированный параметр. Тогда
полиномиальная полнота n-квазигруппы порядка k может быть уста-
новлена со сложностью O

(
kn+1

)
.

Список литературы

[1] М.М. Глухов, “О применениях квазигрупп в криптографии”, ПДМ,
2008, 2, 28–32.

[2] V. Shcherbacov, “Quasigroup based crypto-algorithms”,
arXiv:1201.3016v1.

[3] Y. Wu, Y. Zhou, J.P. Noonan, S. Agaian, C.L.P. Chen, “A Novel Latin
Square Image Cipher”, arXiv:1204.2310v1.

[4] A. Mileva, S. Markovski, “Quasigroup String Transformations and Hash
Function Design”, in: D. Davcev, J.M. Gómez (eds) ICT Innovations,
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Polynomial completeness of finite quasigroups
Galatenko A.V., Pankratiev A.E., Rodin S.B.

We give a survey of results connected to deciding polynomial
completeness of finite quasigroups. The paper is based on a report
presented at the seminar “Automata theory”.
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О прогрессивном представлении
периодических семейств с ограничениями

на начало и шаг

Дергач П.С., Данилевская Е.Д.

В статье изучается множество K(n) := N \ (n, n), исследу-
ется его представление в виде объединения как можно мень-
шего количества арифметических прогрессий с ограничением
на начало или шаг. В каждом из двух случаев найдены соот-
ветствующие точные оценки.

Ключевые слова: арифметическая прогрессия, нату-
ральный ряд, проблема минимизации, типы ограничений.

Введение

Статья написана в соавторстве Дергача П. С. с его ученицей Дани-
левской Е. Д. и является переработанным результатом ее дипломной
выпускной работы в филиале МГУ имени М.В.Ломоносова в городе
Ташкенте. Рассматривается периодическое семейство натуральных чи-
сел K(n) := N \ (n, n), взятое из работы [1]. Необходимо представить это
семейство минимальным по количеству объединением арифметических
прогрессий, на которые наложены следующие типы ограничений. Ли-
бо это ограничение сверху на начало прогрессий, либо это ограничение
сверху на шаг прогрессий. В обоих случаях приводится точная реализа-
ция, доставляющая соответствующий минимум. Доказывается неулуч-
шаемость полученных оценок. Читатели, желающие познакомиться с
аналогичными интересными результатами, отсылаются к статьям [3-20].
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Основные определения и результаты

Множество натуральных чисел обозначаем через N, а множество це-
лых неотрицательных чисел — через N0. Множество натуральных чисел
от 1 до s обозначаем через Es. Для a ∈ N, b ∈ N обозначаем

(a, b) := {a+ ib | i ∈ N0}

и называем это множество арифметической прогрессией с началом a и
шагом b. Для произвольного n ∈ N положим

K(n) := N \ (n, n).

Множество арифметических прогрессий обозначаем через P. Для произ-
вольного k ∈ N рассматриваем множества

B(k) := {(a, b) ∈ P | a ≤ k},

S(k) := {(a, b) ∈ P | b ≤ k}.
Для ∗ ∈ {B, S} пишем, что

K(n) ∈ Uk(∗),

если множество K(n) можно представить конечным объединением эле-
ментов из ∗(k). Наконец, для произвольного n ∈ N вводим обозначения

f1(n) = min
k
{K(n) ∈ Uk(B)},

f2(n) = min
k
{K(n) ∈ Uk(S)}.

Теорема 1. Пусть n ∈ N и n = pa11 p
a2
2 . . . pass — его разложение на

простые множители. Тогда

f1(n) = max
i∈Es

pai−1i (pi − 1).

Теорема 2. Пусть n ∈ N и n = pa11 p
a2
2 . . . pass — его разложение на

простые множители. Тогда

f2(n) = max
i∈Es

paii .
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Доказательство вспомогательных утверждений

Лемма 1. Критерий пересечения. Для любых a, c ∈ N0 и b, d ∈ N
верно

(a, b) ∩ (c, d) 6= ∅ ⇐⇒ a ≡ c (mod НОД(b, d)).

Доказательство леммы см. в [2].

Доказательство основных утверждений

Теорема 1. Пусть n ∈ N и n = pa11 p
a2
2 . . . pass — его разложение на

простые множители. Тогда

f1(n) = max
i∈Es

pai−1i (pi − 1).

Доказательство.
Обозначим через hn число max

i∈Es
pai−1i (pi−1) и докажем верхнюю оцен-

ку, то есть что
f1(n) ≤ hn. (1)

Для этого достаточно показать, что множество K(n) можно представить
конечным объединением элементов из B(hn), то есть арифметических
прогрессий с началом не больше hn. Это можно сделать, например, сле-
дующим образом. Для всех

0 ≤ i ≤ a1 − 1, (2)

pi1 ≤ j ≤ pi1(p1 − 1) (3)

рассматриваем прогрессии

(aji , b
j
i ) := (j, pi+1

1 ). (4)

Ясно, что для каждого фиксированного i из (2) объединение прогрессий
(aji , b

j
i ) по всем j из (3) дает нам множество всех натуральных чисел, ко-

торые делятся на pi1, но не делятся на pi+1
1 . Если теперь объединить

эти конструкции по всем i из (2), то получим множество всех нату-
ральных чисел, которые не делятся на pa11 , то есть множество K(pa11 ).
При этом, начала всех использованных в (4) прогрессий не превосходят
pa1−11 (p1 − 1), а значит не превосходят и hn. Поэтому множество K(pa11 )
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лежит в Uhn(B). Аналогично можно показать, что при всех i ∈ Es множе-
ство K(paii ) лежит в Uhn(B). Для этого достаточно в приведенном выше
рассуждении заменить p1 на pi. Значит и множество

⋃
i∈Es

K(paii ) лежит в

Uhn(B). Осталось заметить, что
⋃

i∈Es
K(paii ) = K(pa11 p

a2
2 . . . pass ) = K(n).

Неравенство (1) доказано.
Докажем теперь нижнюю оценку, то есть что

f1(n) ≥ h(n). (5)

Для этого достаточно показать, что множество K(n) нельзя представить
конечным объединением элементов из множества B(hn−1), то есть ариф-
метических прогрессий с началом не больше hn− 1. Это можно сделать,
например, следующим образом. Будем доказывать утверждение от про-
тивного. Допустим, такое представление существует. Без ограничения
общности, будем считать, что

hn = pa1−11 (p1 − 1). (6)

Обозначим через a число, которое по модулю pa11 дает остаток h(n), а по
модулям pa22 , . . . , p

as
s дает остаток 0, то есть делится нацело. Из китай-

ской теоремы об остатках известно, что найдется (и при том ровно одно)
такое число на промежутке En. Очевидно, что a 6= n. Значит a ∈ K(n) и
поэтому содержится хотя бы в одной из прогрессий представления. Вы-
берем любую из них. Пусть эта прогрессия имеет начало x. Рассмотрим
тогда ее подпрогрессию (x, a − x). Эта подпрогрессия все еще лежит в
K(n) и, значит, не пересекается с прогрессией (n, n). Поэтому из леммы
1 заключаем, что

x 6≡ n (mod НОД(a− x, n)).
Значит найдутся такие i ∈ Es и j ∈ Eai , для которых

x 6≡ n (mod pji ), x ≡ a (mod pji ).

Однако, оба числа a и n делятся нацело на

pa1−11 pa22 . . . pass =
n

p1
.
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Значит,
x 6≡ n (mod pa11 ), x ≡ a (mod pa11 ). (7)

Так как число a по модулю pa11 дает остаток h(n), то из (7) следует, что

x ≡ h(n) (mod pa11 ). (8)

Однако, каждое начало прогрессий нашего представления не превосхо-
дит hn − 1 и значит

x < hn. (9)

Условия (8) и (9) противоречат друг другу. Неравенство (5) доказано.
Вместе с неравенством (1) это завершает доказательство теоремы.

�

Теорема 2. Пусть n ∈ N и n = pa11 p
a2
2 . . . pass — его разложение на

простые множители. Тогда

f2(n) = max
i∈Es

paii .

Доказательство.
Обозначим через rn числоmax

i∈Es
paii и докажем верхнюю оценку, то есть

что
f2(n) ≤ rn. (10)

Для этого достаточно показать, что множество K(n) можно представить
конечным объединением элементов из множества S(rn), то есть арифме-
тических прогрессий с шагом не больше rn. Это можно сделать, напри-
мер, следующим образом. Для всех

1 ≤ i ≤ pa11 − 1 (11)

рассматриваем прогрессии

(ai, bi) := (i, pa11 ). (12)

Ясно, что объединение прогрессий (ai, bi) по всем i из (11) дает нам мно-
жество всех натуральных чисел, которые не делятся на pa11 . Шаги всех
использованных в (12) прогрессий равны pa11 , а значит не превосходят
rn. Поэтому множество K(pa11 ) лежит в Urn(S). Аналогично можно по-
казать, что при всех i ∈ Es множество K(paii ) лежит в Urn(S). Для этого
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достаточно в приведенном выше рассуждении заменить p1 на pi. Значит
и множество

⋃
i∈Es

K(paii ) лежит в Urn(S). Осталось заметить, что

⋃

i∈Es
K(paii ) = K(pa11 p

a2
2 . . . pass ) = K(n).

Докажем теперь нижнюю оценку, то есть что

f1(n) ≥ h(n). (13)

Для этого достаточно показать, что множество K(n) нельзя представить
конечным объединением элементов из множества S(rn−1), то есть ариф-
метических прогрессий с шагом не больше rn − 1. Это можно сделать,
например, следующим образом. Будем доказывать утверждение от про-
тивного. Допустим, такое представление существует. Без ограничения
общности, будем считать, что

rn = pa11 . (14)

Тогда рассмотрим ту прогрессию представления, которая содержит чис-
ло n

p1
= pa1−11 pa22 . . . pass . Обозначим шаг этой прогрессии через t. Тогда

прогрессия
(pa1−11 pa22 . . . pass , t) (15)

будет в ней лежать, поэтому лежит и в множестве K(n). Значит про-
грессия (15) не пересекается с прогрессией (n, n). По лемме 1 получаем
отсюда, что

pa1−11 pa22 . . . pass 6≡ n (mod НОД(n, t)).

Отсюда с неизбежностью следует, что t делится нацело на pa11 = rn. Но
это противоречит тому, что все элементы представления лежат в мно-
жестве S(rn− 1). Неравенство (13) доказано. Вместе с неравенством (10)
это завершает доказательство теоремы.

�
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On the progressive representation of periodic sets with
restrictions on the beginning and the step

Dergach P.S., Danilevskaya E.D.

In the article the set K(n) := N\(n, n) is being examined, it’s
presentation as union of as few arithmetic progressions as possible
with constraints to the begining or step is being investigated. In
both two cases appropriate accurate estimations have been found.

Key words: arithmetic progression, natural series, minimization
problem, types of constraints.
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Равномерная V -реализуемость принципа 
Маркова в V -перечислимой области

Коновалов А. Ю.

Определяются различные варианты понятия V -реализуемости
для формул языка логики предикатов, основанные на использо-
вании функций из множества V для интерпретации импликации
и квантора всеобщности. Устанавливается, что принцип Марко-
ва является слабо V -реализуемым, не является равномерно V -
реализуемым и является V -реализуемым равномерно в области M ,
если множество M ⊆ N является V -перечислимым.

Ключевые слова: конструктивная семантика, реализуемость,
абсолютная реализуемость, обобщенная реализуемость, принцип
Маркова.

Принцип конструктивного подбора, или принцип Маркова, выражае-
мый предикатной формулой

∀x (P (x) ∨ ¬P (x))→ (¬¬∃xP (x)→ ∃xP (x)), (MP)

является одним из основных законов конструктивной логики, отличаю-
щим ее от интуиционистской логики. В контексте рекурсивной реали-
зуемости принцип Маркова означает, что формула (MP) является ре-
ализуемой, если областью возможных значений переменной x является
множество всех натуральных чисел N. Возможность варьирования пред-
метной области полностью исследована в работе [1]. Там доказано, что
формула (МР) реализуема в некоторой области M тогда и только тогда,
когда множество M рекурсивно-перечислимо.

В работах [2, 3] определены обобщения понятия рекурсивной реали-
зуемости, в которых вместо индексов частично-рекурсивных функций в
качестве реализаций используются индексы частичных функций из бо-
лее широких классов. Представляет интерес исследовать вопрос о кор-
ректности принципа Маркова относительно различных вариантов обоб-
щенной реализуемости.
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Пусть V — некоторое счетное множество частичных функций нату-
рального аргумента. Элементы множества V назовем V -функциями. Бу-
дем считать, что для каждого натурального числа n имеется нумерация
всех n-местных V -функций. А именно, определено множество индексов
IVn ⊆ N вместе с отображением, которое каждому натуральному числу
z ∈ IVn ставит в соответствие n-местную V -функцию ϕV, nz , и при этом
всякая n-местная V -функция есть ϕV, nz для некоторого z ∈ IVn . Будем
говорить, что натуральное число z есть V -индекс n-местной V -функции
ϕ, если z ∈ IVn и ϕ = ϕV, nz . При записи выражений вида ϕV, nz (t1, . . . , tn)
обычно будем опускать верхний индекс n. Будем считать, что множество
V вместе с вышеописанной нумерацией обладает следующими свойства-
ми:

С1) множество V содержит все частично-рекурсивные функции;
С2) если ψ есть n-местная V -функция, s — перестановка на множе-

стве {1, . . . , n}, то функция ψ′, определенная условным равенством

ψ′(x1, . . . , xn) ' ψ(xs(1), . . . , xs(n)),

является V -функцией;
С3) если ψ есть n-местная V -функция, то функция ψ′, определенная

условным равенством

ψ′(x1, . . . , xn, xn+1) ' ψ(x1, . . . , xn),

является V -функцией;
С4) если ψ есть (n+m)-местная V -функция, a1, . . . , am — натураль-

ные числа, то функция ψ′, определенная условным равенством

ψ′(x1, . . . , xn) ' ψ(x1, . . . , xn, a1, . . . , am),

является V -функцией;
С5) если ψ есть (n+ 1)-местная V -функция, то функция ψ′, опреде-

ленная условным равенством

ψ′(x1, . . . , xn) ' µx [ψ(x1, . . . , xn, x) = 0],

является V -функцией (µ — оператор минимизации);
С6) если ψ есть m-местная V -функция, ψ1, . . . , ψm суть n-местные

V -функции, то функция ψ′, определенная условным равенством

ψ′(x1, . . . , xn) ' ψ(ψ1(x1, . . . , xn), . . . , ψm(x1, . . . , xn)),
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является V -функцией.
Кроме этого, потребуем эффективного выполнения свойств С2–С6. А

именно, будем считать, что существует такая V -функция (своя для каж-
дого из свойств С2–С6), которая по V -индексу функции ψ (V -индексам
функций ψ,ψ1, . . . , ψm) находит некоторый V -индекс функции ψ′.

Отметим, что свойствам С1–С6 удовлетворяет множество всех
частично-рекурсивных функций с подходящей нумерацией. В работах
[2, 3] приводятся такие нумерации всех арифметических и всех гипера-
рифметических функций, что свойства С1–С6 выполняются для соот-
ветствующих классов функций.

Предикатные формулы строятся обычным образом из атомов
P (v1, . . . , vn), где P есть n-местная предикатная переменная, а
v1, . . . , vn — предметные переменные, при помощи логических констант
>, ⊥, связок ∧, ∨, → и кванторов ∀, ∃.

Пусть M — непустое подмножество натурального ряда. Следуя [4],
n-местным обобщенным предикатом на множестве M будем называть
всякую функцию типа Mn → 2N. Пусть A — предикатная формула, f —
отображение, которое каждой предикатной переменной из A валентности
n ставит в соответствие n-местный обобщенный предикат на множестве
M . В этом случае отображение f будем называтьM -оценкой формулы A.
Временно введем в язык логики предикатов константы для обозначения
элементов множестваM . Формулы с этими константами будем называть
предикатными формулами расширенного языка.

Пусть фиксированы примитивно-рекурсивные двухместная функция
c, которая взаимно однозначно нумерует все пары натуральных чисел,
и одноместные обратные функции p1 и p2, так что выполняются соотно-
шения p1(c(x, y)) = x и p2(c(x, y)) = y. В выражениях вида p1(t), p2(t)
обычно будем опускать скобки.

Для натурального числа e, замкнутой предикатной формулы A рас-
ширенного языка иM -оценки f формулы A определим отношение e rVf A
(число e V -реализует формулу A при оценке f):

1) неверно e rVf ⊥;
2) верно e rVf >;
3) e rVf P (a1, . . . , an) 
 e ∈ f(P )(a1, . . . , an), если P есть n-местная

предикатная переменная;
4) e rVf (Φ ∧Ψ) 
 p1e r

V
f Φ и p2e r

V
f Ψ;

5) e rVf (Φ ∨Ψ) 
 (p1e = 0 и p2e r
V
f Φ) или (p1e = 1 и p2e r

V
f Ψ);
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6) e rVf (Φ→ Ψ) 
 e ∈ IV1 и для всех натуральных чисел s, если имеет
место s rVf Φ, то определено ϕVe (s) и верно ϕVe (s) rVf Ψ.

7) e rVf ∃x Φ(x) 
 p1e ∈M и p2e r
V
f Φ(p1e);

8) e rVf ∀x Φ(x) 
 e ∈ IV1 и для всех a ∈M определено ϕVe (a) и имеет
место ϕVe (a) rVf Φ(a).

Есть несколько способов определить V -реализуемость замкнутых
предикатных формул на основании отношения e rVf A:

• замкнутую предикатную формулу A назовем слабо V -реализуемой
(обозначение: rV A), если для любого непустого множества M ⊆ N
и произвольной M -оценки f найдется такое натуральное число e,
что имеет место e rVf A;

• замкнутую предикатную формулу A назовем V -реализуемой равно-
мерно в области M (обозначение: urVM A), если найдется такое на-
туральное число e, что для любой M -оценки f имеет место e rVf A;

• замкнутую предикатную формулу A назовем равномерно V -
реализуемой (обозначение: urV A), если найдется такое натураль-
ное число e, что для любого непустого множества M ⊆ N и произ-
вольной M -оценки f имеет место e rVf A.

Верны следующие теоремы.

Теорема 1. Формула (MP) является слабо V -реализуемой.

Теорема 2. Формула (MP) не является равномерно V -реализуемой.

Теорема 3. Пусть множество M непусто и V -перечислимо. Тогда
формула (MP) является V -реализуемой равномерно в области M .
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Markov’s Principle is uniformly V -realizable in any V -enumerable
domain.

Konovalov A. Yu.

Various variants of the notion of the V -realizability for predicate
formulas are defined, where indexes of functions in the set V are
used for interpreting the implication and the universal quantifier. It
is proved that Markov’s Principle is weakly V -realizable, not uniformly
V -realizable, and uniformly V -realizable in any V -enumerable domain
M ⊆ N.

Keywords: constructive semantics, realizability, absolute realizability,
generalized realizability, Markov’s Principle.
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Часть 3.
Математические модели





О минимальной Шефферовой функции в 
классе кусочно-параллельных функций, 

определенных над
двоично-рациональными числами

Агафонова М.В.

В настоящей статье рассматривается класс нейронных кусочно-
параллельных функций с двоично-рациональными коэффициента-
ми(BPP). Приводится доказательство существования в нем мини-
мальной Шефферовой функции. Под минимальной Шефферовой
функцией в рассматриваемом классе, понимается функция этого
класса, порождающая этот класс по операциям суперпозиции и со-
держащая минимально возможное количество переменных и поро-
говых функций. Было установлено, что в данном классе минималь-
ная Шефферова функция содержит две переменных и одну поро-
говую функцию. Также в статье приводится одно из необходимых
условий Шефферовости функции, принадлежащей BPP.

Ключевые слова: класс, кусочно-параллельные функции,
нейронные функции, двоично-рациональные коэффициенты, опе-
рации суперпозици, Шефферова функция.

1. Введение.

Исследование класса нейронных кусочно-параллельных функций берет
свое начало из работы Половникова В.С [1]. В указанной работе, вво-
дится понятие нейронной схемы над элементами, реализующими линей-
ные функции и нелинейные функции активации. Над нейронными схема-
ми выполняются операции суперпозиции: добавление фиктивного входа,
изъятие фиктивного входа, склеивание входов, переименование входов
без склеивания, последовательное соединение. Таким образом, рассмат-
ривается функциональная система [2] нейронных схем. Автором работы
[1], были изучены и описаны некоторые свойства нейронных схем, мето-
ды их построения,а также произведены доказательства эквивалентности
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между множеством функций реализуемых нейронными схемами без па-
мяти и множеством кусочно-линейных функций (PL), а также между
множеством функций, реализуемых нейронными схемами модели Мак-
Каллока-Питтса[3], и множеством кусочно-параллельных функций (PP).
Изучение класса PL было продолжено в работах А. Кана. [4][5]. Рас-
смотрение же класса PP, было развито в работе [6], а в настоящей рабо-
те рассматривается его подкласс, состоящий из кусочно-параллельных
функций с двоично-рациональными коэффициентами.

Класс кусочно-параллельных функций порождается множеством со-
стоящим, из всех вещественных констант, сумматора, умножителя на
вещественную константу и функции Хэвисайда. В работе [6] веществен-
ные коэффициенты в PP заменяются на приближающие их двоично-
рациональные. Учитывая, что любое двоично-рациональное число может
быть получено из константы 1

2 и формул 1
2x,−x, x+y, при использовании

операций суперпозиции, рассматриваемый в этой работе класс, имеет ко-
нечный базис, в отличие от PP. Учитывая, что константа 1

2 получается
из суперпозиции: 1

2(θ(θ(x)) =
1
2 , где θ(x) - функция Хэвисайда:

θ(x) =

{
1 при x ≥ 0
0 при x < 0

,

имеем базис

B = {1
2
x,−x, x+ y, θ(x)}.

Замыкание функций B = {12x,−x, x + y, θ(x)}, по операциям супер-
позиции (добавление фиктивной переменной, удаление фиктивной пе-
ременной, отожествление переменных, переименование переменных без
отожествления, последовательная подстановка функции вместо перемен-
ной) образует множеством кусочно-параллельных функций с двоично-
рациональными коэффициентами и обозначается BPP,

[B] = BPP.

Конечность базиса в классе BPP существенно отличает его от класса
PP.

Ранее было показано, что любая функция из класса PP аппрокси-
мируется с любой наперед заданной точностью элементом из множества
BPP, зависящим от заданной точности. [6].
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Следует отметить, что в работе [6] приводится доказательство того,
что для BPP существует Шефферова [7] функция, которая имеет вид:

F (x, y, z) = x− 1

2
(y)− 1

2
θ
′
(z) +

1

2
,

где

θ
′
(z) =

{
1 при z > 0
0 при z ≤ 0

,

а также, доказательство существования в классе BPP для произвольного
натурального числа k базиса, состоящего из k элементов.

В данной же работе, найдена Шефферова функция минимальная в
классе BPP а также некоторые условия Шефферовости функции в этом
классе. Под минимальной Шефферовой функцией понимается функция
этого класса, порождающая этот класс и имеющая минимальное коли-
чество переменных и пороговых элементов.

2. Полученные результаты

Сначала рассмотрим, полученное необходимое условие Шефферовости
функции, принадлежащей классу BPP, с тем условием, что данная функ-
ция будет минимальной Шефферовой в нем. Не трудно увидеть, что
Шефферова функция содержит хотя бы один нелинейный элемент и за-
висит не менее чем от двух переменных. Поэтому Шефферовы функции
будем искать в следующем виде:

g(x, y) = ax+ by + c+ rθ(dx+ ey + f).

Очевидно количество переменных не может быть уменьшено, так как
из суперпозиций функций, зависящих от одной переменной, получаются
функции, также зависящие от одной переменной. А удаление пороговой
функции приведет к тому, что мы будем получать только непрерывные
линейные функции. Определение Пусть для функции g(x, y) ∈ BBP,

g(x, y) = ax+ by + c+ rθ(dx+ ey + f),

выполнено:
a+ b− 1 6= 0

Тогда, если функция g является Шеферовой, тогда выполнены следую-
щие неравенства:
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{
d(− c

a+b−1) + e(− c
a+b−1) + f ≥ 0,

d(− c+r
a+b−1) + e(− c+r

a+b−1) + f < 0.

Доказательство: Это утверждение следует из того факта, что Шеффе-
рова функция, не должна сохранять ни одну из констант. Рассмотрим
обратное, подставим какую-либо произвольную константу k:

g(k, k) = ak + bk + c+ rθ(dk + ek + f) = k

Возможны 2 случая для θ(dk + ek + f):
1)При dk + ek + f < 0, при этом θ(dk + ek + f) = 0,
Тогда функция g(k, k) примет вид:

g(k, k) = ak + bk + c = k.

Откуда найдем выражение для k:

ak + bk − k = −c,

k(a+ b− 1) = −c.

k = − c

(a+ b− 1)

при условии, что a+ b− 1 6= 0

Т.е. если система условий
{
dk + ek + f < 0,
a+ b− 1 6= 0.

выполнена, то функция

g сохраняет константу k:

k = − c

a+ b− 1
.

Следовательно, для того чтобы такая константа k не существовала,
т.е. функция g(x, y) не сохраняла, ни одну из констант, необходимо что-
бы:

d(− c

a+ b− 1
) + e(− c

a+ b− 1
) + f ≥ 0.

Аналогично рассматривается второй случай:
2) При dk + ek + f ≥ 0, при этом θ(dk + ek + f) = 1,
Тогда функция g(k, k) примет вид:

g(k, k) = ak + bk + c+ r = k.
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Откуда найдем выражение для k:

ak + bk − k = −c− r,

k(a+ b− 1) = −c− r,

k = − c+ r

a+ b− 1

при условии, что a+ b− 1 6= 0.

Т.е. при выполнении системы условий
{
dk + ek + f ≥ 0,
a+ b− 1 6= 0.

, такая кон-

станта k существует:
k = − c+ r

a+ b− 1
.

Т.е., для того чтобы такая константа k не существовала, необходимо,
чтобы:

d(− c+ r

a+ b− 1
) + e(− c+ r

a+ b− 1
) + f < 0.

Следовательно, для того, чтобы g(x,y) не сохраняла ни какую из пе-
ременных необходимо чтобы ее коэффициенты удовлетворяли системе
условий: {

d(− c
a+b−1) + e(− c

a+b−1) + f ≥ 0,

d(− c+r
a+b−1) + e(− c+r

a+b−1) + f < 0.

Утверждение доказано.
Рассмотрим пример функции, удовлетворяющей описанным выше

условиям и являющейся Шефферовой в классе BPP.
Такая функция имеет вид:

F (x, y) = −1

2
x+ y +

1

2
θ(−x).

Теперь подставим коэффициенты рассматриваемой функции F (x, y)
в найденные уравнения.

a = −1

2
, b = 1, c = 0, r =

1

2
, d = −1, e = 0, f = 0.




−1(− 0

− 1
2
+1−1

) + 0(− 0
− 1

2
+1−1

) + 0 ≥ 0,

−1(− 0+− 1
2

− 1
2
+1−1

) + 0(− 0+ 1
2

− 1
2
+1−1

) + 0 < 0.
,

{
0 ≥ 0,

−(−
1
2

− 1
2
+1−1

) < 0.
,
{

0 ≥ 0,
−1 < 0.

Условия выполняются. Докажем теперь, что эта функция являет-
ся Шефферовой в классе кусочно-параллельных функций с двоично-
рациональными коэффициентами.
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Теорема 1. Функция:

F (x, y) = −1

2
x+ y +

1

2
θ(−x),

где

θ(−x) =

{
1 при − x ≥ 0
0 при − x < 0

,

является минимальной Шефферовой функцией в классе кусочно-
параллельных функций с двоично-рациональными коэффициентами.

Доказательство: Очевидно функция является минимальной в BPP. До-
кажем теперь, что она Шефферова.

Для удобства доказательства проведем некоторые преобразования
функции F (x, y). Используя равенство:

θ(−x) = 1− θ′(x),

заменим θ(−x) на θ′(x), где

θ
′
(x) =

{
1 при x > 0
0 при x ≤ 0

.

F (x, y) = −1

2
x+ y +

1

2
(1− θ′(x)) = −1

2
x+ y − 1

2
θ
′
(x) +

1

2
,

Теперь докажем, что F (x, y) является Шефферовой в BPP.
Для начала, получим константу 1

2 из функции F (x, y). Для этого
рассмотрим следующую суперпозицию:

F1(x, y) = F (x, F (x, y)) = −1

2
x− 1

2
x+ y − 1

2
θ
′
(x) +

1

2
− 1

2
θ
′
(x) +

1

2
,

F1(x, y) = −x+ y − θ′(x) + 1.

Отождествим переменные x и y:

F2(x) = F1(x, x) = −x+ x− θ′(x) + 1 = −θ′(x) + 1 = 1− θ′(x).

Применим операцию суперпозиции для F и F2(x):

F3 = F (F2(x), F2(x)) = −
1

2
(1− θ′(x)) + 1− θ′(x)− 1

2
θ
′
(1− θ′(x)) + 1

2

F3 = −
1

2
+
1

2
θ
′
(x)+1−θ′(x)−1

2
θ
′
(1−θ′(x))+1

2
= 1−θ′(x)+1

2
θ
′
(x)−1

2
θ
′
(1−θ′(x)).
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Рассмотрим чему равно θ′(1− θ′(x)). Так как

1− θ′(x) =

{
0 при x > 0
1 при x ≤ 0

,

и одновременно

θ
′
(1− θ′(x)) =

{
0 при x > 0
1 при x ≤ 0

.

Значит, θ′(1− θ′(x)) = 1− θ′(x). Cледовательно,

F3 = 1−θ′(x)+ 1

2
θ
′
(x)− 1

2
(1−θ′(x)) = 1−θ′(x)+ 1

2
θ
′
(x)− 1

2
+

1

2
θ
′
(x) =

1

2
.

Получим теперь константу ноль. Для чего, подставим в функцию F2

вместо переменной x, константу 1
2 :

F2(
1

2
) = −θ′(1

2
) + 1 = −1 + 1 ≡ 0.

Получим функцию y + 1 и константу 1:

F4(y) = F1(0, y) = 0 + y − θ′(0) + 1 = y + 1,

F4(0) ≡ 1.

Теперь получим функцию −θ′(x) + 2, содержащую θ
′
(x) и в тоже

время всегда принимающую положительные значения:

−θ′(x) + 2 =

{
1 при x > 0
2 при x ≤ 0

,

F5(x) = F4(F2(x)) = −θ
′
(x) + 1 + 1 = −θ′(x) + 2 > 0.

Получим функцию −x.
Переименуем в функции F1(x, y) переменную x в переменную k и

применив операцию суперпозиции для F1(x, y) и F1(k, y) получим:

F6(x, k, y) = F1(x, F1(k, y)) = −x−k+y−θ
′
(k)+1−θ′(x)+1 = −x−k+y−θ′(k)−θ′(x)+2.

Применим суперпозицию для F6(x, k, y) и F5(x), причем

F5(x) > 0 :
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F7(x, y) = F6(x, F5(x), y) = −x+ θ
′
(x)− 2 + y − θ′(−θ′(x) + 2)− θ′(x) + 2,

F7(x, y) = −x+ θ
′
(x)− 2 + y − 1− θ′(x) + 2 = −x+ y − 1,

F8(x) = F4(F7(x, y)) = −x+ y − 1 + 1 = −x+ y,

F9(x) = F8(x, 0) = −x.
Функцию x+ y получим следующим образом:

F10(x, y) = F8(F9(x), y) = −(−x) + y = x+ y.

Теперь получим функцию 1
2x. Для этого переименуем в функции

F (x, y) переменную x в переменную k и применив операцию суперпо-
зиции для F1(x, y) и F (k, y) получим:

F11(x, k, y) = F1(x, F (k, y)) = −x−
1

2
k + y − 1

2
θ
′
(k) +

1

2
− θ′(x) + 1,

рассмотрим суперпозицию F11(x, k, y) и F5(x):

F12(x, y) = F11(x, F5(x), y) = −x−
1

2
(θ

′
(x)+2)+y−1

2
θ
′
(−θ′(x)+2)+

1

2
−θ′(x)+1 =

= −x+
1

2
θ
′
(x)− 1 + y − 1

2
+

1

2
− θ′(x) + 1 = −x− 1

2
θ
′
(x) + y.

И далее рассмотрим суперпозицию F
′
(x, y) = F (x,−y) и F12(x, 0):

F13(x) = F
′
(x, F12(x, 0)) = −

1

2
x− (−x− 1

2
θ
′
(x))− 1

2
θ
′
(x) +

1

2
=

= −1

2
x+ x+

1

2
θ
′
(x)− 1

2
θ
′
(x) +

1

2
=

1

2
x+

1

2
.

Из функции −x и константы 1
2 получим константу −1

2 , и из получен-
ной константы, функций x+ y и F13(x) получим 1

2x :

F14(x) = F10(F13(x),−
1

2
) =

1

2
x+

1

2
− 1

2
=

1

2
x.

И последнее, выведем θ(x):

θ(x) = 1− θ′(−x).

Таким образом, получены все функции множества B,

B = {1
2
x,−x, x+ y, θ(x)}
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являющегося порождающим для класса кусочно-параллельных функций
с двоично-рациональными коэффициентами. Следовательно функция

F (x, y) = −1

2
x+ y − 1

2
θ
′
(x) +

1

2

является Шефферовой в данном классе. Следовательно, и функция

F (x, y) = −1

2
x+ y +

1

2
θ(−x),

является минимальной Шефферовой в BPP.
Теорема доказана.

Автор выражает искреннюю признательность Часовских А.А. за цен-
ные обсуждения, советы и замечания в ходе работы над темой.
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On a minimal Scheffer function in the class of partial-parallel
functions defined over binary rational numbers.

Agafonova M.V.

115



This article discusses the class of neural partial-parallel functions
with binary rational coefficients (BPP-class). It is proven that a
minimal Scheffer function exists in this class. By a minimal Scheffer
function in the class, we mean a function of this class that generates this
class by superposition operations and contains the minimum possible
number of variables and threshold functions. It was established that
a minimal Scheffer function contains two variables and one threshold
function. The article also provides one of the necessary conditions for
the Scheffer-type function to be contained in the BPP-class.

Keywords: class, partial-parallel functions, neural functions, binary
coefficients, superposition operations, Scheffer function.
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Верхняя оценка энергопотребления в
классе объемных схем

Ефимов А.А.

В данной работе рассматриваются объёмные схемы, являющиеся 
обобщением плоских схем в пространстве. Был рассмотрен класс схем, 
реализующих булевы функции. Для этого класса получена верхняя оцен-
ка потенциала — меры мощности, равной количеству элементов схемы, 
выдающих единицу на данном входном наборе. Показано, что любую 
функцию от n переменных можно реализовать объемной схемой, потен-
циал которой не превосходит O(2n/3).

Ключевые слова: схемы из функциональных элементов, объёмные 
схемы, мощность схемы, потенциал.

1. Введение

В ряде работ исследовалась сложность схем из функциональных эле-
ментов, реализующих функции алгебры логики от n аргументов. Однако,
зачастую в них рассматривались схемы, в которых не накладывалось ни-
каких ограничений на размещение элементов схемы, способ соединения
и т.п. На самом деле в любой схеме, когда она располагается в простран-
стве, функциональные элементы имеют определенную длину, ширину и
соединяются проводниками, размеры которых следует учитывать.

Данная работа посвящена кубическим схемам, которые определяют-
ся аналогично плоским схемам, но в пространстве. Впервые понятие
плоской схемы было введено Кравцовым в 1967 году [1]. Развитие тео-
рии плоских схем было связано с развитием технологии производства и
укладки реальных микросхем. Идея о том, что схемы можно укладывать
друг на друга в пространстве была также известна давно, но не находила
широкого применения вплоть до недавнего времени. Лишь несколько лет
назад подобная технология начала использоваться, так как у инженеров
закончились способы выжать лучшие характеристики из чипов прежне-
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го размера. В частности, речь идёт о том, чтобы в будущем использовать
многослойные чипы.

Основной целью данной работы является обобщение результатов Ка-
лачева [2, 3] на объёмные схемы. Как и в его работах, автор использу-
ет такое понятие сложности схемы, как максимальный потенциал. Он
равен максимальному значению количества единиц на всех внутренних
узлах схемы, взятому по всем входным наборам. Неформально говоря,
потенциал показывает количество «энергии» схемы, необходимой для её
функционирования. В данной работе была получена верхняя оценка по-
тенциала для класса булевых функций.

2. Основные понятия и формулировка результа-
тов

Кубическим элементом будем называть булев оператор, у которого в
сумме не более шести входов и выходов, причем каждому его входу и
выходу сопоставлена некоторая метка из множества {l, t, r, b, f, a}, при-
чём метки не повторяются.

Метки будем называть сторонами элемента:

• l – левая сторона;

• r – правая сторона;

• t – верхняя сторона;

• b – нижняя сторона;

• f – передняя сторона;

• a – задняя сторона.

Кубический элемент будем изображать в виде единичного куба в про-
странстве. При этом входам и выходам элемента сопоставляются грани
куба в соответствии с присвоенными им метками.

Метки, присвоенные входам (выходам) оператора будем называть
входами (выходами) элемента. Метки, не присвоенные ни входам, ни вы-
ходам, будем называть изоляторами. Множество входов (выходов) эле-
мента e будем обозначать in(e) (out(e)). Входы и выходы элемента будем
называть его контактами.
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Если на всех выходах элемента реализуются тождественные функ-
ции, то будем называть элемент коммутационным, иначе – логическим.

Коммутационный элемент соответсвует либо проводнику в микросхе-
ме, либо пересечению проводов, либо тождественной функции, служа-
щей для усиления сигнала.

Описывать элемент можно уравнениями, которые задают его опе-
ратор, заменяя все переменные в них на сопоставленые им метки
(l, t, r, b, f, a). Тогда в левой части каждого уравнения будет стоять вы-
ходная метка, а в правую часть будут входить только входные метки.

Всюду далее значок := будет обозначать «по определению равно».
За E обозначим множество всех кубических элементов.
Сетью из кубических элементов на множестве M ⊂ Z3 будем назы-

вать отображение K : M → E.
Элемент K(x, y, z) будем называть элементом схемы K c координа-

тами (x,y,z).
Левой, правой, верхней, нижней, передней и задней стороной эле-

мента e с координатами (x, y, z) будем называть точки с координатами
(x − 1

2 , y, z), (x + 1
2 , y, z), (x, y, z + 1

2), (x, y, z − 1
2), (x, y + 1

2 , z), (x, y − 1
2 , z)

соответственно.
Будем говорить, что сетьK из кубических элементов корректна, если

для любых элементов x и y схемы K верно, что если сторона a элемента
x совпадает со стороной b элемента y, то выполнено одно из условий:

• один из элементов x, y – изолирующий,

• стороны a и b являются изоляторами,

• среди них одна является входом, другая выходом, например, a –
выход, а b – вход, в таком случае будем говорить, что выход a
подключен ко входу b.

Множество M будем называть носителем сети K.
Введём понятие графа корректной сети из кубических элементов K

(будем обозначать GK). GK – ориентированный граф, вершинами ко-
торого являются входы и выходы элементов схемы. Если выход одного
элемента подключен ко входу другого, то им будет соответствовать од-
на и та же вершина графа (будем говорить, что эта вершина является
выходом первого элемента и входом второго). Из вершины a в вершину
b ведет ребро в том и только в том случае, когда существует элемент e
такой, что a является его входом, b – выходом, причем функция, реали-
зуемая на выходе b, существенно зависит от входа a.
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Объёмной схемой или схемой из кубических элементов на множе-
стве M ⊂ Z3 будем называть корректную сеть из кубических элементов,
в графе которой нет ориентированных циклов. Множество M будем на-
зывать носителем схемы K.

Длиной схемы K будем называть длину наименьшего прямоуголь-
ного параллелепипеда, содержащего все непустые элементы схемы K,
обозначается l(K).

Шириной схемы K будем называть ширину наименьшего прямо-
угольного параллелепипеда, содержащего все непустые элементы схемы
K, обозначается w(K).

Высотой схемы K будем называть высоту наименьшего прямоуголь-
ного параллелепипеда, содержащего все непустые элементы схемы K,
обозначается h(K).

Если вход (выход) элемента не подключен к выходу (входу) дру-
гого элемента, будем его называть входом (выходом) схемы. Контак-
тами схемы K будем называть её входы и выходы, и обозначать их
In(K), Out(K) соответственно.

Узлами схемы K будем называть вершины графа GK .
Если M – носитель схемы K, то величину |M |, равную количеству

элементов в множестве M , будем называть объёмом схемы K и обозна-
чать |K|.

В графе GK будем считать, что все ребра имеют вес 1. Расстояни-
ем между вершинами в графе GK будем считать длину наименьшего
пути между этими вершинами. Расстоянием между узлами схемы бу-
дем называть расстояние между соответствующими вершинами в GK .
Расстояние от узла a до узла b на схеме K будем обозначать ρK(a, b).

Каждой объёмной схеме K можно сопоставить схему их функцио-
нальных элементов Circ(K) следующим образом:

1) каждой функции fs,i, которую реализует i-й выход элемента s объ-
ёмной схемы, сопоставим функциональный элемент es,i, реализую-
щий fs,i; если i-й и j-й выходы являются выходами одной и той же
функции, то им будет соответствовать один и тот же функциональ-
ный элемент;

2) если i-й выход элемента s1 подключен к j-му входу элемента s2, то
соединим выход элемента es1,i c j-ми входами элементов es2,k для
всех k, для которых fs2,k существенно зависит от j-го аргумента;
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3) удалим все тождественные функции, присоединив их вход ко всем
их выходам.

Будем говорить, что схема K реализует булев оператор F , если схе-
ма из функциональных элементов Circ(K) реализует F . Через Impl(F )
обозначим множество всех объёмных схем, реализующих оператор F .

Назовём схему K минимальной, если она обладает минимальным
объёмом среди всех объёмных схем, реализующих FK .

Через V (F ) обозначим объём минимальной схемы, реализующей опе-
ратор F .

Будем говорить, что объёмные схемы K1 и K2 равны и писать K1 =
K2, если существует параллельный перенос пространства, который поз-
воляет совместить схемыK1 иK2, иначе будем говорить, что они различ-
ны. Для каждой схемы K зафиксируем некоторую нумерацию её узлов.
На i-м узле реализуется некоторая функция gi от входных переменных
схемы K (на входах схемы счиатем, что реализуются тождественные
функции).

Везде далее будем считать, что схема K имеет n входов и l узлов.
Состоянием схемы K на входном наборе x назовём вектор

sK(x) := (g1(x), ..., gl(x)).

Если v = (v1, ..., vq) ∈ {0, 1}q, обозначим |v| := v1 + v2 + ...+ vq.
Потенциалом схемы K на входном наборе x ∈ {0, 1}n назовём вели-

чину uK(x) := |sK(x)|.
Максимальным потенциалом схемы K назовём величину

Û(K) := max
x∈{0,1}n

uK(x).

Пусть f : {0, 1}n → {0, 1} – булева функция. Тогда

Û(f) := min
K∈Impl(f)

Û(K).

Если Impl(f) пусто, то формально полагаем Û(f) =∞.

Теорема 1 (Основная теорема). Пусть дана булева функция
f(x1, x2, . . . , xn). Тогда cуществует объемная схема Vf со входа-
ми x1, x2, . . . , xn на одном выходе которой реализуется функция
f(x1, x2, . . . , xn), причём схема Vf обладает следующими характеристи-
ками:

1) l(Vf ) = O(2n/3), w(Vf ) = O(2n/3), h(Vf ) = O(2n/3).

2) Û(Vf ) = O(2n/3).
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3. Реализация булевой функции

3.1. Параметры основных блоков

Для реализации булевой функции нам потребуются несколько различ-
ных блоков. Опишем их характеристики.

1) Дешифратор D′n (Калачёв Г.В., [3, лемма 2.14]):

l(D′n) = 2n, w(D′n) ≤ n(n+ 3)/2, h(D′n) = 1, Û(D′n) = O(n2 · 2n).

2) Дешифратор D1
n:

l(D1
n) = O(2n), w(D1

n) = O(2n/2), h(D1
n) = 1, Û(D1

n) = O(2n).

3) Блок дешифраторов D′n,k (Калачёв Г.В., [3, лемма 2.19]):

l(D′n,k) = O(k · 2n), w(D′n,k) = O(n2) +O(nk), h(D′n,k) = 1,

Û(D′n,k) = O(kn2 · 2n) +O(k2n · 2n).

4) Левый обратный блок D′−1
n,k (Калачёв Г.В., [3, лемма 2.20]):

l(D′−1
n,k ) = O(k · 2n), w(D′−1

n,k ) = O(kn2), h(D′−1
n,k ) = 1,

Û(D′−1
n,k ) = O(k2n2 · 2n).

5) Схема Sf , реализующуя функцию f от n переменных (Калачёв
Г.В., [3, лемма 2.25]):

l(Sf ) = O(2n/2), w(Sf ) = O(2n/2), h(Sf ) = 1, Û(Sf ) = O(2n/2).

6) Блок S1
f :

l(S1
f ) = O(2n/3), w(S1

f ) = O(2n/3), h(S1
f ) = 1, Û(S1

f ) = O(2n/3).

7) Схема V 1
f , реализующуя функцию f от n переменных:

l(V 1
f ) = O(2n/3), w(V 1

f ) = O(2n/3), h(V 1
f ) = O(2n/3), Û(V 1

f ) = O(2n/3).
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3.2. Реализация вспомогательных блоков

В данном параграфе подробно опишем реализацию всех вспомогатель-
ных блоков. Будем считать, что если у нас есть плоская схема, то мож-
но естественным образом построить объемную схему такой же длины,
ширины, и единичной высоты. При этом ясно, что оценки потенциала
такой объемной схемы будут совпадать. Отметим, что некоторые леммы
из работы [3] мы переформулируем указанным образом, то есть будем
считать, что плоские схемы — это объемные схемы единичной высоты.

Почти все блоки, которые мы будем использовать будут иметь так
называемый управляющий вход z. Если z = 0 и значения других входов
равны 0, то потенциал внутренней части блока равен 0. Отметим, что
значения выходов в таком случае также равны 0, то есть реализуемая
схемой функция от переменных z, x1, . . . , xn лежит в классе T0. Таким
образом, вход z играет роль «выключателя» блока. Наличие такого вхо-
да позволяет достаточно легко оценивать потенциал схем, состоящих из
нескольких блоков.

Для удобства введём еще одно обозначение. Пусть i ∈ Z, 0 ≤ i ≤
2n− 1. Тогда ī1, ī2, . . . īn — разложение числа i в двоичном виде, где ī1 —
младший бит разложения, а īn — старший.

Дешифратор D′n.

D′n — плоский дешифратор.

Лемма 1. (Калачёв Г.В., [3, лемма 2.14]) Существует объемная схема
D′n со входами z, x1, . . . , xn имеющая 2n выходов, на i-м выходе которой
на допустимых наборах (z ≥ x1 ∨ . . . ∨ xn) реализуется функция

zxī11 x
ī2
2 . . . x

īn
n ,

причём схема D′n обладает следующими характеристиками:

1) l(D′n) = O(2n), w(D′n) = O(n2), h(D′n) = 1.

2) Û(D′n) = O(n2 · 2n).

Дешифратор D1
n.

D1
n — плоский дешифратор, имеющий оптимальный потенциал.
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Лемма 2. Существует объемная схема D1
n со входами z, x1, . . . , xn

имеющая 2n выходов, на i-м выходе которой на допустимых наборах
(z ≥ x1 ∨ . . . ∨ xn) реализуется функция

zxī11 x
ī2
2 . . . x

īn
n ,

причём схема D1
n обладает следующими характеристиками:

1) l(D1
n) = O(2n), w(D1

n) = O(2n/2), h(D1
n) = 1.

2) Û(D1
n) = O(2n).

Доказательство. Будем полагать, что n = 2k. Построим дешифратор
D1
n из двух дешифраторов D′k и некоторого количества элементов & и

&′ (см. рис. 1).

Рис. 1. Реализация дешифратора D1
n.

Посчитаем характеристики схемы D1
n.

l(D1
n) = (k + 1) + 2 · O(k2) + 2k · 2k = O(22k) = O(2n).

w(D1
n) = 2 · l(D′k) = O(2k) = O(2n/2).

h(D1
n) = 1.
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Оценим потенциал схемы. Заметим, что так как у каждого элемента
схемы максимум 6 входов/выходов, то потенциал не превосходит объема
схемы, умноженного на 6. Таким образом, потенциал всей «левой» части
схемы (включая блоки D′k) оценим через объем.

U1 ≤ 6 · w(D1
n) · ((k + 1) + 2 · w(D′k)).

Далее воспользуемся тем фактом, что при любом входном наборе из
любой из 2-х схем D′k выходит ровно один активный провод. Оценим
длину активного провода нижнего блока D′k.

U2 ≤ O(22k).

Оценим длину активного провода верхнего блока D′k.

U3 ≤ O(22k).

Также заметим, что сигнал из верхнего блока D′k в какой-то момент
разветвится на 2k сигналов, которые пойдут вниз и пересекутся с сиг-
налом из нижнего блока D′k. Оценим потенциал этой части схемы через
объем.

U4 ≤ 6 · 2l(D′k) · 2k.

Сложим полученные результаты и получим оценку потенциала:

Û(D1
n) = U1+U2+U3+U4 ≤ 6·w(D1

n)·((k+1)+2·w(D′k))+O(22k)+O(22k)+

+6 · 2l(D′k) · 2k = O(2k) · O(k2) +O(22k) +O(22k) = O(2n).

В случае, когда n = 2k+ 1 построим схему для n = 2k+ 2 и подадим
на последний вход x2n+2 константу 0. Получим схему с нужными ха-
рактеристиками в силу того, что константы в оценках схемы увеличатся
максимум в 2 раза, нам нужны оценки по порядку.

Замечание: В данной работе мы используем дешифратор D1
n, так

как он имеет оптимальный потенциал. Дешифратор D′n использовался
в работе [3] потому, что у него была оптимальная «глубина», хотя и
неоптимальный потенциал.

Блок дешифраторов D′n,k.
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Плоский блок дешифраторов D′n,k. На вход подаются k групп перемен-
ных по nштук + отдельная переменная z. Переменные обозначаем xij , где
i — номер группы, а i — номер переменной в этой группе. Каждую груп-
пу переменных мы подаем на отдельный дешифратор D′n, переменную z
подаем на все дешифраторы. Объединение выходов всех дешифраторов
есть выходы схемы. Основное свойство блока дешифраторов в том, что у
него сравнительно небольшой потенциал, а при этом на выходе активны
всегда ровно k выходов (по одному с каждого дешифратора).

Лемма 3. (Калачёв Г.В., [3, лемма 2.19]) Существует объемная схема
D′n,k со входами z, x1

1, . . . , x
1
n, x

2
1 . . . , x

2
n, . . . x

k
n имеющая k · 2n выходов, на

(i,j)-м выходе которой реализуется функция

(xi1)j̄1(xi2)j̄2 . . . (xin)j̄n ,

причём схема D′n,k обладает следующими характеристиками:

1) l(D′n,k) = O(k · 2n), w(D′n,k) = O(n2) +O(nk), h(D′n,k) = 1.

2) Û(D′n,k) = O(kn2 · 2n) +O(k2n · 2n).

Обратный блок дешифраторов D′−1
n,k .

Плоский левый обратный блок дешифраторов D′−1
n,k к блоку D′n,k.

Лемма 4. (Калачёв Г.В., [3, лемма 2.20]) Существует объемная схема
D′−1
n,k со входами z, x1

1, . . . , x
1
2n , x

2
1 . . . , x

2
2n , . . . x

k
2n имеющая k · n выходов,

причём схема D′−1
n,k обладает следующими характеристиками:

1) l(D′−1
n,k ) = O(k · 2n), w(D′−1

n,k ) = O(kn2), h(D′−1
n,k ) = 1.

2) Û(D′−1
n,k ) = O(k2n2 · 2n).

Блок Sf .

Плоский блок Sf . Блок, который выдает значения данной булевой
функции f и имеет оптимальные параметры (на плоскости).

Лемма 5. (Калачёв Г.В., [3, лемма 2.25]) Пусть дана функция
f(x1, x2, . . . , xn). Тогда cуществует объемная схема Sf со входами
z, x1, x2, . . . , xn на одном выходе которой на допустимых наборах (z ≥
x1 ∨ . . . ∨ xn) реализуется функция zf(x1, x2, . . . , xn), причём схема Sf
обладает следующими характеристиками:

1) l(Sf ) = O(2n/2), w(Sf ) = O(2n/2), h(Sf ) = 1.

2) Û(Sf ) = O(2n).
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3.3. Реализация булевой функции

Итак, пусть дана булева функция f(x1, x2, . . . , xn). Будем считать, что
n = 6k. Разложим функцию f по последним 2k переменным:

f(x1, x2, . . . , x6k) =

22k−1∨

i=0

xī14k+1x
ī2
4k+2 . . . x

ī2k
6k fi(x1, . . . , x4k), (1)

где
fi(x1, . . . , x4k) = f(x1, . . . , x4k, ī1, ī2, . . . , ī2k).

Для каждой функции fi от 4k переменных построим вспомогатель-
ный блок S1

fi
(см. рис. 2), реализующий данную функцию. Особенностью

данного блока является тот факт, что на вход ему мы подаем ему выхо-
ды из блока дешифраторов D′k,4. Таким образом, если вход z неактивен,
то потенциал всей схемы равен 4. Подробно посчитаем характеристики
схемы.

Рис. 2. Реализация блока S1
fi
.

Лемма 6. Пусть дана булева функция fi(x1, x2, . . . , x4k). Тогда cуще-
ствует объемная схема S1

fi
, такая, что схема S1

fi
◦ D′k,4 со входами
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z, x1, x2, . . . , xn на одном выходе на допустимых наборах (z ≥ x1∨. . .∨xn)
реализует функцию zfi(x1, x2, . . . , x4k), причём схема S1

fi
обладает сле-

дующими характеристиками:

1) l(S1
fi

) = O(22k), w(S1
fi

) = O(22k), h(S1
fi

) = 1.

2) Û(S1
fi

) = O(22k), если z = 1; и Û(S1
fi

) = 4, если z = 0.

Доказательство.

l(S1
fi

) = l(D−1
k,4) + 1 + w(Sfi) = O(4 · 2k) +O(22k) = O(22k).

w(S1
fi

) = l(Sfi) + 1 = O(22k).

h(S1
fi

) = 1.

Оценим потенциал, если z = 1.

Û(S1
fi

) = O(4 · 2k) + Û(D−1
k,4) + l(Sfi) + w(Sfi) + Û(Sfi) =

= O(4 · 2k) +O(16k2 · 2k) +O(22k) +O(22k) +O(22k) = O(22k).

Лемма 7 (Основная лемма). Пусть дана булева функция f(x1, x2, . . . , xn).
Тогда cуществует объемная схема V 1

f со входами z, x1, x2, . . . , xn на од-
ном выходе которой на допустимых наборах (z ≥ x1 ∨ . . .∨ xn) реализу-
ется функция zf(x1, x2, . . . , xn), причём схема V 1

f обладает следующими
характеристиками:

1) l(V 1
f ) = O(2n/3), w(V 1

f ) = O(2n/3), h(V 1
f ) = O(2n/3).

2) Û(V 1
f ) = O(2n/3).

Доказательство. Покажем, что схема V 1
f (см. рис. 3) реализует функ-

цию f согласно формуле (1).
Дешифратор D1

2k реализует все элементарные конъюнкции

yi = xī14k+1x
ī2
4k+2 . . . x

ī2k
6k ,

причем при любом значении переменных ровно один выход будет ак-
тивным, а остальные нет. Это означает, что среди блоков S1

fi
активным

будет только один. Оставшиеся переменные x1, . . . , x4k отправляются на
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Рис. 3. Реализация основного блока V 1
f .

блок дешифраторов D′k,4, где в «зашифрованном» виде отправляются
на все блоки S1

fi
. В каждом блоке S1

fi
они «расшифровываются», то есть

преобразуются обратно в переменные x1, . . . , x4k, после чего реализует-
ся функция fi(x1, . . . , x4k). А так как управляющим входом в блок S1

fi

является yi = xī14k+1x
ī2
4k+2 . . . x

ī2k
6k , то фактически на выходе блока S1

fi
ре-

ализуется функция

xī14k+1x
ī2
4k+2 . . . x

ī2k
6k fi(x1, . . . , x4k).

Далее берется дизъюнкция всех выходов блоков S1
fi
, что полностью

соответствует формуле (1).
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Оценим параметры схемы V 1
f в случае n = 6k.

l(V 1
f ) = 1 + w(D1

2k) + l(S1
fi

) + 1 = O(2k) +O(22k) = O(22k).

w(V 1
f ) = 1 + w(S1

fi
) = O(22k).

h(V 1
f ) = w(D′k,4) + l(D1

2k)− 1 = O(k2) +O(4k) +O(22k) = O(22k).

Оценим потенциал схемы. Входы z, x1, x2, . . . x4k подводим к блоку
D′k,4. Эту часть схемы оцениваем через объем.

U1 ≤ 6 · (4k + 1) · (w(D1
2k) + 1).

Оценим потенциал блока D′k,4.

U2 ≤ Û(D′k,4).

На выходах блока D′k,4 будут активны ровно 4 провода, подводим их
к блокам S1

fi
и оценим потенциал.

U3 ≤ 4 · l(D1
2k).

Подводим провода z, x4k, x4k+1, . . . , x6k к дешифратору D1
2k и оценим

потенциал.
U4 ≤ O(2k).

Оценим потенциал дешифратора D1
2k.

U5 ≤ Û(D1
2k).

Так как среди выходов дешифратора D1
2k будет активным только

один, и все его выходы будут подключены к управляющим входам блоков
S1
fi
, то только 1 из блоков будет активен, а остальные 22k−1 будут иметь

потенциал 4.
U6 ≤ 4 · (22k − 1) + Û(S1

fi
).

Общую дизъюнкцию всех выходов S1
fi

оценим через объем.

U7 ≤ 6 · O(22k).

В итоге, имеем следующую оценку потенциала схемы V 1
f :

Û(V 1
f ) = U1+U2+U3+U4+U5+U6+U7 ≤ 6·(4k+1)·(w(D1

2k)+1)+Û(D′k,4)+
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+4 · l(D1
2k)+O(2k)+ Û(D1

2k)+4 · (22k−1)+ Û(S1
fi

)+6 ·O(22k) = O(k ·2k)+

+O(4k2 · 2k) +O(16k · 2k) +O(2k) +O(22k) + 8O(22k) +O(22k) +O(22k) =

= O(22k).

Таким образом, получаем верное утверждение теоремы в случае n =
6k. Если же n = 6k+ r, где r = 1 . . . 5, то построим схему для n = 6k+ 6
и на последние 6−r входов подадим константу 0. Заметим, что в данном
случае получим искомую схему и константы в оценках увеличатся не
более, чем в 4 раза, а значит оценки по порядку останутся верными.

В качестве следствия докажем основную теорему.

Теорема 2 (Основная теорема). Пусть дана булева функция
f(x1, x2, . . . , xn). Тогда cуществует объемная схема Vf со входа-
ми x1, x2, . . . , xn на одном выходе которой реализуется функция
f(x1, x2, . . . , xn), причём схема Vf обладает следующими характеристи-
ками:

1) l(Vf ) = O(2n/3), w(Vf ) = O(2n/3), h(Vf ) = O(2n/3).

2) Û(Vf ) = O(2n/3).

Доказательство. Подадим в схеме V 1
f на вход z константу 1. Получен-

ная таким образом схема Vf реализует функцию f(x1, x2, . . . , xn) на всех
наборах x1, x2, . . . , xn и её параметры остаются такими же по порядку,
как и у схемы V 1

f .
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The top assessment of energy consumption in a class of volume
schemes

Efimov A.A. In this work volume schemes which are generalization of
plane schemes in space are considered. The class of the schemes

implementing boolean functions was considered. For this class upper
assessment of potential — a measure of the power equal to quantity of the
circuit elements giving unit on this input pattern is received. It is shown
that any function from n of variables can be implemented the volume

scheme which potential does not exceed O(2n/3).
Keywords: schemes from functional elements, volume schemes, scheme

power, potential.
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Условие корректности и полноты
классической логики для семантики

относительной V -реализуемости

Коновалов А. Ю.

Пусть L — некоторое расширение языка арифметики, V — 
некоторый класс числовых функций. Определяется понятие V -
реализуемости для предикатных формул, основанное на оценке 
предикатных переменных формулами языка L. Устанавливается 
корректность и полнота классической логики относительно семан-
тики V -реализуемости в случае, когда класс V содержит все функ-
ции, определимые в языке L.

Ключевые слова: конструктивная семантика, реализуемость, 
обобщенная реализуемость, формальная арифметика.

Пусть V — некоторое множество частичных функций натурального
аргумента. Элементы множества V назовем V -функциями. Будем счи-
тать, что для каждого натурального числа n имеется нумерация всех n-
местных V -функций. А именно, определено множество индексов IVn ⊆ N
вместе с отображением, которое каждому натуральному числу z ∈ IVn
ставит в соответствие n-местную V -функцию ϕV, nz , и при этом всякая
n-местная V -функция есть ϕV, nz для некоторого z ∈ IVn . Будем считать,
что множество V вместе с вышеописанной нумерацией обладает следу-
ющими свойствами:

С1) V содержит все частично-рекурсивные функции;
С2) если ψ есть n-местная V -функция, s — перестановка на мно-

жестве {1, . . . , n}, то функция ψ′, определенная условным равенством
ψ′(x1, . . . , xn) ' ψ(xs(1), . . . , xs(n)), является V -функцией;

С3) если ψ есть n-местная V -функция, то функция ψ′, определенная
условным равенством

ψ′(x1, . . . , xn, xn+1) ' ψ(x1, . . . , xn),

является V -функцией;
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С4) композиция V -функций есть V -функция;
С5) если ψ1, ψ2 суть (n + 1)-местные V -функции, то функция ψ′,

определенная условным равенством

ψ′(x1, . . . , xn) ' µx [ψ1(x1, . . . , xn, x) = ψ2(x1, . . . , xn, x)],

является V -функцией (µ — оператор минимизации);
С6) если ψ1, ψ2 суть n-местные V -функции, χ — всюду определенная

n-местная V -функция, то функция ψ′, определенная условным равен-
ством

ψ′(x1, . . . , xn) '
{

1(x1, . . . , xn), если χ(x1, . . . , xn) = 1;

2(x1, . . . , xn), иначе,

является V -функцией;
С7) для каждой (n+m)-местной V -функции ψ найдется всюду опре-

деленная m-местная V -функция ψ′, что справедливо условное равенство

ϕV, nψ′(xn+1,...,xn+m)(x1, . . . , xn) ' ψ(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xn+m).

Множество всех частично-рекурсивных функций обладает свойства-
ми С1–С7. Другим примером функций, обладающих свойствами С1–С7,
могут служить все арифметические функции или все гиперарифметиче-
ские функции с подходящей нумерацией (см. [1], [2]).

Будем считать, что язык формальной арифметики LA содержит обо-
значения для всех примитивно рекурсивных функций, константы для
обозначения всех натуральных чисел, а также логические константы
> (истина) и ⊥ (ложь), которые считаются атомарными формулами
(атомами). Расширение LA′ языка LA получается добавлением к LA
предикатных символов Pni и функциональных символов fni для всех
i ≥ 0, n ≥ 1. Валентность символов Pni и fni полагается равной n. Фор-
мулы языка LA′ строятся из атомов при помощи логических связок ∧,
∨, → и кванторов ∃, ∀, причем квантор ∀ используется следующим об-
разом: если A и B — формулы, x = x1, . . . , xn — список переменных, то
выражение ∀x (A→ B) считается формулой. Такое определение форму-
лы навеяно идеями из базисной арифметики (см. [3]). Выражение ¬A
условимся рассматривать как сокращение для формулы A → ⊥. Выра-
жение A(x1, . . . , xn) означает, что все свободные переменные формулы A
находятся в списке x1, . . . , xn. Будем считать, что фиксированы расшире-
ние L языка LA и интерпретация NL языка L такие, что L — подъязык
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языка LA′, и интерпретация NL является продолжением стандартной
интерпретацией языка LA. Заметим, что при этом NL |= > и NL 6|= ⊥.

Понятие V -реализуемости для языка L определим по аналогии с ре-
курсивной реализуемостью Клини [4, §82].

Пусть фиксированы примитивно-рекурсивные двухместная функция
c, которая взаимно однозначно нумерует все пары натуральных чисел,
и одноместные обратные функции p1 и p2, так что выполняются соотно-
шения p1(c(x, y)) = x и p2(c(x, y)) = y. В выражениях вида p1(t), p2(t)
обычно будем опускать скобки.

Для каждого натурального числа e и произвольной замкнутой фор-
мулы Φ языка L определим отношение e rV Φ (e V -реализует Φ) индук-
цией по построению формулы Φ:

1) e rV Φ 
 NL |= Φ, если Φ — атом языка L;
2) e rV (Φ ∧Ψ) 
 p1e r

V Φ и p2e r
V Ψ;

3) e rV (Φ ∨Ψ) 
 (p1e = 0 и p2e r
V Φ) или (p1e = 1 и p2e r

V Ψ);
4) e rV ∃x Φ(x) 
 p2e r

V Φ(p1e);
5) e rV ∀x1, . . . , xn (Φ(x1, . . . , xn) → Ψ(x1, . . . , xn)) 
 e ∈ IVn+1 и для

всех1 натуральных чисел s, a1, . . . , an, если верно s rV Φ(a1, . . . , an), то
определено ϕV, n+1

e (a1, . . . , an, s) и ϕV, n+1
e (a1, . . . , an, s) r

V Ψ(a1, . . . , an).

Замкнутую формулу Φ языка L назовем V -реализуемой (обозначение:
rV Φ), если найдется такое натуральное число e, что e rV Φ.

Предикатные формулы строятся обычным образом из атомов
P (v1, . . . , vn), где P есть n-местная предикатная переменная, а
v1, . . . , vn — предметные переменные, при помощи логических констант
>, ⊥, связок ∧, ∨, → и кванторов ∀, ∃.

Будем говорить, что замкнутая предикатная формула является V -
реализуемой относительно языка L (обозначение: rVL Φ), если любой ее
замкнутый L-пример оказывается V -реализуемым.

Семантики предикатных формул, основанные на понятии V -
реализуемости для некоторых конкретных классов V , рассматривались
в работах [1] и [2]. Там исследовались соотношения таких семантик с
базисной и интуиционисткой логикой. Сейчас мы установим критерий
совпадения семантик, основанных на понятии V -реализуемости, с клас-
сической логикой.

1Однако, если в списке x1, . . . , xn на некоторых позициях i и j стоят одинаковые пе-
ременные xi и xj , то мы не допускаем рассмотрение тех списков a1, . . . , an, в которых
ai 6= aj .
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Будем говорить, что n-местная частичная функция ψ определима в
языке L формулой Φ(x1, . . . , xn, y) этого языка, если имеет место

(k1, . . . , kn) = k ⇐⇒ NL |= Φ(k1, . . . , kn, k)

для всех натуральных чисел k1, . . . , kn, k. Множество всех функций,
определимых в языке L, обозначим F(L).

Через CPC обозначим классическое исчисление предикатов. Верны
следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть V ⊇ F(L). Тогда имеет место

rVL A⇐⇒ CPC ` A

для всех замкнутых предикатных формул A.

Теорема 2. Пусть V 6⊇ F(L). Тогда формула ∀z (P (z)∨¬P (z)) не явля-
ется V -реализуемой относительно языка L.
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The criterion of the soundness and the comleteness of the
classical logic with respect to the V -realizability.

Konovalov A. Yu.

Let L be an extension of the language of arithmetic, V a class
of number-theoretical functions. A notion of the V -realizability for
predicate formulas is defined in such a way that predicate variables
are substituted by formulas of the language L. It is proved that the
classical logic is sound and complete with respect to the semantics of
the V -realizability if V contains all L-definable functions.

Keywords: constructive semantics, realizability, generalized realizability,
formal arithmetic.
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О классификациях базисов в Pk по 
разрешимости полноты для автоматов

Кудрявцев В.Б., Бабин Д.Н.

Рассматривается проблема полноты систем автоматных функ-
ций с операциями суперпозиции и обратной связи вида Φ ∪ ν, где
Φ ⊆ Pk, ν - конечно. При k = 2 решение этой задачи приводит
к разделению решётки замкнутых классов Поста на сильные (на-
личие которых в исследуемой системе гарантирует разрешимость
задачи полноты конечных базисов) и слабые (наличие которых в
исследуемой системе этого не гарантирует). При k = 2 эта задача
для систем автоматных функций произвольного вида была решена
(Бабин Д.Н. 1998). В статье рассмотрены следствия и возможные
обощения этой задачи, а также некоторые результаты для Pk, k > 2.
Ключевые слова: булева функция, конечный автомат, алгорит-
мическая разрешимосить.

1. Введение

Первый толчок к возникновению теории автоматов дала работа Э. По-
ста 1921 года [1]. В ней были получены фундаментальные результаты о
строении решетки замкнутых классов булевых функций, которые были
в дальнейшем методически переработаны и упрощены в книге Яблонско-
го С.В., Гаврилова Г.П., Кудрявцева В.Б. "Функции алгебры логики и
классы Поста"[2]. Последующие работы по изучению алгебр автоматов
велись под большим влиянием известных статей А.В. Кузнецова [3] и
С.В. Яблонского [4] по теории функций k-значной логики.

Функции k-значной логики Pk могут рассматриваться как автоматы
без памяти, к которым применяются операции суперпозиции. Возникшие
для таких функций постановки задач о выразимости, полноте, базисах,
решетке замкнутых классов и другие оказались весьма действенными и
для алгебр автоматных функций.

Основу результатов для функций из Pk составляет подход, опираю-
щийся на понятие предполного класса. Для конечно-порожденных си-
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стем таких функций семейство предполных классов образует критери-
альную систему. Множество этих предполных классов оказалось конеч-
ным и из их описания вытекает алгоритмическая разрешимость задачи
о полноте. На этом пути С.В. Яблонским путем явного описания всех
предполных классов была решена задача о полноте для функций трех-
значной логики. После усилий многих исследователей при k > 3 в Pk
были описаны все семейства предполных классов. Заключительные по-
строения в этой задаче провел Розенберг [5].

Одновременно с изучением функций без памяти, были сделаны по-
пытки применения аппарата предполных классов в задаче полноты для
автоматов. Сначала для автоматов без обратных связей, называемых
функциями с задержками была эффективно решена задача о полноте
и ее естественных модификациях [6]. После этого было проведено рас-
смотрение общего случая и на этом пути был получен фундаменталь-
ный результат негативного характера, который показал континуальность
множества предполных классов автоматных функций [7]. В дальнейшем,
Кратко М.И. была показана алгоритмическая неразрешимость задачи о
полноте для автоматных функций [8].

Еще Слупецким [9] была решена задача о полноте в Pk для систем,
содержащих все одноместные функции. Для автоматов в 1961 А.А. Ле-
тичевским [10] был получен алгоритм решения задачи о полноте для ко-
нечных систем автоматов, выдающих номер своего состояния (автоматы
Медведева), при наличии в исследуемой системе всех булевых функций.
В 1986 В.А. Буевич [11] показал алгоритмическую разрешимость зада-
чи А-полноты для конечных систем автоматов, содержащих все булевы
функции. В 1992 г. было показано [12], что существует алгоритм распо-
знавания полноты при наличии в рассматриваемой системе автоматов
всех булевых функций.

В этой ситуации было предложено использовать разрешимость авто-
матной полноты как инструмент для исследования базисов функций, а
именно, исследовать на полноту (A-полноту) системы вида Φ ∪ ν, где Φ
— замкнутый класс функций из Pk (его конечный базис), а ν - конечная
система автоматных функций. Была построена классификация базисов
в P2 по их способности гарантировать разрешимость полноты конечных
систем автоматов. Оказалось, что класс является сильным, точно тогда,
когда в классе Φ содержится функция [x ⊕ y ⊕ z] = L4, либо функция
[xy ∪ xz ∪ yz] = D2 [15] (смотри рисунок 1).

Если выбирать множество автоматных функций ν из дефинитных
автоматов, то задача полноты для системы Φ ∪ ν разрешима точно то-
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Рис.1 Белые кружки - сильные классы Поста,
черные кружки - слабые классы Поста.

гда, когда в классе Φ содержится функция x ⊕ y ⊕ z, либо функция
xy ∪ xz ∪ yz, либо функции порождающие класс F 3

2 , либо функции по-
рождающие класс F 3

6 [16]. Заметим, что граница сильных классов в этом
случае строго понижается (смотри рисунок 1). Оказывается, что (воз-
можно не строгое) понижение границы сильных классов будет происхо-
дить при переходе к cистемам ν ⊆ M ⊆ P . То есть, свойство классов
быть сильными сохраняется при сужении множества M ⊇ ν.

2. Обозначения и теоремы.

Пусть Ek = {0, 1, . . . k − 1}, g : Enk → Emk вектор-функции, их множество
обозначается через Pk. Пусть

E∞k = {a(1)a(2) . . . |a(j) ∈ Ek, j = 1, 2, . . . }
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— множество всех сверхслов, а

Eτk = {a(1)a(2) . . . a(τ)|a(j) ∈ Ek, j = 1, 2, . . . τ}

— множество всех слов длины τ . Пусть

f : (E∞k )n → (E∞k )m

— автоматная функция (a-функция), т.е. она задается рекуррентно со-
отношениями





q(1) = q1,
q(t+ 1) = ϕ(q(t), a1(t), ..., an(t)),
bj(t) = ψj(q(t), a1(t), ..., an(t)), j = 1, ...,m.

где q ∈ Q = {q1, . . . , qr}. Параметр q называется состоянием a-
функции f , q1 — ее начальным состоянием, вектор-буквы a = (a1, . . . , an)
и b = (b1, . . . , bm) называются входной и выходной буквами, а сверхслова
a(1)a(2)... и b(1)b(2)... — входным и выходным сверхсловами, соответ-
ственно. Класс всех a-функций обозначим через P . В этом классе обыч-
ным образом введем операции суперпозиции и обратной связи. Пусть
ν ⊆ P , обозначим через [ν] множество всех a-функций, получающихся
из ν с помощью операций суперпозиции и обратной связи. Множество ν
называется полным, если [ν] = P . Проблема полноты для P состоит в
описании всех полных множеств ν.

Пусть τ — натуральное число, f(x1, . . . , xn) — некоторая автоматная
функция,

f τ : (Eτk )n → (Eτk )m

— ограничение этой функции на множество слов длины τ . Скажем, что a-
функции f(x1, . . . , xn) и g(x1, . . . , xn) τ -равны, если f τ = gτ . Обозначим
через [ν]τ множество всех a-функций, τ -равных получающимся из ν с
помощью операций суперпозиции и обратной связи, а через

[ν]A =
∞⋂

τ=1

[ν]τ .

Известно [11], что результат применения о. с. τ -равен τ применениям су-
перпозиции. Множество ν называется τ -полным, если [ν]τ = P . Мно-
жество ν называется A-полным, если [ν]τ = P при всех τ . Проблема
A-полноты для P состоит в описании всех A-полных множеств ν. Оче-
видно, что полное множество ν является A-полным.
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Пусть P (i) — класс всех a-функций с не более, чем i состояниями,
тогда

P =
∞⋃

i=1

P (i).

Известно [14], что
[P (2)] = P, [P (1)] = P (1).

A-функции из P (1) называются истинностными и мы будем отождеств-
лять P (1) с множеством Pk функций k- значной логики, полагая

f(a(1)a(2) . . . ) = f(a(1))f(a(2)) . . . ,

где f : (Ek)
n → (Ek)

m, f ∈ Pk.
Множество функций f : (Ek)

n → Ek, для которых выполнено одно из
свойств: n = 1 или f не принимает всех значений из Ek, называется клас-
сом Слупецкого. Известно, что класс Слупецкого замкнут относительно
суперпозиции, т.е. результат применения суперпозиции к функциям из
этого класса являются функцией из этого же класса. Будем обозначать
класс Слупецкого через SLUP .

Для l ∈ {0, 1, . . . , k − 1} функция f ∈ Pk, такая что f(l, l, . . . , l) = l
называется сохраняющей константу l , а множество всех таких функций
- классом сохранения константы l, оно обозначается через Ul . Обозначим
через

U =
k−1⋂

i=0

Ul

класс сохранения всех констант. Известно, что классы U,Ul, l =
1, 2, . . . , k−1 замкнуты относительно суперпозиции, т.е. результат приме-
нения суперпозиции к функциям из этих классов являются функциями
из этих же классов.

Функция
w(x, y) = max(x, y) + 1 (mod k)

называется функцией Вебба. Известно, что Pk = [{w}] , т.е. функция
w образует полную систему в классе k -значных функций.

Автоматная функция B : E∞k → E∞k , задаваемая уравнениями




q(1) = k − 1,
q(t+ 1) = x(t),
b(t) = q(t),
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называется a-функцией задержки. Про нее известно [14], что

[{B} ∪ {w}] = P.

Дефинитным называется автомат, для которого найдётся натураль-
ное t, что каждое входное слово длины t переводит автомат из любого
состояния в одно и то же состояние, зависящего от этого входного слова.

Утверждение 1. Пусть F1 ⊆ F ⊆ Pk. Если не существует алгорит-
ма, по конечному множеcтву ν ⊆ P решающего вопрос о полноте (А-
полноте) множества F∪ν, то не существует и алгоритма, решающего
вопрос о полноте (А-полноте) множества F1 ∪ ν.

Утверждение 2. Пусть F1 ⊆ Pk, а F2 ⊆ Pk двойственный к нему
класс. Если не существует алгоритма, по конечному множеcтву ν ⊆ P
решающего вопрос о полноте (А-полноте) множества F1 ∪ ν, то не
существует и алгоритма, решающего вопрос о полноте (А-полноте)
множества F2 ∪ ν.

Утверждение 3. Пусть M ⊆ P некоторое подмножество автомат-
ных функций. Если существует алгоритм, по конечному множеcтву
ν ⊆ P решающий вопрос о полноте (А-полноте) множества F ∪ ν,
то существует и алгоритм, решающий вопрос о полноте (А-полноте)
множества F ∪ µ по конечному множеcтву µ ⊆M .

Несмотря на то, что Утверждение 3 кажется очевидным, это мощный
инструмент решения проблемы разрешимости полноты при фиксирован-
ных автоматных добавках к базису. Имеет место

Следствие 1. Пусть F0, F1 конечные подмножества автоматных
функций и [F0] ⊇ F1, тогда из разрешимости задачи полноты систем
F1 ∪ ν следует разрешимость полноты систем F0 ∪ ν.

Приведенные утверждения весьма полезны, потому что автоматиче-
ски создают теоремы о разрешимости полноты для конкретных систем
автоматов.

Имеют место следующие утверждения.
Теорема 1. [15]
Проблема полноты (A-полноты) системы Φ ∪ ν,Φ ⊆ P2 разрешима

точно тогда, когда функция x⊕y⊕z ∈ Φ, либо функция xy∪xz∪yz ∈ Φ.
Теорема 2. [16]
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Проблема A-полноты системы Φ ∪ ν,Φ ⊆ P2, где ν состоит из дефи-
нитных автоматов, разрешима точно тогда, когда функция x⊕y⊕z ∈ Φ,
либо функция xy ∪ xz ∪ yz ∈ Φ, либо (F2)

3 ⊆ Φ, либо (F6)
3 ⊆ Φ.

Согласно теореме 2 граница между сильными и слабыми классами
решётки Поста опустилась по сравнению с границей, опеределяемой тео-
ремой 1 (смотри рисунок). Известно [13], что для систем линейных авто-
матов (независимо от булевой части базиса) существует алгоритм опре-
деления полноты конечных систем. Этот факт подтверждает вывод из
утверждения 3 и теоремы 1 о разрешимости полноты систем линейных
автоматов при дополнительных условиях вхождения в них сильных буле-
вых функций. Наконец, если системы автоматов слишком бедны, чтобы
быть полными при наличии любых булевых функций, такими, например,
являются автоматы с безусловными переходами, тогда задача полноты
алгоритмически разрешима. Этот факт также подтверждает вывод из
утверждения 3 и теоремы 1 о разрешимости полноты систем автоматов
с безусловными переходами при дополнительных условиях вхождения в
них сильных булевых функций. Имеют место

Теорема 3.[17]
Пусть Φ ⊆ SLUP , не существует алгоритма, по конечному множеcтву

ν ⊆ P решающего вопрос, верно ли, что [Φ ∪ ν] = P .
Теорема 4.[17]
Пусть Φ ⊆ SLUP , не существует алгоритма, по конечному множеcтву

ν ⊆ P решающего вопрос, верно ли, что [Φ ∪ ν]A = P .
Теорема 5.[17] Для любого Φ ⊇ U существует алгоритм, по конеч-

ному множеcтву ν ⊆ P решающий, верно ли, что [Φ ∪ ν] = P .
Теорема 6.[17] Для любого Φ ⊇ U существует алгоритм, по конеч-

ному множеcтву ν ⊆ P решающий, верно ли, что [Φ ∪ ν]A = P .
Из утверждений следует, что достаточно доказать теоремы 3-6 только

для случая Φ = SLUP,Φ = U .
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Classification of bases in Pk by the property of decidability of the
completeness for automata.

Kudryavtsev V.B., Babin D.N.

We consider the problem of the completeness of systems of
automaton functions with operations of superposition and feedback of
the form Φ∪ν, where Φ ⊆ Pk, ν is finite. For k = 2, the solution of this
problem leads to the separation of the lattice of closed Post classes into
strong ones (whose presence in the system under study guarantees the
solvability of the completeness problem of finite bases) and weak ones
(which does not guarantee this in the system under study). For k = 2
this problem was solved for systems of automaton functions of arbitrary
form (Babin DN 1998). In this paper, we investigate corollaries and
possible extensions of this problem, as well as some results for Pk, k > 2.

Keywords: Boolean function, finite automaton, algorithmic
solvalibility of functions by formulas.
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