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Известно, что автоматы с магазинной памятью сохраняют мно-
жество периодических последовательностей. Ранее автор привёл
верхние и нижние оценки на максимальный период выходной по-
следовательности автономного автомата с магазинной памятью в
зависимости от характеристик автомата. В данной работе приво-
дятся оценки на максимальный период выходной последовательно-
сти для общего случая. Период выходный последовательности был
изучен главным образом как функция от периода входной после-
довательности.
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1. Введение

Теория автоматов как конечных, так и бесконечных начала активно раз-
виваться в 50-е годы прошлого века. Разумеется, упоминания были и
раньше. Машины Тьюринга были введены А.Тьюрингом в 1936 году [35].
Несколько позже в работе Мак-Каллока и Питтса [30] появилось понятие
конечного автомата.

Развитие теории автоматов было стимулировано развитием теории
формальных грамматик, основной задачей которой было построение ма-
тематической модели для описания естественных языков. Основопола-
гающими работами данной тематики можно считать работы американ-
ского ученого Н.Хомского [36], [37], в которых и были сформулированы
современные подходы теории формальных грамматик. Их основным ре-
зультатом можно считать построение иерархии Хомского, то есть клас-
сификации формальных грамматик по правилам вывода.

Оказалось, что каждому классу иерархии соотвествует свой тип рас-
познавателя. Для регулярных языков распознавателем является конеч-
ный автомат [21]. Конечные автоматы как распознаватели языков изуча-
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лись очень широко и довольно скоро стали самостоятельным объектом
исследований. Была доказана эквивалентность классов детерминирован-
ных и недетерминированных конечных автоматов [34], алгоритмически
решена проблема эквивалентности автоматов [32]. Для регулярных язы-
ков были алгоритмически решены следующие проблемы: проблема при-
надлежности слова языку, проблема пустоты языка, проблема бесконеч-
ности языка. Была доказана замкнутость регулярных языков относи-
тельно операций объединения, пересечения и дополнения. Обзор по этим
результатам можно найти в [1], [10].

Понятие регулярности было обобщено для бесконечных последова-
тельностей (ω-языки). Мак-Нотон показал, что и в этом случае акцеп-
тором является конечный автомат [31]. Обзор по результатам для ω-
языков, распознаваемых конечными автоматами, можно найти в [33],
[50].

Многие задачи для конечных автоматов в рамках теории формаль-
ных языков были решены. Было доказано существование алгоритмов по
большинству языковых проблем, например:

• Существует алгоритм проверки принадлежности слова регулярно-
му языку.

• Существует алгоритм проверки регулярного языка на пустоту.

• Существует алгоритм проверки регулярного языка на бесконеч-
ность.

• Существует алгоритм проверки эквивалентности двух регулярных
языков.

• Существует алгоритм проверки вхождения одного языка в другой
(как подмножество).

Более детально с этой областью формальных языков можно ознакомить-
ся в [1], [10].

Класс регулярных языков является самым изученным в иерархии
Хомского. Оказалось, что если расширить принятое в теории формаль-
ных грамматик определение детерминированного автомата, добавив к
нему выход, то можно не только построить всю теорию регулярных язы-
ков, но и получить новую функциональную систему, изучение которой
само по себе представляет интерес.
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В 1960-х годах возникают задачи распознавания полноты для конеч-
ных автоматов: требуется найти алгоритм, позволяющий по любой систе-
ме автоматов установить, является ли она полной или нет. Для булевых
функций, то есть автоматов без памяти, данная задача была решена
Э.Постом [43]. Для функций с задержками B.Б. Кудрявцев установил
критерии полноты [25]. Вместе с тем была показана континуальность
предполных классов автоматных функций [26]. М.И. Кратко в общем
случае доказал алгоритмическую неразрешимость распознавания пол-
ноты для конечных автоматов относительно операции суперпозиции и
обратной связи [24].

В дальнейшем задача полноты для автоматных функций была широ-
ко изучена в различных вариациях. При этом можно выделить несколько
основных подходов.

Первый связан с определением понятия равенства автоматов. Были
исследованы следующие вариации:

• А-полнота [8], [9];

• Клини-полнота [12];

• ε-полнота [49];

• полнота с учетом недостижимых состояний [53];

• N - полнота [2].

Все эти задачи оказались алгоритмически неразрешимыми.
Cледующий подход связан с изучением полноты в некоторых под-

классах автоматов. В.Б. Кудрявцев для функций с задержками описал
все предполные классы и нашел алгоритм распознавания полноты [25].
А.А. Часовских в классе линейных автоматов также описал все предпол-
ные классы и нашел алгоритм распознавания полноты конечных систем
относительно операции композиции [54].

Третий подход связан с ограничениями на исследуемые системы ав-
томатов. А.А. Летичевский привёл алгоритм решения задачи о полноте
относительно операций композиции для автоматов Медведева (конеч-
ных систем автоматных функций, выдающих свое состояние) при нали-
чии всех булевых функций [28]. В 1986 В.А. Буевич показал алгорит-
мическую разрешимость задачи А-полноты для систем, содержащих все
булевы функции [9]. В 1992 Д.Н. Бабин показал существование алго-
ритма распознавания полноты относительно суперпозиции и обратной
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связи для систем, содержащих все булевы функции [3]. Также он осуще-
ствил классификацию добавок из замкнутых классов булевых функций
по свойству алгоритмической разрешимости распознавания полноты и
показал, что обеспечивающих алгоритмическую разрешимость добавок
конечное число [4].

Задача распознавания полноты конечных систем относительно опе-
раций суперпозиции не имеет смысла, так как любая конечная система
относительно суперпозиции не является полной. Поэтому относительно
суперпозиции разумно изучать полноту бесконечных систем. Д.Н. Ба-
биным было доказано, что система, состоящая из всех одноместных ко-
нечных автоматов и всех булевых функций, полна. Это означает, что
арность множества автоматных функций равна двум (аналог 13-ой про-
блемы Гильберта для автоматных функций) [5]. В задаче выразимости
констант при наличии всех булевых функций преуспел А.А. Летунов-
ский. Им детально были изучены периодические свойства конечных ав-
томатов. В работе [29] полностью описаны периоды выходных последо-
вательностей, которые может генерировать произвольный автомат из за-
мыкания конечной системы автоматов.

Развитием функционального подхода в теории автоматов в основном
занималась советская школа теории автоматов. С основными результа-
тами можно ознакомиться в [27].

Следующим классом языков в иерархии Хомского является класс
контекстно-свободных языков. Для них распознавателем является авто-
мат с магазинной памятью. Важность магазинов (известных также под
названием стеков) в процессах обработки языков была осознана в начале
1950-х годов. Эттингер[40] и Шютценберже [38] первыми формaлизовали
понятие автомата с магазинной памятью. Эквивалентность автоматов с
магазинной памятью и контекстно-свободных грамматик была показана
Хомским[37] и Эви[39]. Очень скоро стало понятно, что класс контекстно-
свободных языков устроен сложнее класса регулярных. В работах [6], [15]
появились примеры алгоритмически неразрешаемых проблем, а именно:

• Не существует алгоритма, позволяющего установить равенство
двух контекстно-свободных языков.

• Не существует алгоритма проверки, что один контекстно-
свободный язык лежит в другом.

• Не существует алгоритма проверки, что пересечение двух
контекстно-свободных языков является пустым.
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• Не существует алгоритма проверки контекстно-свободного языка
на регулярность.

Оказалось, что многие техники работы с конечными автоматами и регу-
лярными языками для автоматов с магазинной памятью не работают. В
частности, было показано, что класс языков, распознаваемых детерми-
нированными автоматами с магазинной памятью, не равен классу всех
контекстно-свободных языков, а является его собственным подмноже-
ством [11] [38].

Так как для большинства нетривиальных языковых задач были полу-
чены отрицательные результаты в виде отсутствия алгоритмов, то были
предприняты попытки найти подклассы, в которых эти задачи имели бы
решения. Пожалуй, самой известной и трудоёмкой задачей является про-
блема эквивалентности детерминированных контекстно-свободных язы-
ков, которая была решена лишь в 1997 году французским математиком
Сенизерже (Senizergues) [46]. За почти полвека этой проблемой занима-
лись многие математики, и были получены положительные решения этой
проблемы в различных подклассах [23], [16], [52], [20], [51], [7], [42], [44],
[48], [41], [45].

Заметим, что для всех исследуемых выше подклассов детерминиро-
ванных автоматов с магазинной памятью проблема регулярности, то есть
эквивалентности конечному автомату, разрешима [47]. Тем не менее, для
всех этих подклассов проблема включения одного языка в другой алго-
ритмически неразрешима.

Несмотря на существование алгоритмов для задач проверки на регу-
лярность и эквивалентность, до сих пор во многих классах не понятна
сложность этих задач. С одними из последних результатов в этой обла-
сти можно ознакомиться в [13], [14].

Основной целью работы является изучение свойств автоматов с ма-
газинной памятью как преобразователей последовательностей. Изучение
детерминированных автоматных функций в теории конечных автоматов
позволяет строить продуктивные методы их анализа [27]. Периодиче-
ские свойства конечных автоматов — это фундамент, на основе которого
выполнено множество построений. В случае же автомата с магазинной
памятью периодические свойства почти не были изучены. Данная работа
и предыдущие работы автора [17], [18], [19] — это попытка разобраться
в этом вопросе.

Основными результатами данной работы можно считать следующие:
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• Приведена оценка на максимальную длину периода выходной по-
следовательности в зависимости от характеристик автомата.

• В случае однобуквенного алфавита удалось существенно понизить
полученную верхнюю оценку. Была дана асимптотически достижи-
мая оценка для автономного случая.

• В случае произвольного алфавита магазина удалось показать, что
существенно понизить полученную верхнюю оценку нельзя. Были
построены примеры автономных автоматов с магазинной памятью,
генерирующих периодические последовательности с длиной перио-
да, экспоненциально зависящей от характеристик автомата.

• Было доказано, что найдется такой автомат с магазинной памятью
с однобуквенным магазином, который способен преобразовывать
входную последовательность, увеличивая ее период квадратичным
образом.

• Если же в магазине автомата с магазинной памятью разрешить
иметь хотя бы два символа, то найдется такой автомат, который
сможет преобразовывать входную последовательность, увеличивая
ее период полиномиально.

Далее работа состоит из 7 разделов, включая введение, заключение
и список литературы. Во втором разделе приводятся основные опреде-
ления и постановка задачи. Следующие две части посвящены изучению
автономных автоматов с магазинной памятью. В третьем разделе изуча-
ется случай, когда алфавит магазина содержит больше двух символов,
а в четвёртом — случай однобуквенного магазина. В пятом разделе ра-
боты рассматривается автомат с магазинной памятью со входом. Далее
следуют заключение и список литературы.
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2. Определения

Инициальным детерминированным автоматом с магазинной памятью бу-
дем называть "девятку"

P = (A,Q,B,Γ, ϕ, ψ, η, q0, γ0),

где A — входной алфавит, Q — конечное множество состояний, B —
выходной алфавит, Γ — алфавит памяти (алфавит ленты магазина),
ϕ : A×Q× (Γ ∪ λ)→ Q — функция переходов, ψ : A×Q× (Γ ∪ λ)→ B
— функция выхода, η : A×Q× (Γ ∪ λ)→ Γ∗ — функция памяти, q0 ∈ Q
— начальное состояние, γ0 ∈ Γ∗ — начальная запись в магазине.

Функционирование P можно определить с помощью системы кано-
нических уравнений, которые задают в каждый момент времени t состо-
яние автомата q(t), записанное в магазине слово γ(t) и выход автомата
b(t) при подаче на вход a(t):





q(0) = q0,

γ(0) = γ0,

z(t) = LS(γ(t)),

q(t+ 1) = ϕ(a(t), q(t), z(t)),

γ(t+ 1) = S(γ(t))η(a(t), q(t), z(t)),

b(t) = ψ(a(t), q(t), z(t)),

где LS : Γ∗ → Γ∪{λ} возвращает последний символ при подаче непустого
слова и LS(λ) = λ, а S : Γ∗ → Γ∗ стирает последний символ входного
слова и S(λ) = λ.

Инициальный автомат с магазинной памятью определяет детерми-
нированную функцию f : A∗ → B∗. Обозначим через M(A,B) множе-
ство детерминированных функций, порождаемых автоматами с магазин-
ной памятью. Отметим, чтоM(A,B) содержит множество ограниченно-
детерминированных функций.

Обозначим n = |Q|, m = |Γ|, k = max
(q,z)∈Q×Γ∪{λ}

|η(q, z)| и будем гово-

рить, что P ∈M(n,m, k). Здесь n — число состояний, m — арность (или
ширина) магазина, k — максимально возможная длина записи в магазин
за один такт.

Будем говорить, что P0 = (Q,B,Γ, ϕ, ψ, η, q0, γ0), — инициальный ав-
томат с магазинной памятью без входа, если он удовлетворяет системе
канонических уравнений:
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q(0) = q0,

γ(0) = γ0,

z(t) = LS(γ(t)),

q(t+ 1) = ϕ(q(t), z(t)),

γ(t+ 1) = S(γ(t))η(q(t), z(t)),

b(t) = ψ(q(t), z(t)).

Будем говорить, что автомат с магазинной памятью без входа P0 ле-
жит вM0(n,m, k), если n = |Q|, m = |Γ|, k = max

(q,z)∈Q×Γ∪{λ}
|η(q, z)|. Для

автомата с магазинной памятью без входа обозначим L(P ) минималь-
ную длину периода периодической последовательности, которую он ге-
нерирует. Нас будет интересовать максимальная длина периода в классе
автоматовM0(n,m, k), а именно:

L(n,m, k) = max
P∈M0(n,m,k)

L(P ).

Для оценки длины периода автономного автомата с магазинной па-
мятью удобно пользоваться следующими функциями: ω(q, γ) : Q× Γ∗ →
N ∪ {∞} и π(q, γ) : Q× Γ∗ → Q, которые формально определим следую-
щим образом. Пусть автомат находится в состоянии q, а в магазине ле-
жит слово γ. Если существует такое минимальное положительное коли-
чество тактов τ работы автомата, что магазин становится пустым, а авто-
мат переходит в состояние q′, то положим, что ω(q, γ) = τ , a π(q, γ) = q′,
иначе ω(q, γ) =∞, а значение π(q, γ) не определено.

Для автомата с магазинной памятью со входом P и слова α из A+

обозначим L(P, α) — период выходной последовательности при подаче
последовательности α∞ на вход автомату с магазинной памятью P .

Данная работа посвящена исследованию свойств функций L(n,m, k)
и L(P, α).
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3. Периодическиеские свойства автономных авто-
матов с магазинной памятью при |Γ| > 1

3.1. Периодичность выходной последовательности

Известно, что автоматы автономные с магазинной памятью генерируют
периодические последовательности [22]. Приведем свое доказательство
этого факта в принятых обозначениях.

Теорема 1 ([22]). Автономный автомат с магазинной памятью P =
(Q,B,Γ, ϕ, ψ, η, q0, γ0) генерирует периодическую выходную последова-
тельность.

Доказательство. Не ограничивая общности, можно считать, что авто-
мат имеет самую общую функцию выхода, то есть B = Q × Γ ∪ {λ}
и ψ(q, z) = (q, z). Рассмотрим последовательности q(t), γ(t), z(t), задан-
ные каноническими уравнениями. Для целого h > 0 определим M(h) =
{t | |γ(t)| ≤ h}.

Если найдётся такое h0, что |M(h0)| = ∞, то это означет, что най-
дутся такие t1 и t2 из M(h0), что q(t1) = q(t2) и γ(t1) = γ(t2), что и
доказывает периодичность выходной последовательности в силу детер-
минированности канонических уравнений.

Пусть теперь для любого h выполнено, что |M(h)| < ∞. Заметим,
что M(h + 1) ⊇ M(h). Значит, начиная с некоторого номера H, будет
выполнено, что |M(h)| > 0 при h > H и, следовательно, корректно
определена последовательность th = maxM(h). В последовательности th
найдутся такие th1 < th2 , что q(th1) = q(th2) и z(th1) = z(th2). Из опреде-
ления последовательности th следует, что функционирование автомата,
начиная с моментов th, зависит лишь от верхнего символа магазина и
состояния автомата. Тогда из детерминированности канонических урав-
нений получаем, что для любого неотрицательного целого τ выполнено
q(th1 +τ) = q(th2 +τ) и z(th1 +τ) = z(th2 +τ), откуда и следует периодич-
ность последовательностей q(t) и z(t) и выходной последовательности.

3.2. Верхняя оценка

Теорема 2. При k > 1

L(n,m, k) ≤ n(knm+1 − 1)

k − 1
.
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Доказательство. Рассмотрим произвольный автономный автомат с ма-
газинной памятью P = (Q,B,Γ, ϕ, ψ, η, q0, γ0) изM0(n,m, k) и докажем
оценку для L(P ). Не ограничивая общность рассуждения, можно счи-
тать, что у выходной последовательности отсутствует предпериод и что
автомат имеет самую общую функцию выхода, то есть B = Q× Γ ∪ {λ}
и ψ(q, z) = (q, z). Пусть последовательности q(t), γ(t), z(t) заданы кано-
ническими уравнениями автомата P .

Рассмотрим несколько случаев.
Пусть автомат P достигает дна магазина бесконечное число раз, то

есть любой записанный символ будет удален из магазина. В этом случае
для всех достижимых пар изQ×Γ∗ определены функции ω и π. Нас будут
интересовать значения функций на однобуквенных словах. Причем для
каждого правила записи в магазин η(q, z) = α(1)...α(`) можно записать,
что

ω(q, z) = 1 + ω(q`, α(`)) + ω(q`−1, α(`− 1)) + ...+ ω(q1, α(1)),

где q` = ϕ(q, z), и qi = π(qi+1, α(i+ 1)).
Таким образом, можно составить систему линейных уравнений на

значения w(q, z). Пусть вектор ~ω = (ω1, ..., ωnm) — решение этой системы,
причем упорядоченное по возрастанию. Очевидно, что ω1 = 1, ωi ≤ 1 +
kωi−1 при i > 1. Из этих соотношений следует, что

ωi ≤
i−1∑

j=0

kj .

Значит, для длины периода выполнено

L(P ) ≤
∑

q∈Q
ω(q, λ) ≤ n(1 + kω1) ≤ n

nm∑

i=0

ki ≤ n(knm+1 − 1)

k − 1
.

Рассмотрим следующий случай. Пусть последовательность |γ(t)|
ограничена и |γ(t)| > 0. Рассмотрим ` = min

0<t≤L(P )
|γ(t)|. Обозначим

γ′ = γ(t0) и q′ = q(t0), где t0 таково, что |γ(t0)| = l. Не ограничивая
общности рассуждения, можно считать, что γ0 = γ′ и q0 = q′. Рассмот-
рим автомат P ′, который получится из автомата P заменой начального
слова в магазине на LS(γ′). Очевидно, что P и P ′ геренируют одни и
те же периодические последовательности. Теперь изменим поведение ав-
томата P ′ следующим образом. Тот такт работы, когда у автомата P ′
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в магазине находится однобуквенное слово LS(γ′), а сам автомат нахо-
дится в состоянии q′, разобьем на два такта: в первый такт мы стираем
LS(γ′) и остаемся в том же состоянии q′, а во втором такте пишем в
магазин нужное слово и переходим в следующее состояние. Таким обра-
зом, полученный автомат удовлетворяет предыдущему случаю, а длина
периода последовательности, которую он генерирует на 1 больше, чем у
автомата P . Таким образом, оценка верна и в данном случае.

Рассмотрим последний случай. Пусть последовательность |γ(t)| не
ограничена. Пусть ` = min

0<t≤L(P )
|γ(t)|. Обозначим γ′ = γ(t0) и q′ = q(t0),

где t0 таково, что |γ(t0)| = l. Не ограничивая общности рассуждения,
можно считать, что γ0 = γ′ и q0 = q′. Рассмотрим автомат P ′, кото-
рый получится из автомата P заменой начального слова в магазине на
LS(γ′). Очевидно, что P и P ′ геренируют одни и те же периодические
последовательности. Теперь изменим поведение автомата P ′ следующим
образом. Добавим состояние q′′. Автомат P ′ из состояния q′ переходит в
q′′, в котором опустошается магазин. При пустом магазине в состоянии
q′′ P ′ ведет себя так же, как автомат P , когда находится в состоянии
q′ и видит символ LS(γ′) магазина. Полученный автомат удовлетворяет
первому рассматриваемому случаю. Учитывая, что ω(q′′, z) = 1, видим,
что добавленное состояние не увеличивает оценку, что и завершает до-
казательство.

Пример 1.

Рассмотрим автомат P1 = (Q,B,Γ, ϕ, ψ, η, q0, γ0), где Q = {q}, B =
{0, 1}, Γ = {1, 2, ...,m}, q0 = q, γ0 = λ. Функция переходов тривиальна.
Функция выхода выдает 1, если магазин пуст; в остальных случаях — 0.
Функцию памяти определим следующим образом:

η(q, z) =





1k, если z = λ,

(i+ 1)k, если z = i < m,

λ, если z = m,

где натуральное число k > 1. Для данного автомата выпишем систему:
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ω(q, λ) = 1 + kω(q, 1),

ω(q, 1) = 1 + kω(q, 2),

...

ω(q, i) = 1 + kω(q, i+ 1),

...

ω(q,m− 1) = 1 + kω(q,m),

ω(q,m) = 1.

Длиной периода в данном автомате можно считать количество тактов
работы автомата между пустыми состояниями магазина, то есть ω(q, λ).
Из системы видно, что

ω(q, λ) =
m∑

i=0

ki.

Этот пример показывает достижимость оценки сверху из теоремы
для случая |Q| = 1, то есть из него следует, что для автомата с одним
состоянием верхняя и нижняя оценки совпадают, то есть верна следую-
щая теорема.

Теорема 3. При k > 1

L(1,m, k) =
(km+1 − 1)

k − 1
.

3.3. Нижняя оценка

Лемма 1. Пусть дана система уравнений




x0 = a+ bx1,

x1 = a+ bx2,

...

xm−1 = a+ bxm,

xm = c,

где a, b, c — некоторые действительные параметры, причем b 6= 1.
Тогда

x0 = a
bm − 1

b− 1
+ bmc.
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Доказательство.

x0 = a+ bx1 = a+ b(a+ bx2) = a+ ab+ b2x2 = a+ ab+ ab2 + b3x3 =

= ... = a(1 + b+ b2 + ...+ bm−1) + bmxm.

Отсюда и получаем, что

x0 = a
bm − 1

b− 1
+ bmc,

что и требовалось доказать.

Пример 2.

Пусть автономный автомат с магазинной памятью

Pm = (Q,B,Γ, ϕ, η, ψ, qn, λ) ∈M0(n,m, k),

где B = {0, 1}, Q = {q1, ..., qn}, Γ = {1, ...,m}, m > 1,

ψ(q, z) =

{
1, если q = q1, z = λ,

0, иначе,

ϕ(q, z) =





qi+1, если q = qi, i 6= n, z = m− 1,

qi−1, если q = qi, i 6= 0, z = m,

q, иначе,

η(q, z) =





(z + 1)k, если z < m− 1,

m1k−1, если q 6= qn, z = m− 1,

λ, иначе.,

На рисунке 1 приведем диаграмму этого автомата. Переходы автомата
описываются следующим шаблоном z/η, то есть из данного состояния
q, при значении верхнего символа магазина z, автомат записывает на
выходную ленту ψ(q, z), а в магазине стирает последний символ и до-
писывает слово η. Следующее состояние указывает стрелка. Начальное
состояние помечено символом ” ∗ ” и через запятую указана начальная
запись в магазине. Для удобства записи формул будем считать, что пу-
стому значению λ соотвествует значение z = 0.

Из уравнений следует, что

ω(q, z) = 1 + kω(q, z + 1), z < m− 1.
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z/(z + 1)k, z < m− 1 z/(z + 1)k, z < m− 1 z/(z + 1)k, z < m− 1
z/(z + 1)k, z < m− 1

m-1 / λ

*, λ
q1 qn−1 qnq2

Рис. 1. Диаграмма автомата Pm.

Очевидно, что ω(qn,m− 1) = 1. При i 6= n имеем:

ω(qi,m) = 1 + ω(qi+1,m1k−1) = 1 + (k − 1)ω(qi+1, 1) + ω(qi+1,m).

Пусть ω0 — длина периода последовательности, сгенерированной ав-
томатом с магазинной памятью. Тогда ω0 = 1 + kω(q1, 1). Обозначая
ωi,j = ω(qi, j) получаем следующую систему линейных уравнений при
m > 2 (случай m = 2 будет рассмотрен отдельно):





ωn,m−1 = 1,

ωn,m−2 = 1 + kωn,m−1,

...

ωn,i = 1 + kωn,i+1,

...

ωn,1 = 1 + kωn,2,

ωn−1,m−1 = 2 + (k − 1)ωn,1,

...

ωj,m−2 = 1 + kωj,m−1,

...

ωj,i = 1 + kωj,i+1,

...

ωj,1 = 1 + kωj,2,

ωj−1,m−1 = 2 + (k − 1)ωj,1,

...

ω1,1 = 1 + kω1,2,

ω0 = 1 + kω1,1.
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Применяя лемму 1 к уравнениям вида wi,j = 1 + kwi,j+1 при каждом
фиксированном i и j = 1, ...,m−2, удается получить следующую систему
уравнений:





ωn,m−1 = 1,

ωn,1 = km−2−1
k−1 + ωn,m−1k

m−2,

ωn−1,m−1 = 2 + (k − 1)ωn,1,

...

ωi,1 = km−2−1
k−1 + ωi,m−1k

m−2,

ωi−1,m−1 = 2 + (k − 1)ωi,1,

...

ω2,1 = km−2−1
k−1 + ω2,m−1k

m−2,

ω1,m−1 = 2 + (k − 1)ω2,1,

ω0 = km−1−1
k−1 + km−1ω1,m−1.

Преобразовывая дальше, получаем:




ωn,m−1 = 1,

ωn−1,m−1 = 1 + km−2 + ωn,m−1(km−1 − km−2),

...

ωi−1,m−1 = 1 + km−2 + ωi,m−1(km−1 − km−2),

...

ω1,m−1 = 1 + km−2 + ω2,m−1(km−1 − km−2),

ω0 = km−1−1
k−1 + km−1ω1,m−1.

К полученной системе снова применим лемму 1. Получаем, что

{
ω1,m−1 = (1 + km−2) (km−1−km−2)n−1−1

km−1−km−2−1
+ (km−1 − km−2)n−1,

ω0 = km−1−1
k−1 + km−1ω1,m−1.

Откуда находим период выходной последовательности:

ω0 =
km−1 − 1

k − 1
+km−1((1+km−2)

(km−1 − km−2)n−1 − 1

km−1 − km−2 − 1
+(km−1−km−2)n−1).

Теперь перейдем к рассмотрению случая, когда m = 2. В этом случае
получается следующая система уравнений:
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ωn,1 = 1,

ωn−1,1 = 2 + (k − 1)ωn,1,

...

ωi−1,1 = 2 + (k − 1)ωi,1,

...

ω1,m−1 = 2 + (k − 1)ω2,1,

ω0 = 1 + kω1,m−1.

Применяя лемму 1 и преобразовывая, получаем, что

ω0 =

{
4n− 1, если k = 2,

1 + k
k−2((k − 1)n + (k − 1)n−1 − 2), если k > 2.

Объединяя обе формулы и учитывая, что L(Pm) = ω0, получаем ито-
говую:

L(Pm) =

{
4n− 1, если m = 2, k = 2,
km−1−1
k−1 + km−1((1 + km−2) (km−1−km−2)n−1−1

km−1−km−2−1
+ (km−1 − km−2)n−1), иначе.

К сожалению, данный пример автомата для случая k = 2, m = 2 вы-
рождается, то есть длина периода в этом случае существенно отличается.
Поэтому рассмотрим следующий пример.

Пример 3.

Пусть автономный автомат с магазинной памятью

P (n′) = (Q,B,Γ, ϕ, η, ψ, q1
s , λ) ∈M0(n,m, k),

где n′ ∈ N — параметр, B = {0, 1}, Q =
n′⊔
i=1

Qi, где Qi =

{qis, qis1, qis2, qi1, qi2, ..., qi8}, Γ = {1, 2},

ψ(q, z) =

{
1, если q = q1

s , z = λ,

0, иначе,
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ϕ(q, z) =





qis, если q = qi+1
s2 , z = 2, i < n′,

qis, если q = qi−1
8 , i > 1,

qis1, если q = qis, z = 1,

qis2, если q = qis, z = 2,

qi1, если q = qis, z = λ,

qi2, если q = qi1,

qi3, если q = qi2,

qi3, если q = qis1, z = 1,

qi4, если q = qi3,

qi5, если q = qi4,

qi5, если q = qis2, z = 1,

qi6, если q = qi5,

qi7, если q = qi6,

qi7, если q = qis1, z = 2, i < n′,

qi8, если q = qi7, i < n′,

qn
′
s , если q = qn

′
s1, z = 2,

qn
′
s , если q = qn

′
7 ,
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η(q, z) =





λ, если q = qi+1
s2 , z = 2, i < n′,

11, если q = qi−1
8 , i > 1,

λ, если q = qis, z = 1,

λ, если q = qis, z = 2,

1x, если q = qis, z = λ,

1x, если q = qi1,

1x, если q = qi2,

1x, если q = qis1, z = 1,

2x, если q = qi3,

2x, если q = qi4,

2x, если q = qis2, z = 1,

1x, если q = qi5,

2x, если q = qi6,

2x, если q = qis1, z = 2, i < n′,

2x, если q = qi7, i < n′,

λ, если q = qn
′
s1, z = 2,

1, если q = qn
′

7 .

На рисунке 2 приведем диаграмму этого автомата. Переходы автома-
та описываются следующим шаблоном z/η, то есть из данного состоя-
ния, при значении верхнего символа магазина z, автомат записывает на
выходную ленту ψ(q, z), а в магазине стирает последний символ и до-
писывает слово η. Следующее состояние указывает стрелка. Начальное
состояние помечено символом ” ∗ ” и через запятую указана начальная
запись в магазине. Для удобства записи формул будем считать, что пу-
стому значению λ соотвествует значение z = 0.

Данный автомат имитирует работу автомата из предыдущего при-
мера с n′ состояниями, k = 2, m = 4. Обозначим его P ′. Поскольку в
текущем случае Γ = {1, 2}, то чтобы имитировать автомат мы будем
использовать кодировку, приведенную в таблице 1.

Каждому состоянию P ′ соотвествует множество состояний Qi. Теку-
щий автомат устроен таким образом, что в состоянии qis в магазине будет
записан корректный код. И каждому переход из состояния qi в qj авто-
мата P ′ соовествует переход из состояний qis в qjs текущего автомата с
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Рис. 2. Диаграмма автомата P (n′).
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#1 11
#2 12
#3 21
#4 22

Таблица 1. Используемая кодировка символов.
:

аналогичной трансформацией магазина. Заметим, что в текущем случае
на этот переход может потребоваться более одного такта.

Теперь, когда стало понятно из каких соображений строился автомат,
строго подсчитаем длину периода выходящей последовательности.

Из уравнений автомата получаем:

ω(qn
′
s ,#3) = 2,

ω(qn
′
s ,#2) = 5 + ω(qn

′
s ,#3#3) = 5 + 2ω(qn

′
s ,#3) = 9,

ω(qn
′
s ,#1) = 7 + ω(qn

′
s ,#2#3#3) = 7 + 2ω(qn

′
s ,#3) + ω(qn

′
s ,#2) = 20.

Пусть 1 < i < n′. Тогда

ω(qis,#3) = 4 + ω(qi+1
s ,#4#1) = 4 + ω(qi+1

s ,#4) + ω(qi+1
s ,#1) =

= 6 + ω(qi+1
s ,#1)

и

ω(qis,#2) = 6 + ω(qi+1
s ,#3#4#1) =

= 6 + ω(qi+1
s ,#1) + ω(qi+1

s ,#4) + ω(qis,#3) =

= 14 + 2ω(qi+1
s ,#1).

Откуда получаем, что

ω(qis,#1) = 8 + ω(qi+1
s ,#2#3#4#1) = 30 + 4ω(qi+1

s ,#1).
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Из полученных выше уравнений составим следующую систему:




ω(qn
′
s ,#1) = 20,

ω(qn
′−1
s ,#1) = 30 + 4ω(qn

′
s ,#1),

...

ω(qi−1
s ,#1) = 30 + 4ω(qis,#1),

...

ω(q1
s ,#1) = 30 + 4ω(q2

s ,#1).

Воспользовавшись леммой, получаем, что

ω(q1
s ,#1) = 30 · 4n′−1 − 10.

Теперь найдем длину периода

τ = ω(q1
s , λ) = 9 + ω(q2

s ,#1#2#3#4#1) =

9 + ω(q1
s ,#1#2#3) + ω(q2

s ,#4#1) = 11 + ω(q1
s ,#1#2#3)+

+ω(q2
s ,#1) = 11 + ω(q1

s ,#1) + ω(q1
s ,#2) + ω(q1

s ,#3) + ω(q2
s ,#1) =

= 11 + ω(q1
s ,#1) + (14 + 2ω(q2

s ,#1)) + (6 + ω(qi+1
s ,#1)) + ω(q2

s ,#1) =

= 31 + ω(q1
s ,#1) + 4ω(q2

s ,#1) = 1 + 2ω(q1
s ,#1) = 15 · 4n′ − 19.

Подставляя n′ = n−1
9 , получаем

τ = 15 · 4n−1
9 − 19.

Из примеров следует, что доказана следующая теорема:

Теорема 4. При m > 1, k > 1

L(n,m, k) ≥
{

15 · 4n−1
9 − 19, при m = 2, k = 2,

(k−1
k )n−1k(m−1)n, иначе.

Замечание. При доказательстве нижней оценки было существенно
использовано то, что алфавит магазина содержит больше одного симво-
ла. В следующем разделе отдельно рассматривается случай однобуквен-
ного магазина.
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4. Периодические свойства автономных автома-
тов с однобуквенным магазином

Для получения оценок на L(n, 1, k) введем дополнительные ограниче-
ния на рассматриваемые автоматы. Пусть P — автономный автомат с
магазинной памятью с однобуквенным магазином. Будем считать, что
P генерирует периодическую последовательность без предпериода и все
состояния достижимые и встречаются бесконечное число раз в последо-
вательности q(t), заданной каноническими уравнениями. Заметим, что
если в последовательности γ(t) пустое слово встречается лишь конечное
число раз, то из-за отсутствия предпериода магазин не бывает пустым.
Поэтому в этом случае P функционируют в точности как автомат без
магазина, то есть конечный автомат. Разумеется, этот случай нас не ин-
тересует. Поэтому будем считать, что пустое слово в последовательности
γ(t) будет встречаться бесконечное число раз. Для удобства будем счи-
тать, что начальная запись в магазине пустая, то есть γ0 = λ. Будем
рассматривать наиболее общую функцию выхода ψ(q, z) = (q, z), то есть
B = Q × Γ ∪ {λ}. Очевидно, что наложение описанных ограничений на
класс автоматов не меняют максимальную длину периода внутри класса
автоматов.

Обозначим черезM′0(n, 1, k) множество автоматов P изM′0(n, 1, k),
для которых выполнены описанные выше ограничения, а именно:

• периодическая последовательность, сгенерированная P , не имеет
предпериода;

• все состояния достижимы бесконечное число раз;

• γ0 = λ;

• B = Q× Γ ∪ {λ} и ψ(q, z) = (q, z).

Очевидно, что выполнено

L(n, 1, k) = max
P∈M′0(n,1,k)

L(P ),

поэтому далее будем рассматривать автоматы только изM′0(n, 1, k).
Введем еще несколько определений, необходимых для дальнейших

рассуждений. Для автомата P выделим множество стирающих состоя-
ний

S = {q ∈ Q | η(q, 1) = λ}.
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Если q ∈W = Q\S, то будем говорить, что состояние пишущее. В множе-
стве пишущих состояний выделим подмножество нейтральных состояний

N = {q ∈ Q | η(q, 1) = 1},
то есть таких, при прохождении через которые непустое слово, записан-
ное в магазине, не изменяет свою длину.

Если в автомате P найдется множество состояний C = {c1, ..., c`} ⊆ Q
такое, что выполнено ϕ(ci, 1) = ci+1 для i = 1, .., l−1 и ϕ(c`, 1) = c1, то бу-
дем говорить, что C является автоматным циклом. Длиной автоматного
цикла C будем называть число состояний в этом цикле.

Для автомата P однозначно определены последовательности состо-
яний и состояний магазина согласно каноническим уравнениям. Будем
говорить, что автоматный цикл C достижим, если найдется такой мо-
мент времени t1, что выполнены следующие условия:

1) {q(t1), q(t1 + 1), ..., q(t1 + |C| − 1)} = C;

2) z(t1) = z(t1 + 1) = ... = z(t1 + |C| − 1) = 1.

Каждому автоматному циклу сопоставим индекс — число, на кото-
рое изменится длина памяти магазина при одном проходе по нему. Будем
называть автоматный цикл стирающим, если индекс отрицательный, то
есть количество символов в магазине при одном проходе по циклу умень-
шается. Если индекс автоматного цикла неотрицательный, то будем го-
ворить, что автоматный цикл пишущий.

Будем называть конфигурацией автомата пару его состояние и состо-
яние магазина c(t) = (q(t), γ(t)). Будем говорить, что конфигурация c2

достижима из конфигурации c1, и писать c1 ⇒ c2, если автомат с мага-
зинной памятью из конфигурации c1 перейдет в конфигурацию c2 через
конечное число тактов.

В некоторых случаях нас будет интересовать поведение автомата при
непустом магазине. В таких случаях будем говорить, что конфигурация
c2 достижима без опустошения магазина из конфигурации c1, и писать
c1 V c2, если конфигурация c2 достижима из конфигурации c1 и во
всех промежуточных конфигурация, исключая c1 и c2, магазин не пуст.
Заметим, что и c1, и c2 могут иметь пустой магазин.

4.1. Доказательство нижней оценки L(n,1,k)

Пример 4.
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Пусть автономный автомат с магазинной памятью

P (s) = (Q,B,Γ, ϕ, ψ, η, rh, λ) ∈M0(n, 1, k),

где 0 < s < n, B = {0, 1}, Q = {q1, ..., qn−s, r1, ..., rs}, Γ = {1}, h =
(((k − 1)(n− s+ 1) + 2) mod s) + 1

ψ(q, z) =

{
1, если q = qh, z = λ,

0, иначе,

ϕ(q, z) =





qi+1, если q = qi, i 6= n− s,
r1, если q = qn−s,

ri+1, если q = ri, z = 1,

q1, если q = rh, z = λ,

q
1+[

(h−1−i) mod s
k−1

]
, если q = ri, i 6= h, z = λ,

q, иначе,

η(q, z) =





1k, если q = qi,

1k, если q = rh, z = λ,

1k−1−((h−1−i) mod s) mod (k−1), если q = ri, i 6= h, z = λ,

λ, иначе.

На рисунке 3 приведем диаграмму этого автомата для n = 8, k = 3
и s = 5. Переходы автомата описываются следующим шаблоном z/η, то
есть из данного состояния, при значении верхнего символа магазина z,
автомат записывает на выходную ленту ψ(q, z), а в магазине стирает по-
следний символ и дописывает слово η. Следующее состояние указывает
стрелка. Начальное состояние помечено ” ∗ ” и через запятую указана
начальная запись в магазине.

Опишем функционирование описанного выше автомата P (s) и пояс-
ним его канонические уравнения. Автомат начинает работу из состоя-
ния rh и с пустым магазином. Далее автомат максимально заполняет
магазин, проходя по состояниям q1, ..., qn−s до тех пор, пока не попа-
дает в стирающий цикл r1, ..., rs. В состоянии r1 в магазине записано
(k − 1)(n − s + 1) + 1 символов. Так как дальше при каждом заполне-
нии магазина мы будем уменьшать на единицу количество записываемых
символов, то состояния, в которых, магазин становится пустым, будут
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Рис. 3. Диаграмма автомата P (s) при n = 8, k = 3 и s = 5.
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меняться последовательно. То есть если мы стартовали из состоянии
ri+1 при пустом магазине, то, заполнив и опустошив магазин, автомат
окажется в состоянии ri. Исходя из этого, мы и получаем формулу для
номера начального состояния. Мы подберем rh таким, чтобы, заполняя
магазин максимально возможным количеством символов, после стира-
ния их попасть в состояние rh−1. Отсюда получаем, что

h = (((k − 1)(n− s+ 1) + 2) mod s) + 1.

Следующим требующем объяснения моментом в описании уравнений
автомата является его поведение при опустошении магазина, то есть в
состояниии ri и z = λ. По сказанному выше в состоянии rh автомат пи-
шет максимально возможное количество символов в магазин. Значит, из
этого состояния при пустом магазине автомат должен перейти в состо-
яние q1 и записать при этом слово длины k в магазин. При следующем
опустошении магазина мы окажемся в состоянии rh−1. Из этого состоя-
ния начинается заполнение магазина. Причем автомат должен записать
на единицу меньше символов в магазин. Следовательно, из состояния
rh−1 автомат перейдет в состояние q1, и в магазин будет записано слово
длины k−1. Продолжая опустошать магазин, автомат будет писать на 1
символ меньше и переходить в состояние q1 до тех пор, пока не придётся
записать один символ. После этого мы уже не сможем перейти в состоя-
ние q1, так как зациклимся. Следовательно, мы должны будем перейти
в состояние q2 и записать в магазин k − 1 символ по той же причине. И
далее при переходе из стирающего цикла мы будем писать от k − 1 до 1
символа в магазин, после чего будем менять состояние перехода.

Подсчитаем длину периода L(P (s)). Удобно считать стирающие так-
ты и записывающие по отдельности:

L(P (s)) = τзаписи + τстирания,

где

τстирания =
s−1∑

i=0

((n−s+1)(k−1)+1− i) = s(k−1)(n−s+1)+s− s(s− 1)

2
,

τзаписи = s(n− s+ 1)−
s−2∑

i=0

[
i

k − 1
].
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Таким образом, длина периода сгенерированной им последователь-
ности равна

L(P (s)) = sk(n− s+ 1) + s− s(s− 1)

2
−

s−2∑

i=0

[
i

k − 1
].

Лемма 2. Для натуральных s, k > 1 выполнено

s2

2(k − 1)
− 3s

2
≤

s−2∑

i=0

[
i

k − 1
] ≤ s2

2(k − 1)
+

3s

2
.

Доказательство. Пусть f(s) =
s−1∑
i=0

[ i
k−1 ]. Тогда

f(s) = (k − 1)

[ s
k−1

]−1∑

i=0

i+ [
s

k − 1
](s mod (k − 1)) =

= (k − 1)
[ s
k−1 ]([ s

k−1 ]− 1)

2
+ [

s

k − 1
](s mod (k − 1)).

Отсюда получаем, что

f(s) ≤ (k − 1)
s

k−1( s
k−1 − 1)

2
=

s2

2(k − 1)
− s

2

и

f(s) ≥ (k − 1)
( s
k−1 + 1) s

k−1

2
+ s =

s2

2(k − 1)
+

3s

2
.

Так как
s−2∑

i=0

[
i

k − 1
] = f(s)− [

s− 1

k − 1
],

то
s2

2(k − 1)
− 3s

2
≤

s−2∑

i=0

[
i

k − 1
] ≤ s2

2(k − 1)
+

3s

2
,

что и требовалось доказать.
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Применяя лемму, получаем, что

L(P (s)) ≥ sk(n−s+1)+s−s(s− 1)

2
− s2

2(k − 1)
−3s

2
= sk(n−s+1)− ks2

2(k − 1)
.

Полагая P = P (s) при s = [ k−1
2k−1n], получаем, что

L(P ) ≥ [
k − 1

2k − 1
n]k(n− [

k − 1

2k − 1
n] + 1)−

k([ k−1
2k−1n])2

2(k − 1)
≥

≥ (
k − 1

2k − 1
n− 1)k(n− k − 1

2k − 1
n+ 1)−

k( k−1
2k−1n)2

2(k − 1)
=

=
k(k − 1)

4k − 2
n2 − 1

2k − 1
n− 1.

Данный пример доказывает нижние оценки на L(n, 1, k).

Теорема 5. При k > 1 и n→∞

L(n, 1, k) ≥ k(k − 1)

4k − 2
n2(1 + o(1)).

Теорема 6. При n > 1 и k →∞

L(n, 1, k) ≥ n2

4
k(1 + o(1)).

4.2. Доказательство верхней оценки L(n,1,k)

Сформулируем и докажем несколько вспомогательных утверждений.

Лемма 3. Пусть P — автомат с магазинной памятью изM′0(n, 1, k).
Тогда сущестует автомат c магазинной памятью P ′ из M′0(n, 1, k),
который в процессе функционирования не бывает с пустым магазином
два такта подряд, и периоды выходных последовательностей автома-
тов P и P ′ отличаются не более чем на n.

Доказательство. Пусть автомат P при очередном такте стирает послед-
ний символ из магазина, оказываясь в некотором состоянии q, и далее
проходит еще несколько состояний, не делая записей в магазин. После
чего попадает в состояние q1, в котором пишет непустое слово 1` и пе-
реходит в состояние q2. Тогда можно трансформировать автомат P так,
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чтобы из состояния q автомат сразу переходил в q2 и писал при этом в
магазин 1`. Делая такую трансформацию для всех аналогичных состоя-
ний, получаем автомат P ′, который удовлетворяет условием леммы, так
как внутри одного периода автомат может быть с пустым магазином не
более n раз.

4.2.1. Простая верхняя оценка

Теперь непосредственно приступим к доказательству верхней оценки на
L(n, 1, k).

Лемма 4. Пусть P — автомат с магазинной памятью изM′0(n, 1, k).
Тогда

L(P ) ≤ n(hmax + 1),

где hmax = max
t
|γ(t)| — максимальное количество символов, которое

может быть записано в магазине.

Доказательство. Заметим, что из определения класса M′0(n, 1, k) сле-
дует, что hmax всегда существует, то есть hmax < ∞. Внутри одного пе-
риода автомат может находиться в состоянии q только с разными состо-
яниями магазина от пустого до содержащего hmax символов. Суммируя
по всем состояниям, получаем требуемую оценку.

Утверждение 1. При k > 1

L(n, 1, k) ≤ (k − 1)n2 + 2n.

Доказательство. Так как среди n состояний должно быть хотя бы одно
стирающее, то n−1 пишущее состояние не может записать больше n(k−
1)+1, то есть hmax ≤ n(k−1)+1. Подставляя эту оценку в предыдущую
лемму, получаем требуемое.

4.2.2. Случай пишущего автоматного цикла

Лемма 5. Пусть P — автомат с магазинной памятью изM′0(n, 1, k).
Если в P есть достижимый пишущий автоматный цикл, то период
сгенерированной P последовательности равен длине этого цикла.

Доказательство. Если в P есть достижимый пишущий цикл, то автомат
не может его покинуть, так как магазин уже никогда не будет пустым
в силу неотрицательности индекса. Значит, период будет равен длине
цикла.

67



Замечание. В силу доказанной леммы далее не имеет смысл рас-
сматривать автоматы с достижимыми пишущими циклами. Будем счи-
тать, что если в автомате есть достижимый цикл, то он стирающий.

4.2.3. Случай без автоматных циклов

В этом разделе будет дана оценка на максимальную длину периода вы-
ходной последовательсти для автомата без стирающих циклов.

Лемма 6. Пусть P — автомат с магазинной памятью изM′0(n, 1, k).
Если P не имеет автоматных циклов, то период сгенерированной P
последовательности не превосходит k−1

k n2 + 2n.

Доказательство. Оценим hmax. Так как в P нет автоматных циклов, то
hmax не может быть большим. Максимально возможное значение hmax
можно получить следующем образом. Необходимо в автомате иметь мак-
симально возможное число w пишущих по k символов состояний так,
чтобы оставшихся s = n − w состояний хватило, чтобы стереть то, что
было записано. Все стирания должы быть сделаны в разных состояниях,
так как стирающих циклов нет. Отсюда получаем следующее условие:

hmax ≤ (w + 1)(k − 1) + 1 = s.

Решая, получаем, что

hmax ≤ s =
k − 1

k
n+ 1.

Подставляя hmax в полученную выше оценку, получаем требуемое.

Обозначим L0(n, k) = k−1
2k n

2 + 5n.

Утверждение 2. Пусть P — автомат с магазинной памятью из клас-
саM′0(n, 1, k). Если P не имеет автоматных циклов или имеет только
недостижимые пищущие автоматные циклы, то период сгенерирован-
ной P последовательности не превосходит L0(n, k).

Доказательство. При функционировании автомата P найдется после-
довательность тактов от t1 до t2, когда из пустого магазина автомат
заполняет магазин до уровня в hmax символов, то есть γ(t1) = λ,
γ(t2) = 1hmax и γ(t) 6= λ при t1 < t ≤ t2. Очевидно, что каждое состояние
q(t) при t1 < t ≤ t2 не может встречаться в одном периоде больше, чем
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|γ(t)|+ 1 раз в силу определения hmax. Пусть hmax = 1 + h0 + h1(k − 1),
где 0 ≤ h0 < k − 1. Нетрудно видеть, что в отрезке от t1 + 1 до t2 най-
дутся такие ti, что будет выполнено |γ(ti)| ≤ (k − 1)i+ 1 при i = 1, ..., h1

и q(ti) ∈W . Учитывая это, получаем, что

L(P ) ≤ (hmax + 1)(n− h1) +

h1∑

i=1

(2 + i(k − 1)) =

= (hmax + 1)n−
h1∑

i=1

(hmax − 2− i(k − 1)) =

= (hmax + 1)n−
h1∑

i=1

(h0 + (h1 − i)(k − 1)− 1) =

= (hmax + 1)n+ h1 − h0h1 −
(k − 1)h1(h1 − 1)

2
=

= (hmax+1)n+
h1(k + 2− h0 − hmax)

2
≤ (hmax+1)n+

hmax(k + 2− hmax)

2(k − 1)
.

Каждому состоянию q сопоставим число h(q), равное максимальному
числу символов в магазине, которое может быть при достижении этого
состояния. Заметим, что оценку удалось улучшить за счет уточнения
функции h(q) для некоторых пишущих состоятий q пользуясь тем, что
автомат за один такт может писать ограниченное количество символов.
Теперь сделаем аналогичное уточнение при стирании магазина, то есть
для стирающих состояний.

Покажем, что в P для любого натурального d такого, что 1 ≤ d <
hmax, найдется такое стирающее q, что h(q) = d. Рассмотрим последова-
тельность тактов от t2 до t3, когда автомат стирает магазин от hmax до
пустого, то есть γ(t2) = 1hmax , γ(t3) = λ и γ(t) 6= λ при t2 < t < t3. В этом
отрезке найдется такой номер t′, что q(t′) = q0 ∈ S и |γ(t′)| = d. Если
h(q0) = d, то заканчиваем процедуру поиска. Если h(q0) > d, то это озна-
чает, что найдется момент времени t4 такой, что q(t4) = q0 и |γ(t4)| > d.
Тогда пусть t5 таково, что γ(t5) = λ и при t4 < t < t5 γ(t5) 6= λ. На этом
новом отрезке выберем аналогичным образом t′′ такое, что q(t′′) = q1 ∈ S
и |γ(t′)| = d и так далее. Возможны два результата работы этой процеду-
ры: мы найдем такое qi, что h(qi) = d или последовательность q0, q1, ..., q`
зациклится. Если последовательность зациклилась, то это означает, что
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в автомате есть стирающий автоматный цикл, что противоречит усло-
вию. Значит, данная процедура всегда приводит к нахождению требуе-
мого состояния.

Таким образом, мы можем понизить верхнюю оценку еще на
hmax(hmax−1)

2 , то есть получаем, что выполнено:

L(P ) ≤ (hmax + 1)n+
hmax(k + 2− hmax)

2(k − 1)
− hmax(hmax − 1)

2
.

Максимизируя выражение по hmax при условии, что 0 ≤ hmax ≤ (k−1)n
k +

1, получаем, что L(P ) ≤ k−1
2k n

2 + 5n, что и требовалось доказать.

Пример 5.

Для n ≥ 3 и k ≥ 2 рассмотрим автономный автомат с магазинной
памятью P0 = (Q,B,Γ, ϕ, ψ, η, rs, λ) ∈ M0(n, 1, k), где s = n − 1 − [n−3

k ],
x = s − 1 − (k − 1)(n − s − 1), B = {0, 1}, Q = {q1, ..., qn−s, r1, r2..., rs},
Γ = {1},

ψ(q, z) =

{
1, если q = r2, z = λ,

0, иначе,

ϕ(q, z) =





qi+1, если q = qi, i 6= n− s,
r1, если q = qn−s,

ri+1, если q = ri, i 6= s, z = 1,

qn−s, если q = rs, z = λ,

q1, если q = rs−1, z = λ,

qn−s−[ i−1
k−1

], если q = ri, 1 < i < s− 1, z = λ,

q, иначе,
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Рис. 4. Диаграмма автомата P0 при n = 8, k = 3.

η(q, z) =





1k, если q = qi, i 6= n− s,
1, если q = qn−s,

λ, если q = ri, z = 1,

1, если q = rs, z = λ,

1x, если q = rs−1, z = λ,

1k−1, если q = ri, z = λ, i mod (k − 1) = 0,

1i mod (k−1), если q = ri, z = λ, i mod (k − 1) 6= 0,

λ, иначе.

На рисунке 4 приведем диаграмму этого автомата для n = 8 и k = 3.
Переходы автомата описываются следующим шаблоном z/η, то есть из
данного состояния, при значении верхнего символа магазина z, автомат
записывает на выходную ленту ψ(q, z), а в магазине стирает последний
символ и дописывает слово η. Следующее состояние указывает стрелка.
Начальное состояние помечено ” ∗ ” и через запятую указана начальная
запись в магазине.

Опишем функционирование описанного выше автомата P0 и поясним
его канонические уравнения. Состояния автомата поделены на две груп-
пы: {q1, ..., qn−s} — состояния, в которых происходит наполнение магази-
на, и состояния {r1, ..., rs}, в которых происходит опустошение магази-
на. Автомат начинает свою работу из состояния rs с пустым магазином.
Далее автомат переходит в первую группу состояний, где происходит за-
пись в магазин, после заполнения автомат переходит во вторую группу
состояний, a именно: в состояние q1 с одним записанным символом в ма-
газине. Далее происходит опустошение. После чего подобные итерации
повторяются с той лишь разницей, что каждую последующую итерацию
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количество записанных в магазин символов увеличивается на 1 вплоть
до значения s−1. После стирания s−1 символа автомат опять попадает
в состояние rs.

Аналогично предыдущему примеру получаем, что

L(P0) =
(s− 1)s

2
+ (s− 1)(n− s) + x−

s−2−x∑

i=0

[
i

k − 1
].

Оценим L(P0), пользуясь леммой из предыдущего примера, и упро-
стим выражение:

L(P0) ≥ (s− 1)s

2
+(s−1)(n−s)+x− (s− x)2

2(k − 1)
−3(s− x)

2
≥ sn− s2k

2(k − 1)
−s.

Далее подставим оценки на s:

L(P0) ≥ n(n−2−n− 3

k
)−(n− 1− n−3

k )2k

2(k − 1)
+(n−1−n− 3

k
) ≥ k − 1

2k
n2−3n−2.

Замечание. Нижняя оценка, полученная в примере, асимптотически
совпадает с доказанной верхней оценкой при n→∞.

4.2.4. Дополнительные определения

Перейдем к рассмотрению основного случая, когда в автомате с мага-
зинной памятью есть стирающие автоматные циклы.

Пусть в автомате P из M′0(n, 1, k) есть хотя бы один автоматный
цикл. Выберем любой и обозначим C. Тогда для q ∈ C определим мно-
жество состоянийW (q) ⊆ Q\C, из которых можно попасть в стирающий
цикл через q:

W (q) = {q′ ∈ Q\C | ∃t1, t2 : q(t1) = q′, q(t2) = q,∀t : t1 ≤ t <
t2, γ(t) 6= λ, q(t) /∈ C}.

Заметим, что для различных q1 ∈ C и q2 ∈ C выполнено W (q1) ∩
W (q2) = ∅. Для всех состояний из W (q) будем говорить, что q является
точкой входа в автоматный цикл.

Для стирающего цикла C определим множество состоянийW (C), ко-
торые попадают в автоматный цикл C:

W (C) =
⋃

q∈C
W (q).
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Заметим, что для двух стирающих циклов C1 и C2 выполнено
W (C1) ∩W (C2) = ∅.

Назовем окресностью стирающего цикла множество состояний
U(C) = C ∪W (C). Обозначим U0 — множество состояний, которые не
лежат ни в какой окресности стирающего цикла. Для автомата только
со стирающими автоматными циклами C1, ..., Cd имеем следующее раз-
ложение:

Q =
d⊔

i=1

U(Ci) t U0.

Пусть P — автомат из M′0(n, 1, k) с периодом выхода τ . Пусть q(t)
— последовательность состояний автомата и γ(t) — последовательность
слов, записанных в магазине, заданы каноническими уравнениями. Так
как эти последовательности периодические, рассмотрим их лишь на но-
мерах от 0 до τ . Пусть t1, ..., td+1 — множество номеров на этом отрез-
ке, когда магазин пуст. Не ограничивая общности, будем считать, что
0 = t1 < t2 < ... < td < td+1 = τ . Рассмотрим полуинтервал (ti, ti+1], на
котором функционирует автомат P . На этой последовательности тактов
автомат порождает подпоследовательности состояний {q(t)}ti+1

ti+1 и слов
{γ(t)}ti+1

ti+1, записанных в магазин. Эту пару подпоследовательностей на-
зовем этапом функционирования автомата и будем обозначать Ii. Обо-
значим длину этапа |Ii| — количество тактов работы автомата в этапе.
Для P однозначно определено представление периода в виде упорядочен-
ного множества этапов (I1, I2, ..., Id). Обозначим это отображение I(P ).
Описание функционирование автомата как последовательности этапов
важно, так как имеет довольно интересные свойства, описываемые в сле-
дующей лемме.

Лемма 7. Пусть P — автомат из M′0(n, 1, k) и для него выполнено
I(P ) = (I1, ..., Id). Тогда выполнены следующие утверждения:

1) Для любой перестановки σ на d элементах найдется автомат Pσ
изM′0(n, 1, k) такой, что его период будет описываться последо-
вательностью этапов I(Pσ) = (Iσ(1), ..., Iσ(d)).

2) Для любого подмножества этапов Ij1 , ..., Ijh найдется автомат
P ′ изM′0(n, 1, k) такой, что I(P ′) = (Ij1 , ..., Ijh).

Доказательство. Нетрудно видеть, что оба автомата Pσ и P ′ получают-
ся из автомата P изменением его поведения на пустом магазине.
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4.2.5. Случай одного стирающего цикла

Пусть в автомате P из M′0(n, 1, k) есть ровно один стирающий цикл
C длины ` со стирающим индексом −s. Обозначим CW = C ∩ W —
все пишущие состояния автоматного цикла, а CS = C ∩ S — все его
стирающие состояния. Пусть CS0 = {q ∈ CS | ∃h > ` : (q, 1h) V (q, λ)}, a
CS1 = CS\CS0 . Нетрудно видеть, что |CS0 | = s.

Для каждого состояния q из стирающего цикла C определим функ-
цию стирания fC(q, h) : C × N → N — минимальное количество тактов
необходимое для достижение пустого магазина из состояния q с записан-
ном в магазине словом длины h. Нетрудно видеть, что если ` — длина
стрирающего цикла, а s — абсолютное значение стирающего индекса C,
то

h+ bh
s
c(`− s) ≤ fC(q, h) ≤ h+ dh

s
e(`− s) =: fmaxC (h).

Лемма 8. В текущих обозначениях при ` 6= n

s′−1∑

i=0

fmaxC (hmax − i) =

{
hmaxl − s(s−1)

2 , если s ≤ hmax − (k − 1),
(hmax+k)2

2 + hmax+k
2 + hmax(`− s), иначе,

,

где s′ = min(s, hmax − (k − 1)).

Доказательство. Если s ≤ hmax − (k − 1), то

s′−1∑

i=0

fmaxC (hmax − i) =
s−1∑

i=0

fmaxC (hmax − i) =

=
s−1∑

i=0

(
hmax − i+ dhmax − i

s
e(`− s)

)
=

= hmaxs−
s(s− 1)

2
+ (`− s)

s−1∑

i=0

dhmax − i
s

e =

= hmaxs−
s(s− 1)

2
+ (`− s)

s−1∑

i=0

hmax − i
s

+
(l − s)(s− 1)

2
=

= hmaxs−
s(s− 1)

2
+ hmax(`− s) = hmax`−

s(s− 1)

2
.

Если s > hmax − (k − 1), то
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s′−1∑

i=0

fmaxC (hmax − i) =

hmax−k∑

i=0

fmaxC (hmax − i) =

=

hmax∑

i=k

fmaxC (i) =

hmax∑

i=k

(
i+ d i

s
e(`− s)

)
=

=
(hmax + k)2

2
+
hmax + k

2
+ (`− s)

hmax∑

i=k

d i
s
e =

=
(hmax + k)2

2
+
hmax + k

2
+ (`− s)

( hmax−k+1∑

i=k

d i
s
e+

hmax∑

i=hmax−k+2

d i
s
e
)

=

=
(hmax + k)2

2
+
hmax + k

2
+ (`− s)

( hmax−k+1∑

i=k

1 +

hmax∑

i=hmax−k+2

2

)
=

=
(hmax + k)2

2
+
hmax + k

2
+ (`− s)hmax,

что и требовалось доказать.

Лемма 9. Пусть P — автомат из M′0(n, 1, k) и пусть P удовлетво-
ряет следующим условиям:

1) в P есть единственный автоматный цикл C с отрицательным
стирающем индексом;

2) вне этого цикла стирающих состояний нет, то есть S ⊆ C.

Тогда найдется такой автомат из P ′ изM′0(n, 1, k), удовлетворяющий
тем же условиям, такой, что все состояния вне стирающего цикла
при непустом магазине пишут ровно k символов в магазин, при этом
выполнено

L(P ) ≤ L(P ′) + n.

Доказательство. Рассмотрим непустое W (q∗) для некоторого q∗ ∈ C.
Рассмотрим все этапы, которые начинаются с состояния из W (q∗). Лю-
бой такой этап можно разделить на две части: это заполнение магазина,
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когда текущее состояние не из стирающего цикла, и стирание магази-
на, когда автомат вошел в стирающий цикл. Заметим, что длина второй
части зависит только от количества символов записанных в магазин.
Проведем следующую трансформацию автомата. Во всех состояниях q
из W (q∗) сделаем η(q, 1) = 1k, а также изменим переходы и запись в
магазин по пустым состояниям стирающего цикла так, чтобы изменения
коснулись только рассматриваемых этапов и для каждого рассматри-
ваемого этапа количество символов, записанное в магазин, при первом
попадании в стирающий цикл (то есть в q∗) не изменилось. Заметим, что
при данной трансформации стирающая часть этапа будем иметь такую
же длину, как и раньше. Может так оказаться, что количество тактов,
которое автомат заполнял магазин уменьшилось. Если после трансфор-
мации среди состояний из W (q∗) возникли недостижимые, то все такие
состояния добавим в стирающий цикл как нейтральные сразу после q∗.
Таким образом, каждый рассматриваемый этап может уменьшиться не
более чем на 1.

Проводя подобные трансформации для всех непустых W (q), постро-
им требуемый автомат P ′. Так как количество этапов не превосходит n,
то будет верна оценка

L(P ) ≤ L(P ′) + n,

что и требовалось доказать.

Обозначим L1(n, k) = k(k−1)
4k−2 n

2 + (8k + 32)n.

Утверждение 3. Пусть P — автомат изM′0(n, 1, k) и пусть P удо-
влетворяет следующим условиям:

1) в P есть единственный автоматный цикл C с отрицательным
стирающем индексом;

2) вне этого цикла стирающих состояний нет, то есть S ⊆ C.
Тогда

L(P ) ≤ L1(n, k).

Доказательство. Последовательно применяя леммы 3 и 9, далее можно
рассматривать автомат P ′ такой, что при пустом магазине автомат P ′

должен писать в магазин и для которого при q /∈ C выполнено η(q, 1) =
1k, при этом будет верно, что

L(P ) ≤ L(P ′) + 2n.
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Так как начальное слово, записанное в магазине, пустое, то все функ-
ционировние автомата устроено следующим образом. Из стирающего
цикла при пустом магазине автомат заполняет магазин одним из двух
способов: либо он выходит из стирающего цикла и заполняет магазин
до тех пор, пока не попадает в стирающий цикл снова, либо, не выходя,
переходит в другое состояние стирающего цилка. В стирающем цикле
автомат опустошает магазин и так далее повторяется до зацикливания,
то есть пока автомат не окажется опять в начальном состоянии с пустым
магазином.

Пусть ` — длина стирающего цикла C. Пусть s = |CS0 | и r = |CS1 |.
Пусть I(P ′) = (I1, I2, ..., Ir+s) — упорядоченное множество этапов ав-

томата P ′ таково, что последнее состояние первых s этапов из CS0 . Оце-

ним отдельно
s∑
i=1
|Ii| и

s+r∑
i=s+1

|Ii|.

Начнем с
s+r∑
i=s+1

|Ii|. Эти этапы характерны тем, что в них автомат не

проходит по всем состояним стирающего цикла. И максимальное коли-
чество символов в магазине не более чем r. С другой стороны, можно
считать, что автомат сразу находится в стирающем цикле на протяже-
нии всего этапа. Отсюда получаем оценку

s+r∑

i=s+1

|Ii| ≤ L0(`− s, k) ≤ k − 1

2k
(`− s)2 + 5(`− s).

Теперь оценим
s∑
i=1
|Ii|. Заметим, для всех этапов из рассматриваемого

подмножества, в которых автомат не покидает стирающий цикл, можно
оценить сверху сумму их длин как (k+1)n. Рассмотрим остальные этапы.
Для них отдельно оценим такты записи и такты стирания. Пусть τзаписи
— количество тактов, которые начинаются либо вне стирающего цикла,
либо из стирающего цикла, но с пустым магазином, а τстирания — все
остальные такты работы автомата.

Рассмотрим случай, когда найдется q∗ ∈ C такое, что W (q∗) = Q\C.
Заметим, что автомат P ′ не сможет записать больше, чем hmax = (n −
`+ 1)(k−1) + 1 символ в магазин. Учитывая, что внутри одного периода
автомат не может оказаться в одном и том же состоянии с одинаковым
содержимым магазина, получаем:
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τстирания ≤
s′−1∑

i=0

fmaxC (hmax − i),

где s′ = min(s, hmax − (k − 1)) — количество оставшихся этапов.
Теперь оценим τзаписи. При максимальном заполнении магазина авто-

мат пройдет по всем пишущим состояниям. Из стирающего цикла авто-
мат не может перейти в одно и то же состояние более k − 1 раза, кроме,
тех состояний, в которые можно попасть только из стирающего цикла.
В такие состояния автомат можем попасть не более k раз. Отсюда полу-
чаем, что

τзаписи ≤ (n− `+ 1)s′ −
s′−2∑

i=0

[
i

k − 1
].

Откуда получаем, что

s∑

i=1

|Ii| ≤
s′−1∑

i=0

fmaxC (hmax − i) + (n− `+ 1)s−
s′−2∑

i=0

[
i

k − 1
] + (k + 1)n.

Пусть теперь W (q) 6= Q\C для всех q ∈ C. Заметим, что если s ≤
(n−k)(k−1)+1, то полученные оценки остаются в силе, так как, собирая
состояния Q\C в одном W (q) достигается большая длина этапов. Если
же s > (n− k)(k − 1) + 1, то можно считать, что все непустые W (q) для
q ∈ C содержат по одному состоянию, кроме одного, в котором лежат все
остальные состояния. Этапы, которые начинаются с состояния из W (q),
где |W (q)| = 1 можно суммарно оценить сверху 2kn, так как до входа
в стирающий цикл не будет записано более 2k − 1 символов в магазин.
Таким образом можно считать, что в случае, когдаW (q) 6= Q\C для всех
q ∈ C оценка увеличится не более чем на 2kn.

Суммируя обе оценки, получаем, что

L(P ′) ≤
s′−1∑

i=0

fmaxC (hmax − i) + (n− `+ 1)s′ −
s′−2∑

i=0

[
i

k − 1
] +

k − 1

2k
(`− s)2+

+5(`− s) + 2kn.

Следовательно,
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L(P ) ≤
s′−1∑

i=0

fmaxC (hmax − i) + (n− `+ 1)s′ −
s′−2∑

i=0

[
i

k − 1
]+

+
k − 1

2k
(`− s)2 + 5(`− s) + 2kn+ (k + 1)n+ 2n ≤

≤
s′−1∑

i=0

fmaxC (hmax − i) + (n− `+ 2)s′ − s′2

2(k − 1)
+
k − 1

2k
(`− s)2+

+5(`− s) +
s′

2
+ (3k + 3)n,

где hmax = (n− `+ 1)(k − 1) + 1 и s′ = min(s, hmax − (k − 1)).
При s ≤ (n− `)(k − 1) + 1, получаем:

L(P ) ≤ ((n− `+ 1)(k − 1) + 1)`− s(s− 1)

2
+ s(n− `+ 2) +

s

2
−

− s2

2(k − 1)
+
k − 1

2k
(`− s)2 + 5(`− s) + (3k + 3)n ≤

≤ max
1 ≤ s ≤ ` ≤ n,

s ≤ (n− `)(k − 1) + 1

(
((n− `+ 1)(k − 1) + 1)`− s(s− 1)

2
+

+s(n− `+ 2)− s2

2(k − 1)
+
k − 1

2k
(`− s)2 + 5(`− s)

)
+ (3k +

7

2
)n.

Максимизируя квадратичную функцию по s и ` получаем, что

L(P ) ≤ k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn+ (3k + 3)n =

k(k − 1)

4k − 2
n2 + (8k +

7

2
)n.

Значит, L(P ) ≤ L1(n, k) в этом случае.
При s > (n− `)(k − 1) + 1 и ` 6= n получаем:

L(P ) ≤ (hmax + k)2

2
+
hmax + k

2
+ hmax(l − s) + s′(n− `+ 2) +

s′

2
−

− s′2

2(k − 1)
+
k − 1

2k
(`− s)2 + 5(`− s) + (3k + 3)n =
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=
k − 2

2(k − 1)
hmax + hmax(n− s) +

s

2
+
k − 1

2k
(`− s)2 + khmax+

+
7

2
hmax + (k − 1)(n− `) + 5(`− s) +

k2

2
+

1

2
− 2(k − 1) + (3k + 3)n ≤

≤ nhmax −
k − 1

k
`hmax +

k − 1

2k
`2 − 2k − 1

2k(k − 1)
h2
max+

+k(2hmax+2`−n)+4`−5

2
hmax+n+3(k−1)+

k2

2
+

1

2
+

(k − 1)3

2k
+(3k+

7

2
)n ≤

≤ nhmax−
k − 1

k
`hmax+

k − 1

2k
`2− 2k − 1

2k(k − 1)
h2
max+6kn+9n+5(k−1)+k2+

1

2

Подставляя hmax = (n− `+ 1)(k − 1) + 1, получаем

L(P ) ≤ n2

2
− n2

2(k − 1)
+

n2

2k(k − 1)
− 1

2(k − 1)
+ n−

−k(n− `+ 1)− 1

2
+ 6kn+ 9n+ 5(k − 1) + k2 +

1

2
≤

≤ k − 1

2k
n2 + 6kn+ 10n+ 5(k − 1) + k2 ≤ k − 1

2k
n2 + 7kn+ 15n ≤ L1(n, k).

Остается лишь заметить, что в случае ` = n, будет верна оценка

L(P ) ≤ L0(n, k) + 2n+ 2kn ≤ L1(n, k),

что и завершает доказательство.

Утверждение 4. Пусть P — автомат из M′0(n, 1, k) и пусть в P
есть единственный автоматный цикл C с отрицательным стирающем
индексом. Тогда

L(P ) ≤ L1(n, k).
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Доказательство. Применяя лемму 3, далее можно рассматривать ав-
томат P ′ такой, что при пустом магазине автомат P ′ должен писать в
магазин при этом будет выполнено:

L(P ) ≤ L(P ′) + n.

Рассмотрим I(P ′) = (I1, I2, ..., Id) — упорядоченное множество этапов
автомата P ′. Разобьем этапы на две группы. В первую включим все эта-
пы, предпоследнее состояние которых не лежит в стирающем цикле C,
в во вторую все остальные. По лемме 7 найдутся такие автоматы P ′1 и
P ′2 из M′0(n, 1, k), что I(P ′1) будет состоять из первой группы этапов, а
I(P ′2) — из второй, причем будет выполнено, что

L(P ′) = L(P ′1) + L(P ′2).

Пусть n0 — количество состояний в L(P ′1). Тогда можно имеет место
оценка

L(P ′1) ≤ L0(n0, k) ≤ k − 1

2k
n2

0 + 5n0.

Теперь оценим L(P ′2). В P ′2 после стирающих состояний вне стира-
ющего цикла магазин не становится пустым. Это означает, что можно
трансформировать запись в магазин, не изменив при этом длину пери-
ода. Следовательно, можно считать, что автомат удовлетворяет преды-
дущей лемме, то есть для него верна оценка

L(P ′2) ≤
s′−1∑

i=0

fmaxC (hmax − i) + (n− `+ 2)s′ +
s′

2
− s′2

2(k − 1)
+

+
k − 1

2k
(`− s)2 + 5(`− s) + (3k + 2)n,

где hmax ≤ (n− `− n0 + 1)(k − 1) + 1 и s′ = min(s, hmax − (k − 1)).
Суммируя обе оценки, имеем

L(P ) ≤ L(P ′1) + L(P ′2) + n ≤ k − 1

2k
n2

0 + 5n0 +

s′−1∑

i=0

fmaxC (hmax − i)+

+(n− `+ 2)s′ +
s′

2
− s′2

2(k − 1)
+
k − 1

2k
(`− s)2 + 5(`− s) + (3k + 3)n,

где hmax ≤ (n− `− n0 + 1)(k − 1) + 1 и s′ = min(s, hmax − (k − 1)).
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При s ≤ (n− `− n0)(k − 1) + 1, получаем:

L(P ) ≤
(
k − 1

2k
n2

0+5n0+((n−`−n0+1)(k−1)+1)`− s(s− 1)

2
+s(n−`+2)−

− s2

2(k − 1)
+
k − 1

2k
(`− s)2 + 5(`− s)

)
+ (3k +

7

2
)n,

Максимизируя по n0, ` и s, получаем,что

L(P ) ≤ L1(n, k).

При s > (n− `− n0)(k − 1) + 1 и ` 6= n получаем:

L(P ) ≤ k − 1

2k
n2

0 + 5n0 + nhmax −
k − 1

k
`hmax +

k − 1

2k
`2 − 2k − 1

2k(k − 1)
h2
max+

+3(k − 1) +
k2

2
+

1

2
+

(k − 1)3

2k
+ (3k +

7

2
)n ≤

≤ (
k − 1

2k
n2

0 + 5n0 + n− k − 1

k
`)((n− `− n0 + 1)(k − 1) + 1) +

k − 1

2k
`2−

− 2k − 1

2k(k − 1)
(n− `− n0)(k − 1) + (4k +

7

2
)n+ 3k.

Максимизируя по n0, ` , получаем,что

L(P ) ≤ L1(n, k).

При ` = n получаем, что n0 = 0, следовательно, будет верна оценка
из предыдущего утверждения, что и завершает доказательство.

4.2.6. Общий случай

Теперь все готово для доказательства асимптотической верхней оценки
для L(n, 1, k).

Теорема 7. При k > 1

L(n, 1, k) ≤ L1(n, k).
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Доказательство. Пусть P содержит d автоматных циклов. В случае
d = 0 и d = 1 все доказано. Пусть d ≥ 1. Заметим, что все циклы
являтся стирающими, и обозначим их C1,..., Cd. Имеет место следующее
разбиение множества состояний:

Q =

d⊔

i=0

Qi,

где при i > 0 Qi = Ci ∪W (Ci) — множество состояний, и, а Q0 — все
оставшиеся состояния, то есть множество состояний, из которых автомат
не попадает ни в один стирающий цикл. Заметим, что внутри каждого
этапа I все состояния лежат в одном и том же Qi. Следовательно, для
каждого Qi можно выделить свое подмножество этапов, для которого
по лемме 7 будет существовать автомат Pi, реализующий его. Так как
каждый этап автомата P воздет в I(Pi), то будет выполнено, что

L(P ) =

d∑

i=0

L(Pi).

По построению P0 — автомат без стирающего цикла, а остальные Pi —
автоматы с одним стирающим циклов. Следовательно, для каждого Pi
будет выполнено L(Pi) ≤ L1(|Qi|, k). Значит,

L(P ) ≤
d∑

i=0

L1(|Qi|, k) ≤ L1(

d∑

i=0

|Qi|, k) = L1(n, k),

что и требовалось доказать.

4.2.7. Дополнения: решение экстремальных задач

Лемма 10. Пусть

g(n, k) = max
s, `

1 ≤ s ≤ ` ≤ n,
s ≤ (n− `)(k − 1) + 1

(
((n− `+ 1)(k − 1) + 1)`− s(s− 1)

2
+

+s(n− `+ 2)− s2

2(k − 1)
+
k − 1

2k
(`− s)2 + 5(`− s)

)
.

Тогда g(n, k) ≤ k(k−1)
4k−2 n

2 + 5kn.
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Доказательство. Максимум квадратичной функции достигается либо в
критической точке (где все частные производные равны нулю), либо на
границе области. Обозначим максимизируемую функцию через f . Най-
дем критические точки:

{
∂f
∂s = n− 2`+ `−s

k − s
k−1 − 5/2 = 0,

∂f
∂` = 3`− n− 2s+ k(n− 2`+ 1)− (`−s)

k + 5 = 0

Полученная система линейных уравнений не имеет решений, поэтому
продолжим поиск решений на границе заданной области.

1. Пусть s = 1. При s = 1

f = 5`+ n− 1

2k − 2
+

(k − 1)(`− 1)2

2k
+ `(k − 1)(n− `+ 1)− 3.

1.1. Найдем критические точки

∂f

∂`
= 3`− n+ k(n− 2`+ 1)− `− 1

k
+ 3 = 0.

Откуда находим:

` =
3k − kn+ k2n+ k2 + 1

2k2 − 3k + 1
.

Подставляя в f получаем:

k(k − 1)

4k − 2
n2 +

kn

2
+

11n

4(2k − 1)
+

11n

4
+
k

4
+

12

k − 1
− 121

8(2k − 1)
− 5

8
≤

≤ k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn.

1.2. Рассмотрим границу ` = 1. Подставляя в f , получаем:

kn− 1

2(k − 1
+ 2 ≤ k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn.

1.3. Рассмотрим границу ` = n. Подставляя в f , получаем:

5n+ kn− 1

2k − 2
+

(k − 1)(n− 1)2

2k
− 3 ≤ k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn.

2. Пусть s = (n− `)(k − 1) + 1. При s = (n− `)(k − 1) + 1

f =
5`

2
+

3n

2
− 1

2(k − 1)
+

7k`

2
− 5kn

2
− (n− 1)2

2k
+
n2

2
− 5

2
.
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2.1. Найдем критические точки

∂f

∂`
=

7k

2
+

5

2
= 0.

Критических точек нет, поэтому будем искать максимум на границе, а
именно: ` = 1 и ` = n.

2.2. При ` = 1 получаем

7k

2
+

3n

2
− 1

2(k − 1)
− 5kn

2
− (n− 1)2

2k
+
n2

2
≤ k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn.

2.3. При ` = n получаем

5n+ kn− 1

2k − 2
+

(k − 1)(n− 1)2

2k
− 3 ≤ k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn.

3. Пусть s = `. При s = `

f =
`(2k − `− 2k`+ 2kn+ 5)

2
− `2

2(k − 1)
.

3.1. Найдем критические точки

∂f

∂`
= k(n− 2`+ 1)− `− `

k − 1
+ 5/2 = 0.

Откуда находим:

` =
(k − 1)(2k + 2kn+ 5)

2k(2k − 1)
.

Подставляя в f , получаем:

(k − 1)(2k + 2kn+ 5)2

8k(2k − 1)
≤ k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn.

Рассмотрим граничные значения `.
3.2. Случай ` = 1 уже был рассмотрен в 1.2.
3.3. При ` = n получаем

n(2k − n+ 5)

2
− n2

2(k − 1)
≤ k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn.

4. Теперь s не лежит на границе. Пусть ` = n. При ` = n

f = 5n− 3s+ kn− s(s− 1)

2
− s2

2k − 2
+

(n− s)2(k − 1)

2k
.
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Найдем критические точки

∂f

∂s
=
n− s
k
− n− s

k − 1
− 5

2
= 0.

Откуда находим:

s = −(k − 1)(5k − 2n+ 2kn)

2(2k − 1)
< 0.

Следовательно, подставим граничное значение s, а именно: s = 1. Под-
ставляя, получаем:

5n+ kn− 1

2k − 2
+ (

(k − 1)(n− 1)2

2k
− 3 ≤ k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn.

Во всех случаях получили верхнюю оценку

k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn,

что и требовалось доказать.

Лемма 11. Пусть

g(n, k) = max
s, `, n0

1 ≤ s ≤ ` ≤ n,
s ≤ (n− `)(k − 1) + 1,

0 ≤ n0 ≤ n− `

(
k − 1

2k
n2

0 +((n−`−n0 +1)(k−1)+1)`−

−s(s− 1)

2
+ s(n− `+ 2)− s2

2(k − 1)
+
k − 1

2k
(`− s)2 + 5(`− s) + 5n0

)
.

Тогда g(n, k) ≤ k(k−1)
4k−2 n

2 + 5kn.

Доказательство. Максимум квадратичной функции достигается либо в
критической точке (где все частные производные равны нулю), либо на
границе области. Обозначим максимизируемую функцию через f . Най-
дем критические точки:

Найдем критические точки:




∂f
∂s = n− 2`+ `−s

k − s
k−1 − 5

2 = 0,
∂f
∂` = (k−1)(2`−2s)

2k − (k − 1)(`− n+ n0 − 1)− `(k − 1)− s+ 6 = 0,
∂f
∂n0

= n0(k−1)
k − `(k − 1) + 5 = 0
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Решая систему, получаем:




` = 17k+5
2k(k−1) ,

s = k(n2 − 5
4)− n

4 −
k(n/4+35/8)−5/2

k(2k−1) − 63
8 ,

n0 = 6
k−1 + 7

2

Решая систему, получаем:

25k

16
+

5n

8
+

48

k − 1
− 5kn

4
− (2n− 5)2

32(2k − 1)
+
kn2

4
− 25

8k
− n2

8
+

731

32
≤

≤ k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn.

Продолжим поиск решений на границе заданной области.
1. Случай, когда n0 = 0, уже был полностью разобран.
2. Пусть теперь n0 = n− `. Тогда в этом случае можно оценить

L(P ) ≤ (k + 1)n+ L0(n− `, k) + L0(`− s, k) + n ≤ L0(n, k) + (k + 2)n ≤

≤ k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn.

3. Пусть теперь n0 лежит не на границе. 3.1. Пусть s = 1. При s = 1

f = 5`+ n+ 5n0 −
1

2k − 2
+

(k − 1)(`− 1)2

2k
−

−`(k − 1)(`− n+ n0 − 1) +
n2

0(k − 1)

2k
− 3.

3.1.1. Найдем критические точки
{
∂f
∂` = (`−1)(k−1)

k − `(k − 1)− (k − 1)(`− n+ n0 − 1) + 5 = 0,
∂f
∂n0

= n0(k−1)
k − `(k − 1) + 5 = 0

Решая систему, получаем:
{
` = 5

k−1 + k(n+1)−6
k2+2k−1

,

n0 = k(k+kn−6)
k2+2k−1

Подставляя в f , получаем:

7n+
12

k − 1
− (51k)/2− 7n+ 9kn+ (3kn2)/2− n2/2 + 23/2

k2 + 2k − 1
+
n2

2
+ 3 ≤
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≤ k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn.

Продолжим поиск решений на границе заданной области.
3.1.2. Пусть ` = 1. При ` = 1

f = n+ 5n0 −
1

2k − 2
+ (n− n0)(k − 1) +

n2
0(k − 1)

2k
+ 2

Найдем критические точки

∂f

∂n0
=
n0(k − 1)

k
− k + 6 = 0

Откуда находим:

n0 =
k(k − 6)

k − 1
.

Подставляя в f , получаем:

k(n+ 11/2)− 13/(k − 1)− k2/2− 21/2 ≤ k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn.

3.1.3. Пусть ` = n. Тогда n0 = 0, случай был разобран.
3.2. Пусть s = (n− `)(k − 1) + 1. При s = (n− `)(k − 1) + 1

f =
5`

2
+

3n

2
+ 5n0 −

1

2(k − 1)
+

7k`

2
− 5kn

2
+

+`n0 −
n2 − 2n+ n2

0 + 1

2k
+
n2

2
+
n2

0

2
− kln0 −

5

2
.

3.2.1. Найдем критические точки
{
∂f
∂` = 7k

2 + n0 − kn0 + 5
2 = 0,

∂f
∂n0

= n0(k−1)
k − `(k − 1) + 5 = 0

Решая систему, получаем:
{
` = 17k+5

2k(k−1) ,

n0 = 7k+5
2(k−1)

Подставляя в f , получаем:

3n

2
+

95

2(k − 1)
− 5kn

2
− n2 − 2n+ 29/4

2k
+
n2

2
+

169

8
≤ k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn.
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3.2.2. Пусть ` = 1. Тогда и s = 1, случай был рассмотрен.
3.2.3. Пусть ` = n. Тогда опять s = 1 и случай был рассмотрен.
3.3. Пусть s = `. При s = `

f = 5n0 − `((k − 1)(`− n+ n0 − 1)− 1) + `(n− `+ 2)−

−`(`− 1)

2
− `2

2k − 2
+
n2

0(k − 1)

2k
.

3.3.1 Найдем критические точки:
{
∂f
∂` = n0 − `− k(2`− n+ n0 − 1)− `

k−1/(k − 1) + 5
2 = 0,

∂f
∂n0

= n0(k−1)
k − `(k − 1) + 5 = 0

Решая систему, получаем:
{
` = (k−1)(12k+2kn+5)

2k3
,

n0 = n− 5
k−1 − 5

2k2
− 2n+7

2k + 1

Подставляя в f , получаем:

(7k + 2kn− 2k2n− 2k2 + 5)(7k + 2kn− 2k2n− 22k2 + 5)

8k3(k − 1)
≤

≤ k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn.

3.3.2. Пусть ` = 1. Тогда и s = 1, случай был рассмотрен.
3.3.3. Пусть ` = n. Тогда n0 = 0 и случай уже был разобран.
3.4. Пусть теперь s лежит не на границе.
3.4.1. Пусть ` = 1. Тогда s = 1 и случай уже был разобран.
3.4.2. Пусть ` = n. Тогда n0 = 0 и случай уже был разобран.
Во всех случаях получили верхнюю оценку

k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn.

Лемма 12. Пусть

g(n, k) = max
`, n0

k−1
k n+ 1 ≤ ` ≤ n,
0 ≤ n0 ≤ n− `

(
(n− k − 1

k
`)((n− `− n0 + 1)(k − 1) + 1)+
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+
k − 1

2k
`2 − 2k − 1

2k(k − 1)
(n− `− n0)(k − 1) +

k − 1

2k
n2

0 + 5n0

)
.

Тогда g(n, k) ≤ k−1
2k n

2 + kn+ 3n+ 23.

Доказательство. Максимум квадратичной функции достигается либо в
критической точке (где все частные производные равны нулю), либо на
границе области. Обозначим максимизируемую функцию через f . Най-
дем критические точки:

{
∂f
∂n0

= `− 2n+ 4n0 − k(`− n+ 2n0 − 2) + (n− 2n0)/k + 4 = 0,
∂f
∂` = k + n0 − kn0 = 0

Решая систему получаем, что
{
` = n+ 6

k−1 − n
k ,

n0 = 1
k−1 + 1

Подставляя в f и упрощая, получаем:

k − 1

2k
n2 +

11

(2(k − 1))
+

11

2
≤ k − 1

2k
n2 + 11.

Продолжим поиск решений на границе заданной области.
1. Случай n0 = 0 уже был рассмотрен.
2. Пусть теперь n0 = n− `. При n0 = n− `

f = 5n− 5`+ kn− `(k − 1)− k(2k − 1)

2(k − 1)
+

(k − 1)`2

2k
+

(k − 1)(`− n)2

2k
.

Найдем критические точки:

∂f

∂`
= 2`− k − n− 2l − n

k
− 4 = 0.

Решая уравнение, получаем:

` = k/2 + n/2 + 5/(2(k − 1)) + 5/2.

Подставляя в f получаем:

3n− (13k)/4− 27/(4(k − 1)) + (kn)/2− k2/4 + n2/4− n2/(4k)− 27/4 ≤

≤ n2/4 + kn+ 3n.
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3. Пусть теперь n0 не на границе.
3.1. Случай ` = n уже был рассмотрен, так как в этом случае n0 = 0.
3.2. Пусть теперь ` = k−1

k n+ 1. Тогда

f = 5n0 −
1

2(k − 1)
+ kn0 −

n2

2k
− n2

0

k
− kn2

0 +
n2

2
+ 2n2

0 − 1/2.

Найдем критические точки:

∂f

∂n0
= 4n0 −

2n0

k
− k(2n0 − 1) + 5.

Решая уравнение, получаем:

n0 =
k2 + 5k

2k2 − 4k + 2
.

Подставляя в f получаем:

k

4
+

23

2(k − 1)
+

9

(k − 1)2
+
n2

2
− n2

2k
+

5

2
≤ k − 1

2k
n2 + 23 + k/4.

Во всех случаях получили, что максимум ограничен:

k − 1

2k
n2 + kn+ 3n+ 23.

4.3. Формулировка полученных результатов

Подведем итоги этого раздела. Были доказаны нижняя и верхняя оценки
на L(n, 1, k). Основным результатом является доказательство следующей
теоремы.

Теорема 8. При k > 1

k(k − 1)

4k − 2
n2 − 1

2k − 1
n− 1 ≤ L(n, 1, k) ≤ k(k − 1)

4k − 2
n2 + (8k + 32)n.

Из нее следует, что нижняя и верхняя оценки асимптотически совпа-
дают при n→∞, а именно:

Теорема 9. При k > 1 и n→∞

L(n, 1, k) =
k(k − 1)

4k − 2
n2(1 + o(1)).
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5. Периодические свойства автоматов со входом

5.1. Свойство сохранения периодических последователь-
ностей

Пусть дан инициальный конечный автомат V = (A,QV , B, ϕV , ψV , q0),
который задает ограниченно-детерминированную функцию fV : A∗ →
B∗, и инициальный автомат с магазинной памятью

P = (B,QP , C,Γ, ϕP , ψP , ηP , r0, γ0), который задает детерминирован-
ное отображение fP : B∗ → C∗. Тогда суперпозицией конечного ав-
томата V и P будем называть отображение fP◦V : A∗ → C∗, где
fP◦V (α) = fP (fV (α)).

Утверждение 5. Пусть V = (A,QV , B, ϕV , ψV , q0) — инициальный ко-
нечный автомат,

P = (B,QP , C,Γ, ϕP , ψP , ηP , r0, γ0) — инициальный автомат с мага-
зинной памятью. Тогда суперпозиция V и P fP◦V : A∗ → C∗ является
детерминированной функцией, порожденной инициальным автоматом
с магазинной памятью

PV = (A,QV ×QP , C,Γ, ϕ, ψ, η, (q0, r0), γ0),

где
ϕ(a, (qV , qP ), z) = (ϕV (a, qV ), ϕP (ψV (a, qV ), qP , z)),

ψ(a, (qV , qP ), z) = ψP (ψV (a, qV ), qP , z),

η(a, (qV , qP ), z) = ηP (ψV (a, qV ), qP , z).

Доказательство. Необходимо рассмотреть системы канонических урав-
нений автоматов V и P и подставить первую во вторую.

Известно, что автоматы с магазинной памятью переводят периоди-
ческие последовательности в периодические [22]. Приведем свое доказа-
тельство этого факта в принятых обозначениях.

Теорема 10 ([22]). Пусть P — автомат с магазинной памятью из
M(A,B). Тогда P переводит периодические последовательности в пе-
риодические.

Доказательство. Для любой периодической последовательности най-
дется конечный автономный автомат V , который ее генерирует. Рассмот-
рим суперпозицию V и P . По утверждению 5 суперпозицией является
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автономный автомат с магазинной памятью, который, как известно, ге-
нерирует периодическую последовательность, что и требовалось дока-
зать.

Обозначим L(P, α) — период выходной последовательности при по-
даче последовательности α∞ на вход автомату с магазинной памятью
P .

5.2. Верхние оценки периода выходной последовательно-
сти

Теперь сформулирует и докажем оценки в случае неавтономного авто-
мата с магазинной памятью.

Теорема 11. Пусть P = (A,Q,B,Γ, ϕ, ψ, η, q0, γ0)— автомат с мага-
зинной памятью из M(n,m, k) при k > 1. Тогда для любого непустого
слова α из алфавита A будет выполнено

L(P, α) ≤ |α|n(k|α|nm+1 − 1)

k − 1
.

Доказательство. Пусть V — конечный автомат с |α| состояниями, ге-
нерирующий последовательность α∞. Рассмотрим суперпозицию конеч-
ного автомата V и автомата с магазинной памятью P . В силу преды-
душего утверждения их суперпозиция является автономным автоматом
с магазинной памятью с |α||Q| состояниями. К полученному автомату
применим теорему о длине периода выходной последовательности для
автономного автомата с магазинной памятью, откуда и получаем оцен-
ку.

Теорема 12. Пусть P = (A,Q,B,Γ, ϕ, ψ, η, q0, γ0)— автомат с мага-
зинной памятью из M(n, 1, k) при k > 1. Тогда для любого непустого
слова α из алфавита A будет выполнено

L(P, α) ≤ k(k − 1)

4k − 2
|α|2n2 + (8k + 32)|α|n.

Доказательство. Доказательство дословно повторяется из предыдущей
теоремы.
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6. Нижние оценки периода выходной последова-
тельности

Пример 6.

Пусть автомат с магазинной памятью P`,1 = (A,Q,B,Γ, ϕ, ψ, η, r1, λ) ∈
M(n, 1, k), где 0 < ` < n, A = B = {0, 1}, Q = {q1, ..., qn−`, r1, ..., r`},
Γ = {1},

ψ(a, q, z) =

{
1, если q = r1, z = λ, a = 1,

0, иначе,

ϕ(a, q, z) =





q, если a = 0,

qi+1, если q = qi, i 6= n− `, a = 1,

r1, если q = qn−`, a = 1,

ri+1, если q = ri, i 6= `, z = 1, a = 1,

r1, если q = r`, z = 1, a = 1,

q1, если q = ri, z = λ, a = 1,

q, иначе,

η(a, q, z) =





1k, если q = qi,

z, если q = ri, a = 0,

1, если q = ri, i 6= `, z = 1, a = 1,

λ, если q = r`, z = 1, a = 1,

1k, если q = ri, z = λ, a = 1,

λ, иначе.

На рисунке 5 приведем диаграмму этого автомата. Переходы авто-
мата описываются следующим шаблоном a, z/η, то есть из данного со-
стояния, при подаче входного символа a и при значении верхнего сим-
вола магазина z, автомат записывает на выходную ленту ψ(a, q, z), а в
магазине стирает последний символ и дописывает слово η. Следующее
состояние указывает стрелка. Начальное состояние помечено символом
” ∗ ” и через запятую указана начальная запись в магазине.

Исследуем поведение автомата при подаче последовательности α∞

на вход, где α = 0p−11. Автомат начинает работу из состояния r1 и на-
ходится в нем с пустым магазином до прихода первой единицы на вход.
Далее автомат переходит в состояние q1 и начинает заполнение магазина.
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*, λ

q1 q2
1, z / 1k

b b b qn−ℓ

0, z / 1k

r1

0, z / z

r2

0, z / z

b b brℓ

0, z / z

0, z / 1k 0, z / 1k

1, z / 1k 1, z / 1k

1, z / 1k

1, z / z

1, z / λ

1, λ / 1k 1, λ / 1k
1, λ / 1k

1, z / z 1, z / z

Рис. 5. Диаграмма автомата P`,1.

Переход в следующее состояние осуществляется каждые |α| тактов при
подаче единицы на вход. Таким образом автомат проходит по состояни-
ям q1, ..., qn−`. После чего попадает в состояние r1. При подаче нуля на
вход магазин и состояние остаются неизменными, а при подаче единицы
автомат переходит в следующее по циклу состояние. Так происходит до
тех пор, пока автомат не достигнет состояния r`, где при подаче единицы
на вход происходит стирание и переход в состояние r1. По циклу r1, ..., r`
автомат ходит до опустошения магазина. Опустошается же магазин в
состоянии r1, что и будет означать зацикливание.

Теперь подсчитаем длину периода выходной последовательности.

L(P`,1, α) = (k + |α|(n− `)(k − 1))|α|`+ |α|(n− `+ 1) =

= |α|2`(n− `)(k − 1) + |α|(n+ (k − 1)`+ 1).

Рассмотренный пример доказывает следующую теорему.

Теорема 13. При n > 1 и k > 1 найдется автомат с магазинной
памятью P изM(n, 1, k) такой, что для входных последовательнocтей
вида α∞, где α = 0p−11, p ∈ N, период выходных последовательностей
будет квадратично завиcеть от периода входной.

Пример 7.
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Пусть автомат с магазинной памятью P = (A,Q,B,Γ, ϕ, ψ, η, q2, λ) ∈
M(n,m, k), где A = B = {0, 1}, Q = {q1, q2}, Γ = {1, 2, ...,m},

ψ(a, q, z) =

{
1, если q = q2, z = λ, a = 1,

0, иначе,

ϕ(a, q, z) =





q2, если q = q1, z = m, a = 1,

q1, если q = q2, z 6= m, a = 1,

q, иначе,

η(a, q, z) =





(z + 1)k, если q = q1, z 6= m, a = 1,

λ, если q = q1, z = m, a = 1,

zk, если q = q1, a = 0,

z, если q = q2, a = 0,

(z + 1)k, если q = q2, z 6= m, a = 1,

λ, иначе.

На рисунке 6 приведем диаграмму этого автомата. Переходы авто-
мата описываются следующим шаблоном a, z/η, то есть из данного со-
стояния, при подаче входного символа a и при значении верхнего сим-
вола магазина z, автомат записывает на выходную ленту ψ(a, q, z), а в
магазине стирает последний символ и дописывает слово η. Следующее
состояние указывает стрелка. Начальное состояние помечено символом
” ∗ ” и через запятую указана начальная запись в магазине.

Рассмотрим поведение автомата при подаче на вход последователь-
ность α∞, где α = 0p−11. Рассмотрим, как будут меняться состояние
автомата и магазина при подаче на вход слова α:

(q2,m)⇒α (q2, λ);

(q2, z)⇒α (q1, (z + 1)k), 0 ≤ z < m;

(q1, z)⇒α (q1, z
(k−1)(|α|−1)(z + 1)k), 0 < z < m;

(q1,m)⇒α (q2,m
(k−1)(|α|−1)).

Оказывается, что полученные уравнения можно рассматривать как
уравнения автономного автомата с магазинной памятью, а, значит, мы
можем воспользоваться соответствующей техникой для вычисления пе-
риода выходной последовательности.

Для оценки длины периода автономного автомата с магазинной па-
мятью удобно пользоваться следующими функциями: ω(q, γ) : Q× Γ∗ →
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*, λ
q1 q2

1, m / λ1, m / λ

1, z / (z + 1)k, z 6= m

1, z / (z + 1)k, z 6= m

0, z / zk 0, z / z

1, m / λ

Рис. 6. Диаграмма автомата P .

N ∪ {∞} и π(q, γ) : Q× Γ∗ → Q, которые формально определим следую-
щим образом. Пусть автомат находится в состоянии q, а в магазине ле-
жит слово γ. Если существует такое минимальное положительное коли-
чество тактов τ работы автомата, что магазин становится пустым, а ав-
томат переходит в состояние q′, то положим, что ω(q, z) = τ , a π(q, z) = q′,
иначе ω(q, z) =∞, а значение π(q, z) не определено.

Заметим, что

ω(q2,m) = |α|.

ω(q2,m− 1) = |α|+ ω(q1,m
k) = 2|α|+ ω(q2,m

(k−1)|α|) =

= 2|α|+ (k − 1)|α|ω(q2,m) = |α|+ ((k − 1)|α|+ 1)ω(q2,m)

ω(q2,m− 2) = |α|+ ω(q1, (m− 1)k) = 2|α|+ ω(q1, (m− 1)(k−1)|α|mk) =

= 3|α|+ ω(q2, (m− 1)(k−1)|α|m(k−1)|α|) =

= 3|α|+ (k − 1)|α|ω(q2,m) + (k − 1)|α|ω(q2,m− 1) =

= |α|+ ((k − 1)|α|+ 1)ω(q2,m− 1).

По индукции получаем, что для i < 1 < m выполнено

ω(q2, i− 1) = |α|+ ((k − 1)|α|+ 1)ω(q2, i).
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Период будет равен

ω(q2, λ) = (m+ 1)|α|+ ω(q2, 1
(k−1)|α|2(k−1)|α|...m(k−1)|α|) =

= |α|+ ((k − 1)|α|+ 1)ω(q2, 1).

Получаем систему уравнений:




ω(q2,m) = |α|,
ω(q2,m− 1) = |α|+ ((k − 1)|α|+ 1)ω(q2,m),

ω(q2,m− 2) = |α|+ ((k − 1)|α|+ 1)ω(q2,m− 1),

...

ω(q2, i− 1) = |α|+ ((k − 1)|α|+ 1)ω(q2, i),

...

ω(q2, λ) = |α|+ ((k − 1)|α|+ 1)ω(q2, 1).

Решая систему, находим период выходной последовательности

ω(q2, λ) = ((k − 1)|α|+ 1)m|α|+ ((k − 1)|α|+ 1)m − 1

k − 1
,

то есть период выходной последовательности есть полином степени
m+ 1 от периода входной.

Данный пример позволяет доказать следующую теорему.

Теорема 14. Для любого многочлена q(x) найдется автомат с мага-
зинной памятью P с двумя состояниями такой, что на последователь-
ностях α∞, где α = 0p−11, p ∈ N период выходной последовательности
будет больше, чем q(p).

Доказательство. Рассмотрим автомат из предыдущего примера и под-
берем достаточно большие m и k такие, чтобы было выполнено q(x) <

((k−1)x+1)mx+ ((k−1)x+1)m−1
k−1 при всех натуральных x. Данный автомат

будет удовлетворять условиям теоремы, что и требовалось доказать.

Пример 8.

Пусть автомат с магазинной памятью P = (A,Q,B,Γ, ϕ, ψ, η, q1, λ) ∈
M(n, 2, k), где A = B = {0, 1}, Q = {q1, q2, ..., qn, r2, r3, ..., rn}, Γ = {∗, 1},

ψ(a, q, z) =

{
1, если q = q1, z = λ, a = 1,

0, иначе,
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ϕ(a, q, z) =





qi+1, если q = qi, i < n, z = 1, a = 1,

qn, если q = qn, z = 1, a = 1,

ri, если q = qi, i > 1, z = ∗, a = 0,

qi, если q = ri, i > 1, z = 1, a = 1,

qi−1, если q = ri, i > 1, z = ∗, a = 1,

q1, если q = r2, z = λ, a = 1,

q, иначе,

η(a, q, z) =





1k, если q = qi, i < n, z = 1, a = 0,

∗1k−1, если q = qi, i < n, z = λ, a = 1,

∗1k−1, если q = qi, i < n, z = 1, a = 1,

1, если q = qn, z = 1, a = 0,

∗1k−1, если q = ri, z = 1, a = 1,

∗, если q = ri, z = ∗, a = 1,

∗, если q = q1, z = ∗, a = 0,

λ, если q = q1, z = ∗, a = 1,

λ, иначе.

На рисунке 7 приведем диаграмму этого автомата. Переходы авто-
мата описываются следующим шаблоном a, z/η, то есть из данного со-
стояния, при подаче входного символа a и при значении верхнего сим-
вола магазина z, автомат записывает на выходную ленту ψ(a, q, z), а в
магазине стирает последний символ и дописывает слово η. Следующее
состояние указывает стрелка. Начальное состояние помечено символом
” ∗ ” и через запятую указана начальная запись в магазине.

Рассмотрим поведение автомата при подаче на вход последователь-
ность α∞, где α = 0p−11. Рассмотрим, как будут меняться состояние
автомата и магазина при подаче на вход слова α:

(q1, λ)⇒α (q1, ∗1k−1);

(qi, 1)⇒α (qi+1, 1
(k−1)(p−1) ∗ 1k−1), i < n;

(qn, 1)⇒α (qn, λ);

(qi, 1∗)⇒α (qi, ∗1k−1), i > 1;

(qi, ∗∗)⇒α (qi−1, ∗), i > 1;

(q1, ∗)⇒α (q1, λ).

Выписанные выше уравнения не являются уравнениями для авто-
номного автомата с магазинной памятью, так как в некоторых случаях

99



*, λ
q1 q2

1, 1 / ∗1k−1 1, 1 / ∗1k−1

b b b

1, 1 / λ
0, 1 / 1

qn−1 qn
1, 1 / ∗1k−11, 1 / ∗1k−1

0,
*
/
λ

0, λ / λ

0, 1 / 1k
1, λ / *1k−1 0, 1 / 1k

0, λ / *1k−1
0, 1 / 1k

0, λ / *1k−1

rn

0, z / z

1,
1
/
*1

k−
1

1, *
/
*

0,
*
/
λ

0, z / z

1,
1
/
*1

k−
1

1,
*
/
*

rn−1

0,
*
/
λ

r2

0, z / z

1,
1
/
*1

k−
1

1, *
/
*

0, * / *
1, * / λ

Рис. 7. Диаграмма автомата P .

имеет место зависимость от двух верхних символов магазина. Тем не
менее, этих уравнений оказывется вполне достаточно, чтобы вычислить
длину периода выходной последовательности.

Введем следующие обозначения:

ω(qn, ∗i1∗n−i) = ωi + ω(qn, ∗n), i = 1, ..., n.

Нетрудно видеть, что

ω(qn, ∗n1) = p+ ω(qn, ∗n1),

то есть
ωn = p.

ω(qn, ∗n−11∗) = p+ω(qn, ∗n1k−1) = p+(k−1)p+ω(qn, ∗n) = kp+ω(qn, ∗n).

Откуда получаем, что
ωn−1 = kp.

Обозначим d = (k − 1)p− 1.

ω(qn, ∗n−21 ∗ ∗) = p+ ω(qn−1, ∗n−21(k − 1)) =

= 2p+ ω(qn−1, ∗n−11k) = 3p+ ω(qn−1, ∗n−11d ∗ 1k−1 =

= 2p+ kp+ ω(qn, ∗n−11d∗) = 2p+ (d+ 1)kp+ ω(qn, ∗n).
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Откуда получаем, что

ωn−2 = 2p+ (d+ 1)ωn−1.

По индукции получаем, что

ωi = 2p+ (d+ 1)ωi+1

для i = 1, ..., n− 2.
Обозначим ω0 = 2p+ (d+ 1)ω1. Получили систему линейных уравне-

ний: 



ωn−1 = kp,

ωn−2 = 2p+ (d+ 1)ωn−1,

...

ωi = 2p+ (d+ 1)ωi+1,

...

ω0 = 2p+ (d+ 1)ω1,

Решая систему, получаем:

ω0 = 2p
(d+ 1)n−1 − 1

d
+(d+1)n−1kp = 2p

((k − 1)p)n−1 − 1

(k − 1)p− 1
+((k−1)p)n−1kp.

Нетрудно видеть, что для длины периода выполнено:
L(P, α) = ω(q1, λ) = p+ ω(q1, ∗1k−1) = 2p+ ω(q2, ∗1d ∗ 1k−1) = ... =

= np+ ω(qn, (∗1d)n−1 ∗ 1k−1) = np+ (k − 1)n+ ω(qn, (∗1d)n−1∗) =

= (n−1)p+kp+ω(qn, (∗1d)n−1∗) = (n−1)p+ωn−1 +ω(qn, (∗1d)n−1∗) =

= (n− 1)p− 2p+ 2p+ ωn−1 + dωn−1 + ω(qn, (∗1d)n−1∗) =

= (n− 1)p− 2p+ ωn−2 + ω(qn, (∗1d)n−2∗2) =

= (n− 1)p− 4p+ ωn−3 + ω(qn, (∗1d)n−3∗3) = ... =

= (n− 1)p− 2(n− 2)p+ ω1 + ω(qn, (∗1d)∗n−1) =

= (n− 1)p− 2(n− 1)p+ ω0 + ω(qn, ∗n) = ω0 − (n− 1)p+ ω(qn, ∗n) =

= ω0 + p.

Продолжая, получаем:

L(P, α) = ω0 + p = p+ 2p
((k − 1)p)n−1 − 1

(k − 1)p− 1
+ ((k − 1)p)n−1kp.
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При k = 2 получаем, что длина периода полиномиально зависит от
длины входного периода и равна:

2pn + p+ 2
pn − p
p− 1

.

Данный пример позволяет доказать следующую теорему.

Теорема 15. Для любого многочлена q(x) найдется автомат с мага-
зинной памятью P из M(n, 2, 2) такой, что на последовательностях
α∞, где α = 0p−11, p ∈ N0, а N0 — бесконечное подмножество нату-
ральных чисел, период выходной последовательности будет больше, чем
q(p).

Доказательство. Достаточно рассмотреть автомат из предыдущего
примера с достаточно большим числом состояний.
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7. Заключение

В данной работе рассматривалась задача описания автоматов с магазин-
ной как преобразователей последовательностей. Было известно, что, так
же как и конечные автоматы, автоматы с магазинной памятью перево-
дят периодические последовательности в периодические. Вокруг этого
факта и выстроена работа, а именно: приведено описание зависимости
периода выходной последовательности от характеристик автомата и пе-
риода входной последовательности. Оказалось, что наличие потенциаль-
но бесконечной памяти в виде магазина принципиально усложняет эту
задачу.

Большая часть работы посвящена описанию автономного автомата с
магазинной памятью. Была приведена экспоненциальная от характери-
стик автомата верхняя оценка на период выходной последовательности
для автономного случая. В случае, когда в алфавите магазина есть хо-
тя бы два символа, удалось построить пример, который показывает, что
принципиально оценку понизить нельзя. Однако в случае, когда алфа-
вит магазина содержит ровно один символ, ситуация резко упрощается.
В этом случае удалось доказать верхнюю квадратичную от числа со-
стояний оценку. Был приведен пример, в котором полученная верхняя
оценка асимптотически достигается.

Оценки, полученные для автономного случая, удалось применить для
получения оценок для случая автомата со входом. Оказалось, что даже
в простейшем случае, когда в алфавите магазина всего один символ,
автомат может преобразовывать период квадратичным образом, то есть
период выходной последовательности квадратично зависит от периода
входной. В этом заключается принципиальное отличие класса автоматов
с магазинной памятью от класса конечных автоматов. Более того, был
построен пример автомата всего с двумя состояниями, который способен
преобразовывавать период входной последовательности квадратично. В
общем же случае, когда в алфавите магазина разрешено использовать
более одного символа, автомат способен преобразовывать периодическую
последовательность полиномиально.

Помимо уже описанных результатов отдельным пунктом хотелось бы
отметить, что в процессе доказательства утверждений было разработа-
но некоторое количество алгоритмов, которые позволяют по уравнениям
автомата эффективно получать длину периода выходной последователь-
ности.
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Подход к изучению периодических свойств — это первый шаг к по-
строению теории фукнциональных систем на основе автоматов с мага-
зинной памятью. Описание периодических свойств позволяет по-новому
взглянуть на автомат с магазинной памятью. Автор верит, что пред-
ложенные им подходы могут быть плодотворно применены к решению
задач, связанных с автоматами с магазинной памятью.

Автор выражает глубокую благодарность своему научному руково-
дителю — доктору физико-математических наук, профессору Дмитрию
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Realtime pushdown transducer saves the set of periodic sequences.
Earlier the author found upper and lower bounds for max period of
output for transducer without input as a function from parameters of
transducer. There are upper and lower bounds for max period of output
in general case in current paper. The max period of transducer output
has been studied as function from period of input sequence.

Keywords: realtime pushdown transducer, deterministic function, periodic
sequences.
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