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Часть 1.
Специальные вопросы теории

интеллектуальных систем





О классе нейронных функций с
двоично-рациональными параметрами

Агафонова М.В.

В работе рассматривается класс нейронных кусочно-параллельных
функций с двоично-рациональными коэффициентами. Доказано
что для любой функции из класса кусочно-параллельных функ-
ций существует функция из класса кусочно-параллельных функ-
ций с двоично-рациональными коэффициентами, приближающая
ее с наперед заданной точностью. Также, для рассматриваемого
класса функций показано, что существуют базисы, состоящие из
заданного (произвольного) числа элементов, в частности, найдена
Шефферова функция.

Ключевые слова: класс кусочно-параллельных функций,
класс нейронных функций с двоично-рациональными коэффици-
ентами, операции суперпозиции, Шефферова функция, базисы.

1. Введение.

В данной работе рассматривается класс кусочно-параллельных функ-
ций с двоично-рациональными коэффициентами (BPP), являющийся
аппроксимирующим для рассмотренного в работе [1] класса кусочно-
параллельных функций (PP). Основной темой исследования работы [1]
является изучение, так называемых нейронных схем. Под понятием ней-
ронная схема понимается математический объект, представляющий из
себя набор функциональных элементов, определенных строением моде-
ли исследуемой нейронной сети, а также функциональные схемы, полу-
ченные из них операциями суперпозиции. Где под суперпозицией пони-
маются операции: добавления фиктивного входа, изъятия фиктивного
входа, склеивания входов, переименования входов без склеивания, по-
следовательного соединения [1]. Стоит отметить, что данное построение
происходит по аналогии с построением автоматных схем [2].

Особый же интерес в работе [1] представляет доказательство совпаде-
ния множеств функций, реализуемых нейронными схемами, с некоторы-
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ми классами кусочно-линейных функций, изучение которых в дальней-
шем и ведется. Так, например, устанавливается эквивалентность между
множеством функций, реализуемых нейронными схемами без памяти, и
множеством кусочно-линейных функций (PL), эквивалентность множе-
ства функций, реализуемых нейронными схемами модели Мак-Каллока-
Питтса[3], множеству кусочно-параллельных функций (PP).

Изучение класса кусочно-линейных функций (PL) получило разви-
тие в работе [4]. В настоящей же работе, находит свое развитие изучение
подкласса кусочно-параллельных функций PP. Рассматриваемый класс,
являющийся замыканием [5] множества B, B = {1

2x,−x, x + y, θ(x)},
будем называть классом кусочно-параллельных функций с двоично-
рациональными коэффициентами, и обозначать BPP. Интерес изучения
класса BPP состоит в том, что он является конечно-порожденным, в от-
личие от ранее рассматриваемых классов в работах[1], [4]. В настоящей
работе показано, что для любой функции из класса PP существует функ-
ция из класса BPP, приближающая ее с наперед заданной точностью. Да-
лее, абстрагируясь от смысловой интерпретации этих функций, рассмат-
риваются задачи типичные для всех функциональных систем [6]. Уста-
навливается существование Шефферовой функции[5]. Такой функцией

является: F (x, y, z) = x− 1
2y − 1

2θ
′
(z) + 1

2 , где θ
′
(z) =

{
1 при z > 0
0 при z ≤ 0

.

Доказано существования в классе BPP базиса из k элементов для
произвольного натурального числа k.

2. Основные определения.

Определение1. Множество кусочно-параллельных функций, определяет-
ся следующим выражением:

PP = {f |f = fc + fl, fc ∈ PC, fl ∈ L}, где PC – множество всех
кусочно-постоянных функций, L – множество всех линейных функций
[1]

Рассмотрим множество функций B = {1
2x,−x, x + y, θ(x)}, в кото-

ром x ∈ R, y ∈ R. В множестве B содержатся функции: умножитель
на двоично-рациональную константу f1(x) = 1

2x, отрицание f2(x) = −x,
сумматор f3(x, y) = x+ y, функция Хэвисайда θ(x) =

{
1 при x ≥ 0
0 при x < 0

.

Определение 2. Замыкание функций, принадлежащих множеству B =
{1

2x,−x, x + y, θ(x)}, по операциям суперпозиции [1],[4] назовем множе-

8



ством кусочно-параллельных функций с двоично-рациональными коэф-
фициентами и обозначим BPP.

[B] = BPP.

Данное замыкание содержит все целые и двоично-рациональные кон-
станты. Так константа 1

2 может быть получена подстановкой: 1
2(θ(θ(x)).

Константа 1 получается из f3 подстановкой: f3(1
2 ,

1
2) = 1. Все положи-

тельные целые числа можно получить также из f3 : f3(1, n − 1) = 1 +
(n− 1). Произведя затем, подстановки вида:f2(n) = −n, получим все це-
лочисленные константы. Двоично-рациональные константы могут быть
получены при помощи подстановок функций f1( 1

2k−1 ) = 1
2( 1

2k−1 ) = 1
2k

и
f3( 1

2k
, m−1

2k
) = m

2k
.

3. Теорема о приближении с наперед заданной
точностью функций, принадлежащих классу
PP, функциями класса BPP.

Определение 3. Пусть g(x1, x2, . . . , xn) ∈ PP, f(x1, x2, . . . , xn) ∈ BPP.
Функция f(x1, x2, . . . , xn) приближает функцию g(x1, x2, . . . , xn) на мно-
жестве A = [0, 1]n c точностью ε,если ∀ n ∃ A′ ⊆ [0, 1]n такое что |A′ | >
1− ε и ∀(x1, x2, . . . , xn) ∈ A′ : |f(x1, x2, . . . , xn)− g(x1, x2, . . . , xn)| < ε.

Теорема 1. ∀g(x1, x2, . . . , xn) ∈ PP ∀ ε ∃ f(x1, x2, . . . , xn) ∈ BPP , кото-
рая приближает g на множестве A = [0, 1]n с точностью ε.

Доказательство: Сначала определим A
′ ⊆ [0, 1]n.

Функцией g(x1, x2, . . . , xn) ∈PP, порождается k гиперплоскостей l1, . . . , lk
разбивающих Rn на классы эквивалентности R1, . . . , Rs, (k, s ∈ N). Обо-
значим через k′(k′ ∈ 1, . . . , k) – количество гиперплоскостей l1, . . . , lk′ ,
пересекающих рассматриваемый единичный гиперкуб A.

При k′ = 0, ∀n, положим A
′

= A. Построим множество A′ при k′ = 1,
и затем обобщим для любого k

′ ∈ {1, . . . , k}. Рассмотрим случаи n =
1, n = 2 и потом индуктивно построим A

′ для произвольного n.
Случай k′ = 1, n = 1. То есть множество А представляет собой отре-

зок [0, 1], имеется одна разделяющая гиперплоскость, допустим проходя-
щая через точку B ∈ [0, 1], B ∈ R. Если B лежит внутри интервала (0, 1),
то приблизим B двоично-рациональными числами B′ и B′′ слева и с пра-
ва соответственно, такими, что |B−B′ | ≤ δ

2 , |B−B
′′ | ≤ δ

2 . (рис. 1). Тогда
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Рис. 1.

в качестве A′ рассмотрим объединение множеств [0, B
′
]∪[B

′′
, 1]. Заметим,

что для любого наперед заданного ε > 0 при δ < ε, |A′ | > 1 − ε. Следо-
вательно положим A

′
= [0, B

′
]∪ [B

′′
, 1]. Если точка B лежит на одном из

концов отрезка [0, 1], т.е. ее координатами будут целые числа либо 0, либо
1 соответственно. Поскольку, классу BPP принадлежит множество всех
целочисленных констант, можно принять B′ = 0(B

′
= 1), B

′′
= 0(B

′′
= 1)

и так как |B −B′ | = 0, |B −B′′ | = 0, положить A′ = A. И следовательно
свести этот случай к случаю k = 0. Стоит отметить, что так же можно
поступить и когда В принимает любые двоично-рациональные коорди-
наты внутри отрезка [0, 1].

Случай k′ = 1, n = 2, представляет больший интерес. Множество A
в этом случае – это квадрат с единичной стороной. Разделяющая мно-
жество A гиперплоскость l, на A представляет отрезок прямой, лежа-
щий внутри этого квадрата. Обозначим его BC. (рис.2). Случай, если
отрезок лежит на одной из сторон, аналогичен предыдущему случаю,
когда точка B совпадала с одним из концов отрезка. Диагональ квад-
рата обозначим OD. Длина отрезка BC ≤ OD, в зависимости от его
расположения (равенство достигается при совпадении ВС с OD). При-
близим точки B,C ∈ R точками B′ , B′′ и C ′ , C ′′ соответственно. Причем
B
′
, B
′′
, C
′
, C
′′ ∈ {m

2k
,m, k ∈ N}, |B − B

′ | ≤ δ
2 , |B − B

′′ | ≤ δ
2 , |C − C

′ | ≤
δ
2 , |C −C

′′ | ≤ δ
2 . В зависимости от расположения BC, получим трапецию

B
′
B
′′
C
′
C
′′c высотой B′E < B

′
B
′′

= δ и основаниями B′C ′ = B
′
C
′′
< OD

или прямоугольник со сторонами B
′
B
′′

= C
′
C
′′

= δ и B
′
C
′

= B
′
C
′′

=
BC. Диагональ OD также достроим до прямоугольника O′O′′D′D′′как
показано на рисунке 2. O′O′′ = D

′
D
′′

= δ,O
′
D
′

= O
′′
D
′′

= OD.Заметим,
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Рис. 2.

что |O′D′ | =
√

2. Из соотношения ВС≤OD, следует, что

SB′B′′C′C′′ ≤ SO′O′′D′D′′ = |O′D′ | · |O′O′′ | =
√

2δ < ε.

Следовательно при δ < ε√
2
множество A′ = A\SB′B′′C′C′′ , |A

′ | > 1− ε.
Теперь обобщим этот случай для произвольного n (при k′ = 1). Сече-

ние n-мерного куба, будет иметь размерность (n− 1). Его пересечение с
гранью n-мерного куба будет иметь размерность (n−2). Гиперплоскость
l будет проходить через одно из таких сечений. Рассмотрим внутри n –
мерного куба А (n− 1)-мерный многогранник с (n− 2)-мерными сторо-
нами представляющий это сечение соответствующее l. Причем каждая
грань единичного n-мерного куба А представляет собой также единич-
ный (n− 1)-мерный куб. Например для n = 3 сечение, соответствующее
l будет иметь вид многоугольника стороны которого являются отрезка-
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ми лежащими на гранях А, в свою очередь являющихся кубами меньшей
размерности т.е. квадратами для n = 3. Для построенияA′ для n-мерного
куба А, необходимо оценить объем ∆ максимально возможного (n − 1)-
мерного сечения в А, затем приблизить его сечениями ∆

′
,∆
′′ имеющими

двоично рациональные координаты и такими, что:

|xi − x
′
i| <

δ

2
, |xi − x

′′
i | <

δ

2
,∀xi ∈ ∆, ∀x′i ∈ ∆

′
, ∀x′′i ∈ ∆

′′
.

Оценим объем ∆ максимально возможного (n− 1)-мерного сечения в
n-мерном кубе А, отталкиваясь от идеи, что это будет (n−1)-мерный мно-
гогранник, со сторонами лежащими в (n− 1)-мерных единичных кубах.
Объём этого многогранника, будет меньше или равен объему (n − 1)-
мерного куба, с максимально возможными гранями лежащими в (n−1)-
мерных кубах, являющихся гранями A. Максимально возможные грани
в кубе можно оценить его диагональю равной

√
n.

S∆ ≤ (
√
n)
n−1

, n ≥ 2.

Учитывая , приближения ∆
′
,∆
′′ , заметим, что S∆′ ,∆′′ равна произве-

дению высоты, в качестве которой мы возьмем δ, на основание, т.е.
S∆,следовательно получим оценку дляS∆′ ,∆′′ :

S∆′ ,∆′′ ≤ (
√
n)
n−1

δ < ε.

Следовательно, для n ≥ 2, при δ < ε

(
√
n)

n−1 , множество A
′

=

A\S∆′ ,∆′′ , |A′| > 1− ε.
Наконец обобщим результат для произвольного k′ . Тогда в качестве

A
′ рассмотрим множество A\k′S∆′ ,∆′′ , тогда |A

′ | > |A| − k
′ |S∆′ ,∆′′ | =

1 − k′(√n)
n−1

) · δ, и при δ < ε

k·(√n)
n−1

)
, |A′ | > 1 − ε. Отдельно стоит от-

метить, что в случае, k′ > 1 возможно, что концы отрезка для n = 2
и грани многогранника в случае n > 2 представляющего l, не будут ле-
жать на гранях А. В этом случае продолжим многогранник по плоскости
сечения соответствующего l (отрезок продолжим по прямой на которой
он лежит) до пересечения с гранями А. Очевидно это только увеличит
его объём и следовательно, найденная оценка сохранится.

Теперь построим такую функцию f(x1, x2, . . . , xn) ∈ BPP ,что
∀(x1, x2, . . . , xn) ∈ A

′
: |f(x1, x2, . . . , xn) − g(x1, x2, . . . , xn)| < ε. Пусть

на некотором классе Ri, i ∈ {1, . . . , s}, имеет место равенство:

g(x1, x2, . . . , xn) = cnxn + cn−1xn−1 + · · ·+ c0, ci ∈ R.
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Тогда рассмотрим пересечение: Ri ∩A′. Это множество задается пересе-
чением гиперплоскостей. Определим на нем функцию:

f(x1, x2, . . . , xn) = dnxn+dn−1xn−1+· · ·+d0, di ∈ {
m

2k
,m, k ∈ N}, 0 ≤ xi ≤ 1,

приближающую g(x1, x2, . . . , xn). Пусть |ci − di| < ε
n+1 = δ

′
, ∀i. Так как

0 ≤ xi ≤ 1:

|cixi − dixi| ≤ |ci − di||xi| ≤ 1
ε

n+ 1
≤ ε

n+ 1
.

Следовательно

|cnxn + cn−1xn−1 + · · ·+ c0 − dnxn − dn−1xn−1 − · · · − d0| ≤

|cnxn − dnxn|+ |cn−1xn−1 − dn−1xn−1|+ · · ·+ |c0 − d0| ≤
ε

n+ 1
+

ε

n+ 1
· · ·+ ε

n+ 1
≤ ε

Следовательно при δ′ ≤ ε
n+1 , выполняется неравенство:

|f(x1, x2, . . . , xn)− g(x1, x2, . . . , xn)| < ε

Теорема доказана.

4. Существование в классе функций BPP базиса
размерности равной любому наперед заданно-
му натуральному числу k.

Сам класс BPP, представляет множество кусочно-линейных функций от
n переменных, с двоично-рациональными коэффициентами и возмож-
ными разрывами 1го рода. В соответствии с леммой о нелинейной глу-
бине[1], все функции класса BPP представляются в виде:

(∗)f(x1, x2, . . . , xn) =
k1

2m1
x1 +

k2

2m2
x2 + · · ·+ ki

2mi
xi+

+
ki+1

2mi+1
θ(ω1) + · · ·+ kj

2mj
θ(ωs) +

k0

2m0

где, 0 ≤ i ≤ N, i ≤ j ≤ N,
k1, k2, . . . kN ∈ Z, (N ≤ n),
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m1,m2, . . .mN ∈ N, (N ≤ n),
0 ≤ l ≤ s,
0 ≤ s ≤ n− i,

θ(ωl) = θ(
k
′
l0

2m
′
0

+
k
′
l1

2m
′
1

x1 +
k
′
l2

2m
′
2

x2 + · · ·+
k
′
li
′

2
m
′
i
′
xi′ +

k
′
li+1

2
m
′
i+1

xli+1 +
k
′
li+2

2
m
′
i+2

xli+2+

· · ·+ k
l
′

2
m

j
′−1

xl
j′−1

+
k
j
′

2
m

j
′ θ(ωl1) + · · ·+ k

t
′

2
m

t
′ θ(ωls′ ))

θ(ωli′ ) = θ(
k
′
li
′
0

2m
′
0

+
k
′
li
′
1

2m
′
1

x1 +
k
′
li
′
2

2m
′
2

x2 + · · ·+
k
′
li
′
i

2m
′
i

xi +
k
′
li
′
i+1

2
m
′
i+1

xli
′

i+1 +
k
′
li
′
i+2

2
m
′
i+2

xli
′

i+2 +

· · ·+
k
′
li
′
j
′−1

2
m
′
j
′−1

xi′ )

k
′
l0, k

′
l1, . . . , k

′
t ∈ Z, (N ≤ n)

k
′

li′0
, k
′

li′1
, . . . , k

′

li′j′−1
∈ Z, (N ≤ n)

m
′
1,m

′
2, . . . , ,m

′
t ∈ N, (N ≤ n), 0 ≤ t ≤ s, 0 ≤ j′ − 1 ≤ n, 0 ≤ i′ ≤ i,

i+
∑

l (j
′ − 1− i′) +

∑
l′ (j

′ − 1− i′) = n

4.1. Шефферова функция для класса BPP.

Теорема 2. В классе BPP, функция F (x, y, z) = x− 1
2y− 1

2θ
′
(z) + 1

2 , где

θ
′
(z) =

{
1 при z > 0
0 при z ≤ 0

. , является шефферовой.

.
Доказательство: Сначала получим константу 1

2 . Для этого рассмотрим
суперпозицию:

F1(x, y, z) = F (F (x, y, z), y, z) = x− 1
2y− 1

2θ
′
(z) + 1

2 − 1
2y− 1

2θ
′
(z) + 1

2 =

x − y − θ′(z) + 1. Отождествим переменные x и y: F2(z) = F1(x, x, z) =
x− x− θ′(z) + 1 = −θ′(z) + 1 = 1− θ′(z).
Далее применим операцию суперпозиции для F и F2(z):

F3 = F (F2(z), F2(z), F2(z)) = 1−θ′(z)− 1
2(1−θ′(z))− 1

2θ
′
(1−θ′(z))+ 1

2 =

1−θ′(z)− 1
2 + 1

2θ
′
(z)− 1

2θ
′
(1−θ′(z))+ 1

2 = 1−θ′(z)+ 1
2θ
′
(z)− 1

2θ
′
(1−θ′(z)).

Рассмотрим чему равно θ′(1−θ′(z)). Так как θ′(1− θ′(z)) =

{
0 при z > 0
1 при z ≤ 0

.

и одновременно 1− θ′(z) =

{
0 при z > 0
1 при z ≤ 0

, значит θ
′
(1 − θ

′
(z)) =

1 − θ
′
(z). И следовательно F3 = 1 − θ

′
(z) + 1

2θ
′
(z) − 1

2(1 − θ
′
(z)) =

1− θ′(z) + 1
2θ
′
(z)− 1

2 + 1
2θ
′
(z) = 1

2 .

Теперь получим константу ноль. Для этого, подставим в функцию
F1 вместо переменной z, константу 1

2 : F4(x, y) = F1(x, y, 1
2) = x − y −
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θ
′
(1

2)+1 = x−y−1+1 = x−y. Отожествляя переменные x и y, получим
тождественный ноль. F4(x, x) = x− x = 0.

Из F4(x, y) при помощи константы ноль получим функцию −x :

F5(y) = F4(0, y) = 0− y = −y
F5(x) = −x.
Затем из F4(x, y) и F5(y) суперпозицией выведем x+ y :

F6(x, y) = F4(x, F5(y)) = x− (−y) = x+ y.

Теперь получим функцию 1
2x. Для начала, получим константу 1.

F6(1
2 ,

1
2) = 1

2 + 1
2 = 1. Рассмотрим суперпозицию функций F (x, y, z), F5(x)

и констант 0, 1 :

F (0, F5(x), 1) = 0− 1

2
(−x)− 1

2
θ
′
(1) +

1

2
=

1

2
x− 1

2
+

1

2
=

1

2
x.

И последнее, выведем θ(x).
θ(x) = 1− θ′(−x).

Теорема доказана.

4.2. Построение базиса мощности k.

Теорема 3. В классе кусочно-параллельных функций с двоично-
рациональными коэффициентами BPP для любого наперед заданного
k ∈ N, существует базис из k элементов.

. Доказательство: Приведем такие множества функций, составляю-
щих базис BPP при k < 5.

Для k = 4 - базисом BPP является множество B = {1
2x,−x, x +

y, θ(x)}, по определению.
Докажем, что множество B действительно является базисом, в том

смысле, что оно не избыточно. Т.е. нельзя выразить ни какую из вхо-
дящих в него функций через остальные функции из B. Для этого по-
очередно будем исключать каждую функцию множества B и рассматри-
вать, как будет меняться все множество функций составляющих класс
BPP, используя общий вид функций принадлежащих классу BPP (∗).
Если из B исключить f1 = 1

2x, то очевидно мы получим функции вида:
(∗∗)f(x1, x2, . . . , xn) = x1 + x2 + · · ·+ xi + · · ·+ θ(ω1) + · · ·+ θ(ωs)

θ(ωl) = θ(x1+x2+· · ·+xi′+xli+1+xli+2+· · ·+xl
j′−1

+θ(ωl1)+· · ·+θ(ωls′ ))
θ(ωli′ ) = θ(x1 + x2 + · · · + xi′ + xli

′

i+1 + xli
′

i+2 + · · · + x
′

j′−1
), т.е. множе-

ство линейных функций от n переменных с целыми коэффициентами и
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возможными разрывами 1го рода. Очевидно 1
2x не может быть представ-

лена в виде (∗∗). Если из B исключить f2 = −x, то мы получим функции
вида:

(∗ ∗ ∗)f(x1, x2, . . . , xn) = k1
2m1 x1 + k2

2m2 x2 + · · · + ki
2mi xi + ki+1

2mi+1 θ(ω1) +

· · ·+ kj
2mj θ(ωs) + k0

2m0 .
Где k0, k1, . . . , ki, ki+1, . . . , kj ∈ N,, т.к. коэффициент ki

2mi при xi полу-
чается суперпозицией положительных функций 1

2x и x + y. И, следова-
тельно, мы получаем класс линейных функций от n переменных, с поло-
жительными двоично-рациональными коэффициентами и возможными
разрывами 1го рода. Функция f1 = −x не пренадлежит этому классу, т.к
не может быть выражена через функции вида (∗ ∗ ∗).

Если из B исключить f3 = x+ y, то мы получим функции вида:
f1 = 1

2mx,

f2 = θ( 1
2mx),

m1,m2, . . .mN ∈ N, (N ≤ n), т.е. функции зависящие от одной пере-
менной.

Если из B исключить f4 = θ(x), то очевидно мы получим функции
вида:

f(x1, x2, . . . , xn) =
k1

2m1
x1 +

k2

2m2
x2 + · · ·+ ki

2mi
xi

Т.е. множество линейных непрерывных функций от n переменных, с
двоично-рациональными коэффициентами. Получить разрывную функ-
цию из непрерывных, используя операции суперпозиции и переименова-
ния, очевидно невозможно.

Следовательно множество B являющееся базисом для BPP, действи-
тельно не избыточно при |B| = 4.

Для k = 3 - базисом BPP является множество {−x, x+ 1
2y, θ(x)}.

Для доказательства этого, выведем из данного множества функций,
множество функций B. Операцией суперпозиции функции F1(x, y) = x+
1
2y получим функцию x+y: F2(x, y) = F1(F1(x, y), y) = x+ 1

2y+ 1
2y = x+y

Далее получим функцию 1
2x:

F2(F1(x, y),−x) = x+
1

2
y − x =

1

2
y =

1

2
x.

В тоже время, ни одна функция не может быть удалена из данного,
множества, что доказывается аналогично случаю n = 4.
Для f1 = x+ 1

2y, это следует из того, что она необходима для образования
функций: f(x, y) = x+ y и f(x) = 1

2x.

Для k = 2 - базисом BPP является множество {x− 1
2y, θ(x)}.
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Докажем этот факт аналогично предыдущему. Сначала получим функ-
цию 1

2x дважды применяя операцию суперпозиции к функции F1(x, y) =
x− 1

2 :
F2(x, y) = F1(x, x− 1

2y) = x− 1
2(x− 1

2y) = 1
2(x+ 1

2y)
F2(x− 1

2y, y) = 1
2(x− 1

2y + 1
2y) = 1

2x.
Затем получим функцию x+ y:
F3(x, y) = F1(x− 1

2y, y) = x− 1
2y − 1

2y = x− y.
F4(x, y) = F1(x− y, y) = x− y − y = x− 2y.
F5(x, y) = F1(x, F4(x, y)) = x− 1

2(x− 2y) = x− 1
2x+ y = 1

2x+ y.
F5(x, F5(x, y)) = 1

2x+ 1
2x+ y = x+ y.

И в заключение суперпозицией функций F3(x, y), F4(x, y) и x + y и
последующим отожествлением x и y получим функцию −x:

F3(F4(x, y), x+ y) = x− 2y − x+ y = −y = −x
Так как F1(x, y) = x − 1

2y образует только непрерывные функции,
f(x) = θ(x) необходима для образования BPP, включающего в себя так
же разрывные функции. В то же время функции f(x) = θ(x) не доста-
точно для образования базиса в BPP, так как, например, с помощью
нее не возможно получить двухместную функцию суммы f(x) = x + y,
принадлежащую BPP.

Для k = 1 - базисом BPP является {x− 1
2y − 1

2θ
′
(z) + 1

2} , где

θ
′
(z) =

{
1 при z > 0
0 при z ≤ 0

, т.к. функция F (x, y, z) = x − 1
2y − 1

2θ
′
(z) + 1

2

является шефферовой в данном классе.
Теперь для k ≥ 5 будем строить базис BPP в виде:

{1

2
x,−x, p1x+ y, p2x+ y, . . . , pk−3x+ y, θ(x)},

где НОД(p1, p2, . . . , pk−3) = 1, а НОД (P̄i) 6= 1,НОД(P̄i) 6= 2m,∀i, P̄i =
(p1, p2, . . . , pi−1, pi+1, . . . , pk−3), ∀m ∈ N.

Сначала докажем, что данная система функций порождает класс
функций BPP. Для этого нам достаточно получить функцию x+ y.
Рассмотрим числа p1, p2, . . . , pk−3. Так как НОД(p1, p2, . . . , pk−3) = 1, сле-
довательно можно применив расширенный алгоритм Евклида найти та-
кие числа a1, a2, . . . , ak−3 ∈ Z, что

a1p1 +2 p2 + · · ·+ ak−3pk−3 = 1

Произведя |a1| раз операцию суперпозиции функции F1(x, y) = p1x + y
вида F1(x, F1(x, y)), получим функцию F 2

1 (x, y) = a1p1x + y, затем про-
изведем a2 раз операцию суперпозиции функции F2(x, y) = p2x+ y вида
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F1(x, F1(x, y)), получим функцию F 2
2 (x, y) = a2p2x + y и так получим

k− 3 функции, вида F 2
i (x, y) = aipix+ y, где i = 1, k − 3. Далее произве-

дем суперпозицию F 1
+(x, y) = F 1

2 (x, F 2
2 (x, y)) = a1p1x + a2p2x + y. И так

последовательно будем проводить суперпозиции вида:
F i+(x, y) = F i−1

+ (x, F i+1
1 (x, y)), для всех k−3 функций F 2

i (x, y). В ито-
ге получим функцию F+(x, y) = F k−4

+ (x, y) = a1p1x + a2p2x + · · · +
ak−3pk−3x+ y = (a1p1 + a2p2 + · · ·+ ak−3pk−3)x+ y = x+ y.

Докажем не избыточность этого множества. Необходимость функций
1
2x,−x, θ(x) доказывается аналогично случаю k = 4. Все функции p1x+
y, p2x+ y, . . . , pk−3x+ y являются необходимыми, в силу того, что числа
p1, p2, . . . , pk−3 попарно не взаимно-просты, т.е., НОД(P̄i) 6= 1,а также -
НОД(P̄i) 6= 2m . Рассмотрим множество функций B′ = B\pix+ y. Пусть
НОД(P̄i)) = c, тогда из алгоритма Евклида, будет следовать, что при
суперпозиции функций принадлежащих множеству В мы получим сумму
вида: f+(x, y) = cx + y, где c 6= 1. Причем, так как НОД(P̄i) 6= 2m, т.е.
c 6= 2m, единицу не возможно получить применяя m раз суперпозицию
f+(1

2x, y).
Теорема доказана.

Например, для k = 6, базис BPP составляет множество функций
1
2x,−x, 231x+ y, 165x+ y, 105x+ y, 385x+ y, θ(x).

Автор выражает искреннюю признательность Часовских А.А. за по-
становку задачи, а также за обсуждение результатов работы за ценные
советы и замечания.
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On a class of neural functions with binary-rational parameters
Agafonova M. V.

The paper deals with a class of neural piecewise-parallel functions
with binary-rational coefficients. It is proved that for any function in
the class of piecewise-parallel functions there exists a function in the
class of piecewise-parallel functions with binary-rational coefficients
that approximates it with a predetermined accuracy. Also, for the class
of functions under consideration, it is shown that there exist bases
consisting of arbitrary number of elements, in particular, a Scheffer
function is found.

Keywords: class of piecewise-parallel functions, class of neural
functions with binary-rational coefficients, superposition operations,
Scheffer function, bases.
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Исследование квазигрупп, получаемых с
помощью правильных семейств булевых

функций порядка 2

Пивень Н.А.

Ключевые слова: Квазигруппа, латинский квадрат, параметрическое
задание, полиномиальная полнота, правильные семейства функций.

В работе анализируются всевозможные латинские квадраты порядка
4, порождаемые с помощью правильных семейств функций. Оказывает-
ся, что все такие квадраты задают квазигруппы, не являющиеся поли-
номиально полными. Предлагается обобщение конструкции, связанной с
правильными семействами. В результате удается в 4 раза увеличить чис-
ло порождаемых латинских квадратов и получить значительное число
полиномиально полных квазигрупп.

1. Введение

В наши дни разрабатываются различные способы защиты информации,
использующие квазигруппы и связанные с ними латинские квадраты.
Это обусловлено например тем, что К. Шеннон показал, что шифры,
построенные на латинских квадратах, обладают свойством “совершен-
ной секретности” ([1]). Примеры использования квазигрупп для решения
различных задач криптографии можно найти в работах [2, 3, 4, 5].

С точки зрения криптографических приложений важную роль игра-
ет свойство полиномиальной полноты квазигрупп, так как задача рас-
познавания разрешимости системы уравнений в полиномиально полной
алгебре NP-полна ([6]). В работе [7] В.А. Артамоновым с соавторами в
частности был получен критерий полиномиальной полноты квазигрупп
порядка 4. Интересные результаты о полиномиальной полноте квазиг-
рупп в более общем случае можно найти в работах [8, 9, 10].
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В случае конечных квазигрупп квазигрупповая операция может быть
задана таблицей Кэли, являющейся латинским квадратом. В.А. Носо-
вым в работе [11] был предложен эффективный способ задания больших
семейств латинских квадратов с помощью так называемых правильных
семейств функций. Мы анализируем всевозможные латинские квадраты
порядка 4, задаваемые правильными семействами функций. Оказывает-
ся, что, во-первых, таким образом порождается 60 из 576 квазигрупп, и,
во-вторых, ни одна порождаемая квазигруппа не является полиномиаль-
но полной. Для устранения этого недостатка предлагается усиление кон-
струкции В.А. Носова, названное перестановочной конструкцией. При
ее использовании удается породить 240 латинских квадратов, 112 из ко-
торых задают полиномиально полные квазигруппы.

Дальнейшее изложение имеет следующую структуру. В разделе 2 да-
ются основные определения. В разделе 3 анализируются латинские квад-
раты порядка 4, порождаемые правильными семействами функций. В
разделе 5 вводится перестановочная конструкция и доказывается ее кор-
ректность. В разделе 6 анализируются латинские квадраты порядка 4,
задаваемые перестановочной конструкцией. В приложении приводится
список классов изоморизма построенных латинских квадратов.

Автор выражает благодарность А.Е. Панкратьеву и А.В. Галатенко
за постановку задачи и внимание к работе.

2. Основные понятия

Определение 1. Конечной квазигруппой (Q, fQ) называется множество
Q, |Q| <∞, на котором определена бинарная операция fQ такая, что
для любых элементов a, b ∈ Q уравнения fQ(a, x) = b и fQ(y, a) = b
однозначно разрешимы в Q.

В дальнейшем мы будем опускать слово “конечная”.

Определение 2. Латинским квадратом порядка n называется матрица
размера n × n, заполненная элементами некоторого n-элементного мно-
жества таким образом, что в каждой её строке и в каждом столбце все
элементы различны.

Квазигрупповую операцию можно задавать табличным способом: для
множества элементов {q1, . . . , qm}, составляющих квазигруппу Q, выпи-
сывается квадратная таблица m×m, такая что на пересечении i-ой стро-
ки и j-го столбца стоит fQ(qi, qj). Заметим, что построенная таким об-
разом таблица, в связи с существованием и единственностью решения
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уравнений fQ(a, x) = b и fQ(y, a) = b, является латинским квадратом,
который мы и называем латинским квадратом, связанным с квазигруп-
пой.

Определение 3. Две квазигруппы (Q, fQ) и (Q, f ′Q) называются изо-
морфными, если существует биекция ϕ : Q → Q такая, что для любых
a, b ∈ Q выполнено равенство f ′Q(ϕ(a), ϕ(b)) = ϕ(fQ(a, b)). Функция ϕ
называется изоморфизмом квазигрупп (Q, fQ) и (Q, f ′Q).

Определение 4. Две квазигруппы (Q, fQ) и (Q, f ′Q) называются изотоп-
ными, если существуют такие перестановки α, β и γ на множестве Q, что
для любых a, b ∈ Q справедливо равенство f ′Q(a, b) = γ−1(fQ(α(a), β(b))).

Понятие изотопности естественным образом переносится на латин-
ские квадраты. Несложно увидеть, что матрица, изотопная латинскому
квадрату, сама является латинским квадратом.

Пусть n ∈ N ∪ {0}, On — множество всех n-местных функций на

множестве Q, O =
∞⋃
n=0
On. На множестве O стандартным образом вво-

дятся операции суперпозиции и замыкания ([12]). Замыкание множества
F ⊆ O обозначается через [F ].

Определение 5. Квазигруппа (Q, fQ) называется полиномиально пол-
ной, если [{fQ} ∪ O0] = O.

Определение 6. Квазигруппа (Q, fQ) называется простой, если опера-
ция fQ не сохраняет ни одного нетривиального отношения эквивалент-
ности на множестве Q.

Определение 7. Квазигруппа (Q, fQ) называется аффинной, если на
множестве Q может быть введена структура абелевой группы (Q,+),
такая что существуют автоморфизмы α, β группы (Q,+), элемент c ∈ Q,
и для любых a, b ∈ Q справедливо равенство fQ(a, b) = α(a) + β(b) + c.

Несложно увидеть, что простота и аффинность сохраняются при изо-
морфизме.

Известно ([13]), что квазигруппа является полиномиально полной ес-
ли и только если она простая и не аффинная. В случае |Q| = 4 в работе
[7] установлено, что квазигруппа полиномиально полна тогда и только
тогда, когда соответствующий латинский квадрат обладает следующими
двумя свойствами:
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I. среди строк и столбцов квадрата есть перестановка с 3-циклом (что
обеспечивает простоту);

II. цикловая структура строк не является одной из этих трех (что обес-
печивает не аффинность):

1) четыре 3-цикла;

2) два 4-цикла и две строки по два 2-цикла;

3) одна тождественная перестановка и три строки по два 2-цикла.

Определение 8. Семейство булевых функций F={fi}ni=1,
fi = fi(x1, . . . , xn), называется правильным, если для любых различных
значений аргументов x′ = (x′1, . . . , x

′
n) и x′′ = (x′′1, . . . , x

′′
n) найдется такой

индекс α ∈ {1, . . . , n}, что x′α 6= x′′α, fα(x′1, . . . , x′n) = fα(x
′′
1, . . . , x

′′
n)

Правильные семейства функций были введены В.А. Носовым в ра-
боте [11] для построения латинских квадратов порядка 2n. Занумеруем
элементы множества Q, |Q| = 2n, числами от 0 до 2n − 1. Таким об-
разом, каждому элементу a ∈ Q можно сопоставить n-битный вектор
(a1, . . . , an), задающий двоичную запись номера. В результате квазигруп-
повая операция fQ может быть представлена в векторной форме: записи
z = fQ(x, y) и

z1 = f1Q(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn),
...

zn = fnQ(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn),

где f1Q, . . . , f
n
Q — булевы функции, являющиеся компонентами вектор-

функции, порожденной fQ, эквивалентны.
Пусть f1, . . . , fn — булевы функции от n переменных, π1, . . . , πn —

булевы функции от двух переменных. Рассмотрим следующее семейство
функций от 2n переменных:

g1 = x1 ⊕ y1 ⊕ f1(π1(x1, y1), . . . , πn(xn, yn)),
...

gn = xn ⊕ yn ⊕ fn(π1(x1, y1), . . . , πn(xn, yn)),
(1)

где операция ⊕ означает сложение по модулю 2. В работе [11] пока-
зано, что семейство G = {g1, . . . , gn} задает латинский квадрат для
любых функций π1, . . . , πn тогда и только тогда, когда семейство F =
{f1, . . . , fn} правильное.
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3. Латинские квадраты порядка 4, задаваемые
правильными семействами

Рассмотрим латинские квадраты порядка 4, задаваемые всевозможными
правильными семействами функций порядка 2 с помощью конструкции
В.А. Носова. Известно ([14]), что в этом случае одна из функций пра-
вильного семейства является константой, а вторая фиктивно зависит от
одноименной переменной.

Теорема 1. С помощью правильных семейств порядка 2 порождается
60 различных латинских квадратов порядка 4, входящих в 8 различных
классов изоморфизма. При этом все задаваемые квазигруппы не облада-
ют свойством полиномиальной полноты.

Доказательство. В силу структуры правильных семейств порядка 2,
формулы для задания латинских квадратов принимают вид

z1 = x1 ⊕ y1 ⊕ f1(π2(x2, y2))
z2 = x2 ⊕ y2 ⊕ f2(π1(x1, y1)).

При этом возможны следующие случаи.

1) Обе функции f1, f2 являются константами. Несложно увидеть, что
здесь возникает 4 различных латинских квадрата.

2) Ровно одна из функций f1, f2 являетсяя константой. Заметим, что
выбор номера константной функции и выбор значения константы
может быть выполнен четырьмя способами. Без ограничения общ-
ности рассмотрим случай, когда f1 отлична от константы и f2 тож-
дественно равна 0. Значит, f1 является тождественной функцией,
либо отрицанием. Так как отрицание может быть опущено на пере-
менную, множество латинских квадратов, задаваемых семейством,
в котором f1(x) = x, и семейством, в котором f1(x) = x, совпа-
дают, и без ограничения общности можно считать, что f1(x) = x.
Заметим, что получаемые в этом случае латинские квадраты будут
отличаться от латинских квадратов, учтенных в прошлом пункте,
тогда и только тогда, когда функция π2 отлична от константы.
Таких функций 14. Очевидно, что различные функции π2 задают
различные латинские квадраты. Значит, общее число новых латин-
ских квадратов, полученных в этом пункте, равно 14 · 4 = 56.
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Таким образом, общее число латинских квадратов, порожденных пра-
вильными семействами порядка 2, равно 56 + 4 = 60.

Заметим, что из приведенных выше рассуждений в частности следу-
ет, что число различных правильных семейств порядка 2 равно 12.

Все 60 латинских квадратов были перечислены явно, используя при-
веденные выше рассуждения. В работе мы ограничимся анализом клас-
сов изоморфизма. Представители классов и результаты анализа содер-
жатся в таблице 1 в Приложении. Полиномиальная полнота устанавли-
валась в соответствии с упомянутым критерием из работы [7]. В четвер-
том столбце таблицы указан номер нарушенного необходимого условия
полноты.

4. Перестановочная конструкция

Усилим конструкцию, связанную с правильными семействами, следую-
щим образом. Пусть n ∈ N, F = {f1, . . . , fn} — правильное семейство
булевых функций, α, β, γ ∈ Sn — перестановки на множестве {1, . . . , n}.
Наложим перестановки α, β, γ на индексы переменных x и y и номера
функций g в представлении (1):

gγ(1) = xα(1) ⊕ yβ(1) ⊕ f1(π1(xα(1), yβ(1)), . . . , πn(xα(n), yβ(n))),
...

gγ(n) = xα(n) ⊕ yβ(n) ⊕ fn(π1(xα(1), yβ(1)), . . . , πn(xα(n), yβ(n))).
(2)

Заметим, что исходное задание (1) получается из формул (2) при выборе
тождественных перестановок в качестве α, β и γ.

Теорема 2. При любых перестановках α, β, γ ∈ Sn и любых функци-
ях от двух переменных π1, . . . , πn система функций g1, . . . , gn задает
латинский квадрат.

Доказательство. Так как любая перестановка может быть разложена
в произведение транспозиций, наложение перестановок α, β и γ на си-
стему (1) может быть сведено к цепочке наложения транспозиций, при-
чем, как несложно увидеть, транспозиции, соответствующие разным пе-
рестановкам, коммутируют. Докажем утверждение теоремы индукцией
по длине цепочек транспозиций.

Базис индукции: если длина всех цепочек равна 0, система (2) прини-
мает вид (1), и утверждение теоремы следует из правильности семейства
F .
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Индуктивный переход: пусть утверждение верно для перестановок
α′, β′, γ′. Покажем, что в этом случае к любой из этих перестановок
можно применить произвольную транспозицию без нарушения условия
теоремы. Достаточно доказать три утверждения.

1) Пусть α0 — транспозиция, переставляющая переменные с номерами
s и t, s < t, π1, . . . , πn — произвольные функции от двух перемен-
ных, α = α0 ·α′, β = β′, γ = γ′. Тогда система (2) задает латинский
квадрат.

2) Пусть β0 — транспозиция, переставляющая переменные с номерами
s и t, s < t, π1, . . . , πn — произвольные функции от двух перемен-
ных, α = α′, β = β0 · β′, γ = γ′. Тогда система (2) задает латинский
квадрат.

3) Пусть γ0 — транспозиция, переставляющая функции с номерами s
и t, s < t, π1, . . . , πn — произвольные функции от двух переменных,
α = α′, β = β′, γ = γ0 · γ′. Тогда система (2) задает латинский
квадрат.

Для доказательства первого утверждения рассмотрим латинский
квадрат LS, порожденный перестановками α′, β′, γ′. Дополнительно при-
меним перестановку α0. Порожденную новой системой матрицу обозна-
чим LS′. Несложно заметить, что действие перестановки α0 — это заме-
на всех вхождений s-того разряда в номере строки на t-тый и наоборот.
Это эквивалентно перестановке строк LS, при которой меняются места-
ми строки с номерами вида (a1, . . . , as−1, 0, as+1, . . . , at−1, 1, at+1, . . . , an) и
(a1, . . . , as−1, 1, as+1, . . . , at−1, 0, at+1, . . . , an). Следовательно матрица LS′

получается применением изотопии к латинскому квадрату LS, то есть
является латинским квадратом.

Второе утверждение доказывается аналогично, с заменой строк на
столбцы.

Для доказательства третьего утверждения достаточно заметить, что
транспозиция γ0 действует как “перекодировка” элементов, меняя ме-
стами элементы, двоичное представление которых отличается только в
позициях s и t. Следовательно, получающаяся матрица вновь изотоп-
на исходному латинскому квадрату и, значит, сама является латинским
квадратом.

В силу произвольности выбора функций π1, . . . , πn доказательство
индуктивного перехода завершено.
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Расходы памяти на хранение перестановок α, β, γ невелики — они со-
ставляют 3n] log n[, что мало по сранению с памятью, требующейся для
задания булевой функции от n переменных. В то же время возникающие
новые латинские квадраты могут оказаться более предпочтительными с
точки зрения приложений. В частности, в случае n = 2, как будет пока-
зано в следующем разделе, конструкция (2) позволяет получить значи-
тельное число полиномиально полных квазигрупп.

5. Латинские квадраты порядка 4, задаваемые пе-
рестановочной конструкцией

Теорема 3. Перестановочная конструкция при n = 2 порождает 240
различных латинских квадрата, лежащих в 29 различных классах изо-
морфизма. При этом 112 полученных латинских квадрата задают по-
линомиально полные квазигруппы, лежащие в 14 различных классах изо-
морфизма.

Доказательство. Порождаемые латинские квадраты были перечислены
явно: к каждому из 60 функциональных заданий латинских квадратов,
найденных в теореме 1, применялось по 8 перестановок (произвольных
комбинаций транспозиций x1 и x2, y1 и y2, z1 и z2). В результате возникло
480 латинских квадратов, 240 из которых оказались попарно различны-
ми. В работе мы ограничимся анализом классов изоморфизма. Предста-
вители классов выписаны в Приложении. Результаты анализа содержат-
ся в таблице 2 Приложения. Полиномиальная полнота устанавливалась в
соответствии с критерием из работы [7]. В третьем столбце таблицы ука-
зано нарушенное необходимое условие полноты или поставлен прочерк,
если квазигруппа полиномиально полна.

6. Заключение

В работе проведено исследование латинских квадратов порядка 4, по-
лучаемых с помощью правильных семейств булевых функций порядка
2. Установлено, что все соответствующие квазигруппы не являются по-
линомиально полными. Предложено усиление конструкции правильных
семейств, названное перестановочной конструкцией. Показано, что сре-
ди квазигрупп, связанных с новыми латинскими квадратами, имеется
значительное число полиномиально полных.
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Приложение

Таблица 1
Номер Мощность класса Представитель класса Нарушение полноты

1 4

0 1 2 3
1 0 3 2
2 3 0 1
3 2 1 0

I

2 8

0 3 2 1
3 2 1 0
2 1 0 3
1 0 3 2

I

3 8

2 3 0 1
1 2 3 0
0 1 2 3
3 0 1 2

I

4 8

0 3 2 1
1 2 3 0
2 1 0 3
3 0 1 2

I

5 8

2 1 0 3
3 2 1 0
0 3 2 1
1 0 3 2

I

Продолжение на следующей странице
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Таблица 1, продолжение
Номер Мощность класса Представитель класса Нарушение полноты

6 8

0 1 2 3
3 2 1 0
2 3 0 1
1 0 3 2

I

7 8

2 1 0 3
1 2 3 0
0 3 2 1
3 0 1 2

I

8 8

0 1 2 3
1 2 3 0
2 3 0 1
3 0 1 2

I

Таблица 1: Результаты анализа классов изоморфизма ла-
тинских квадратов, порожденных с помощью конструк-
ции В.А. Носова правильными семействами булевых
функций порядка 2

Таблица 2
Номер Мощность класса Представитель класса Нарушение полноты

1 4

0 1 2 3
1 0 3 2
2 3 0 1
3 2 1 0

I

2 8

0 3 2 1
3 2 1 0
2 1 0 3
1 0 3 2

I

3 8

2 3 0 1
1 2 3 0
0 1 2 3
3 0 1 2

I

Продолжение на следующей странице
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Таблица 2, продолжение
Номер Мощность класса Представитель класса Нарушение полноты

4 12

0 3 2 1
1 2 3 0
2 1 0 3
3 0 1 2

I

5 8

2 1 0 3
3 2 1 0
0 3 2 1
1 0 3 2

I

6 12

0 1 2 3
3 2 1 0
2 3 0 1
1 0 3 2

I

7 12

2 1 0 3
1 2 3 0
0 3 2 1
3 0 1 2

I

8 8

0 1 2 3
1 2 3 0
2 3 0 1
3 0 1 2

I

9 8

0 3 1 2
3 1 2 0
1 2 0 3
2 0 3 1

—

10 8

1 3 0 2
2 1 3 0
0 2 1 3
3 0 2 1

—

11 8

0 3 1 2
2 1 3 0
1 2 0 3
3 0 2 1

II.1

Продолжение на следующей странице
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Таблица 2, продолжение
Номер Мощность класса Представитель класса Нарушение полноты

12 8

1 2 0 3
3 1 2 0
0 3 1 2
2 0 3 1

—

13 8

0 2 1 3
3 1 2 0
1 3 0 2
2 0 3 1

—

14 8

1 2 0 3
2 1 3 0
0 3 1 2
3 0 2 1

II.1

15 8

1 3 0 2
3 0 2 1
0 2 1 3
2 1 3 0

—

16 8

1 3 0 2
2 0 3 1
0 2 1 3
3 1 2 0

—

17 8

1 2 0 3
3 0 2 1
0 3 1 2
2 1 3 0

II.1

18 8

0 2 3 1
3 1 2 0
2 0 1 3
1 3 0 2

—

19 8

2 0 3 1
1 3 2 0
0 2 1 3
3 1 0 2

—

Продолжение на следующей странице
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Таблица 2, продолжение
Номер Мощность класса Представитель класса Нарушение полноты

20 8

0 2 3 1
1 3 2 0
2 0 1 3
3 1 0 2

II.1

21 8

2 0 1 3
3 1 2 0
0 2 3 1
1 3 0 2

—

22 8

0 2 1 3
3 1 2 0
2 0 3 1
1 3 0 2

I

23 8

2 0 3 1
3 1 0 2
0 2 1 3
1 3 2 0

—

24 8

2 0 3 1
1 3 0 2
0 2 1 3
3 1 2 0

I

25 8

0 1 3 2
3 2 1 0
1 0 2 3
2 3 0 1

—

26 8

1 0 3 2
2 3 1 0
0 1 2 3
3 2 0 1

—

27 8

1 0 2 3
3 2 1 0
0 1 3 2
2 3 0 1

—

Продолжение на следующей странице
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Таблица 2, продолжение
Номер Мощность класса Представитель класса Нарушение полноты

28 8

0 1 2 3
3 2 1 0
1 0 3 2
2 3 0 1

II.3

29 8

1 0 3 2
3 2 0 1
0 1 2 3
2 3 1 0

—

Таблица 2: Результаты анализа классов изоморфизма ла-
тинских квадратов, порожденных с помощью перестано-
вочной конструкции правильными семействами булевых
функций порядка 2

Investigations of quasigroups generated by proper families of
boolean functions of order 2

Piven N.A.

Keywords: Quasigroup, Latin square, parametric assignment,
polynomial completeness, proper families of functions

We analyze all Latin squares of order 4 generated by proper families of
Boolean functions. It turns out that all these Latin squares define

polynomially incomplete quasigroups. We propose a generalization of the
construction based on proper families. As a result, the number of generated

Latin squares grows four times, and an essential number of the
corresponding quasigroups becomes polynomially complete.
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Часть 2.
Математические модели





Об автоматных функциях с магазинной
памятью

Иванов И.Е.

Известно, что автоматы с магазинной памятью сохраняют мно-
жество периодических последовательностей. Ранее автор привёл
верхние и нижние оценки на максимальный период выходной по-
следовательности автономного автомата с магазинной памятью в
зависимости от характеристик автомата. В данной работе приво-
дятся оценки на максимальный период выходной последовательно-
сти для общего случая. Период выходный последовательности был
изучен главным образом как функция от периода входной после-
довательности.

Ключевые слова: автомат с магазинной памятью, детерми-
нированная функция, периодические последовательности.

1. Введение

Теория автоматов как конечных, так и бесконечных начала активно раз-
виваться в 50-е годы прошлого века. Разумеется, упоминания были и
раньше. Машины Тьюринга были введены А.Тьюрингом в 1936 году [35].
Несколько позже в работе Мак-Каллока и Питтса [30] появилось понятие
конечного автомата.

Развитие теории автоматов было стимулировано развитием теории
формальных грамматик, основной задачей которой было построение ма-
тематической модели для описания естественных языков. Основопола-
гающими работами данной тематики можно считать работы американ-
ского ученого Н.Хомского [36], [37], в которых и были сформулированы
современные подходы теории формальных грамматик. Их основным ре-
зультатом можно считать построение иерархии Хомского, то есть клас-
сификации формальных грамматик по правилам вывода.

Оказалось, что каждому классу иерархии соотвествует свой тип рас-
познавателя. Для регулярных языков распознавателем является конеч-
ный автомат [21]. Конечные автоматы как распознаватели языков изуча-
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лись очень широко и довольно скоро стали самостоятельным объектом
исследований. Была доказана эквивалентность классов детерминирован-
ных и недетерминированных конечных автоматов [34], алгоритмически
решена проблема эквивалентности автоматов [32]. Для регулярных язы-
ков были алгоритмически решены следующие проблемы: проблема при-
надлежности слова языку, проблема пустоты языка, проблема бесконеч-
ности языка. Была доказана замкнутость регулярных языков относи-
тельно операций объединения, пересечения и дополнения. Обзор по этим
результатам можно найти в [1], [10].

Понятие регулярности было обобщено для бесконечных последова-
тельностей (ω-языки). Мак-Нотон показал, что и в этом случае акцеп-
тором является конечный автомат [31]. Обзор по результатам для ω-
языков, распознаваемых конечными автоматами, можно найти в [33],
[50].

Многие задачи для конечных автоматов в рамках теории формаль-
ных языков были решены. Было доказано существование алгоритмов по
большинству языковых проблем, например:

• Существует алгоритм проверки принадлежности слова регулярно-
му языку.

• Существует алгоритм проверки регулярного языка на пустоту.

• Существует алгоритм проверки регулярного языка на бесконеч-
ность.

• Существует алгоритм проверки эквивалентности двух регулярных
языков.

• Существует алгоритм проверки вхождения одного языка в другой
(как подмножество).

Более детально с этой областью формальных языков можно ознакомить-
ся в [1], [10].

Класс регулярных языков является самым изученным в иерархии
Хомского. Оказалось, что если расширить принятое в теории формаль-
ных грамматик определение детерминированного автомата, добавив к
нему выход, то можно не только построить всю теорию регулярных язы-
ков, но и получить новую функциональную систему, изучение которой
само по себе представляет интерес.
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В 1960-х годах возникают задачи распознавания полноты для конеч-
ных автоматов: требуется найти алгоритм, позволяющий по любой систе-
ме автоматов установить, является ли она полной или нет. Для булевых
функций, то есть автоматов без памяти, данная задача была решена
Э.Постом [43]. Для функций с задержками B.Б. Кудрявцев установил
критерии полноты [25]. Вместе с тем была показана континуальность
предполных классов автоматных функций [26]. М.И. Кратко в общем
случае доказал алгоритмическую неразрешимость распознавания пол-
ноты для конечных автоматов относительно операции суперпозиции и
обратной связи [24].

В дальнейшем задача полноты для автоматных функций была широ-
ко изучена в различных вариациях. При этом можно выделить несколько
основных подходов.

Первый связан с определением понятия равенства автоматов. Были
исследованы следующие вариации:

• А-полнота [8], [9];

• Клини-полнота [12];

• ε-полнота [49];

• полнота с учетом недостижимых состояний [53];

• N - полнота [2].

Все эти задачи оказались алгоритмически неразрешимыми.
Cледующий подход связан с изучением полноты в некоторых под-

классах автоматов. В.Б. Кудрявцев для функций с задержками описал
все предполные классы и нашел алгоритм распознавания полноты [25].
А.А. Часовских в классе линейных автоматов также описал все предпол-
ные классы и нашел алгоритм распознавания полноты конечных систем
относительно операции композиции [54].

Третий подход связан с ограничениями на исследуемые системы ав-
томатов. А.А. Летичевский привёл алгоритм решения задачи о полноте
относительно операций композиции для автоматов Медведева (конеч-
ных систем автоматных функций, выдающих свое состояние) при нали-
чии всех булевых функций [28]. В 1986 В.А. Буевич показал алгорит-
мическую разрешимость задачи А-полноты для систем, содержащих все
булевы функции [9]. В 1992 Д.Н. Бабин показал существование алго-
ритма распознавания полноты относительно суперпозиции и обратной
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связи для систем, содержащих все булевы функции [3]. Также он осуще-
ствил классификацию добавок из замкнутых классов булевых функций
по свойству алгоритмической разрешимости распознавания полноты и
показал, что обеспечивающих алгоритмическую разрешимость добавок
конечное число [4].

Задача распознавания полноты конечных систем относительно опе-
раций суперпозиции не имеет смысла, так как любая конечная система
относительно суперпозиции не является полной. Поэтому относительно
суперпозиции разумно изучать полноту бесконечных систем. Д.Н. Ба-
биным было доказано, что система, состоящая из всех одноместных ко-
нечных автоматов и всех булевых функций, полна. Это означает, что
арность множества автоматных функций равна двум (аналог 13-ой про-
блемы Гильберта для автоматных функций) [5]. В задаче выразимости
констант при наличии всех булевых функций преуспел А.А. Летунов-
ский. Им детально были изучены периодические свойства конечных ав-
томатов. В работе [29] полностью описаны периоды выходных последо-
вательностей, которые может генерировать произвольный автомат из за-
мыкания конечной системы автоматов.

Развитием функционального подхода в теории автоматов в основном
занималась советская школа теории автоматов. С основными результа-
тами можно ознакомиться в [27].

Следующим классом языков в иерархии Хомского является класс
контекстно-свободных языков. Для них распознавателем является авто-
мат с магазинной памятью. Важность магазинов (известных также под
названием стеков) в процессах обработки языков была осознана в начале
1950-х годов. Эттингер[40] и Шютценберже [38] первыми формaлизовали
понятие автомата с магазинной памятью. Эквивалентность автоматов с
магазинной памятью и контекстно-свободных грамматик была показана
Хомским[37] и Эви[39]. Очень скоро стало понятно, что класс контекстно-
свободных языков устроен сложнее класса регулярных. В работах [6], [15]
появились примеры алгоритмически неразрешаемых проблем, а именно:

• Не существует алгоритма, позволяющего установить равенство
двух контекстно-свободных языков.

• Не существует алгоритма проверки, что один контекстно-
свободный язык лежит в другом.

• Не существует алгоритма проверки, что пересечение двух
контекстно-свободных языков является пустым.
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• Не существует алгоритма проверки контекстно-свободного языка
на регулярность.

Оказалось, что многие техники работы с конечными автоматами и регу-
лярными языками для автоматов с магазинной памятью не работают. В
частности, было показано, что класс языков, распознаваемых детерми-
нированными автоматами с магазинной памятью, не равен классу всех
контекстно-свободных языков, а является его собственным подмноже-
ством [11] [38].

Так как для большинства нетривиальных языковых задач были полу-
чены отрицательные результаты в виде отсутствия алгоритмов, то были
предприняты попытки найти подклассы, в которых эти задачи имели бы
решения. Пожалуй, самой известной и трудоёмкой задачей является про-
блема эквивалентности детерминированных контекстно-свободных язы-
ков, которая была решена лишь в 1997 году французским математиком
Сенизерже (Senizergues) [46]. За почти полвека этой проблемой занима-
лись многие математики, и были получены положительные решения этой
проблемы в различных подклассах [23], [16], [52], [20], [51], [7], [42], [44],
[48], [41], [45].

Заметим, что для всех исследуемых выше подклассов детерминиро-
ванных автоматов с магазинной памятью проблема регулярности, то есть
эквивалентности конечному автомату, разрешима [47]. Тем не менее, для
всех этих подклассов проблема включения одного языка в другой алго-
ритмически неразрешима.

Несмотря на существование алгоритмов для задач проверки на регу-
лярность и эквивалентность, до сих пор во многих классах не понятна
сложность этих задач. С одними из последних результатов в этой обла-
сти можно ознакомиться в [13], [14].

Основной целью работы является изучение свойств автоматов с ма-
газинной памятью как преобразователей последовательностей. Изучение
детерминированных автоматных функций в теории конечных автоматов
позволяет строить продуктивные методы их анализа [27]. Периодиче-
ские свойства конечных автоматов — это фундамент, на основе которого
выполнено множество построений. В случае же автомата с магазинной
памятью периодические свойства почти не были изучены. Данная работа
и предыдущие работы автора [17], [18], [19] — это попытка разобраться
в этом вопросе.

Основными результатами данной работы можно считать следующие:
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• Приведена оценка на максимальную длину периода выходной по-
следовательности в зависимости от характеристик автомата.

• В случае однобуквенного алфавита удалось существенно понизить
полученную верхнюю оценку. Была дана асимптотически достижи-
мая оценка для автономного случая.

• В случае произвольного алфавита магазина удалось показать, что
существенно понизить полученную верхнюю оценку нельзя. Были
построены примеры автономных автоматов с магазинной памятью,
генерирующих периодические последовательности с длиной перио-
да, экспоненциально зависящей от характеристик автомата.

• Было доказано, что найдется такой автомат с магазинной памятью
с однобуквенным магазином, который способен преобразовывать
входную последовательность, увеличивая ее период квадратичным
образом.

• Если же в магазине автомата с магазинной памятью разрешить
иметь хотя бы два символа, то найдется такой автомат, который
сможет преобразовывать входную последовательность, увеличивая
ее период полиномиально.

Далее работа состоит из 7 разделов, включая введение, заключение
и список литературы. Во втором разделе приводятся основные опреде-
ления и постановка задачи. Следующие две части посвящены изучению
автономных автоматов с магазинной памятью. В третьем разделе изуча-
ется случай, когда алфавит магазина содержит больше двух символов,
а в четвёртом — случай однобуквенного магазина. В пятом разделе ра-
боты рассматривается автомат с магазинной памятью со входом. Далее
следуют заключение и список литературы.
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2. Определения

Инициальным детерминированным автоматом с магазинной памятью бу-
дем называть "девятку"

P = (A,Q,B,Γ, ϕ, ψ, η, q0, γ0),

где A — входной алфавит, Q — конечное множество состояний, B —
выходной алфавит, Γ — алфавит памяти (алфавит ленты магазина),
ϕ : A×Q× (Γ ∪ λ)→ Q — функция переходов, ψ : A×Q× (Γ ∪ λ)→ B
— функция выхода, η : A×Q× (Γ ∪ λ)→ Γ∗ — функция памяти, q0 ∈ Q
— начальное состояние, γ0 ∈ Γ∗ — начальная запись в магазине.

Функционирование P можно определить с помощью системы кано-
нических уравнений, которые задают в каждый момент времени t состо-
яние автомата q(t), записанное в магазине слово γ(t) и выход автомата
b(t) при подаче на вход a(t):





q(0) = q0,

γ(0) = γ0,

z(t) = LS(γ(t)),

q(t+ 1) = ϕ(a(t), q(t), z(t)),

γ(t+ 1) = S(γ(t))η(a(t), q(t), z(t)),

b(t) = ψ(a(t), q(t), z(t)),

где LS : Γ∗ → Γ∪{λ} возвращает последний символ при подаче непустого
слова и LS(λ) = λ, а S : Γ∗ → Γ∗ стирает последний символ входного
слова и S(λ) = λ.

Инициальный автомат с магазинной памятью определяет детерми-
нированную функцию f : A∗ → B∗. Обозначим через M(A,B) множе-
ство детерминированных функций, порождаемых автоматами с магазин-
ной памятью. Отметим, чтоM(A,B) содержит множество ограниченно-
детерминированных функций.

Обозначим n = |Q|, m = |Γ|, k = max
(q,z)∈Q×Γ∪{λ}

|η(q, z)| и будем гово-

рить, что P ∈M(n,m, k). Здесь n — число состояний, m — арность (или
ширина) магазина, k — максимально возможная длина записи в магазин
за один такт.

Будем говорить, что P0 = (Q,B,Γ, ϕ, ψ, η, q0, γ0), — инициальный ав-
томат с магазинной памятью без входа, если он удовлетворяет системе
канонических уравнений:
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q(0) = q0,

γ(0) = γ0,

z(t) = LS(γ(t)),

q(t+ 1) = ϕ(q(t), z(t)),

γ(t+ 1) = S(γ(t))η(q(t), z(t)),

b(t) = ψ(q(t), z(t)).

Будем говорить, что автомат с магазинной памятью без входа P0 ле-
жит вM0(n,m, k), если n = |Q|, m = |Γ|, k = max

(q,z)∈Q×Γ∪{λ}
|η(q, z)|. Для

автомата с магазинной памятью без входа обозначим L(P ) минималь-
ную длину периода периодической последовательности, которую он ге-
нерирует. Нас будет интересовать максимальная длина периода в классе
автоматовM0(n,m, k), а именно:

L(n,m, k) = max
P∈M0(n,m,k)

L(P ).

Для оценки длины периода автономного автомата с магазинной па-
мятью удобно пользоваться следующими функциями: ω(q, γ) : Q× Γ∗ →
N ∪ {∞} и π(q, γ) : Q× Γ∗ → Q, которые формально определим следую-
щим образом. Пусть автомат находится в состоянии q, а в магазине ле-
жит слово γ. Если существует такое минимальное положительное коли-
чество тактов τ работы автомата, что магазин становится пустым, а авто-
мат переходит в состояние q′, то положим, что ω(q, γ) = τ , a π(q, γ) = q′,
иначе ω(q, γ) =∞, а значение π(q, γ) не определено.

Для автомата с магазинной памятью со входом P и слова α из A+

обозначим L(P, α) — период выходной последовательности при подаче
последовательности α∞ на вход автомату с магазинной памятью P .

Данная работа посвящена исследованию свойств функций L(n,m, k)
и L(P, α).
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3. Периодическиеские свойства автономных авто-
матов с магазинной памятью при |Γ| > 1

3.1. Периодичность выходной последовательности

Известно, что автоматы автономные с магазинной памятью генерируют
периодические последовательности [22]. Приведем свое доказательство
этого факта в принятых обозначениях.

Теорема 1 ([22]). Автономный автомат с магазинной памятью P =
(Q,B,Γ, ϕ, ψ, η, q0, γ0) генерирует периодическую выходную последова-
тельность.

Доказательство. Не ограничивая общности, можно считать, что авто-
мат имеет самую общую функцию выхода, то есть B = Q × Γ ∪ {λ}
и ψ(q, z) = (q, z). Рассмотрим последовательности q(t), γ(t), z(t), задан-
ные каноническими уравнениями. Для целого h > 0 определим M(h) =
{t | |γ(t)| ≤ h}.

Если найдётся такое h0, что |M(h0)| = ∞, то это означет, что най-
дутся такие t1 и t2 из M(h0), что q(t1) = q(t2) и γ(t1) = γ(t2), что и
доказывает периодичность выходной последовательности в силу детер-
минированности канонических уравнений.

Пусть теперь для любого h выполнено, что |M(h)| < ∞. Заметим,
что M(h + 1) ⊇ M(h). Значит, начиная с некоторого номера H, будет
выполнено, что |M(h)| > 0 при h > H и, следовательно, корректно
определена последовательность th = maxM(h). В последовательности th
найдутся такие th1 < th2 , что q(th1) = q(th2) и z(th1) = z(th2). Из опреде-
ления последовательности th следует, что функционирование автомата,
начиная с моментов th, зависит лишь от верхнего символа магазина и
состояния автомата. Тогда из детерминированности канонических урав-
нений получаем, что для любого неотрицательного целого τ выполнено
q(th1 +τ) = q(th2 +τ) и z(th1 +τ) = z(th2 +τ), откуда и следует периодич-
ность последовательностей q(t) и z(t) и выходной последовательности.

3.2. Верхняя оценка

Теорема 2. При k > 1

L(n,m, k) ≤ n(knm+1 − 1)

k − 1
.
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Доказательство. Рассмотрим произвольный автономный автомат с ма-
газинной памятью P = (Q,B,Γ, ϕ, ψ, η, q0, γ0) изM0(n,m, k) и докажем
оценку для L(P ). Не ограничивая общность рассуждения, можно счи-
тать, что у выходной последовательности отсутствует предпериод и что
автомат имеет самую общую функцию выхода, то есть B = Q× Γ ∪ {λ}
и ψ(q, z) = (q, z). Пусть последовательности q(t), γ(t), z(t) заданы кано-
ническими уравнениями автомата P .

Рассмотрим несколько случаев.
Пусть автомат P достигает дна магазина бесконечное число раз, то

есть любой записанный символ будет удален из магазина. В этом случае
для всех достижимых пар изQ×Γ∗ определены функции ω и π. Нас будут
интересовать значения функций на однобуквенных словах. Причем для
каждого правила записи в магазин η(q, z) = α(1)...α(`) можно записать,
что

ω(q, z) = 1 + ω(q`, α(`)) + ω(q`−1, α(`− 1)) + ...+ ω(q1, α(1)),

где q` = ϕ(q, z), и qi = π(qi+1, α(i+ 1)).
Таким образом, можно составить систему линейных уравнений на

значения w(q, z). Пусть вектор ~ω = (ω1, ..., ωnm) — решение этой системы,
причем упорядоченное по возрастанию. Очевидно, что ω1 = 1, ωi ≤ 1 +
kωi−1 при i > 1. Из этих соотношений следует, что

ωi ≤
i−1∑

j=0

kj .

Значит, для длины периода выполнено

L(P ) ≤
∑

q∈Q
ω(q, λ) ≤ n(1 + kω1) ≤ n

nm∑

i=0

ki ≤ n(knm+1 − 1)

k − 1
.

Рассмотрим следующий случай. Пусть последовательность |γ(t)|
ограничена и |γ(t)| > 0. Рассмотрим ` = min

0<t≤L(P )
|γ(t)|. Обозначим

γ′ = γ(t0) и q′ = q(t0), где t0 таково, что |γ(t0)| = l. Не ограничивая
общности рассуждения, можно считать, что γ0 = γ′ и q0 = q′. Рассмот-
рим автомат P ′, который получится из автомата P заменой начального
слова в магазине на LS(γ′). Очевидно, что P и P ′ геренируют одни и
те же периодические последовательности. Теперь изменим поведение ав-
томата P ′ следующим образом. Тот такт работы, когда у автомата P ′
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в магазине находится однобуквенное слово LS(γ′), а сам автомат нахо-
дится в состоянии q′, разобьем на два такта: в первый такт мы стираем
LS(γ′) и остаемся в том же состоянии q′, а во втором такте пишем в
магазин нужное слово и переходим в следующее состояние. Таким обра-
зом, полученный автомат удовлетворяет предыдущему случаю, а длина
периода последовательности, которую он генерирует на 1 больше, чем у
автомата P . Таким образом, оценка верна и в данном случае.

Рассмотрим последний случай. Пусть последовательность |γ(t)| не
ограничена. Пусть ` = min

0<t≤L(P )
|γ(t)|. Обозначим γ′ = γ(t0) и q′ = q(t0),

где t0 таково, что |γ(t0)| = l. Не ограничивая общности рассуждения,
можно считать, что γ0 = γ′ и q0 = q′. Рассмотрим автомат P ′, кото-
рый получится из автомата P заменой начального слова в магазине на
LS(γ′). Очевидно, что P и P ′ геренируют одни и те же периодические
последовательности. Теперь изменим поведение автомата P ′ следующим
образом. Добавим состояние q′′. Автомат P ′ из состояния q′ переходит в
q′′, в котором опустошается магазин. При пустом магазине в состоянии
q′′ P ′ ведет себя так же, как автомат P , когда находится в состоянии
q′ и видит символ LS(γ′) магазина. Полученный автомат удовлетворяет
первому рассматриваемому случаю. Учитывая, что ω(q′′, z) = 1, видим,
что добавленное состояние не увеличивает оценку, что и завершает до-
казательство.

Пример 1.

Рассмотрим автомат P1 = (Q,B,Γ, ϕ, ψ, η, q0, γ0), где Q = {q}, B =
{0, 1}, Γ = {1, 2, ...,m}, q0 = q, γ0 = λ. Функция переходов тривиальна.
Функция выхода выдает 1, если магазин пуст; в остальных случаях — 0.
Функцию памяти определим следующим образом:

η(q, z) =





1k, если z = λ,

(i+ 1)k, если z = i < m,

λ, если z = m,

где натуральное число k > 1. Для данного автомата выпишем систему:
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ω(q, λ) = 1 + kω(q, 1),

ω(q, 1) = 1 + kω(q, 2),

...

ω(q, i) = 1 + kω(q, i+ 1),

...

ω(q,m− 1) = 1 + kω(q,m),

ω(q,m) = 1.

Длиной периода в данном автомате можно считать количество тактов
работы автомата между пустыми состояниями магазина, то есть ω(q, λ).
Из системы видно, что

ω(q, λ) =
m∑

i=0

ki.

Этот пример показывает достижимость оценки сверху из теоремы
для случая |Q| = 1, то есть из него следует, что для автомата с одним
состоянием верхняя и нижняя оценки совпадают, то есть верна следую-
щая теорема.

Теорема 3. При k > 1

L(1,m, k) =
(km+1 − 1)

k − 1
.

3.3. Нижняя оценка

Лемма 1. Пусть дана система уравнений




x0 = a+ bx1,

x1 = a+ bx2,

...

xm−1 = a+ bxm,

xm = c,

где a, b, c — некоторые действительные параметры, причем b 6= 1.
Тогда

x0 = a
bm − 1

b− 1
+ bmc.
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Доказательство.

x0 = a+ bx1 = a+ b(a+ bx2) = a+ ab+ b2x2 = a+ ab+ ab2 + b3x3 =

= ... = a(1 + b+ b2 + ...+ bm−1) + bmxm.

Отсюда и получаем, что

x0 = a
bm − 1

b− 1
+ bmc,

что и требовалось доказать.

Пример 2.

Пусть автономный автомат с магазинной памятью

Pm = (Q,B,Γ, ϕ, η, ψ, qn, λ) ∈M0(n,m, k),

где B = {0, 1}, Q = {q1, ..., qn}, Γ = {1, ...,m}, m > 1,

ψ(q, z) =

{
1, если q = q1, z = λ,

0, иначе,

ϕ(q, z) =





qi+1, если q = qi, i 6= n, z = m− 1,

qi−1, если q = qi, i 6= 0, z = m,

q, иначе,

η(q, z) =





(z + 1)k, если z < m− 1,

m1k−1, если q 6= qn, z = m− 1,

λ, иначе.,

На рисунке 1 приведем диаграмму этого автомата. Переходы автомата
описываются следующим шаблоном z/η, то есть из данного состояния
q, при значении верхнего символа магазина z, автомат записывает на
выходную ленту ψ(q, z), а в магазине стирает последний символ и до-
писывает слово η. Следующее состояние указывает стрелка. Начальное
состояние помечено символом ” ∗ ” и через запятую указана начальная
запись в магазине. Для удобства записи формул будем считать, что пу-
стому значению λ соотвествует значение z = 0.

Из уравнений следует, что

ω(q, z) = 1 + kω(q, z + 1), z < m− 1.
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b b b

m / λm / λm / λ

m-1 / m1k−1 m-1 / m1k−1 m-1 / m1k−1 m-1 / m1k−1

z/(z + 1)k, z < m− 1 z/(z + 1)k, z < m− 1 z/(z + 1)k, z < m− 1
z/(z + 1)k, z < m− 1

m-1 / λ

*, λ
q1 qn−1 qnq2

Рис. 1. Диаграмма автомата Pm.

Очевидно, что ω(qn,m− 1) = 1. При i 6= n имеем:

ω(qi,m) = 1 + ω(qi+1,m1k−1) = 1 + (k − 1)ω(qi+1, 1) + ω(qi+1,m).

Пусть ω0 — длина периода последовательности, сгенерированной ав-
томатом с магазинной памятью. Тогда ω0 = 1 + kω(q1, 1). Обозначая
ωi,j = ω(qi, j) получаем следующую систему линейных уравнений при
m > 2 (случай m = 2 будет рассмотрен отдельно):





ωn,m−1 = 1,

ωn,m−2 = 1 + kωn,m−1,

...

ωn,i = 1 + kωn,i+1,

...

ωn,1 = 1 + kωn,2,

ωn−1,m−1 = 2 + (k − 1)ωn,1,

...

ωj,m−2 = 1 + kωj,m−1,

...

ωj,i = 1 + kωj,i+1,

...

ωj,1 = 1 + kωj,2,

ωj−1,m−1 = 2 + (k − 1)ωj,1,

...

ω1,1 = 1 + kω1,2,

ω0 = 1 + kω1,1.
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Применяя лемму 1 к уравнениям вида wi,j = 1 + kwi,j+1 при каждом
фиксированном i и j = 1, ...,m−2, удается получить следующую систему
уравнений:





ωn,m−1 = 1,

ωn,1 = km−2−1
k−1 + ωn,m−1k

m−2,

ωn−1,m−1 = 2 + (k − 1)ωn,1,

...

ωi,1 = km−2−1
k−1 + ωi,m−1k

m−2,

ωi−1,m−1 = 2 + (k − 1)ωi,1,

...

ω2,1 = km−2−1
k−1 + ω2,m−1k

m−2,

ω1,m−1 = 2 + (k − 1)ω2,1,

ω0 = km−1−1
k−1 + km−1ω1,m−1.

Преобразовывая дальше, получаем:




ωn,m−1 = 1,

ωn−1,m−1 = 1 + km−2 + ωn,m−1(km−1 − km−2),

...

ωi−1,m−1 = 1 + km−2 + ωi,m−1(km−1 − km−2),

...

ω1,m−1 = 1 + km−2 + ω2,m−1(km−1 − km−2),

ω0 = km−1−1
k−1 + km−1ω1,m−1.

К полученной системе снова применим лемму 1. Получаем, что

{
ω1,m−1 = (1 + km−2) (km−1−km−2)n−1−1

km−1−km−2−1
+ (km−1 − km−2)n−1,

ω0 = km−1−1
k−1 + km−1ω1,m−1.

Откуда находим период выходной последовательности:

ω0 =
km−1 − 1

k − 1
+km−1((1+km−2)

(km−1 − km−2)n−1 − 1

km−1 − km−2 − 1
+(km−1−km−2)n−1).

Теперь перейдем к рассмотрению случая, когда m = 2. В этом случае
получается следующая система уравнений:
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ωn,1 = 1,

ωn−1,1 = 2 + (k − 1)ωn,1,

...

ωi−1,1 = 2 + (k − 1)ωi,1,

...

ω1,m−1 = 2 + (k − 1)ω2,1,

ω0 = 1 + kω1,m−1.

Применяя лемму 1 и преобразовывая, получаем, что

ω0 =

{
4n− 1, если k = 2,

1 + k
k−2((k − 1)n + (k − 1)n−1 − 2), если k > 2.

Объединяя обе формулы и учитывая, что L(Pm) = ω0, получаем ито-
говую:

L(Pm) =

{
4n− 1, если m = 2, k = 2,
km−1−1
k−1 + km−1((1 + km−2) (km−1−km−2)n−1−1

km−1−km−2−1
+ (km−1 − km−2)n−1), иначе.

К сожалению, данный пример автомата для случая k = 2, m = 2 вы-
рождается, то есть длина периода в этом случае существенно отличается.
Поэтому рассмотрим следующий пример.

Пример 3.

Пусть автономный автомат с магазинной памятью

P (n′) = (Q,B,Γ, ϕ, η, ψ, q1
s , λ) ∈M0(n,m, k),

где n′ ∈ N — параметр, B = {0, 1}, Q =
n′⊔
i=1

Qi, где Qi =

{qis, qis1, qis2, qi1, qi2, ..., qi8}, Γ = {1, 2},

ψ(q, z) =

{
1, если q = q1

s , z = λ,

0, иначе,
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ϕ(q, z) =





qis, если q = qi+1
s2 , z = 2, i < n′,

qis, если q = qi−1
8 , i > 1,

qis1, если q = qis, z = 1,

qis2, если q = qis, z = 2,

qi1, если q = qis, z = λ,

qi2, если q = qi1,

qi3, если q = qi2,

qi3, если q = qis1, z = 1,

qi4, если q = qi3,

qi5, если q = qi4,

qi5, если q = qis2, z = 1,

qi6, если q = qi5,

qi7, если q = qi6,

qi7, если q = qis1, z = 2, i < n′,

qi8, если q = qi7, i < n′,

qn
′
s , если q = qn

′
s1, z = 2,

qn
′
s , если q = qn

′
7 ,
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η(q, z) =





λ, если q = qi+1
s2 , z = 2, i < n′,

11, если q = qi−1
8 , i > 1,

λ, если q = qis, z = 1,

λ, если q = qis, z = 2,

1x, если q = qis, z = λ,

1x, если q = qi1,

1x, если q = qi2,

1x, если q = qis1, z = 1,

2x, если q = qi3,

2x, если q = qi4,

2x, если q = qis2, z = 1,

1x, если q = qi5,

2x, если q = qi6,

2x, если q = qis1, z = 2, i < n′,

2x, если q = qi7, i < n′,

λ, если q = qn
′
s1, z = 2,

1, если q = qn
′

7 .

На рисунке 2 приведем диаграмму этого автомата. Переходы автома-
та описываются следующим шаблоном z/η, то есть из данного состоя-
ния, при значении верхнего символа магазина z, автомат записывает на
выходную ленту ψ(q, z), а в магазине стирает последний символ и до-
писывает слово η. Следующее состояние указывает стрелка. Начальное
состояние помечено символом ” ∗ ” и через запятую указана начальная
запись в магазине. Для удобства записи формул будем считать, что пу-
стому значению λ соотвествует значение z = 0.

Данный автомат имитирует работу автомата из предыдущего при-
мера с n′ состояниями, k = 2, m = 4. Обозначим его P ′. Поскольку в
текущем случае Γ = {1, 2}, то чтобы имитировать автомат мы будем
использовать кодировку, приведенную в таблице 1.

Каждому состоянию P ′ соотвествует множество состояний Qi. Теку-
щий автомат устроен таким образом, что в состоянии qis в магазине будет
записан корректный код. И каждому переход из состояния qi в qj авто-
мата P ′ соовествует переход из состояний qis в qjs текущего автомата с
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Рис. 2. Диаграмма автомата P (n′).
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#1 11
#2 12
#3 21
#4 22

Таблица 1. Используемая кодировка символов.
:

аналогичной трансформацией магазина. Заметим, что в текущем случае
на этот переход может потребоваться более одного такта.

Теперь, когда стало понятно из каких соображений строился автомат,
строго подсчитаем длину периода выходящей последовательности.

Из уравнений автомата получаем:

ω(qn
′
s ,#3) = 2,

ω(qn
′
s ,#2) = 5 + ω(qn

′
s ,#3#3) = 5 + 2ω(qn

′
s ,#3) = 9,

ω(qn
′
s ,#1) = 7 + ω(qn

′
s ,#2#3#3) = 7 + 2ω(qn

′
s ,#3) + ω(qn

′
s ,#2) = 20.

Пусть 1 < i < n′. Тогда

ω(qis,#3) = 4 + ω(qi+1
s ,#4#1) = 4 + ω(qi+1

s ,#4) + ω(qi+1
s ,#1) =

= 6 + ω(qi+1
s ,#1)

и

ω(qis,#2) = 6 + ω(qi+1
s ,#3#4#1) =

= 6 + ω(qi+1
s ,#1) + ω(qi+1

s ,#4) + ω(qis,#3) =

= 14 + 2ω(qi+1
s ,#1).

Откуда получаем, что

ω(qis,#1) = 8 + ω(qi+1
s ,#2#3#4#1) = 30 + 4ω(qi+1

s ,#1).
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Из полученных выше уравнений составим следующую систему:




ω(qn
′
s ,#1) = 20,

ω(qn
′−1
s ,#1) = 30 + 4ω(qn

′
s ,#1),

...

ω(qi−1
s ,#1) = 30 + 4ω(qis,#1),

...

ω(q1
s ,#1) = 30 + 4ω(q2

s ,#1).

Воспользовавшись леммой, получаем, что

ω(q1
s ,#1) = 30 · 4n′−1 − 10.

Теперь найдем длину периода

τ = ω(q1
s , λ) = 9 + ω(q2

s ,#1#2#3#4#1) =

9 + ω(q1
s ,#1#2#3) + ω(q2

s ,#4#1) = 11 + ω(q1
s ,#1#2#3)+

+ω(q2
s ,#1) = 11 + ω(q1

s ,#1) + ω(q1
s ,#2) + ω(q1

s ,#3) + ω(q2
s ,#1) =

= 11 + ω(q1
s ,#1) + (14 + 2ω(q2

s ,#1)) + (6 + ω(qi+1
s ,#1)) + ω(q2

s ,#1) =

= 31 + ω(q1
s ,#1) + 4ω(q2

s ,#1) = 1 + 2ω(q1
s ,#1) = 15 · 4n′ − 19.

Подставляя n′ = n−1
9 , получаем

τ = 15 · 4n−1
9 − 19.

Из примеров следует, что доказана следующая теорема:

Теорема 4. При m > 1, k > 1

L(n,m, k) ≥
{

15 · 4n−1
9 − 19, при m = 2, k = 2,

(k−1
k )n−1k(m−1)n, иначе.

Замечание. При доказательстве нижней оценки было существенно
использовано то, что алфавит магазина содержит больше одного симво-
ла. В следующем разделе отдельно рассматривается случай однобуквен-
ного магазина.
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4. Периодические свойства автономных автома-
тов с однобуквенным магазином

Для получения оценок на L(n, 1, k) введем дополнительные ограниче-
ния на рассматриваемые автоматы. Пусть P — автономный автомат с
магазинной памятью с однобуквенным магазином. Будем считать, что
P генерирует периодическую последовательность без предпериода и все
состояния достижимые и встречаются бесконечное число раз в последо-
вательности q(t), заданной каноническими уравнениями. Заметим, что
если в последовательности γ(t) пустое слово встречается лишь конечное
число раз, то из-за отсутствия предпериода магазин не бывает пустым.
Поэтому в этом случае P функционируют в точности как автомат без
магазина, то есть конечный автомат. Разумеется, этот случай нас не ин-
тересует. Поэтому будем считать, что пустое слово в последовательности
γ(t) будет встречаться бесконечное число раз. Для удобства будем счи-
тать, что начальная запись в магазине пустая, то есть γ0 = λ. Будем
рассматривать наиболее общую функцию выхода ψ(q, z) = (q, z), то есть
B = Q × Γ ∪ {λ}. Очевидно, что наложение описанных ограничений на
класс автоматов не меняют максимальную длину периода внутри класса
автоматов.

Обозначим черезM′0(n, 1, k) множество автоматов P изM′0(n, 1, k),
для которых выполнены описанные выше ограничения, а именно:

• периодическая последовательность, сгенерированная P , не имеет
предпериода;

• все состояния достижимы бесконечное число раз;

• γ0 = λ;

• B = Q× Γ ∪ {λ} и ψ(q, z) = (q, z).

Очевидно, что выполнено

L(n, 1, k) = max
P∈M′0(n,1,k)

L(P ),

поэтому далее будем рассматривать автоматы только изM′0(n, 1, k).
Введем еще несколько определений, необходимых для дальнейших

рассуждений. Для автомата P выделим множество стирающих состоя-
ний

S = {q ∈ Q | η(q, 1) = λ}.
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Если q ∈W = Q\S, то будем говорить, что состояние пишущее. В множе-
стве пишущих состояний выделим подмножество нейтральных состояний

N = {q ∈ Q | η(q, 1) = 1},
то есть таких, при прохождении через которые непустое слово, записан-
ное в магазине, не изменяет свою длину.

Если в автомате P найдется множество состояний C = {c1, ..., c`} ⊆ Q
такое, что выполнено ϕ(ci, 1) = ci+1 для i = 1, .., l−1 и ϕ(c`, 1) = c1, то бу-
дем говорить, что C является автоматным циклом. Длиной автоматного
цикла C будем называть число состояний в этом цикле.

Для автомата P однозначно определены последовательности состо-
яний и состояний магазина согласно каноническим уравнениям. Будем
говорить, что автоматный цикл C достижим, если найдется такой мо-
мент времени t1, что выполнены следующие условия:

1) {q(t1), q(t1 + 1), ..., q(t1 + |C| − 1)} = C;

2) z(t1) = z(t1 + 1) = ... = z(t1 + |C| − 1) = 1.

Каждому автоматному циклу сопоставим индекс — число, на кото-
рое изменится длина памяти магазина при одном проходе по нему. Будем
называть автоматный цикл стирающим, если индекс отрицательный, то
есть количество символов в магазине при одном проходе по циклу умень-
шается. Если индекс автоматного цикла неотрицательный, то будем го-
ворить, что автоматный цикл пишущий.

Будем называть конфигурацией автомата пару его состояние и состо-
яние магазина c(t) = (q(t), γ(t)). Будем говорить, что конфигурация c2

достижима из конфигурации c1, и писать c1 ⇒ c2, если автомат с мага-
зинной памятью из конфигурации c1 перейдет в конфигурацию c2 через
конечное число тактов.

В некоторых случаях нас будет интересовать поведение автомата при
непустом магазине. В таких случаях будем говорить, что конфигурация
c2 достижима без опустошения магазина из конфигурации c1, и писать
c1 V c2, если конфигурация c2 достижима из конфигурации c1 и во
всех промежуточных конфигурация, исключая c1 и c2, магазин не пуст.
Заметим, что и c1, и c2 могут иметь пустой магазин.

4.1. Доказательство нижней оценки L(n,1,k)

Пример 4.
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Пусть автономный автомат с магазинной памятью

P (s) = (Q,B,Γ, ϕ, ψ, η, rh, λ) ∈M0(n, 1, k),

где 0 < s < n, B = {0, 1}, Q = {q1, ..., qn−s, r1, ..., rs}, Γ = {1}, h =
(((k − 1)(n− s+ 1) + 2) mod s) + 1

ψ(q, z) =

{
1, если q = qh, z = λ,

0, иначе,

ϕ(q, z) =





qi+1, если q = qi, i 6= n− s,
r1, если q = qn−s,

ri+1, если q = ri, z = 1,

q1, если q = rh, z = λ,

q
1+[

(h−1−i) mod s
k−1

]
, если q = ri, i 6= h, z = λ,

q, иначе,

η(q, z) =





1k, если q = qi,

1k, если q = rh, z = λ,

1k−1−((h−1−i) mod s) mod (k−1), если q = ri, i 6= h, z = λ,

λ, иначе.

На рисунке 3 приведем диаграмму этого автомата для n = 8, k = 3
и s = 5. Переходы автомата описываются следующим шаблоном z/η, то
есть из данного состояния, при значении верхнего символа магазина z,
автомат записывает на выходную ленту ψ(q, z), а в магазине стирает по-
следний символ и дописывает слово η. Следующее состояние указывает
стрелка. Начальное состояние помечено ” ∗ ” и через запятую указана
начальная запись в магазине.

Опишем функционирование описанного выше автомата P (s) и пояс-
ним его канонические уравнения. Автомат начинает работу из состоя-
ния rh и с пустым магазином. Далее автомат максимально заполняет
магазин, проходя по состояниям q1, ..., qn−s до тех пор, пока не попа-
дает в стирающий цикл r1, ..., rs. В состоянии r1 в магазине записано
(k − 1)(n − s + 1) + 1 символов. Так как дальше при каждом заполне-
нии магазина мы будем уменьшать на единицу количество записываемых
символов, то состояния, в которых, магазин становится пустым, будут
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Рис. 3. Диаграмма автомата P (s) при n = 8, k = 3 и s = 5.
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меняться последовательно. То есть если мы стартовали из состоянии
ri+1 при пустом магазине, то, заполнив и опустошив магазин, автомат
окажется в состоянии ri. Исходя из этого, мы и получаем формулу для
номера начального состояния. Мы подберем rh таким, чтобы, заполняя
магазин максимально возможным количеством символов, после стира-
ния их попасть в состояние rh−1. Отсюда получаем, что

h = (((k − 1)(n− s+ 1) + 2) mod s) + 1.

Следующим требующем объяснения моментом в описании уравнений
автомата является его поведение при опустошении магазина, то есть в
состояниии ri и z = λ. По сказанному выше в состоянии rh автомат пи-
шет максимально возможное количество символов в магазин. Значит, из
этого состояния при пустом магазине автомат должен перейти в состо-
яние q1 и записать при этом слово длины k в магазин. При следующем
опустошении магазина мы окажемся в состоянии rh−1. Из этого состоя-
ния начинается заполнение магазина. Причем автомат должен записать
на единицу меньше символов в магазин. Следовательно, из состояния
rh−1 автомат перейдет в состояние q1, и в магазин будет записано слово
длины k−1. Продолжая опустошать магазин, автомат будет писать на 1
символ меньше и переходить в состояние q1 до тех пор, пока не придётся
записать один символ. После этого мы уже не сможем перейти в состоя-
ние q1, так как зациклимся. Следовательно, мы должны будем перейти
в состояние q2 и записать в магазин k − 1 символ по той же причине. И
далее при переходе из стирающего цикла мы будем писать от k − 1 до 1
символа в магазин, после чего будем менять состояние перехода.

Подсчитаем длину периода L(P (s)). Удобно считать стирающие так-
ты и записывающие по отдельности:

L(P (s)) = τзаписи + τстирания,

где

τстирания =
s−1∑

i=0

((n−s+1)(k−1)+1− i) = s(k−1)(n−s+1)+s− s(s− 1)

2
,

τзаписи = s(n− s+ 1)−
s−2∑

i=0

[
i

k − 1
].
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Таким образом, длина периода сгенерированной им последователь-
ности равна

L(P (s)) = sk(n− s+ 1) + s− s(s− 1)

2
−

s−2∑

i=0

[
i

k − 1
].

Лемма 2. Для натуральных s, k > 1 выполнено

s2

2(k − 1)
− 3s

2
≤

s−2∑

i=0

[
i

k − 1
] ≤ s2

2(k − 1)
+

3s

2
.

Доказательство. Пусть f(s) =
s−1∑
i=0

[ i
k−1 ]. Тогда

f(s) = (k − 1)

[ s
k−1

]−1∑

i=0

i+ [
s

k − 1
](s mod (k − 1)) =

= (k − 1)
[ s
k−1 ]([ s

k−1 ]− 1)

2
+ [

s

k − 1
](s mod (k − 1)).

Отсюда получаем, что

f(s) ≤ (k − 1)
s

k−1( s
k−1 − 1)

2
=

s2

2(k − 1)
− s

2

и

f(s) ≥ (k − 1)
( s
k−1 + 1) s

k−1

2
+ s =

s2

2(k − 1)
+

3s

2
.

Так как
s−2∑

i=0

[
i

k − 1
] = f(s)− [

s− 1

k − 1
],

то
s2

2(k − 1)
− 3s

2
≤

s−2∑

i=0

[
i

k − 1
] ≤ s2

2(k − 1)
+

3s

2
,

что и требовалось доказать.
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Применяя лемму, получаем, что

L(P (s)) ≥ sk(n−s+1)+s−s(s− 1)

2
− s2

2(k − 1)
−3s

2
= sk(n−s+1)− ks2

2(k − 1)
.

Полагая P = P (s) при s = [ k−1
2k−1n], получаем, что

L(P ) ≥ [
k − 1

2k − 1
n]k(n− [

k − 1

2k − 1
n] + 1)−

k([ k−1
2k−1n])2

2(k − 1)
≥

≥ (
k − 1

2k − 1
n− 1)k(n− k − 1

2k − 1
n+ 1)−

k( k−1
2k−1n)2

2(k − 1)
=

=
k(k − 1)

4k − 2
n2 − 1

2k − 1
n− 1.

Данный пример доказывает нижние оценки на L(n, 1, k).

Теорема 5. При k > 1 и n→∞

L(n, 1, k) ≥ k(k − 1)

4k − 2
n2(1 + o(1)).

Теорема 6. При n > 1 и k →∞

L(n, 1, k) ≥ n2

4
k(1 + o(1)).

4.2. Доказательство верхней оценки L(n,1,k)

Сформулируем и докажем несколько вспомогательных утверждений.

Лемма 3. Пусть P — автомат с магазинной памятью изM′0(n, 1, k).
Тогда сущестует автомат c магазинной памятью P ′ из M′0(n, 1, k),
который в процессе функционирования не бывает с пустым магазином
два такта подряд, и периоды выходных последовательностей автома-
тов P и P ′ отличаются не более чем на n.

Доказательство. Пусть автомат P при очередном такте стирает послед-
ний символ из магазина, оказываясь в некотором состоянии q, и далее
проходит еще несколько состояний, не делая записей в магазин. После
чего попадает в состояние q1, в котором пишет непустое слово 1` и пе-
реходит в состояние q2. Тогда можно трансформировать автомат P так,
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чтобы из состояния q автомат сразу переходил в q2 и писал при этом в
магазин 1`. Делая такую трансформацию для всех аналогичных состоя-
ний, получаем автомат P ′, который удовлетворяет условием леммы, так
как внутри одного периода автомат может быть с пустым магазином не
более n раз.

4.2.1. Простая верхняя оценка

Теперь непосредственно приступим к доказательству верхней оценки на
L(n, 1, k).

Лемма 4. Пусть P — автомат с магазинной памятью изM′0(n, 1, k).
Тогда

L(P ) ≤ n(hmax + 1),

где hmax = max
t
|γ(t)| — максимальное количество символов, которое

может быть записано в магазине.

Доказательство. Заметим, что из определения класса M′0(n, 1, k) сле-
дует, что hmax всегда существует, то есть hmax < ∞. Внутри одного пе-
риода автомат может находиться в состоянии q только с разными состо-
яниями магазина от пустого до содержащего hmax символов. Суммируя
по всем состояниям, получаем требуемую оценку.

Утверждение 1. При k > 1

L(n, 1, k) ≤ (k − 1)n2 + 2n.

Доказательство. Так как среди n состояний должно быть хотя бы одно
стирающее, то n−1 пишущее состояние не может записать больше n(k−
1)+1, то есть hmax ≤ n(k−1)+1. Подставляя эту оценку в предыдущую
лемму, получаем требуемое.

4.2.2. Случай пишущего автоматного цикла

Лемма 5. Пусть P — автомат с магазинной памятью изM′0(n, 1, k).
Если в P есть достижимый пишущий автоматный цикл, то период
сгенерированной P последовательности равен длине этого цикла.

Доказательство. Если в P есть достижимый пишущий цикл, то автомат
не может его покинуть, так как магазин уже никогда не будет пустым
в силу неотрицательности индекса. Значит, период будет равен длине
цикла.
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Замечание. В силу доказанной леммы далее не имеет смысл рас-
сматривать автоматы с достижимыми пишущими циклами. Будем счи-
тать, что если в автомате есть достижимый цикл, то он стирающий.

4.2.3. Случай без автоматных циклов

В этом разделе будет дана оценка на максимальную длину периода вы-
ходной последовательсти для автомата без стирающих циклов.

Лемма 6. Пусть P — автомат с магазинной памятью изM′0(n, 1, k).
Если P не имеет автоматных циклов, то период сгенерированной P
последовательности не превосходит k−1

k n2 + 2n.

Доказательство. Оценим hmax. Так как в P нет автоматных циклов, то
hmax не может быть большим. Максимально возможное значение hmax
можно получить следующем образом. Необходимо в автомате иметь мак-
симально возможное число w пишущих по k символов состояний так,
чтобы оставшихся s = n − w состояний хватило, чтобы стереть то, что
было записано. Все стирания должы быть сделаны в разных состояниях,
так как стирающих циклов нет. Отсюда получаем следующее условие:

hmax ≤ (w + 1)(k − 1) + 1 = s.

Решая, получаем, что

hmax ≤ s =
k − 1

k
n+ 1.

Подставляя hmax в полученную выше оценку, получаем требуемое.

Обозначим L0(n, k) = k−1
2k n

2 + 5n.

Утверждение 2. Пусть P — автомат с магазинной памятью из клас-
саM′0(n, 1, k). Если P не имеет автоматных циклов или имеет только
недостижимые пищущие автоматные циклы, то период сгенерирован-
ной P последовательности не превосходит L0(n, k).

Доказательство. При функционировании автомата P найдется после-
довательность тактов от t1 до t2, когда из пустого магазина автомат
заполняет магазин до уровня в hmax символов, то есть γ(t1) = λ,
γ(t2) = 1hmax и γ(t) 6= λ при t1 < t ≤ t2. Очевидно, что каждое состояние
q(t) при t1 < t ≤ t2 не может встречаться в одном периоде больше, чем
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|γ(t)|+ 1 раз в силу определения hmax. Пусть hmax = 1 + h0 + h1(k − 1),
где 0 ≤ h0 < k − 1. Нетрудно видеть, что в отрезке от t1 + 1 до t2 най-
дутся такие ti, что будет выполнено |γ(ti)| ≤ (k − 1)i+ 1 при i = 1, ..., h1

и q(ti) ∈W . Учитывая это, получаем, что

L(P ) ≤ (hmax + 1)(n− h1) +

h1∑

i=1

(2 + i(k − 1)) =

= (hmax + 1)n−
h1∑

i=1

(hmax − 2− i(k − 1)) =

= (hmax + 1)n−
h1∑

i=1

(h0 + (h1 − i)(k − 1)− 1) =

= (hmax + 1)n+ h1 − h0h1 −
(k − 1)h1(h1 − 1)

2
=

= (hmax+1)n+
h1(k + 2− h0 − hmax)

2
≤ (hmax+1)n+

hmax(k + 2− hmax)

2(k − 1)
.

Каждому состоянию q сопоставим число h(q), равное максимальному
числу символов в магазине, которое может быть при достижении этого
состояния. Заметим, что оценку удалось улучшить за счет уточнения
функции h(q) для некоторых пишущих состоятий q пользуясь тем, что
автомат за один такт может писать ограниченное количество символов.
Теперь сделаем аналогичное уточнение при стирании магазина, то есть
для стирающих состояний.

Покажем, что в P для любого натурального d такого, что 1 ≤ d <
hmax, найдется такое стирающее q, что h(q) = d. Рассмотрим последова-
тельность тактов от t2 до t3, когда автомат стирает магазин от hmax до
пустого, то есть γ(t2) = 1hmax , γ(t3) = λ и γ(t) 6= λ при t2 < t < t3. В этом
отрезке найдется такой номер t′, что q(t′) = q0 ∈ S и |γ(t′)| = d. Если
h(q0) = d, то заканчиваем процедуру поиска. Если h(q0) > d, то это озна-
чает, что найдется момент времени t4 такой, что q(t4) = q0 и |γ(t4)| > d.
Тогда пусть t5 таково, что γ(t5) = λ и при t4 < t < t5 γ(t5) 6= λ. На этом
новом отрезке выберем аналогичным образом t′′ такое, что q(t′′) = q1 ∈ S
и |γ(t′)| = d и так далее. Возможны два результата работы этой процеду-
ры: мы найдем такое qi, что h(qi) = d или последовательность q0, q1, ..., q`
зациклится. Если последовательность зациклилась, то это означает, что
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в автомате есть стирающий автоматный цикл, что противоречит усло-
вию. Значит, данная процедура всегда приводит к нахождению требуе-
мого состояния.

Таким образом, мы можем понизить верхнюю оценку еще на
hmax(hmax−1)

2 , то есть получаем, что выполнено:

L(P ) ≤ (hmax + 1)n+
hmax(k + 2− hmax)

2(k − 1)
− hmax(hmax − 1)

2
.

Максимизируя выражение по hmax при условии, что 0 ≤ hmax ≤ (k−1)n
k +

1, получаем, что L(P ) ≤ k−1
2k n

2 + 5n, что и требовалось доказать.

Пример 5.

Для n ≥ 3 и k ≥ 2 рассмотрим автономный автомат с магазинной
памятью P0 = (Q,B,Γ, ϕ, ψ, η, rs, λ) ∈ M0(n, 1, k), где s = n − 1 − [n−3

k ],
x = s − 1 − (k − 1)(n − s − 1), B = {0, 1}, Q = {q1, ..., qn−s, r1, r2..., rs},
Γ = {1},

ψ(q, z) =

{
1, если q = r2, z = λ,

0, иначе,

ϕ(q, z) =





qi+1, если q = qi, i 6= n− s,
r1, если q = qn−s,

ri+1, если q = ri, i 6= s, z = 1,

qn−s, если q = rs, z = λ,

q1, если q = rs−1, z = λ,

qn−s−[ i−1
k−1

], если q = ri, 1 < i < s− 1, z = λ,

q, иначе,
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Рис. 4. Диаграмма автомата P0 при n = 8, k = 3.

η(q, z) =





1k, если q = qi, i 6= n− s,
1, если q = qn−s,

λ, если q = ri, z = 1,

1, если q = rs, z = λ,

1x, если q = rs−1, z = λ,

1k−1, если q = ri, z = λ, i mod (k − 1) = 0,

1i mod (k−1), если q = ri, z = λ, i mod (k − 1) 6= 0,

λ, иначе.

На рисунке 4 приведем диаграмму этого автомата для n = 8 и k = 3.
Переходы автомата описываются следующим шаблоном z/η, то есть из
данного состояния, при значении верхнего символа магазина z, автомат
записывает на выходную ленту ψ(q, z), а в магазине стирает последний
символ и дописывает слово η. Следующее состояние указывает стрелка.
Начальное состояние помечено ” ∗ ” и через запятую указана начальная
запись в магазине.

Опишем функционирование описанного выше автомата P0 и поясним
его канонические уравнения. Состояния автомата поделены на две груп-
пы: {q1, ..., qn−s} — состояния, в которых происходит наполнение магази-
на, и состояния {r1, ..., rs}, в которых происходит опустошение магази-
на. Автомат начинает свою работу из состояния rs с пустым магазином.
Далее автомат переходит в первую группу состояний, где происходит за-
пись в магазин, после заполнения автомат переходит во вторую группу
состояний, a именно: в состояние q1 с одним записанным символом в ма-
газине. Далее происходит опустошение. После чего подобные итерации
повторяются с той лишь разницей, что каждую последующую итерацию
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количество записанных в магазин символов увеличивается на 1 вплоть
до значения s−1. После стирания s−1 символа автомат опять попадает
в состояние rs.

Аналогично предыдущему примеру получаем, что

L(P0) =
(s− 1)s

2
+ (s− 1)(n− s) + x−

s−2−x∑

i=0

[
i

k − 1
].

Оценим L(P0), пользуясь леммой из предыдущего примера, и упро-
стим выражение:

L(P0) ≥ (s− 1)s

2
+(s−1)(n−s)+x− (s− x)2

2(k − 1)
−3(s− x)

2
≥ sn− s2k

2(k − 1)
−s.

Далее подставим оценки на s:

L(P0) ≥ n(n−2−n− 3

k
)−(n− 1− n−3

k )2k

2(k − 1)
+(n−1−n− 3

k
) ≥ k − 1

2k
n2−3n−2.

Замечание. Нижняя оценка, полученная в примере, асимптотически
совпадает с доказанной верхней оценкой при n→∞.

4.2.4. Дополнительные определения

Перейдем к рассмотрению основного случая, когда в автомате с мага-
зинной памятью есть стирающие автоматные циклы.

Пусть в автомате P из M′0(n, 1, k) есть хотя бы один автоматный
цикл. Выберем любой и обозначим C. Тогда для q ∈ C определим мно-
жество состоянийW (q) ⊆ Q\C, из которых можно попасть в стирающий
цикл через q:

W (q) = {q′ ∈ Q\C | ∃t1, t2 : q(t1) = q′, q(t2) = q,∀t : t1 ≤ t <
t2, γ(t) 6= λ, q(t) /∈ C}.

Заметим, что для различных q1 ∈ C и q2 ∈ C выполнено W (q1) ∩
W (q2) = ∅. Для всех состояний из W (q) будем говорить, что q является
точкой входа в автоматный цикл.

Для стирающего цикла C определим множество состоянийW (C), ко-
торые попадают в автоматный цикл C:

W (C) =
⋃

q∈C
W (q).

72



Заметим, что для двух стирающих циклов C1 и C2 выполнено
W (C1) ∩W (C2) = ∅.

Назовем окресностью стирающего цикла множество состояний
U(C) = C ∪W (C). Обозначим U0 — множество состояний, которые не
лежат ни в какой окресности стирающего цикла. Для автомата только
со стирающими автоматными циклами C1, ..., Cd имеем следующее раз-
ложение:

Q =
d⊔

i=1

U(Ci) t U0.

Пусть P — автомат из M′0(n, 1, k) с периодом выхода τ . Пусть q(t)
— последовательность состояний автомата и γ(t) — последовательность
слов, записанных в магазине, заданы каноническими уравнениями. Так
как эти последовательности периодические, рассмотрим их лишь на но-
мерах от 0 до τ . Пусть t1, ..., td+1 — множество номеров на этом отрез-
ке, когда магазин пуст. Не ограничивая общности, будем считать, что
0 = t1 < t2 < ... < td < td+1 = τ . Рассмотрим полуинтервал (ti, ti+1], на
котором функционирует автомат P . На этой последовательности тактов
автомат порождает подпоследовательности состояний {q(t)}ti+1

ti+1 и слов
{γ(t)}ti+1

ti+1, записанных в магазин. Эту пару подпоследовательностей на-
зовем этапом функционирования автомата и будем обозначать Ii. Обо-
значим длину этапа |Ii| — количество тактов работы автомата в этапе.
Для P однозначно определено представление периода в виде упорядочен-
ного множества этапов (I1, I2, ..., Id). Обозначим это отображение I(P ).
Описание функционирование автомата как последовательности этапов
важно, так как имеет довольно интересные свойства, описываемые в сле-
дующей лемме.

Лемма 7. Пусть P — автомат из M′0(n, 1, k) и для него выполнено
I(P ) = (I1, ..., Id). Тогда выполнены следующие утверждения:

1) Для любой перестановки σ на d элементах найдется автомат Pσ
изM′0(n, 1, k) такой, что его период будет описываться последо-
вательностью этапов I(Pσ) = (Iσ(1), ..., Iσ(d)).

2) Для любого подмножества этапов Ij1 , ..., Ijh найдется автомат
P ′ изM′0(n, 1, k) такой, что I(P ′) = (Ij1 , ..., Ijh).

Доказательство. Нетрудно видеть, что оба автомата Pσ и P ′ получают-
ся из автомата P изменением его поведения на пустом магазине.

73



4.2.5. Случай одного стирающего цикла

Пусть в автомате P из M′0(n, 1, k) есть ровно один стирающий цикл
C длины ` со стирающим индексом −s. Обозначим CW = C ∩ W —
все пишущие состояния автоматного цикла, а CS = C ∩ S — все его
стирающие состояния. Пусть CS0 = {q ∈ CS | ∃h > ` : (q, 1h) V (q, λ)}, a
CS1 = CS\CS0 . Нетрудно видеть, что |CS0 | = s.

Для каждого состояния q из стирающего цикла C определим функ-
цию стирания fC(q, h) : C × N → N — минимальное количество тактов
необходимое для достижение пустого магазина из состояния q с записан-
ном в магазине словом длины h. Нетрудно видеть, что если ` — длина
стрирающего цикла, а s — абсолютное значение стирающего индекса C,
то

h+ bh
s
c(`− s) ≤ fC(q, h) ≤ h+ dh

s
e(`− s) =: fmaxC (h).

Лемма 8. В текущих обозначениях при ` 6= n

s′−1∑

i=0

fmaxC (hmax − i) =

{
hmaxl − s(s−1)

2 , если s ≤ hmax − (k − 1),
(hmax+k)2

2 + hmax+k
2 + hmax(`− s), иначе,

,

где s′ = min(s, hmax − (k − 1)).

Доказательство. Если s ≤ hmax − (k − 1), то

s′−1∑

i=0

fmaxC (hmax − i) =
s−1∑

i=0

fmaxC (hmax − i) =

=
s−1∑

i=0

(
hmax − i+ dhmax − i

s
e(`− s)

)
=

= hmaxs−
s(s− 1)

2
+ (`− s)

s−1∑

i=0

dhmax − i
s

e =

= hmaxs−
s(s− 1)

2
+ (`− s)

s−1∑

i=0

hmax − i
s

+
(l − s)(s− 1)

2
=

= hmaxs−
s(s− 1)

2
+ hmax(`− s) = hmax`−

s(s− 1)

2
.

Если s > hmax − (k − 1), то
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s′−1∑

i=0

fmaxC (hmax − i) =

hmax−k∑

i=0

fmaxC (hmax − i) =

=

hmax∑

i=k

fmaxC (i) =

hmax∑

i=k

(
i+ d i

s
e(`− s)

)
=

=
(hmax + k)2

2
+
hmax + k

2
+ (`− s)

hmax∑

i=k

d i
s
e =

=
(hmax + k)2

2
+
hmax + k

2
+ (`− s)

( hmax−k+1∑

i=k

d i
s
e+

hmax∑

i=hmax−k+2

d i
s
e
)

=

=
(hmax + k)2

2
+
hmax + k

2
+ (`− s)

( hmax−k+1∑

i=k

1 +

hmax∑

i=hmax−k+2

2

)
=

=
(hmax + k)2

2
+
hmax + k

2
+ (`− s)hmax,

что и требовалось доказать.

Лемма 9. Пусть P — автомат из M′0(n, 1, k) и пусть P удовлетво-
ряет следующим условиям:

1) в P есть единственный автоматный цикл C с отрицательным
стирающем индексом;

2) вне этого цикла стирающих состояний нет, то есть S ⊆ C.

Тогда найдется такой автомат из P ′ изM′0(n, 1, k), удовлетворяющий
тем же условиям, такой, что все состояния вне стирающего цикла
при непустом магазине пишут ровно k символов в магазин, при этом
выполнено

L(P ) ≤ L(P ′) + n.

Доказательство. Рассмотрим непустое W (q∗) для некоторого q∗ ∈ C.
Рассмотрим все этапы, которые начинаются с состояния из W (q∗). Лю-
бой такой этап можно разделить на две части: это заполнение магазина,
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когда текущее состояние не из стирающего цикла, и стирание магази-
на, когда автомат вошел в стирающий цикл. Заметим, что длина второй
части зависит только от количества символов записанных в магазин.
Проведем следующую трансформацию автомата. Во всех состояниях q
из W (q∗) сделаем η(q, 1) = 1k, а также изменим переходы и запись в
магазин по пустым состояниям стирающего цикла так, чтобы изменения
коснулись только рассматриваемых этапов и для каждого рассматри-
ваемого этапа количество символов, записанное в магазин, при первом
попадании в стирающий цикл (то есть в q∗) не изменилось. Заметим, что
при данной трансформации стирающая часть этапа будем иметь такую
же длину, как и раньше. Может так оказаться, что количество тактов,
которое автомат заполнял магазин уменьшилось. Если после трансфор-
мации среди состояний из W (q∗) возникли недостижимые, то все такие
состояния добавим в стирающий цикл как нейтральные сразу после q∗.
Таким образом, каждый рассматриваемый этап может уменьшиться не
более чем на 1.

Проводя подобные трансформации для всех непустых W (q), постро-
им требуемый автомат P ′. Так как количество этапов не превосходит n,
то будет верна оценка

L(P ) ≤ L(P ′) + n,

что и требовалось доказать.

Обозначим L1(n, k) = k(k−1)
4k−2 n

2 + (8k + 32)n.

Утверждение 3. Пусть P — автомат изM′0(n, 1, k) и пусть P удо-
влетворяет следующим условиям:

1) в P есть единственный автоматный цикл C с отрицательным
стирающем индексом;

2) вне этого цикла стирающих состояний нет, то есть S ⊆ C.
Тогда

L(P ) ≤ L1(n, k).

Доказательство. Последовательно применяя леммы 3 и 9, далее можно
рассматривать автомат P ′ такой, что при пустом магазине автомат P ′

должен писать в магазин и для которого при q /∈ C выполнено η(q, 1) =
1k, при этом будет верно, что

L(P ) ≤ L(P ′) + 2n.
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Так как начальное слово, записанное в магазине, пустое, то все функ-
ционировние автомата устроено следующим образом. Из стирающего
цикла при пустом магазине автомат заполняет магазин одним из двух
способов: либо он выходит из стирающего цикла и заполняет магазин
до тех пор, пока не попадает в стирающий цикл снова, либо, не выходя,
переходит в другое состояние стирающего цилка. В стирающем цикле
автомат опустошает магазин и так далее повторяется до зацикливания,
то есть пока автомат не окажется опять в начальном состоянии с пустым
магазином.

Пусть ` — длина стирающего цикла C. Пусть s = |CS0 | и r = |CS1 |.
Пусть I(P ′) = (I1, I2, ..., Ir+s) — упорядоченное множество этапов ав-

томата P ′ таково, что последнее состояние первых s этапов из CS0 . Оце-

ним отдельно
s∑
i=1
|Ii| и

s+r∑
i=s+1

|Ii|.

Начнем с
s+r∑
i=s+1

|Ii|. Эти этапы характерны тем, что в них автомат не

проходит по всем состояним стирающего цикла. И максимальное коли-
чество символов в магазине не более чем r. С другой стороны, можно
считать, что автомат сразу находится в стирающем цикле на протяже-
нии всего этапа. Отсюда получаем оценку

s+r∑

i=s+1

|Ii| ≤ L0(`− s, k) ≤ k − 1

2k
(`− s)2 + 5(`− s).

Теперь оценим
s∑
i=1
|Ii|. Заметим, для всех этапов из рассматриваемого

подмножества, в которых автомат не покидает стирающий цикл, можно
оценить сверху сумму их длин как (k+1)n. Рассмотрим остальные этапы.
Для них отдельно оценим такты записи и такты стирания. Пусть τзаписи
— количество тактов, которые начинаются либо вне стирающего цикла,
либо из стирающего цикла, но с пустым магазином, а τстирания — все
остальные такты работы автомата.

Рассмотрим случай, когда найдется q∗ ∈ C такое, что W (q∗) = Q\C.
Заметим, что автомат P ′ не сможет записать больше, чем hmax = (n −
`+ 1)(k−1) + 1 символ в магазин. Учитывая, что внутри одного периода
автомат не может оказаться в одном и том же состоянии с одинаковым
содержимым магазина, получаем:
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τстирания ≤
s′−1∑

i=0

fmaxC (hmax − i),

где s′ = min(s, hmax − (k − 1)) — количество оставшихся этапов.
Теперь оценим τзаписи. При максимальном заполнении магазина авто-

мат пройдет по всем пишущим состояниям. Из стирающего цикла авто-
мат не может перейти в одно и то же состояние более k − 1 раза, кроме,
тех состояний, в которые можно попасть только из стирающего цикла.
В такие состояния автомат можем попасть не более k раз. Отсюда полу-
чаем, что

τзаписи ≤ (n− `+ 1)s′ −
s′−2∑

i=0

[
i

k − 1
].

Откуда получаем, что

s∑

i=1

|Ii| ≤
s′−1∑

i=0

fmaxC (hmax − i) + (n− `+ 1)s−
s′−2∑

i=0

[
i

k − 1
] + (k + 1)n.

Пусть теперь W (q) 6= Q\C для всех q ∈ C. Заметим, что если s ≤
(n−k)(k−1)+1, то полученные оценки остаются в силе, так как, собирая
состояния Q\C в одном W (q) достигается большая длина этапов. Если
же s > (n− k)(k − 1) + 1, то можно считать, что все непустые W (q) для
q ∈ C содержат по одному состоянию, кроме одного, в котором лежат все
остальные состояния. Этапы, которые начинаются с состояния из W (q),
где |W (q)| = 1 можно суммарно оценить сверху 2kn, так как до входа
в стирающий цикл не будет записано более 2k − 1 символов в магазин.
Таким образом можно считать, что в случае, когдаW (q) 6= Q\C для всех
q ∈ C оценка увеличится не более чем на 2kn.

Суммируя обе оценки, получаем, что

L(P ′) ≤
s′−1∑

i=0

fmaxC (hmax − i) + (n− `+ 1)s′ −
s′−2∑

i=0

[
i

k − 1
] +

k − 1

2k
(`− s)2+

+5(`− s) + 2kn.

Следовательно,
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L(P ) ≤
s′−1∑

i=0

fmaxC (hmax − i) + (n− `+ 1)s′ −
s′−2∑

i=0

[
i

k − 1
]+

+
k − 1

2k
(`− s)2 + 5(`− s) + 2kn+ (k + 1)n+ 2n ≤

≤
s′−1∑

i=0

fmaxC (hmax − i) + (n− `+ 2)s′ − s′2

2(k − 1)
+
k − 1

2k
(`− s)2+

+5(`− s) +
s′

2
+ (3k + 3)n,

где hmax = (n− `+ 1)(k − 1) + 1 и s′ = min(s, hmax − (k − 1)).
При s ≤ (n− `)(k − 1) + 1, получаем:

L(P ) ≤ ((n− `+ 1)(k − 1) + 1)`− s(s− 1)

2
+ s(n− `+ 2) +

s

2
−

− s2

2(k − 1)
+
k − 1

2k
(`− s)2 + 5(`− s) + (3k + 3)n ≤

≤ max
1 ≤ s ≤ ` ≤ n,

s ≤ (n− `)(k − 1) + 1

(
((n− `+ 1)(k − 1) + 1)`− s(s− 1)

2
+

+s(n− `+ 2)− s2

2(k − 1)
+
k − 1

2k
(`− s)2 + 5(`− s)

)
+ (3k +

7

2
)n.

Максимизируя квадратичную функцию по s и ` получаем, что

L(P ) ≤ k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn+ (3k + 3)n =

k(k − 1)

4k − 2
n2 + (8k +

7

2
)n.

Значит, L(P ) ≤ L1(n, k) в этом случае.
При s > (n− `)(k − 1) + 1 и ` 6= n получаем:

L(P ) ≤ (hmax + k)2

2
+
hmax + k

2
+ hmax(l − s) + s′(n− `+ 2) +

s′

2
−

− s′2

2(k − 1)
+
k − 1

2k
(`− s)2 + 5(`− s) + (3k + 3)n =
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=
k − 2

2(k − 1)
hmax + hmax(n− s) +

s

2
+
k − 1

2k
(`− s)2 + khmax+

+
7

2
hmax + (k − 1)(n− `) + 5(`− s) +

k2

2
+

1

2
− 2(k − 1) + (3k + 3)n ≤

≤ nhmax −
k − 1

k
`hmax +

k − 1

2k
`2 − 2k − 1

2k(k − 1)
h2
max+

+k(2hmax+2`−n)+4`−5

2
hmax+n+3(k−1)+

k2

2
+

1

2
+

(k − 1)3

2k
+(3k+

7

2
)n ≤

≤ nhmax−
k − 1

k
`hmax+

k − 1

2k
`2− 2k − 1

2k(k − 1)
h2
max+6kn+9n+5(k−1)+k2+

1

2

Подставляя hmax = (n− `+ 1)(k − 1) + 1, получаем

L(P ) ≤ n2

2
− n2

2(k − 1)
+

n2

2k(k − 1)
− 1

2(k − 1)
+ n−

−k(n− `+ 1)− 1

2
+ 6kn+ 9n+ 5(k − 1) + k2 +

1

2
≤

≤ k − 1

2k
n2 + 6kn+ 10n+ 5(k − 1) + k2 ≤ k − 1

2k
n2 + 7kn+ 15n ≤ L1(n, k).

Остается лишь заметить, что в случае ` = n, будет верна оценка

L(P ) ≤ L0(n, k) + 2n+ 2kn ≤ L1(n, k),

что и завершает доказательство.

Утверждение 4. Пусть P — автомат из M′0(n, 1, k) и пусть в P
есть единственный автоматный цикл C с отрицательным стирающем
индексом. Тогда

L(P ) ≤ L1(n, k).

80



Доказательство. Применяя лемму 3, далее можно рассматривать ав-
томат P ′ такой, что при пустом магазине автомат P ′ должен писать в
магазин при этом будет выполнено:

L(P ) ≤ L(P ′) + n.

Рассмотрим I(P ′) = (I1, I2, ..., Id) — упорядоченное множество этапов
автомата P ′. Разобьем этапы на две группы. В первую включим все эта-
пы, предпоследнее состояние которых не лежит в стирающем цикле C,
в во вторую все остальные. По лемме 7 найдутся такие автоматы P ′1 и
P ′2 из M′0(n, 1, k), что I(P ′1) будет состоять из первой группы этапов, а
I(P ′2) — из второй, причем будет выполнено, что

L(P ′) = L(P ′1) + L(P ′2).

Пусть n0 — количество состояний в L(P ′1). Тогда можно имеет место
оценка

L(P ′1) ≤ L0(n0, k) ≤ k − 1

2k
n2

0 + 5n0.

Теперь оценим L(P ′2). В P ′2 после стирающих состояний вне стира-
ющего цикла магазин не становится пустым. Это означает, что можно
трансформировать запись в магазин, не изменив при этом длину пери-
ода. Следовательно, можно считать, что автомат удовлетворяет преды-
дущей лемме, то есть для него верна оценка

L(P ′2) ≤
s′−1∑

i=0

fmaxC (hmax − i) + (n− `+ 2)s′ +
s′

2
− s′2

2(k − 1)
+

+
k − 1

2k
(`− s)2 + 5(`− s) + (3k + 2)n,

где hmax ≤ (n− `− n0 + 1)(k − 1) + 1 и s′ = min(s, hmax − (k − 1)).
Суммируя обе оценки, имеем

L(P ) ≤ L(P ′1) + L(P ′2) + n ≤ k − 1

2k
n2

0 + 5n0 +

s′−1∑

i=0

fmaxC (hmax − i)+

+(n− `+ 2)s′ +
s′

2
− s′2

2(k − 1)
+
k − 1

2k
(`− s)2 + 5(`− s) + (3k + 3)n,

где hmax ≤ (n− `− n0 + 1)(k − 1) + 1 и s′ = min(s, hmax − (k − 1)).
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При s ≤ (n− `− n0)(k − 1) + 1, получаем:

L(P ) ≤
(
k − 1

2k
n2

0+5n0+((n−`−n0+1)(k−1)+1)`− s(s− 1)

2
+s(n−`+2)−

− s2

2(k − 1)
+
k − 1

2k
(`− s)2 + 5(`− s)

)
+ (3k +

7

2
)n,

Максимизируя по n0, ` и s, получаем,что

L(P ) ≤ L1(n, k).

При s > (n− `− n0)(k − 1) + 1 и ` 6= n получаем:

L(P ) ≤ k − 1

2k
n2

0 + 5n0 + nhmax −
k − 1

k
`hmax +

k − 1

2k
`2 − 2k − 1

2k(k − 1)
h2
max+

+3(k − 1) +
k2

2
+

1

2
+

(k − 1)3

2k
+ (3k +

7

2
)n ≤

≤ (
k − 1

2k
n2

0 + 5n0 + n− k − 1

k
`)((n− `− n0 + 1)(k − 1) + 1) +

k − 1

2k
`2−

− 2k − 1

2k(k − 1)
(n− `− n0)(k − 1) + (4k +

7

2
)n+ 3k.

Максимизируя по n0, ` , получаем,что

L(P ) ≤ L1(n, k).

При ` = n получаем, что n0 = 0, следовательно, будет верна оценка
из предыдущего утверждения, что и завершает доказательство.

4.2.6. Общий случай

Теперь все готово для доказательства асимптотической верхней оценки
для L(n, 1, k).

Теорема 7. При k > 1

L(n, 1, k) ≤ L1(n, k).
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Доказательство. Пусть P содержит d автоматных циклов. В случае
d = 0 и d = 1 все доказано. Пусть d ≥ 1. Заметим, что все циклы
являтся стирающими, и обозначим их C1,..., Cd. Имеет место следующее
разбиение множества состояний:

Q =

d⊔

i=0

Qi,

где при i > 0 Qi = Ci ∪W (Ci) — множество состояний, и, а Q0 — все
оставшиеся состояния, то есть множество состояний, из которых автомат
не попадает ни в один стирающий цикл. Заметим, что внутри каждого
этапа I все состояния лежат в одном и том же Qi. Следовательно, для
каждого Qi можно выделить свое подмножество этапов, для которого
по лемме 7 будет существовать автомат Pi, реализующий его. Так как
каждый этап автомата P воздет в I(Pi), то будет выполнено, что

L(P ) =

d∑

i=0

L(Pi).

По построению P0 — автомат без стирающего цикла, а остальные Pi —
автоматы с одним стирающим циклов. Следовательно, для каждого Pi
будет выполнено L(Pi) ≤ L1(|Qi|, k). Значит,

L(P ) ≤
d∑

i=0

L1(|Qi|, k) ≤ L1(

d∑

i=0

|Qi|, k) = L1(n, k),

что и требовалось доказать.

4.2.7. Дополнения: решение экстремальных задач

Лемма 10. Пусть

g(n, k) = max
s, `

1 ≤ s ≤ ` ≤ n,
s ≤ (n− `)(k − 1) + 1

(
((n− `+ 1)(k − 1) + 1)`− s(s− 1)

2
+

+s(n− `+ 2)− s2

2(k − 1)
+
k − 1

2k
(`− s)2 + 5(`− s)

)
.

Тогда g(n, k) ≤ k(k−1)
4k−2 n

2 + 5kn.
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Доказательство. Максимум квадратичной функции достигается либо в
критической точке (где все частные производные равны нулю), либо на
границе области. Обозначим максимизируемую функцию через f . Най-
дем критические точки:

{
∂f
∂s = n− 2`+ `−s

k − s
k−1 − 5/2 = 0,

∂f
∂` = 3`− n− 2s+ k(n− 2`+ 1)− (`−s)

k + 5 = 0

Полученная система линейных уравнений не имеет решений, поэтому
продолжим поиск решений на границе заданной области.

1. Пусть s = 1. При s = 1

f = 5`+ n− 1

2k − 2
+

(k − 1)(`− 1)2

2k
+ `(k − 1)(n− `+ 1)− 3.

1.1. Найдем критические точки

∂f

∂`
= 3`− n+ k(n− 2`+ 1)− `− 1

k
+ 3 = 0.

Откуда находим:

` =
3k − kn+ k2n+ k2 + 1

2k2 − 3k + 1
.

Подставляя в f получаем:

k(k − 1)

4k − 2
n2 +

kn

2
+

11n

4(2k − 1)
+

11n

4
+
k

4
+

12

k − 1
− 121

8(2k − 1)
− 5

8
≤

≤ k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn.

1.2. Рассмотрим границу ` = 1. Подставляя в f , получаем:

kn− 1

2(k − 1
+ 2 ≤ k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn.

1.3. Рассмотрим границу ` = n. Подставляя в f , получаем:

5n+ kn− 1

2k − 2
+

(k − 1)(n− 1)2

2k
− 3 ≤ k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn.

2. Пусть s = (n− `)(k − 1) + 1. При s = (n− `)(k − 1) + 1

f =
5`

2
+

3n

2
− 1

2(k − 1)
+

7k`

2
− 5kn

2
− (n− 1)2

2k
+
n2

2
− 5

2
.
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2.1. Найдем критические точки

∂f

∂`
=

7k

2
+

5

2
= 0.

Критических точек нет, поэтому будем искать максимум на границе, а
именно: ` = 1 и ` = n.

2.2. При ` = 1 получаем

7k

2
+

3n

2
− 1

2(k − 1)
− 5kn

2
− (n− 1)2

2k
+
n2

2
≤ k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn.

2.3. При ` = n получаем

5n+ kn− 1

2k − 2
+

(k − 1)(n− 1)2

2k
− 3 ≤ k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn.

3. Пусть s = `. При s = `

f =
`(2k − `− 2k`+ 2kn+ 5)

2
− `2

2(k − 1)
.

3.1. Найдем критические точки

∂f

∂`
= k(n− 2`+ 1)− `− `

k − 1
+ 5/2 = 0.

Откуда находим:

` =
(k − 1)(2k + 2kn+ 5)

2k(2k − 1)
.

Подставляя в f , получаем:

(k − 1)(2k + 2kn+ 5)2

8k(2k − 1)
≤ k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn.

Рассмотрим граничные значения `.
3.2. Случай ` = 1 уже был рассмотрен в 1.2.
3.3. При ` = n получаем

n(2k − n+ 5)

2
− n2

2(k − 1)
≤ k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn.

4. Теперь s не лежит на границе. Пусть ` = n. При ` = n

f = 5n− 3s+ kn− s(s− 1)

2
− s2

2k − 2
+

(n− s)2(k − 1)

2k
.
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Найдем критические точки

∂f

∂s
=
n− s
k
− n− s

k − 1
− 5

2
= 0.

Откуда находим:

s = −(k − 1)(5k − 2n+ 2kn)

2(2k − 1)
< 0.

Следовательно, подставим граничное значение s, а именно: s = 1. Под-
ставляя, получаем:

5n+ kn− 1

2k − 2
+ (

(k − 1)(n− 1)2

2k
− 3 ≤ k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn.

Во всех случаях получили верхнюю оценку

k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn,

что и требовалось доказать.

Лемма 11. Пусть

g(n, k) = max
s, `, n0

1 ≤ s ≤ ` ≤ n,
s ≤ (n− `)(k − 1) + 1,

0 ≤ n0 ≤ n− `

(
k − 1

2k
n2

0 +((n−`−n0 +1)(k−1)+1)`−

−s(s− 1)

2
+ s(n− `+ 2)− s2

2(k − 1)
+
k − 1

2k
(`− s)2 + 5(`− s) + 5n0

)
.

Тогда g(n, k) ≤ k(k−1)
4k−2 n

2 + 5kn.

Доказательство. Максимум квадратичной функции достигается либо в
критической точке (где все частные производные равны нулю), либо на
границе области. Обозначим максимизируемую функцию через f . Най-
дем критические точки:

Найдем критические точки:




∂f
∂s = n− 2`+ `−s

k − s
k−1 − 5

2 = 0,
∂f
∂` = (k−1)(2`−2s)

2k − (k − 1)(`− n+ n0 − 1)− `(k − 1)− s+ 6 = 0,
∂f
∂n0

= n0(k−1)
k − `(k − 1) + 5 = 0
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Решая систему, получаем:




` = 17k+5
2k(k−1) ,

s = k(n2 − 5
4)− n

4 −
k(n/4+35/8)−5/2

k(2k−1) − 63
8 ,

n0 = 6
k−1 + 7

2

Решая систему, получаем:

25k

16
+

5n

8
+

48

k − 1
− 5kn

4
− (2n− 5)2

32(2k − 1)
+
kn2

4
− 25

8k
− n2

8
+

731

32
≤

≤ k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn.

Продолжим поиск решений на границе заданной области.
1. Случай, когда n0 = 0, уже был полностью разобран.
2. Пусть теперь n0 = n− `. Тогда в этом случае можно оценить

L(P ) ≤ (k + 1)n+ L0(n− `, k) + L0(`− s, k) + n ≤ L0(n, k) + (k + 2)n ≤

≤ k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn.

3. Пусть теперь n0 лежит не на границе. 3.1. Пусть s = 1. При s = 1

f = 5`+ n+ 5n0 −
1

2k − 2
+

(k − 1)(`− 1)2

2k
−

−`(k − 1)(`− n+ n0 − 1) +
n2

0(k − 1)

2k
− 3.

3.1.1. Найдем критические точки
{
∂f
∂` = (`−1)(k−1)

k − `(k − 1)− (k − 1)(`− n+ n0 − 1) + 5 = 0,
∂f
∂n0

= n0(k−1)
k − `(k − 1) + 5 = 0

Решая систему, получаем:
{
` = 5

k−1 + k(n+1)−6
k2+2k−1

,

n0 = k(k+kn−6)
k2+2k−1

Подставляя в f , получаем:

7n+
12

k − 1
− (51k)/2− 7n+ 9kn+ (3kn2)/2− n2/2 + 23/2

k2 + 2k − 1
+
n2

2
+ 3 ≤
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≤ k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn.

Продолжим поиск решений на границе заданной области.
3.1.2. Пусть ` = 1. При ` = 1

f = n+ 5n0 −
1

2k − 2
+ (n− n0)(k − 1) +

n2
0(k − 1)

2k
+ 2

Найдем критические точки

∂f

∂n0
=
n0(k − 1)

k
− k + 6 = 0

Откуда находим:

n0 =
k(k − 6)

k − 1
.

Подставляя в f , получаем:

k(n+ 11/2)− 13/(k − 1)− k2/2− 21/2 ≤ k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn.

3.1.3. Пусть ` = n. Тогда n0 = 0, случай был разобран.
3.2. Пусть s = (n− `)(k − 1) + 1. При s = (n− `)(k − 1) + 1

f =
5`

2
+

3n

2
+ 5n0 −

1

2(k − 1)
+

7k`

2
− 5kn

2
+

+`n0 −
n2 − 2n+ n2

0 + 1

2k
+
n2

2
+
n2

0

2
− kln0 −

5

2
.

3.2.1. Найдем критические точки
{
∂f
∂` = 7k

2 + n0 − kn0 + 5
2 = 0,

∂f
∂n0

= n0(k−1)
k − `(k − 1) + 5 = 0

Решая систему, получаем:
{
` = 17k+5

2k(k−1) ,

n0 = 7k+5
2(k−1)

Подставляя в f , получаем:

3n

2
+

95

2(k − 1)
− 5kn

2
− n2 − 2n+ 29/4

2k
+
n2

2
+

169

8
≤ k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn.
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3.2.2. Пусть ` = 1. Тогда и s = 1, случай был рассмотрен.
3.2.3. Пусть ` = n. Тогда опять s = 1 и случай был рассмотрен.
3.3. Пусть s = `. При s = `

f = 5n0 − `((k − 1)(`− n+ n0 − 1)− 1) + `(n− `+ 2)−

−`(`− 1)

2
− `2

2k − 2
+
n2

0(k − 1)

2k
.

3.3.1 Найдем критические точки:
{
∂f
∂` = n0 − `− k(2`− n+ n0 − 1)− `

k−1/(k − 1) + 5
2 = 0,

∂f
∂n0

= n0(k−1)
k − `(k − 1) + 5 = 0

Решая систему, получаем:
{
` = (k−1)(12k+2kn+5)

2k3
,

n0 = n− 5
k−1 − 5

2k2
− 2n+7

2k + 1

Подставляя в f , получаем:

(7k + 2kn− 2k2n− 2k2 + 5)(7k + 2kn− 2k2n− 22k2 + 5)

8k3(k − 1)
≤

≤ k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn.

3.3.2. Пусть ` = 1. Тогда и s = 1, случай был рассмотрен.
3.3.3. Пусть ` = n. Тогда n0 = 0 и случай уже был разобран.
3.4. Пусть теперь s лежит не на границе.
3.4.1. Пусть ` = 1. Тогда s = 1 и случай уже был разобран.
3.4.2. Пусть ` = n. Тогда n0 = 0 и случай уже был разобран.
Во всех случаях получили верхнюю оценку

k(k − 1)

4k − 2
n2 + 5kn.

Лемма 12. Пусть

g(n, k) = max
`, n0

k−1
k n+ 1 ≤ ` ≤ n,
0 ≤ n0 ≤ n− `

(
(n− k − 1

k
`)((n− `− n0 + 1)(k − 1) + 1)+
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+
k − 1

2k
`2 − 2k − 1

2k(k − 1)
(n− `− n0)(k − 1) +

k − 1

2k
n2

0 + 5n0

)
.

Тогда g(n, k) ≤ k−1
2k n

2 + kn+ 3n+ 23.

Доказательство. Максимум квадратичной функции достигается либо в
критической точке (где все частные производные равны нулю), либо на
границе области. Обозначим максимизируемую функцию через f . Най-
дем критические точки:

{
∂f
∂n0

= `− 2n+ 4n0 − k(`− n+ 2n0 − 2) + (n− 2n0)/k + 4 = 0,
∂f
∂` = k + n0 − kn0 = 0

Решая систему получаем, что
{
` = n+ 6

k−1 − n
k ,

n0 = 1
k−1 + 1

Подставляя в f и упрощая, получаем:

k − 1

2k
n2 +

11

(2(k − 1))
+

11

2
≤ k − 1

2k
n2 + 11.

Продолжим поиск решений на границе заданной области.
1. Случай n0 = 0 уже был рассмотрен.
2. Пусть теперь n0 = n− `. При n0 = n− `

f = 5n− 5`+ kn− `(k − 1)− k(2k − 1)

2(k − 1)
+

(k − 1)`2

2k
+

(k − 1)(`− n)2

2k
.

Найдем критические точки:

∂f

∂`
= 2`− k − n− 2l − n

k
− 4 = 0.

Решая уравнение, получаем:

` = k/2 + n/2 + 5/(2(k − 1)) + 5/2.

Подставляя в f получаем:

3n− (13k)/4− 27/(4(k − 1)) + (kn)/2− k2/4 + n2/4− n2/(4k)− 27/4 ≤

≤ n2/4 + kn+ 3n.
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3. Пусть теперь n0 не на границе.
3.1. Случай ` = n уже был рассмотрен, так как в этом случае n0 = 0.
3.2. Пусть теперь ` = k−1

k n+ 1. Тогда

f = 5n0 −
1

2(k − 1)
+ kn0 −

n2

2k
− n2

0

k
− kn2

0 +
n2

2
+ 2n2

0 − 1/2.

Найдем критические точки:

∂f

∂n0
= 4n0 −

2n0

k
− k(2n0 − 1) + 5.

Решая уравнение, получаем:

n0 =
k2 + 5k

2k2 − 4k + 2
.

Подставляя в f получаем:

k

4
+

23

2(k − 1)
+

9

(k − 1)2
+
n2

2
− n2

2k
+

5

2
≤ k − 1

2k
n2 + 23 + k/4.

Во всех случаях получили, что максимум ограничен:

k − 1

2k
n2 + kn+ 3n+ 23.

4.3. Формулировка полученных результатов

Подведем итоги этого раздела. Были доказаны нижняя и верхняя оценки
на L(n, 1, k). Основным результатом является доказательство следующей
теоремы.

Теорема 8. При k > 1

k(k − 1)

4k − 2
n2 − 1

2k − 1
n− 1 ≤ L(n, 1, k) ≤ k(k − 1)

4k − 2
n2 + (8k + 32)n.

Из нее следует, что нижняя и верхняя оценки асимптотически совпа-
дают при n→∞, а именно:

Теорема 9. При k > 1 и n→∞

L(n, 1, k) =
k(k − 1)

4k − 2
n2(1 + o(1)).
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5. Периодические свойства автоматов со входом

5.1. Свойство сохранения периодических последователь-
ностей

Пусть дан инициальный конечный автомат V = (A,QV , B, ϕV , ψV , q0),
который задает ограниченно-детерминированную функцию fV : A∗ →
B∗, и инициальный автомат с магазинной памятью

P = (B,QP , C,Γ, ϕP , ψP , ηP , r0, γ0), который задает детерминирован-
ное отображение fP : B∗ → C∗. Тогда суперпозицией конечного ав-
томата V и P будем называть отображение fP◦V : A∗ → C∗, где
fP◦V (α) = fP (fV (α)).

Утверждение 5. Пусть V = (A,QV , B, ϕV , ψV , q0) — инициальный ко-
нечный автомат,

P = (B,QP , C,Γ, ϕP , ψP , ηP , r0, γ0) — инициальный автомат с мага-
зинной памятью. Тогда суперпозиция V и P fP◦V : A∗ → C∗ является
детерминированной функцией, порожденной инициальным автоматом
с магазинной памятью

PV = (A,QV ×QP , C,Γ, ϕ, ψ, η, (q0, r0), γ0),

где
ϕ(a, (qV , qP ), z) = (ϕV (a, qV ), ϕP (ψV (a, qV ), qP , z)),

ψ(a, (qV , qP ), z) = ψP (ψV (a, qV ), qP , z),

η(a, (qV , qP ), z) = ηP (ψV (a, qV ), qP , z).

Доказательство. Необходимо рассмотреть системы канонических урав-
нений автоматов V и P и подставить первую во вторую.

Известно, что автоматы с магазинной памятью переводят периоди-
ческие последовательности в периодические [22]. Приведем свое доказа-
тельство этого факта в принятых обозначениях.

Теорема 10 ([22]). Пусть P — автомат с магазинной памятью из
M(A,B). Тогда P переводит периодические последовательности в пе-
риодические.

Доказательство. Для любой периодической последовательности най-
дется конечный автономный автомат V , который ее генерирует. Рассмот-
рим суперпозицию V и P . По утверждению 5 суперпозицией является
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автономный автомат с магазинной памятью, который, как известно, ге-
нерирует периодическую последовательность, что и требовалось дока-
зать.

Обозначим L(P, α) — период выходной последовательности при по-
даче последовательности α∞ на вход автомату с магазинной памятью
P .

5.2. Верхние оценки периода выходной последовательно-
сти

Теперь сформулирует и докажем оценки в случае неавтономного авто-
мата с магазинной памятью.

Теорема 11. Пусть P = (A,Q,B,Γ, ϕ, ψ, η, q0, γ0)— автомат с мага-
зинной памятью из M(n,m, k) при k > 1. Тогда для любого непустого
слова α из алфавита A будет выполнено

L(P, α) ≤ |α|n(k|α|nm+1 − 1)

k − 1
.

Доказательство. Пусть V — конечный автомат с |α| состояниями, ге-
нерирующий последовательность α∞. Рассмотрим суперпозицию конеч-
ного автомата V и автомата с магазинной памятью P . В силу преды-
душего утверждения их суперпозиция является автономным автоматом
с магазинной памятью с |α||Q| состояниями. К полученному автомату
применим теорему о длине периода выходной последовательности для
автономного автомата с магазинной памятью, откуда и получаем оцен-
ку.

Теорема 12. Пусть P = (A,Q,B,Γ, ϕ, ψ, η, q0, γ0)— автомат с мага-
зинной памятью из M(n, 1, k) при k > 1. Тогда для любого непустого
слова α из алфавита A будет выполнено

L(P, α) ≤ k(k − 1)

4k − 2
|α|2n2 + (8k + 32)|α|n.

Доказательство. Доказательство дословно повторяется из предыдущей
теоремы.
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6. Нижние оценки периода выходной последова-
тельности

Пример 6.

Пусть автомат с магазинной памятью P`,1 = (A,Q,B,Γ, ϕ, ψ, η, r1, λ) ∈
M(n, 1, k), где 0 < ` < n, A = B = {0, 1}, Q = {q1, ..., qn−`, r1, ..., r`},
Γ = {1},

ψ(a, q, z) =

{
1, если q = r1, z = λ, a = 1,

0, иначе,

ϕ(a, q, z) =





q, если a = 0,

qi+1, если q = qi, i 6= n− `, a = 1,

r1, если q = qn−`, a = 1,

ri+1, если q = ri, i 6= `, z = 1, a = 1,

r1, если q = r`, z = 1, a = 1,

q1, если q = ri, z = λ, a = 1,

q, иначе,

η(a, q, z) =





1k, если q = qi,

z, если q = ri, a = 0,

1, если q = ri, i 6= `, z = 1, a = 1,

λ, если q = r`, z = 1, a = 1,

1k, если q = ri, z = λ, a = 1,

λ, иначе.

На рисунке 5 приведем диаграмму этого автомата. Переходы авто-
мата описываются следующим шаблоном a, z/η, то есть из данного со-
стояния, при подаче входного символа a и при значении верхнего сим-
вола магазина z, автомат записывает на выходную ленту ψ(a, q, z), а в
магазине стирает последний символ и дописывает слово η. Следующее
состояние указывает стрелка. Начальное состояние помечено символом
” ∗ ” и через запятую указана начальная запись в магазине.

Исследуем поведение автомата при подаче последовательности α∞

на вход, где α = 0p−11. Автомат начинает работу из состояния r1 и на-
ходится в нем с пустым магазином до прихода первой единицы на вход.
Далее автомат переходит в состояние q1 и начинает заполнение магазина.
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Рис. 5. Диаграмма автомата P`,1.

Переход в следующее состояние осуществляется каждые |α| тактов при
подаче единицы на вход. Таким образом автомат проходит по состояни-
ям q1, ..., qn−`. После чего попадает в состояние r1. При подаче нуля на
вход магазин и состояние остаются неизменными, а при подаче единицы
автомат переходит в следующее по циклу состояние. Так происходит до
тех пор, пока автомат не достигнет состояния r`, где при подаче единицы
на вход происходит стирание и переход в состояние r1. По циклу r1, ..., r`
автомат ходит до опустошения магазина. Опустошается же магазин в
состоянии r1, что и будет означать зацикливание.

Теперь подсчитаем длину периода выходной последовательности.

L(P`,1, α) = (k + |α|(n− `)(k − 1))|α|`+ |α|(n− `+ 1) =

= |α|2`(n− `)(k − 1) + |α|(n+ (k − 1)`+ 1).

Рассмотренный пример доказывает следующую теорему.

Теорема 13. При n > 1 и k > 1 найдется автомат с магазинной
памятью P изM(n, 1, k) такой, что для входных последовательнocтей
вида α∞, где α = 0p−11, p ∈ N, период выходных последовательностей
будет квадратично завиcеть от периода входной.

Пример 7.
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Пусть автомат с магазинной памятью P = (A,Q,B,Γ, ϕ, ψ, η, q2, λ) ∈
M(n,m, k), где A = B = {0, 1}, Q = {q1, q2}, Γ = {1, 2, ...,m},

ψ(a, q, z) =

{
1, если q = q2, z = λ, a = 1,

0, иначе,

ϕ(a, q, z) =





q2, если q = q1, z = m, a = 1,

q1, если q = q2, z 6= m, a = 1,

q, иначе,

η(a, q, z) =





(z + 1)k, если q = q1, z 6= m, a = 1,

λ, если q = q1, z = m, a = 1,

zk, если q = q1, a = 0,

z, если q = q2, a = 0,

(z + 1)k, если q = q2, z 6= m, a = 1,

λ, иначе.

На рисунке 6 приведем диаграмму этого автомата. Переходы авто-
мата описываются следующим шаблоном a, z/η, то есть из данного со-
стояния, при подаче входного символа a и при значении верхнего сим-
вола магазина z, автомат записывает на выходную ленту ψ(a, q, z), а в
магазине стирает последний символ и дописывает слово η. Следующее
состояние указывает стрелка. Начальное состояние помечено символом
” ∗ ” и через запятую указана начальная запись в магазине.

Рассмотрим поведение автомата при подаче на вход последователь-
ность α∞, где α = 0p−11. Рассмотрим, как будут меняться состояние
автомата и магазина при подаче на вход слова α:

(q2,m)⇒α (q2, λ);

(q2, z)⇒α (q1, (z + 1)k), 0 ≤ z < m;

(q1, z)⇒α (q1, z
(k−1)(|α|−1)(z + 1)k), 0 < z < m;

(q1,m)⇒α (q2,m
(k−1)(|α|−1)).

Оказывается, что полученные уравнения можно рассматривать как
уравнения автономного автомата с магазинной памятью, а, значит, мы
можем воспользоваться соответствующей техникой для вычисления пе-
риода выходной последовательности.

Для оценки длины периода автономного автомата с магазинной па-
мятью удобно пользоваться следующими функциями: ω(q, γ) : Q× Γ∗ →
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Рис. 6. Диаграмма автомата P .

N ∪ {∞} и π(q, γ) : Q× Γ∗ → Q, которые формально определим следую-
щим образом. Пусть автомат находится в состоянии q, а в магазине ле-
жит слово γ. Если существует такое минимальное положительное коли-
чество тактов τ работы автомата, что магазин становится пустым, а ав-
томат переходит в состояние q′, то положим, что ω(q, z) = τ , a π(q, z) = q′,
иначе ω(q, z) =∞, а значение π(q, z) не определено.

Заметим, что

ω(q2,m) = |α|.

ω(q2,m− 1) = |α|+ ω(q1,m
k) = 2|α|+ ω(q2,m

(k−1)|α|) =

= 2|α|+ (k − 1)|α|ω(q2,m) = |α|+ ((k − 1)|α|+ 1)ω(q2,m)

ω(q2,m− 2) = |α|+ ω(q1, (m− 1)k) = 2|α|+ ω(q1, (m− 1)(k−1)|α|mk) =

= 3|α|+ ω(q2, (m− 1)(k−1)|α|m(k−1)|α|) =

= 3|α|+ (k − 1)|α|ω(q2,m) + (k − 1)|α|ω(q2,m− 1) =

= |α|+ ((k − 1)|α|+ 1)ω(q2,m− 1).

По индукции получаем, что для i < 1 < m выполнено

ω(q2, i− 1) = |α|+ ((k − 1)|α|+ 1)ω(q2, i).
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Период будет равен

ω(q2, λ) = (m+ 1)|α|+ ω(q2, 1
(k−1)|α|2(k−1)|α|...m(k−1)|α|) =

= |α|+ ((k − 1)|α|+ 1)ω(q2, 1).

Получаем систему уравнений:




ω(q2,m) = |α|,
ω(q2,m− 1) = |α|+ ((k − 1)|α|+ 1)ω(q2,m),

ω(q2,m− 2) = |α|+ ((k − 1)|α|+ 1)ω(q2,m− 1),

...

ω(q2, i− 1) = |α|+ ((k − 1)|α|+ 1)ω(q2, i),

...

ω(q2, λ) = |α|+ ((k − 1)|α|+ 1)ω(q2, 1).

Решая систему, находим период выходной последовательности

ω(q2, λ) = ((k − 1)|α|+ 1)m|α|+ ((k − 1)|α|+ 1)m − 1

k − 1
,

то есть период выходной последовательности есть полином степени
m+ 1 от периода входной.

Данный пример позволяет доказать следующую теорему.

Теорема 14. Для любого многочлена q(x) найдется автомат с мага-
зинной памятью P с двумя состояниями такой, что на последователь-
ностях α∞, где α = 0p−11, p ∈ N период выходной последовательности
будет больше, чем q(p).

Доказательство. Рассмотрим автомат из предыдущего примера и под-
берем достаточно большие m и k такие, чтобы было выполнено q(x) <

((k−1)x+1)mx+ ((k−1)x+1)m−1
k−1 при всех натуральных x. Данный автомат

будет удовлетворять условиям теоремы, что и требовалось доказать.

Пример 8.

Пусть автомат с магазинной памятью P = (A,Q,B,Γ, ϕ, ψ, η, q1, λ) ∈
M(n, 2, k), где A = B = {0, 1}, Q = {q1, q2, ..., qn, r2, r3, ..., rn}, Γ = {∗, 1},

ψ(a, q, z) =

{
1, если q = q1, z = λ, a = 1,

0, иначе,

98



ϕ(a, q, z) =





qi+1, если q = qi, i < n, z = 1, a = 1,

qn, если q = qn, z = 1, a = 1,

ri, если q = qi, i > 1, z = ∗, a = 0,

qi, если q = ri, i > 1, z = 1, a = 1,

qi−1, если q = ri, i > 1, z = ∗, a = 1,

q1, если q = r2, z = λ, a = 1,

q, иначе,

η(a, q, z) =





1k, если q = qi, i < n, z = 1, a = 0,

∗1k−1, если q = qi, i < n, z = λ, a = 1,

∗1k−1, если q = qi, i < n, z = 1, a = 1,

1, если q = qn, z = 1, a = 0,

∗1k−1, если q = ri, z = 1, a = 1,

∗, если q = ri, z = ∗, a = 1,

∗, если q = q1, z = ∗, a = 0,

λ, если q = q1, z = ∗, a = 1,

λ, иначе.

На рисунке 7 приведем диаграмму этого автомата. Переходы авто-
мата описываются следующим шаблоном a, z/η, то есть из данного со-
стояния, при подаче входного символа a и при значении верхнего сим-
вола магазина z, автомат записывает на выходную ленту ψ(a, q, z), а в
магазине стирает последний символ и дописывает слово η. Следующее
состояние указывает стрелка. Начальное состояние помечено символом
” ∗ ” и через запятую указана начальная запись в магазине.

Рассмотрим поведение автомата при подаче на вход последователь-
ность α∞, где α = 0p−11. Рассмотрим, как будут меняться состояние
автомата и магазина при подаче на вход слова α:

(q1, λ)⇒α (q1, ∗1k−1);

(qi, 1)⇒α (qi+1, 1
(k−1)(p−1) ∗ 1k−1), i < n;

(qn, 1)⇒α (qn, λ);

(qi, 1∗)⇒α (qi, ∗1k−1), i > 1;

(qi, ∗∗)⇒α (qi−1, ∗), i > 1;

(q1, ∗)⇒α (q1, λ).

Выписанные выше уравнения не являются уравнениями для авто-
номного автомата с магазинной памятью, так как в некоторых случаях
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Рис. 7. Диаграмма автомата P .

имеет место зависимость от двух верхних символов магазина. Тем не
менее, этих уравнений оказывется вполне достаточно, чтобы вычислить
длину периода выходной последовательности.

Введем следующие обозначения:

ω(qn, ∗i1∗n−i) = ωi + ω(qn, ∗n), i = 1, ..., n.

Нетрудно видеть, что

ω(qn, ∗n1) = p+ ω(qn, ∗n1),

то есть
ωn = p.

ω(qn, ∗n−11∗) = p+ω(qn, ∗n1k−1) = p+(k−1)p+ω(qn, ∗n) = kp+ω(qn, ∗n).

Откуда получаем, что
ωn−1 = kp.

Обозначим d = (k − 1)p− 1.

ω(qn, ∗n−21 ∗ ∗) = p+ ω(qn−1, ∗n−21(k − 1)) =

= 2p+ ω(qn−1, ∗n−11k) = 3p+ ω(qn−1, ∗n−11d ∗ 1k−1 =

= 2p+ kp+ ω(qn, ∗n−11d∗) = 2p+ (d+ 1)kp+ ω(qn, ∗n).
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Откуда получаем, что

ωn−2 = 2p+ (d+ 1)ωn−1.

По индукции получаем, что

ωi = 2p+ (d+ 1)ωi+1

для i = 1, ..., n− 2.
Обозначим ω0 = 2p+ (d+ 1)ω1. Получили систему линейных уравне-

ний: 



ωn−1 = kp,

ωn−2 = 2p+ (d+ 1)ωn−1,

...

ωi = 2p+ (d+ 1)ωi+1,

...

ω0 = 2p+ (d+ 1)ω1,

Решая систему, получаем:

ω0 = 2p
(d+ 1)n−1 − 1

d
+(d+1)n−1kp = 2p

((k − 1)p)n−1 − 1

(k − 1)p− 1
+((k−1)p)n−1kp.

Нетрудно видеть, что для длины периода выполнено:
L(P, α) = ω(q1, λ) = p+ ω(q1, ∗1k−1) = 2p+ ω(q2, ∗1d ∗ 1k−1) = ... =

= np+ ω(qn, (∗1d)n−1 ∗ 1k−1) = np+ (k − 1)n+ ω(qn, (∗1d)n−1∗) =

= (n−1)p+kp+ω(qn, (∗1d)n−1∗) = (n−1)p+ωn−1 +ω(qn, (∗1d)n−1∗) =

= (n− 1)p− 2p+ 2p+ ωn−1 + dωn−1 + ω(qn, (∗1d)n−1∗) =

= (n− 1)p− 2p+ ωn−2 + ω(qn, (∗1d)n−2∗2) =

= (n− 1)p− 4p+ ωn−3 + ω(qn, (∗1d)n−3∗3) = ... =

= (n− 1)p− 2(n− 2)p+ ω1 + ω(qn, (∗1d)∗n−1) =

= (n− 1)p− 2(n− 1)p+ ω0 + ω(qn, ∗n) = ω0 − (n− 1)p+ ω(qn, ∗n) =

= ω0 + p.

Продолжая, получаем:

L(P, α) = ω0 + p = p+ 2p
((k − 1)p)n−1 − 1

(k − 1)p− 1
+ ((k − 1)p)n−1kp.
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При k = 2 получаем, что длина периода полиномиально зависит от
длины входного периода и равна:

2pn + p+ 2
pn − p
p− 1

.

Данный пример позволяет доказать следующую теорему.

Теорема 15. Для любого многочлена q(x) найдется автомат с мага-
зинной памятью P из M(n, 2, 2) такой, что на последовательностях
α∞, где α = 0p−11, p ∈ N0, а N0 — бесконечное подмножество нату-
ральных чисел, период выходной последовательности будет больше, чем
q(p).

Доказательство. Достаточно рассмотреть автомат из предыдущего
примера с достаточно большим числом состояний.
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7. Заключение

В данной работе рассматривалась задача описания автоматов с магазин-
ной как преобразователей последовательностей. Было известно, что, так
же как и конечные автоматы, автоматы с магазинной памятью перево-
дят периодические последовательности в периодические. Вокруг этого
факта и выстроена работа, а именно: приведено описание зависимости
периода выходной последовательности от характеристик автомата и пе-
риода входной последовательности. Оказалось, что наличие потенциаль-
но бесконечной памяти в виде магазина принципиально усложняет эту
задачу.

Большая часть работы посвящена описанию автономного автомата с
магазинной памятью. Была приведена экспоненциальная от характери-
стик автомата верхняя оценка на период выходной последовательности
для автономного случая. В случае, когда в алфавите магазина есть хо-
тя бы два символа, удалось построить пример, который показывает, что
принципиально оценку понизить нельзя. Однако в случае, когда алфа-
вит магазина содержит ровно один символ, ситуация резко упрощается.
В этом случае удалось доказать верхнюю квадратичную от числа со-
стояний оценку. Был приведен пример, в котором полученная верхняя
оценка асимптотически достигается.

Оценки, полученные для автономного случая, удалось применить для
получения оценок для случая автомата со входом. Оказалось, что даже
в простейшем случае, когда в алфавите магазина всего один символ,
автомат может преобразовывать период квадратичным образом, то есть
период выходной последовательности квадратично зависит от периода
входной. В этом заключается принципиальное отличие класса автоматов
с магазинной памятью от класса конечных автоматов. Более того, был
построен пример автомата всего с двумя состояниями, который способен
преобразовывавать период входной последовательности квадратично. В
общем же случае, когда в алфавите магазина разрешено использовать
более одного символа, автомат способен преобразовывать периодическую
последовательность полиномиально.

Помимо уже описанных результатов отдельным пунктом хотелось бы
отметить, что в процессе доказательства утверждений было разработа-
но некоторое количество алгоритмов, которые позволяют по уравнениям
автомата эффективно получать длину периода выходной последователь-
ности.
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Подход к изучению периодических свойств — это первый шаг к по-
строению теории фукнциональных систем на основе автоматов с мага-
зинной памятью. Описание периодических свойств позволяет по-новому
взглянуть на автомат с магазинной памятью. Автор верит, что пред-
ложенные им подходы могут быть плодотворно применены к решению
задач, связанных с автоматами с магазинной памятью.

Автор выражает глубокую благодарность своему научному руково-
дителю — доктору физико-математических наук, профессору Дмитрию
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интеллектуальных систем за доброжелательную и творческую атмосфе-
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Realtime pushdown transducer saves the set of periodic sequences.
Earlier the author found upper and lower bounds for max period of
output for transducer without input as a function from parameters of
transducer. There are upper and lower bounds for max period of output
in general case in current paper. The max period of transducer output
has been studied as function from period of input sequence.

Keywords: realtime pushdown transducer, deterministic function, periodic
sequences.
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О нижней оценке максимального
потенциала плоских схем с несколькими

выходами через площадь

Калачев Г. В.

В статье исследуется связь между площадью и максимальным
потенциалом плоских схем, реализующих булевы операторы. Мак-
симальный потенциал — мера сложности плоских схем, отражаю-
щая энергопотребление схемы в худшем случае, его также часто
называется активностью. Он равен максимальному числу выходов
элементов схемы, равных 1, где максимум берётся по всем входным
наборам схемы. В работе показано, что для произвольного булева
оператора потенциал Û не меньше, чем

√
S/4
√
2, где S — площадь

минимальной схемы, реализующей данный оператор.
Ключевые слова: клеточные схемы, активность, потенциал,

связь мер сложности, нижние оценки, булевы операторы.

1. Введение

Плоская(клеточная) схема — это схема из функциональных элементов,
уложенная на плоскость так, чтобы каждому входу и выходу соответ-
ствовала некоторая сторона клетки, в которой находится элемент. Та-
ким образом, в такой схеме могут использоваться любые функциональ-
ные элементы, у которых в сумме не более четырёх контактов. Понятие
клеточных схем ввёл Кравцов С.С. в работе [1] и показал, что порядок
площади плоских схем, реализующих булевы функции от n переменных,
равен 2n.

В работе рассматривается максимальная мощность, выделяемая схе-
мой. В работе [2] была введена мера мощности плоских схем — актив-
ность, и было показано, что дешифратор нельзя реализовать плоской
схемой, одновременно оптимальной по площади и активности. В работе
[3] была доказана нижняя оценка максимального потенциала булевых
функций через их площадь.
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В данной работе мы обобщим этот результат на случай частичных
булевых операторов.

2. Определения и формулировка результата.

Формальное определение плоской схемы достаточно громоздкое, поэто-
му приведём неформальное определение3. Плоской схемой называется
такая укладка схемы из функциональных элементов на плоскость, что
каждый функциональный элемент помещается в ячейку целочисленной
решётки на плоскости, чтобы его входы и выходы оказались на сторонах
ячейки; при этом соединяющие провода также укладываются в свобод-
ные ячейки и моделируются цепочкой клеточных элементов, реализую-
щих тождественные функции.

Чтобы сформулировать результаты, введем несколько определений.
Рассмотрим плоскую схемуK c n входами и n выходами. Входы схемыK,
а также выходы всех ее элементов назовем узлами схемы K. Множество
схем, реализующих оператор f обозначим Impl(f).

Площадью схемы K будем называть количество её элементов, будем обо-
значать эту величину S(K).

Площадью булева оператора f : D′ → {0, 1}m назовём величину S(f) :=
min

K∈Impl(f)
S(K), то есть площадь минимальной схемы, реализующей опе-

ратор f .

Потенциалом схемы K на наборе x назовем количество узлов схемы K,
принимающих значение 1, когда на вход схемы подан набор x, будем
обозначать эту величину uK(x).

Максимальным потенциалом схемы K на множестве D ⊂ {0, 1}n назо-
вем величину ÛD(K) = max

x∈D
uK(x).

Максимальным потенциалом булева оператора f : D′ → {0, 1}m на
множестве D назовём величину ÛD(f) = min

K∈Impl(f)
ÛD(K). С случае D =

{0, 1}n нижний индекс D у меры Û будем опускать.

Теорема 1. Для любого оператора f : D → {0, 1}m выполнено

Û(f) <
√
S(f)

4
√
2
.

3Формальное определение плоской схемы можно посмотреть, например, в [3].
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Замечание. Заметим, что в теореме рассматривается максимальный
потенциал на множестве всех наборов {0, 1}n, а не на области определе-
ния оператора f . Однако, в случае, когда есть выход оператора f , су-
щественно зависящий от всех переменных, то работает доказательство,
полностью аналогичное доказательству из [3], только участвующие в до-
казательстве наборы будут принадлежать множеству D. В этом случае
верна оценка:

ÛD(f) <
√
S(f)

4
√
2
.

3. Доказательство

Рассмотрим произвольный оператор f : D → {0, 1}m, у которого каждый
выход отличен от константы и схему K, который реализует оператор f
с наименьшим максимальным потенциалом (из всех схем с одинаковым
потенциалом выберем схему с наименьшим количеством узлов).

При таком способе выбора схемыK все её входы соответствуют суще-
ственным переменным оператора f на множестве D, иначе можно было
бы удалить несущественный вход, уменьшив количество узлов схемы и
не увеличив её максимальный потенциал. Также простым, но важным
свойством схемы K является то, что каждый её узел зависит существен-
но от некоторого входа схемы, иначе он равен константе, и его можно
удалить, уменьшив число узлов схемы. Поскольку базис мы никак не
ограничиваем, то константный узел можно удалить, заменив соответ-
ствующим образом клеточный элемент, для которого этот узел является
входом. По аналогии, каждый узел, являющийся входом некоторого эле-
мента, является существенной переменной некоторого его выхода, иначе
его также можно было бы удалить, уменьшив число узлов.

Без ограничения общности будем считать, что все оператор f суще-
ственно зависит от всех n переменных. По схеме K построим граф GK с
n вершинами следующим образом.

• Вершинами графа GK являются входы схемы K.

• Входы xi и xj соединены ребром, если существует узел αij схемы
K такой, что функция φαij , реализуемая в узле αij существенно
зависит от xi и xj .

Случай связного графа GK . Если граф GK связен, достроим его до
графа GK
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• Найдём в схеме K два наиболее удалённых друг от друга узла β1
и β2.

• Добавим к графу GK две дополнительные вершины β1 и β2.

• Соединим вершину βi (i ∈ {1, 2}) ребром со всеми входами xj , от
которых φβi существенно зависит.

Найдём в графе GK кратчайший путь π = [β1, xi1 , ..., xik , β2], соеди-
няющий вершины β1 и β2. Без ограничения общности можно считать,
что i1 < i2 < ... < ik. Для краткости и единообразия переобозначим уз-
лы αijij+1 за γj (j = 1, ..., k − 1), а также положим γ0 = β1, γk = β2. Для
каждого из узлов γj введём набор номеров переменных Vj = (v1j , ..., v

mj

j ),
от которых φγj зависит существенно, причём набор Vj упорядочен таким
образом, что v1j = ij при j ≥ 1 и vmj

j = ij+1 при j ≤ k − 1. Заметим, что
Vj и Vj+s как множества не пересекаются при s ≥ 2, поскольку иначе
переменная xt ∈ Vj ∩ Vjs была бы в графе Gk соединена с вершинами xj
и xj+s+1, что противоречит тому, что путь π — кратчайший.

Если V = {j1, ..., js}— набор индексов (1 ≤ jt ≤ n), x = (x1, ..., xn), то-
гда через x[V ] обозначим набор (xj1 , ..., xjs). Положим φj(x[Vj ]) = φγj (x)
— функция, полученная из φγj удалением несущественных перемен-
ных и перестановкой существенных переменных. Зафиксируем наборы
y′j ∈ {0, 1}|Vj |−1 для всех j = 0, ..., k − 1 и y′′j ∈ {0, 1}|Vj |−1 для всех
j = 1, ..., k такие, что φj(0, y′j) 6= φj(1, y

′
j) и φj(y

′′
j , 0) 6= φj(y

′′, 1).
Через ei обозначим двоичный вектор длины n, в котором i-й коорди-

ната равна 1, а остальные равны 0. Поскольку Vj ∩ Vj+s = ∅ при s ≥ 2,
существуют наборы uts

′, uts
′′ ∈ {0, 1}n (s, t ∈ {0, 1}) такие, что

ut0
′
[Vj ] = (y′j , 0), ut0

′′
[Vj ] = (0, y′′j ), где t ≡ j mod 2,

ut1
′
= ut0

′ ⊕
⊕

j≡t(mod 2)

eij+1 , ut1
′′
= ut0

′′ ⊕
⊕

j≡t(mod 2)

eij .

Для каждого допустимого значения индекса j при t = j mod 2 вы-
полнено

φγj (u
t
0
′
) = φj(y

′
j , 0) 6= φj(y

′
j , 1) = φγj (u

t
0
′ ⊕ eij+1),

φγj (u
t
0
′′
) = φj(0, y

′′
j ) 6= φj(1, y

′′
j ) = φγj (u

t
0
′′ ⊕ eij ).

Поскольку сложение по модулю 2 с вектором ei изменяет лишь i-ю ко-
ординату вектора, то существуют цепи c′j и c′′j , соединяющие узел γj со
входами xij+1 и xij соответственно такие, что φγ(ut0

′
) 6= φγ(u

t
0
′ ⊕ eij+1)
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для всех узлов γ ∈ c′j и φγ(u
t
0
′′
) 6= φγ(u

t
0
′′ ⊕ eij ) для всех узлов γ ∈ c′′j .

Кроме того, для любого узла γ цепи c′j функция φγ зависит существенно
от переменной xij+1 и не зависит от переменной xis при |s− (j + 1)| ≥ 2,
иначе в графе GK вершина xij+1 была бы соединена с xs, и путь π не был
бы кратчайшим. А это означает, что φγ(ut1

′
) = φγ(u

t
0
′
+ eij+1) 6= φγ(u

t
0
′
),

и что цепи c′j и c
′
s−1 не пересекаются. Аналогично φγ(ut0

′′
) 6= φγ(u

t
1
′′
) для

любого узла γ цепи c′′j и цепи c′′j и c′′s не пересекаются при |s− j| ≥ 2.
Теперь мы можем оценить сумму потенциалов схемы K на наборах

ut0
′, ut1

′, ut0
′′ и ut1

′′

uK(ut0
′
) + uK(ut1

′
) ≥

∑

j≡t(mod 2)

∑

γ∈c′j

(
φγ(u

t
0
′
) + φγ(u

t
1
′
)
)
=

∑

j≡t(mod 2)

|c′j |,

uK(u00
′
) + uK(u01

′
) + uK(u10

′
) + uK(u

1
1
′
) ≥

≥
∑

j≡0(mod 2)

|c′j |+
∑

j≡1(mod 2)

|c′j | =
k−1∑

j=0

|c′j |.

По аналогии имеем

uK(u00
′′
) + uK(u01

′′
) + uK(u

1
0
′′
) + uK(u11

′′
) ≥

k∑

j=1

|c′′j |.

Отсюда с использованием неравенства треугольника получим

∑

s∈{0,1}

∑

t∈{0,1}
(uK(uts

′
) + uK(uts

′′
)) ≥ |c′0|+

k−1∑

j=1

(|c′j |+ |c′′j |) + |c′′k| ≥

≥ ρK(γ0, xi1) + 1 +

k−1∑

j=1

(
ρK(xij , xij+1) + 2

)
+ ρK(xik , γk) + 1 ≥

≥ ρK(γ0, γk) + 2k = ρK(β1, β2) + 2k.

Нетрудно убедиться, что максимальная площадь целочисленного множе-
ства с диаметром d в манхеттеновской метрике не превосходит (d+1)2/2.
Поскольку β1 и β2 — пара наиболее удалённых друг от друга узлов схе-
мы, то расстояние между ними не меньше диаметра схемы, значит

ρK(β1, β2) + 2k ≥
√

2S(K)− 1 + 2k >
√
2S(K).
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Отсюда получаем требуемую оценку

Û(f) = Û(K) ≥ max
s∈{0,1}

max
t∈{0,1}

max(uK(uts
′
), uK(uts

′′
)) ≥

≥ 1

8

( ∑

s∈{0,1}

∑

t∈{0,1}

(
uK(uts

′
) + uK(uts

′′
)
))
≥

≥ ρK(β1, β2) + 2k

8
>

√
2S(f)

8
=

√
S(f)

4
√
2
.

Случай несвязного графа GK . Пусть граф GK имеет ` компонент
связности, и Vi — множество вершин GK в i-й компоненте связности.
Каждому Vi соответствует множество узлов Ni схемы K, зависящих от
переменных из Vi. Множества Ni и Nj не пересекаются при i 6= j, по-
скольку иначе был бы узел, существенно зависящий одновременно от
переменных из Vi и Vj , значит в GK множества Vi и Vj были бы в одной
компоненте связности. Множество узлов Ni задаёт подсхему Ki схемы K
с множеством входов Vi. Каждый элемент схемы K входит в некоторую
подсхему Ki, иначе его выход был бы равен константе, и его можно было
бы удалить. Значит S(K1) + ... + S(K`) ≥ S(K). Поскольку множества
входных переменных подсхем Ki не пересекаются, то максимальный по-
тенциал схемы K складывается из максимальных потенциалов подсхем
K1, ...,K`, а именно

Û(K) = max
x∈{0,1}n

uK(x) = max
{∑̀

i=1

uKi(xi)
∣∣∣ x1, ..., x` ∈ {0, 1}|Vi|

}
=

=
∑̀

i=1

max
xi∈{0,1}|Vi|

uKi(xi) =
∑̀

i=1

Û(Ki).

Для каждой подсхемы Ki граф GKi соответствует компоненте связно-
сти GK с множеством вершин Vi, и по доказанному случаю Û(Ki) ≥√
S(Ki)/4

√
2. Значит

Û(K) =
∑̀

i=1

Û(Ki) ≥
1

4
√
2

∑̀

i=1

√
S(Ki) ≥

1

4
√
2

√√√√∑̀

i=1

S(Ki) ≥
√
S(K)

4
√
2

.

Теорема доказана.
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On the lower bound for the maximum potential of plain circuits
with several outputs through the area

Kalachev G. V.

In this paper we consider the relationship between the area and the
maximum potential of plain circuits realizing Boolean operators. The
maximal potential is a complexity measure of plain circuits, reflecting
the power consumption of the circuit in the worst case, it is also often
called activity. It is equal to the maximum number of outputs of circuit
elements equal to 1, where the maximum is taken over all input sets
of the circuit.It was porved that for arbitrary Boolean operator f , its
maximal potential Û is greater or equal than

√
S/4
√
2 where S is the

area of the minimal plain circuit realizing f .
Keywords: plain circuits, activity, potential, retations between

complexity measures, lower bounds, Boolean operators.
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Часть 3.
Материалы семинара «Теория

автоматов»





Доклады семинара «Теория автоматов»

В первом квартале 2018 года на научном семинаре «Теория авто-
матов» под руководством академика Валерия Борисовича Кудрявцева
состоялись 3 доклада.

28 февраля 2018 года
От двузначной к k-значной логике

с.н.с. Жук Д. Н.

Традиционно считается, что при переходе от двузначного к много-
значному случаю свойства решетки замкнутых классов функций коор-
динально меняются. В докладе будет показано, что несмотря на разли-
чия, эти решётки во многом похожи, а очень многие свойства, которые
следуют из решетки Поста, могут быть обобщены на многозначный слу-
чай. Одним из таких примеров является решение задачи удовлетворения
ограничениям для многозначного случая - показано, что самый общий
полиномиальный алгоритм является во многом лишь комбинацией ме-
тодов, давно известных для двузначного случая.

7 марта 2018 года
От булевых схем к доказательству теорем

доцент Боков Г. В.

Вопрос о сложности доказательств теорем в формальных системах
возникает во многих областях. С точки зрения вычислительной сложно-
сти точные нижние оценки сложности доказательств служат средством
отделения классов вычислительной сложности. В современных SAT- и
SMT-решателях анализ лежащих в их основе систем доказательств поз-
воляет оценить производительность и ограниченность решателей. Цен-
тральное место в вопросе сложности доказательств отводится доказа-
тельству теорем классического исчисления высказываний. Несмотря на
то, что за последние десятилетия удалось разработать много разнообраз-
ных техник для доказательства верхних и нижних оценок в различных
пропозициональных системах, успеха в получении нижних оценок для
классических систем доказательств достичь так и не удалось. Тем не ме-
нее, среди специалистов в области сложности доказательств сложилась
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прочная уверенность в том, что существует тесная связь между прогрес-
сом в получении нижних оценок сложности булевых схем и прогрессом в
получении нижних оценок размера пропозициональных доказательств. В
докладе будет рассказано о связи между булевыми схемами и системами
доказательств теорем, о том, как идеи и методы, применяемые для оцен-
ки сложности схем, применяются для оценки сложности доказательств
теорем.

14 марта 2018 года
Об обобщении теоремы Мура

доцент Пантелеев П. А.

Диагностические эксперименты с конечными автоматами впервые бы-
ли описаны в классической работе Э. Мура, и с тех пор применяются при
решении практических и теоретических задач, возникающих в таких об-
ластях как тестирование программ, диагностика неисправностей циф-
ровых схем, а также при верификации коммуникационных протоколов.
Если имеется полное описание некоторого конечного автомата Мили, но
про его начальное состояние известно лишь то, что оно принадлежит
некоторому фиксированному подмножеству состояний, то простой диа-
гностический эксперимент для этого подмножества состоит в подаче на
автомат такой входной последовательности, что по реакции автомата на
нее можно однозначно сказать с каким начальным состоянием мы имели
дело. В докладе будет рассказано об оценках длины для таких экспери-
ментов и показана связь данной задачи с комбинаторными проблемами,
возникающими в теории гиперграфов.
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От булевых схем к доказательству теорем

Боков Г. В.

Вопрос о сложности доказательств теорем в формальных систе-
мах возникает во многих областях. С точки зрения вычислитель-
ной сложности точные нижние оценки сложности доказательств
служат средством отделения классов вычислительной сложности.
В современных SAT- и SMT-решателях анализ лежащих в их осно-
ве систем доказательств позволяет оценить производительность и
ограниченность решателей. Центральное место в вопросе сложно-
сти доказательств отводится доказательству теорем классического
исчисления высказываний. Несмотря на то, что за последние де-
сятилетия удалось разработать много разнообразных техник для
доказательства верхних и нижних оценок в различных пропозици-
ональных системах, успеха в получении нижних оценок для клас-
сических систем доказательств достичь так и не удалось. Тем не
менее, среди специалистов в области сложности доказательств сло-
жилась прочная уверенность в том, что существует тесная связь
между прогрессом в получении нижних оценок сложности булевых
схем и прогрессом в получении нижних оценок размера пропозици-
ональных доказательств. В работе будет рассказано о связи между
булевыми схемами и системами доказательств теорем, о том, как
идеи и методы, применяемые для оценки сложности схем, приме-
няются для оценки сложности доказательств теорем.

Ключевые слова: Системы пропозициональных доказа-
тельств, сложность доказательств, булевы схемы, сложность схем,
классы сложности.

Одной из центральных проблем теории сложности вычислений яв-
ляется вопрос о существовании полиномиальной разрешающей проце-
дуры для классического пропозиционального исчисления. Её важность
обусловлена взаимосвязью с задачей о равенстве классов сложности P
и NP [Coo71], решение которой позволит получить ответ о сложности
многих комбинаторных проблем [Kar72]. Сама проблема тесно связана с
изучением сложности минимального пропозиционального вывода клас-
сических тавтологий [CR74].
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Отправной точкой в изучении сложности пропозиционального выво-
да является работа Кука и Рекхау 1979 года [CR79], в которой они форма-
лизовали систему пропозициональных доказательств, как полиномиаль-
но вычислимую функцию, область значений которой совпадает с множе-
ством всех пропозициональных тавтологий. В этой работе Кук и Рекхау
установили фундаментальную взаимосвязь между сложностью пропози-
ционального выводы и классами сложности вычислений: существование
полиномиальной системы доказательств пропозициональных формул,
в которой каждая истинная формула имеет доказательство, сложность
которого не превосходит некоторого полинома p(n) от длины формулы
n, равносильно тому, что класс NP замкнут относительно дополнений,
т.е. NP = coNP. Данная взаимосвязь послужила основой так называ-
емой программы Кука-Рекхау : так как класс P замкнут относительно
дополнений, то для того, чтобы отделить его от класса NP, достаточно
доказать отсутствие полиномиальной системы доказательств для клас-
сических тавтологий. Этот подход связан с получением суперполиноми-
альных нижних оценок сложности вывода.

На сегодняшний день суперполиномиальные нижние оценки извест-
ны только для слабых систем пропозициональных доказательств [Urq95,
Raz96, UF96, Pud98, BP98]. Первая из таких оценок была получена еще в
конце 60-х годов Цейтиным [Tse68] для подсистем резолюции. Первым же
значительным с точки зрения программы Кука-Рекхау результатом яв-
ляется суперполиномиальная нижняя оценка для резолюции, найденная
в 1985 году Хэйкеном [Hak85]. Начиная с конца 90-х годов подобные оцен-
ки были получены и для многих других систем доказательств: системы
Фреге ограниченной глубины [Ajt94, BIK+92, BIP93, KPW95], исчисле-
ние полиномов [CEI96, Raz98], системы Nullstellensatz [BIK+96], системы
линейных уравнений [BPR97, Pud97]. Для всех этих систем были получе-
ны экспоненциальные нижние оценки на длину вывода для конкретных
последовательностей тавтологий, представляющих собой естественную
интерпретацию известных комбинаторных утверждений. Наиболее пол-
ный обзор последних результатов в этой области можно найти в [Seg07].

В то же время, для сильных систем доказательств, таких как системы
Фреге и расширенные системы Фреге [Kra95a], известны лишь линейные
нижние оценки для длины вывода и квадратичные нижние оценки для
размера вывода [Bus95, BG98]. Вопрос о существовании суперполиноми-
альных нижних оценок для таких систем до сих пор остается откры-
тым. В первую очередь это связано с тем, что все известные методы
доказательства нижних оценок (мощностной принцип, метод подстано-
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вок [Kra97a], интерполяционные теоремы [Kra97b], соотношения между
длиной и шириной опровержений в методе резолюции [BSW01], псевдо-
случайные генераторы [ABR+04, Kra01, Kra04] и др.), которые хоро-
шо зарекомендовали себя для слабых систем доказательств, оказались
непригодными для систем Фреге [KP98]. Например, принцип Дирихле,
как и другие комбинаторные принципы, использующие мощностные со-
ображения, не может иметь сложного доказательства в системах Фре-
ге [Bus87], поэтому любые комбинаторные принципы, требующие супер-
полиномиальных доказательств, должны быть очень сложными [BBP95].
В некоторых случаях вопрос о существовании нижних оценок удалось
свести к оценке числа раундов интерактивной игры, но получить при
этом нетривиальные нижние оценки не удалось [PB95, Pud00, Kra15].

Важность изучения сложности пропозиционального вывода не огра-
ничивается только применением в области сложности вычислений в ка-
честве средства отделения классов сложности. Здесь можно отметить
полезную взаимосвязь между длиной вывода в сильных системах пропо-
зициональных доказательств, подобных системам Фреге и их расшире-
ниям, и выполнимостью формул в ограниченной арифметике [Kra95b].
Также понимание устройства оптимального пропозиционального вывода
необходимо для создания эффективных SAT-решателей и систем авто-
матического доказательства теорем [PS10, Bus12].

Одна из неожиданных и вместе с тем удивительных взаимосвязей бы-
ла обнаружена между сложностью доказательства теорем и сложность
булевых схем. Известно, что системы Фреге не зависят от выбора ак-
сиом и правил вывода. Все такие системы полиномиально эквивалент-
ны [CR79]. Однако системы Фреге можно охарактеризовать по классам
формул, участвующих в выводах. И в этом случае не все системы Фре-
ге будут полиномиально эквивалентны друг другу. Например, системы
формул в конъюнктивных нормальных формах вместе c методом резо-
люции являются системами Фреге над формулами глубины 2. Для таких
систем Фреге доказана экспоненциальная нижняя оценка длины выво-
да [Hak85]. Рассмотрение стандартных классов булевых схем

AC ⊂ AC0[p] ⊂ TC0 ⊆ NC1 ⊆ P/poly

привело к появлению соответствующей иерархии систем Фреге. В этой
иерархии AC-системам Фреге соответствуют системы Фреге над форму-
лами ограниченной глубины, NC1-системы Фреге — это обычные систе-
мы Фреге, а P/poly-системы Фреге — это расширенные системы Фреге
и системы Фреге с подстановкой.
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На сегодняшний день экспоненциальные нижние оценки сложности
булевых схем для конкретных функций были получены только для клас-
са AC0[p] [Raz87, Smo87]. Для систем Фреге экспоненциальные ниж-
ние оценки сложности вывода найдены только для AC-систем Фре-
ге [Ajt94, BIK+92, BIP93, KPW95]. Все попытки применить метод Раз-
борова и Смоленского для AC0[p]-схем к система Фреге до сих успехом
не увенчались. Несмотря на это, среди специалистов по сложности до-
казательств сложилась твердая уверенность, что прогресс в получении
нижних оценок сложности булевых схем послужит толчком к получе-
нию нижних оценок размера пропозициональных доказательств. Хотя
данная связь между булевыми схемами и системами доказательств ча-
сто постулируется [BP98], формального обоснования она до сих пор так
и не получила [BBC16]. В тоже время, данный подход послужил толчком
к появлению новых, интересных и открытых до сих пор проблем [Pud08].
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From Boolean circuits to theorem proving
Bokov G. V.

The question how difficult it is to prove given theorems in given
formal systems arises in many areas. In computational complexity,
lower bounds to the size of proofs offer an approach towards the
separation of complexity classes. Analysis of proof systems underlying
recent SAT solvers provides the main theoretical framework towards
understanding the power and limitations of solving. The main part of
research in proof complexity has concentrated on proof systems for
classical propositional logic. Despite the fact that propositional proof
complexity has made enormous progress over the past three decades in
showing tight lower and upper bounds for many proof systems, some
of strong classical proof systems have resisted all attempts for lower
bounds for decades. Nevertheless, a general and long-standing belief in
the proof complexity community asserts that there is a close connection
between progress in lower bounds for Boolean circuits and progress
in proof size lower bounds for strong propositional proof systems. In
the paper we show how relates Boolean circuits and proof systems
with respect to complexity, i.e. how ideas and techniques from Boolean
circuit complexity applies to propositional proof complexity.

Keywords: Propositional proof systems, proof complexity, Boolean
circuits, circuit complexity, complexity classes.
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От двузначной к k-значной логике

Жук Д.Н.

Традиционно считается, что при переходе от двузначного к мно-
гозначному случаю свойства решетки замкнутых классов функций
координально меняются. В докладе будет показано, что несмотря
на различия, эти решётки во многом похожи, а очень многие свой-
ства, которые следуют из решетки Поста, могут быть обобщены на
многозначный случай. Одним из таких примеров является решение
задачи удовлетворения ограничениям для многозначного случая -
показано, что самый общий полиномиальный алгоритм является во
многом лишь комбинацией методов, давно известных для двузнач-
ного случая.

Ключевые слова: Булевы функции, k-значные функции, от-
ношения, соответствие Галуа, задачи удовлетворения ограничени-
ям.

1. Введение

Принято считать, что двузначный случай от k-значного отличается в
первую очередь тем, что в двузначном случае все замкнутых классы
функций описаны Э.Постом [28, 29], а в k-значном случае замкнутых
классов континуум [3], а многочисленные результаты (например, [5, 17,
16, 8, 11, 22]) лишь подтверждают, что решётка замкнутых классов k-
значной логики очень сложна.

Мы покажем, что несмотря на сложность, замкнутые классы функ-
ций k-значной логики во многом похожи на замкнутые классы двузнач-
ной логики, а многие свойства решетки Поста обобщаются на k-значный
случай. Главным отличием является то, что k-значный случай одновре-
менно может совмещать разные свойства, такие как монотонность и ли-
нейность, что невозможно в двузначном случае. Сначала мы покажем,
как обобщаются на k-значный случай различные свойства и функции,
являющиеся ключевыми при построении решетки Поста. Затем мы про-
демонстрируем, что полиноминальный алгоритм решения задачи удовле-
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творения ограничениям по сути является комбинацией методов, извест-
ных для двузначного случая.

2. Функции двузначной и k-значной логики

Функциями двузначной логики P2 называются отображения вида

{0, 1} × {0, 1} × · · · × {0, 1} → {0, 1}.

Положим Ek = {0, 1, . . . , k − 1}. Функциями k-значной логики P2 на-
зываются отображения вида

Ek × Ek × · · · × Ek → Ek.

Обычным образом на функциях k-значной логики определяется
оператор замыкания относительно операций суперпозиции. Замкнутый
класс функций называется клоном, если он содержит селекторы.

3. Предполные классы

Теорема 1. [28, 29] В P2 есть 5 предполных классов:

• Класс функций сохраняющих 0 (T0);

• Класс функций сохраняющих 1 (T1);

• Класс самодвойственных функций (S);

• Класс монотонных функций (M);

• Класс линейных функцйи (L).

Если перейти от двузначного случая к трехзначному, то там будут
следующие предполные классы.

Теорема 2. [4] В P3 есть 18 предполных классов:

1) Классы сохранения множеств T0, T1, T2, T0,1, T0,2, T1,2.

2) Класс самодвойственных функций S, то есть, сохраняющие от-
ношение ( 0 1 2

1 2 0 ) .

3) Класс линейных функций.
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4) Классы монотонных функций M0<1<2,M1<0<2,M0<2<1.

5) Класс сохранения разбиения T0∼1, T0∼2, T1∼2.

6) Центральные предполные классы, то есть сохраняющие одно из
отношений ( 0 1 2 0 0 1 2

0 1 2 1 2 0 0 ) , ( 0 1 2 1 1 0 2
0 1 2 0 2 1 1 ) , ( 0 1 2 2 2 0 1

0 1 2 0 1 2 2 ) .

7) Предполный класс Слупецкого: множество всех несущественных
функций.

Их этих теорем видно, что предполные классы P3 отличаются от
предполных классов P3 только классами сохранения разбиений, цен-
тральными предполными классами и предполным классом Слупецко-
го. При этом классы сохранения разбиений являются всего лишь спо-
собом сведения к двузначному случаю, а центральные классы во мно-
гом похожи на классы монотонных функций: сравните ( 0 1 2 0 0 1 2

0 1 2 1 2 0 0 ) и
( 0 1 2 0 0 1
0 1 2 1 2 2 ) . Таким образом принципиально новым является только пред-

полный класс Слупецкого, и в дальнейшем мы покажем, что именно этот
класс является главной отличительной особенностью Pk.

Если же перейти от трехзначного случая к k-значному , то никаких
новых семейств предполных классов не появится, но существенно услож-
нится семейство предполных классов типа Слупецкого [30, 22].

4. Решетка замкнутых классов

Как было отмечено выше, все замкнутые классы двузначной логики бы-
ли описаны Э.Постом [28, 29], причём решетку по вложению можно кра-
сиво изобразить на плоскости (рис. 1).

В то же время, для k > 2 имеется континуум предполных классов.

Теорема 3. [3] уществует континуум замкнутых классов функций k-
значной логики для k > 2.

Тем не менее, вопреки сложившемуся мнению, континуальная мощ-
ность не является критичным моментом, что подтверждается работой
автора [7, 35], в которой он построил все замкнутые классы самодвой-
ственных функций трехзначной логики (континуальное семейство).

Если сравнить рисунки 1 и 2, то станет понятно, что между этими
решётками много общего. Детальное же изучение [7, 35] покажет, что
многие классы в решетке замкнутых классов самодвойственных функ-
ций являются обобщениями замкнутых классов, найденных Э.Постом в
[28, 29].
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Рис. 1. Решетка Поста замкнутых классов P2.

5. Соответствие Галуа

В этом разделе мы сформулируем, пожалуй, самое удивительное свой-
ство замкнутых классов функций k-значной логики, которое является
общим для двузначного и k-значного случая. Отображение Ehk → {0, 1}
называется предикатом арности h. В работе мы не различаем предикаты
и отношения, то есть вместо ρ(a1, . . . , ah) = 1 мы пишем (a1, . . . , ah) ∈ ρ.
Предикаты (отношения) мы изображаем в виде матриц, где столбцам
соответствуют наборы, на которых предикат принимает значение 1.
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Рис. 2. Решетка замкнутых классов самодвойственных функций P3.

Будем говорить, что функция f ∈ Pmk сохраняет предикат (отноше-
ние) ρ, если

f




a1,1 a2,1 . . . am,1
a1,2 a2,2 . . . am,2
. . . . . . . . . . . .
a1,h a2,h . . . am,h


 :=




f(a1,1, a2,1, . . . , am,1)
f(a1,2, a2,2, . . . , am,2)

. . .
f(a1,h, a2,h, . . . , am,h)


 ∈ ρ

для любых




a1,1
a1,2
. . .
a1,h


 ,




a2,1
a2,2
. . .
a2,h


 , . . . ,




am,1
am,2
. . .
am,h


 ∈ ρ.
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Через Pol(ρ) обозначим множество всех функций f ∈ Pk, таких что
f сохраняет ρ. Для множества предикатов S положим

Pol(S) =
⋂

ρ∈S
Pol(ρ).

Множество всех предикатов, которые сохраняются функцией f ∈ Pk,
будем обозначать через Inv(f). Для M ⊆ Pk положим

Inv(M) =
⋂

f∈M
Inv(f).

Введем на множестве всех предикатов k-значной логики Rk опера-
тор замыкания относительно позитивных примитивных формул, то есть
формул следующего вида

ρ(x1, . . . , xn) = ∃y1 . . . ∃yl ρ1(z1,1, . . . , z1,n1) ∧ . . . ∧ ρs(zs,1, . . . , zs,ns),

где zi,j ∈ {x1, . . . , xn, y1, . . . , yl}.
Следующая теорема из [1, 2, 22] описывает важное свойство операций

Pol и Inv.

Теорема 4. Пусть L(Pk) — множество всех клонов в Pk, L(Rk) —
множество всех замкнутых множеств в Rk, содержащих пустой пре-
дикат и предикат равенства, тогда отображения

Inv : L(Pk) −→ L(Rk),

Pol : L(Rk) −→ L(Pk)

являются биективными отображениями, которые сохраняют частич-
ный порядок ⊆, то есть

∀A,B ∈ L(Pk) : A ⊆ B ⇒ Inv(B) ⊆ Inv(A),

∀S, T ∈ L(Rk) : S ⊆ T ⇒ Pol(T ) ⊆ Pol(S).

Из этой теоремы следует, что для исследования решетки замкнутых
классов Pk можно изучать решетку замкнутых классов предикатов k-
значной логики.
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6. Критичные предикаты

Наблюдение. Рассмотрим предикат двузначной логики ρ(x, y, z) = (x ≤
y)∧ (y 6= z). Нетрудно видеть, что с помощью позитивных примитивных
формул из него можно вывести два предиката ρ1 и ρ2 следующим обра-
зом: ρ1(x, y) = ∃z (ρ(x, y, z)) = (x ≤ y), ρ2(y, z) = ∃x (ρ(x, y, z)) = (y 6= z).
В то же время, из ρ1 и ρ2 можно обратно вывести ρ следующим образом
ρ(x, y, z) = ρ1(x, y) ∧ ρ2(y, z). Это позволяет утверждать, что предикат
ρ не нужен нам для исследования замкнутых классов функций, а сам
предикат ρ распадается на два более простых предиката.

Предикат называется существенным, если он представляется в виде
конъюнкции предикатов меньшей арности. Это понятие было введено в
работах [6, 7, 33] и позволило не только получить простое доказательство
решетки Поста замкнутых классов, но и описать все замкнутые классы
самодвойственных функций трехзначной логики [7, 35].

Можно пойти дальше и ввести понятие критичного (максимального)
предиката [7, 35, 18]. А именно, предикат называется критичным, если
его нельзя разложить на предикаты меньшей арности и большие (по чис-
лу ноборов) предикаты той же арности, то есть его нельзя представить
в виде конъюнкции предикатов меньшей арности и больших предикатов
той же арности, которые из него выводятся.

Нетрудно убедиться, что имеют место следующие утверждения.

Лемма 1. [7, 35, 18, 36] Каждый предикат представляется в виде конъ-
юнкции критичных предикатов, которые из него выводятся.

Лемма 2. [7, 35, 18, 36] Любой клон может быть задан как класс
сохранения критичных предикатов.

В работе [36] было обнаружено следующее удивительное свойство
критичных предикатов двузнайной логики.

Теорема 5. [36] Пусть ρ — критичный предикат двузначной логики.
Тогда ρ(x1, . . . , xn) = L1∨L2∨ . . .∨Lm для каких-то линейных уравнений
L1, L2, . . . , Lm.

В качестве примеров критичных предикатов можно привести следу-
ющие предикаты, которые задают предполный класс монотонных функ-
ций, предполный класс линейных функций и счётную цепочку замкну-
тых классов, соответственно.

• (x ≤ y) = (x = 0) ∨ (y = 1);
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• (x 6= y) = (x+ y = 1);

• предикат {0, 1}n \ {0}n определяется как (x1 = 1) ∨ (x2 = 1) ∨ · · · ∨
(xn = 1).

При k > 2 такого описания получить не удалось. Более того, усили-
ями Станислава Моисеева на компьютере был найден следующий кри-
тичный предикат в P3:




0 0 0 0 1 1 1 1 2 2 2 2
0 1 1 2 0 1 2 2 0 0 0 1
1 0 1 2 0 0 0 1 0 1 2 2


 .

Попытки придумать красивое описание не увенчались успехом, но
было обнаружено, что этот предикат сохраняется только селекторами.
Чтобы избежать рассмотрения таких случаев мы определим идемпотент-
ную слабую функцию почти единогласия.

Функция f называется идемпотентной, если она сохраняет все кон-
станты, то есть f(x, x, . . . , x) = x. Функция f называется слабой функ-
цией почти единогласия, если она удовлетворяет следующему условию:

f(x, . . . , x, y) = f(x, . . . , x, y, x) = · · · = f(y, x, . . . , x).

В качестве примеров идемпотентной слабой функции почти едино-
гласия можно привести.

• x ∨ y, x ∧ y, max(x, y)

• x+ y + z

• xy ∨ xz ∨ yz

Нетрудно видеть, что идемпотентная слабая функция почти едино-
гласия не принадлежит ни одному предполному классу типа Слупецко-
го [36]. Более того, в работе [25] было показано, что это самая слабая
функция, которая гарантирует, что на любом подмножестве и фактор-
множестве есть функции отличные от селекторов, что делает рассмот-
рение этой функции более чем оправданным.

Оказалось, что при наличии идемпотентной слабой функции почти
единогласия можно доказать результат, очень похожий на описание кри-
тичных предикатов двузначной логики.
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Теорема 6. [36] Пусть ρ – критичный предикат k-значной логики, со-
храняемый идемпотентной слабой функцией почти единогласия. Тогда
найдутся A1, . . . , An ⊆ Ek, такие что (A1×A2×· · ·×An)∩ρ представ-
ляется в виде дизъюнкции линейных уравнений, причём только одно из
них может содержать более одной переменной.

7. Функция голосования

Одной из самых популярных функций двузначной логики, возникающей
во многих задачах, является функция голосования, которая естествен-
ным образом обобщается на k-значный случай.

Функция f ∈ Pk называется функцией голосования, если

f(x, x, y) = f(x, y, x) = f(y, x, x) = x.

Легко видеть, что в P2 есть только одна функция голосования, хотя,
например, в P3 их 36.

Важным свойством функции голосования является следующее утвер-
ждение

Лемма 3. [9] Любой замкнутый класс в Pk, содержащий функцию го-
лосования, задаётся предикатами арности 1 и 2.

Есть много других свойств функций голосования, которые легко пе-
реносятся с двузначного случая на k-значный (см. например [20, 19]).

В частности, Станиславу Моисееву удалось найти все 1 918 040 за-
мкнутых классов трехзначной логики, содержащих функцию голосова-
ния [38]. Например, на рисунках 3 и 4 вы можете сравнить решетки
замкнутых классов P2 и P3, содержащие функцию голосования (во вто-
ром случае на рисунок влезла только верхняя часть). Получается, что
решетка в P3 просто намного больше, но не принципиально другая.

8. Функция почти единогласия

В этом разделе мы рассмотрим функции, которые делают решетку Поста
счётной. Пусть функция fn ∈ P2 от n переменных принимает значение
1 только тогда, когда среди значений переменных более одной едини-
цы. Известно, что функции f3, f4, f5, . . . порождают попарно различные
замкнутые классы. Такие функции легко обобщаются на k-значный слу-
чай.
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Рис. 3. Решетка замкнутых классов P2, содержащих функцию голосова-
ния.

Рис. 4. Верхние слои решетки замкнутых классов P3, содержащих функ-
цию голосования.

Функция f называется функцией почти единогласия, если

f(x, . . . , x, y) = f(x, . . . , x, y, x) = f(y, x, . . . , x) = x.
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Для функции почти единогласия можно доказать утверждение, ана-
логичное утверждению для функции почти единогласия.

Лемма 4. [9] Любой замкнутый класс, содержащий функцию почти
единогласия от n переменных, задаётся предикатами арности n− 1.

Функции почти единогласия активно изучались при исследовании
многозначных логик, а также в универсальной алгебре [27, 26, 15, 10, 38,
21]. При этом надо понимать, что в k значном случае ситуация намного
сложнее и изначально не было даже понятно, можно ли алгоритмиче-
ски проверить существование функции почти единогласия в замкнутом
классе [23, 24, 34]. Тем не менее, сейчас они уже достаточно хорошо изу-
чены и мы можем доказывать утверждения, аналогичные тем, что есть
в двухзначном случае. Например, верна следующая теорема.

Теорема 7. Пусть множество функций F ⊆ Pk от m переменных
сохраняет все константы, a замыкание [F ] содержит функцию почти
единогласия. Тогда [F ] содержит функцию почти единогласия от (m−
1)k(k − 1)/2 + 1 переменных. Оценка не может быть улучшена.

Отметим также, что в книге [22] исследование замкнутых классов,
содержащих функцию почти единогласия, приводится в качестве одной
из стратегий к изучению k-значной логики.

9. Минимальные клоны

Замкнутый класс называется минимальным клоном, если любая его
функция, отличная от селектора, порождает вместе с селекторами весь
класс.

Все минимальные клоны двузначной логики могут быть получены из
решётки Поста, а минимальные клоны в P3 и P4 найдены на компьютере.

• В P2 всего 7 минимальных клонов: [{x∨y}], [{x∧y}], [{xy∨xz∨yx}],
[{x+ y + z}], [{x}], [{x, 0}], [{x, 1}] [28, 29].

• В P3 всего 84 минимальных клона (24 с точностью до внутреннего
автоморфизма) (B.Csákány, 1983, [14]).

• В P4 всего 5242 минимальных клона (Karsten Schölzel, 2012).
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Найти аналогичным образом все минимальные клоны в P5 не пред-
ставляется возможным из-за слишком большого количества вариантов.
Тем не менее ещё в 1983 году была получена классификация всех мини-
мальных клонов [31].

Теорема 8. [31] В Pk есть только 5 типов минимальных клонов:

1) порождённые унарной функцией,

2) порождённые бинарной идемпотентной функцией,

3) порождённые функцией голосования,

4) порождённые функцией минорирования (f(x, x, y) = f(x, y, x) =
f(y, x, x) = y),

5) порождённые полуселекотором(semiprojection), то есть, на всех
неразнозначных наборах возвращается одна переменная.

Таким образом, единственным принципиальным отличием двузнач-
ного случая от k-значного являются полуселекторы, то есть функции,
которые на любом двух элементном множестве превращаются в обыч-
ные селекторы.

10. Минимальные существенные функции

Функция называется существенной если она принимает все k значений
и зависит существенно по крайней мере от двух переменных.

Легко убедиться, что выполняется следующая лемма.

Лемма 5. Любой замкнутый класс P2, содержащий существенную
функцию, содержит одну из следующих функций: x∨y, x∧y, xy∨xz∨yz
или x+ y + z.

В этом разделе обобщим этот результат на k-значный случай.
Мы говорим, что B поглощает A с помощью функции f если

f(B, . . . , B,A,B, . . . , B) ⊆ B для любой позиции A.
Ниже мы приводим некоторые примеры поглощающих множеств.

• {0} поглощает {0, 1} с помощью x ∧ y.

• {1} поглощает {0, 1} с помощью x ∨ y.
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• {0} и {1} поглощают {0, 1} с помощью функции голосования.

Множество функций называется полиномиально полным, если вместе
с константами оно порождает всё Pk.

Теорема 9. Пусть замкнутый класс F ⊆ Pk содержит идемпотент-
ную слабую функцию почти единогласия. Тогда он содержит одну из
следующих функций

1) f(x, y), такую что B поглощает Ek с помощью функции f ;

2) f(x, y, z), такую что B поглощает Ek с помощью функции f ;

3) f(x1, . . . , xn), такую что f/σ ∼= x1 + x2 + · · · + xn( mod p) для
некоторого отношения эквивалентности σ на Ek;

либо F/σ полиномиально полно для некоторого отношения эквивалент-
ности σ на Ek.

Можно ещё упростить это утверждение, если рассмотреть только мо-
нотонные функции k-значной логики.

Легко убедиться, что выполняется следующая лемма.

Лемма 6. Любой замкнутый класс монотонных функций в P2, содер-
жащий существенную функцию, содержит x∨y, x∧y или xy∨xz∨yz.

Этот результат может быть обобщён на k-значный случай следующим
образом.

Теорема 10. Пусть замкнутый класс монотонных функций в Pk со-
держит идемпотентную слабую функцию почти единогласия. Тогда он
содержит одну из следующих функций

1) f(x, y), такую что {0, . . . ,m} поглощает Ek с помощью f ;

2) f(x, y), такую что {m, . . . , k − 1} поглощает Ek с помощью f ;

3) f(x, y, z), такую что {0} и {k − 1} поглощают Ek с помощью f .

11. Задача удовлетворения ограничениям

Пусть Γ – множество допустимых предикатов k-значной логики. Тогда
для каждого Γ мы определяем массовую проблему.
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Проблема 1. CSP(Γ).
Дано: конъюнкция предикатов, то есть формула вида

ρ1(xi1,1 , . . . , xi1,n1
) ∧ · · · ∧ ρs(xis,1 , . . . , xis,ns

),

где ρ1, . . . , ρs ∈ Γ.
Проверить выполнима ли формула.

Пример. Пусть k = 3,Γ = {x < y, x ≤ y}. Примеры задач:

• x1 < x2 ∧ x2 < x3 ∧ x3 < x4, не имеет решений;

• x1 ≤ x2 ∧ x2 ≤ x3 ∧ x3 ≤ x1, есть, например, решение x1 = x2 =
x3 = 0.

Для k = 2 полная классификация сложности задачи CSP(Γ) была
получена в 1978 году [32].

Теорема 11. [32] Пусть Γ — множество предикатов двузначной логи-
ки. Тогда CSP(Γ) решается за полиномиальное время если

1) 0 сохраняет Γ,

2) 1 сохраняет Γ,

3) x ∨ y сохраняет Γ,

4) x ∧ y сохраняет Γ,

5) xy ∨ yz ∨ xz сохраняет Γ,

6) x+ y + z сохраняет Γ.

иначе CSP(Γ) NP-полна.

В дальнейшем была получена классификация для трехзначного слу-
чая [12], а в 2017 году и для k-значного [13, 37].

Теорема 12. [13, 37] Пусть Γ — множество предикатов k-значной
логики. Если есть слабая функция почти единогласия, которая сохра-
няет Γ, то CSP(Γ) решается за полиномиальное время; иначе CSP(Γ)
NP-полна.
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При этом алгоритм, приведенный в [37], является во многом комби-
нацией методов, которые решают задачу в двузначном случае, а главное
отличие заключается в том, что здесь разные пункты Теоремы 11 могут
переплетаться в одной задаче.

Алгоритм для произвольного k из [37].

1) Применяем метод резолюций к бинарным проекциям всех преди-
катов.

2) Пытаемся разбить область значений каждой переменной на две ча-
сти и решить две более простые задачи.

3) Если B поглощает область значений какой-то переменной с помо-
щью бинарной или тернарной функции, то уменьшаем область зна-
чений до B.

4) Если существует отношение эквивалентности σ, такое что Pol(Γ)
полиномиально полно, то уменьшаем область значений переменной
до любого класса эквивалентности σ.

5) Иначе существуют отношения эквивалентности σ1, . . . , σn такие что
задача по модулю этих отношений является системой линейных
уравнений в поле.

• Решаем систему линейных уравнений в поле.

• Для любого конкретного решения системы линейных уравне-
ний мы можем проверить, что существует соответствующее
решение исходной задачи следующим образом: ограничиваем
область значений каждой переменной на решение системы и
сводим задачу к задаче удовлетворения ограничений на мень-
шем множестве, то есть более простой.

• Применяя предыдущий шаг, методом неопределенных коэф-
фициентов вычисляем линейное уравнение, которое может
быть добавлено к исходной задаче, чтобы множество решений
не поменялось.

• Добавляем найденное линейное уравнение к системе и повто-
ряем процедуру.
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12. Массовые проблемы

Таким образом, получается, что очень многие результаты, полученные
для k-значного случая, являются лишь обобщением результатов, извест-
ных для двузначного. Поэтому остаётся открытым вопрос: есть ли какое-
то принципиальное отличие между P2 и Pk, или все отличие заключа-
ется в том, что Pk намного больше, а иногда настолько большое, что
полноценное описание невозможно куда-либо записать. Чтобы ответить
на этот вопрос, мы рассмотрим следующие массовые проблемы.

Проблема 2. Дан предикат; проверить что заданный им замкнутый
класс конечно порождён.

Проблема 3. Дано конечное множество функций; проверить что по-
рожденный ими замкнутый класс предикатно-описуем.

Проблема 4. Дан предикат и конечное множество функций; прове-
рить, что они задают один и тот же класс.

Каждая из этих задача легко решается как для P2, так и для других
случаев, когда нам известна решетка всех замкнутых классов, даже если
она континуальной мощности [7, 35]. Но разрешимы ли эти задачи в
Pk? Или описания всех замкнутых классов Pk, даже необозримого для
человека, не существует в принципе, так как хорошее описание должно
позволять решать перечисленные задачи.

В 2017 году Мэтью Мур объявил, что Проблема 3 алгоритмически
неразрешима, но пока так и не опубликовал доказательство. Если в ито-
ге оно будет опубликовано, то это, на наш взгляд, станет первым прин-
ципиальным отличием P2 от Pk.
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From two-valued logic to k-valued logic.
Zhuk D.N.

Traditionally, it is believed that the lattices of clones in two-valued
logic and k-valued logic are totally different. In the paper we show that
despite the differences they have a lot in common, and many properties
that follow from the Post lattice can be generalized to the multi-
valued case. As an example we show that the most general polynomial
algorithm for the constraint satisfaction problem on k-element set can
be viewed as a combination of methods known for two-valued case.

Keywords: Boolean functions, k-valued functions, relations, Galois
connection, constraint satisfaction problem.
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Об обобщении теоремы Мура

Пантелеев П.А.

Диагностические эксперименты с конечными автоматами впер-
вые были описаны в классической работе Э. Мура, и с тех пор
применяются для тестирования цифровых схем и коммуникацион-
ных протоколов. Одна из основных задач тестирования конечных
автоматов состоит в определении начального состояния наблюдае-
мого автомата. Пусть имеется полное описание некоторого конеч-
ного автомата Мили, но про его начальное состояние известно лишь
то, что оно принадлежит некоторому фиксированному подмноже-
ству состояний. Тогда диагностическая задача состоит в нахожде-
нии начального состояния путем последовательной подачи вход-
ных символов на автомат. В данном докладе будет рассказано об
оценках длины для таких последовательностей входных символов
и показана связь данной задачи с комбинаторными проблемами,
возникающими в теории гиперграфов.

Ключевые слова: конечный автомат, условный диагностиче-
ский эксперимент, теорема Мура, гиперграф.

Диагностические эксперименты с конечными автоматами впервые
были описаны в классической работе Э. Мура [1], и с тех пор нашли
многочисленные применения при решении практических и теоретиче-
ских задач, возникающих в таких областях как тестирование программ,
диагностика неисправностей цифровых схем, а также при верификации
коммуникационных протоколов [2]. В настоящей работе изучается дли-
на простого условного диагностического эксперимента, который решает
следующую задачу. Допустим, у нас есть полное описание некоторого ко-
нечного автомата Мили A (например, задана его диаграмма или таблица
переходов и выходов), но про его начальное состояние известно лишь то,
что оно принадлежит некоторому фиксированному подмножеству состо-
яний Q′. Простой диагностический эксперимент для подмножества Q′

состоит в подаче на автомат A такой входной последовательности, что по
реакции автомата на нее можно однозначно сказать с каким начальным
состоянием q0 ∈ Q′ мы имели дело. Эксперимент называется безуслов-
ным, если каждая следующая входная буква, подаваемая на автомат,
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не зависит от реакции автомата на уже поданные буквы. В противном
случаем эксперимент называется условным. Длиной эксперимента будем
назвать максимум из длин входных последовательностей, возникающих
при его проведении с автоматом A при всех возможных способах выбора
начального состояния q0 ∈ Q′.

Обозначим через `(n, k) максимальную длину кратчайшего просто-
го условного диагностического эксперимента, где максимум берется по
всем автоматам с n состояниями и их k-элементным подмножествам со-
стояний, для которых такой эксперимент существует. Обозначим также
через ˜̀(n, k) соответствующую величину для безусловного эксперимента.
В частном случае k = 2 диагностический эксперимент, как условный так
и безусловный, по существу совпадает с отличающим словом для двух
состояний, и точное значение `(n, 2) = ˜̀(n, 2) = n − 1 было получено
в упомянутой выше работе Э. Мура [1]. В общем случае данная задача
впервые рассматривалась А. Гилом [3] (см. также [4, Теорема 4.5]). Им
была получена верхняя оценка `(n, k) ≤ (k − 1)nk. Существенный про-
гресс был достигнут в работе М.Н. Соколовского [5], где были получены
оценки (

n− 1

k − 1

)
≤ `(n, k) ≤

k∑

i=2

(
n

i

)
, (1)

а также `(n, n) � n2 при n → ∞. Последняя оценка была уточнена
И.К. Рысцовым в работе [6], где показано, что

`(n, n) =
n(n− 1)

2
. (2)

Отметим, что пример автомата с n состояниями на котором достигает-
ся оценка (2) был построен А.А. Карацубой [7] (см. также [8]). Инте-
ресно также отметить, что оценка (2) была переоткрыта в [9], где был
также предложен эффективный алгоритм, проверяющий существование
простого условного диагностического эксперимента для всех состояний
автомата со сложностью O(pn log n), где p — число входных символов
автомата.

Несмотря на полиномиальную сложность проверки существования
условного эксперимента, аналогичная проблема для безусловного экспе-
римента является PSPACE-полной [10, 9]. Кроме того, полиномиальный
алгоритм проверки существования простого условного диагностического
эксперимента для подмножества состояний Q′ известен только для слу-
чая когда Q′ совпадает с множеством всех состояний Q. Если Q′ 6= Q, то,
как показано в [9], данная проблема также является PSPACE-полной.
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В данной работе получены оценки величины `(n, k), уточняющие
оценки (1) в случае когда мощность подмножества состояний k для кото-
рых проводится диагностический эксперимент растет не слишком быст-
ро с ростом числа состояний автомата n. В частности показано, что
`(n, k) ∼ nk−1

(k−1)! при k = o(n) и n → ∞. В случае k = 3 удалось полу-
чить точную оценку `(n, 3) = ˜̀(n, 3) =

(
n
2

)
. Заметим, что оценки (1) не

дают даже порядка роста величины `(n, k) в этих случаях.
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A generalization of a Moore theorem
Panteleev P.A.

Distinguishing sequences for finite automata were first introduced
in the classical paper of E. Moore and since that they have many
applications in testing of sequential circuits and communication
protocols. One of the basic tasks in the testing of finite automata is to
identify the initial state of the automaton under investigation. Suppose
we have a full description of a finite deterministic Mealy automaton
and we know that its initial state is in some subset of its set of states.
Then the state-identification problem is to find the initial state by a
sequential application of input symbols to the automaton. In this talk
we discuss the bounds on the length of such input sequences and show
a relation of this problem to combinatorial problems in hypergraph
theory.

Keywords: Finite automaton, adaptive distinguishing sequence,
Moore theorem, hypergraph.
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