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Äëÿ îïèñàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû àëãåá-
ðû ëîãèêè â ñòàíäàðòíîì áàçèñå: äèçúþíêöèÿ, êîíúþíêöèÿ è îòðèöàíèå, â
êîòîðûõ ñèìâîëû ïåðåìåííûõ çàìåíåíû íà ïðåäèêàòû, îïèñûâàþùèå áàçèñ-
íûå ôèãóðû. Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ îòíîøåíèå P-ðàâåíñòâà ôîðìóë àëãåáðû
ëîãèêè, ââåäåííîå â [1], êîòîðîå ïîäðàçóìåâàåò ðàâåíñòâî ôîðìóë â ñëó÷àå ðà-
âåíñòâà îïèñûâàåìûõ ôèãóð. Óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ïðè íàäëåæàùåì ïîäáîðå
ìíîæåñòâà áàçèñíûõ ôèãóð P îòíîøåíèÿ P-ðàâåíñòâà è îáû÷íîãî ðàâåíñòâà
ôîðìóë ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Îöåíèâàåòñÿ ñëîæíîñòü îïèñàíèÿ áàçèñà
P, ïðè êîòîðîì ýòà ýêâèâàëåíòíîñòü ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà.

1 Ââåäåíèå
Â êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêå âàæíóþ ðîëü èãðàþò ôîðìàëüíûå ÿçûêè, ñ ïîìî-
ùüþ êîòîðûõ ìîæíî îïèñûâàòü îáúåêòû, ïîäëåæàùèå èçó÷åíèþ. Òàêèå ÿçû-
êè ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ, íàïðèìåð, äëÿ îïèñàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð. Ìû
ðàññìîòðèì ýòîò ïîäõîä äëÿ îïèñàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Ñóòü åãî ñî-
ñòîèò â ñëåäóþùåì. Çàäàíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî P áàçèñíûõ èñõîäíûõ ôèãóð
p, èç êîòîðûõ ñ ïîìîùüþ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé

⋂
,
⋃

, ïîëó÷à-
åòñÿ ìíîæåñòâî P, âîîáùå ãîâîðÿ, íîâûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ (ôèãóð).

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ôèãóðû, çàäàâàåìûå íà ïëîñêîñòè. Â ýòîì ñëó-
÷àå áàçèñíûå ôèãóðû ìîæíî îïèñûâàòü äâóõìåñòíûìè ïðåäèêàòàìè, îáëàñòü
èñòèííîñòè êîòîðûõ îáðàçóåò òàêóþ ôèãóðó íà ïëîñêîñòè. Òîãäà çàäàíèå êîì-
áèíàöèé òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé íàä òàêèìè ôèãóðàìè èíòåðïðå-
òèðóåòñÿ êàê ôîðìóëà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ, ïîñòðîåííàÿ èç óêàçàííûõ ïðåäè-
êàòîâ è ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê ∧,∨,¬, ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàöèÿì

⋂
,
⋃

, , ÷òî
ïðèâîäèò ê ôîðìàëüíîìó ÿçûêó Φ.

Êàæäàÿ ôîðìóëà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ îïèñûâàåò íåêîòîðóþ ãåîìåòðè÷å-
ñêóþ ôèãóðó. Ïóñòü çàäàíû ôîðìóëû A(X1, . . . , Xn), B(X1, . . . , Xn) èç Φ è



ïîäñòàíîâêà
π =

(
1 2 . . . m
i1 i2 . . . im

)
.

Ìíîæåñòâî âñåõ m-ïîäñòàíîâîê îáîçíà÷èì ÷åðåç Πm. Ïóñòü M ⊆ Πm. Åñëè ïðè
ëþáîé ïîäñòàíîâêå π ∈ M ïðåäèêàòîâ èç P âìåñòî ïåðåìåííûõ (X1, . . . , Xn)
â ôîðìóëû A è B ïîëó÷àåìûå ôîðìóëû, íàçûâàåìûå P-ôîðìóëàìè, îïèñûâà-
þò ñîâïàäàþùèå ôèãóðû, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëû A è B ÿâëÿþòñÿ
(M,P)-ðàâíûìè.

Ýòî îòíîøåíèå ðàâåíñòâà ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî Φ íà êëàññû ýêâèâàëåíòíî-
ñòè, ãäå êàæäûé êëàññ ñîäåðæèò òîëüêî (M,P)-ðàâíûå ôîðìóëû. Îáîçíà÷èì
ýòî ðàçáèåíèå ÷åðåç DM,P .

Îòìåòèì, ÷òî îáû÷íîå ðàâåíñòâî ôîðìóë ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî Φ íà êëàñ-
ñû ýêâèâàëåíòíîñòè, ãäå êàæäûé êëàññ ñîäåðæèò òîëüêî ðàâíûå ôîðìóëû.
Îáîçíà÷èì ýòî ðàçáèåíèå ÷åðåç D.

Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î íàõîæäåíèè òàêîãî ìíîæåñòâà áàçèñíûõ
ôèãóð P = {p1, . . . , pm}, ÷òîáû ïîðîæäàåìîå èì ðàçáèåíèå DM,P ñîâïàäàëî ñ
ðàçáèåíèåì D.

Èñïîëüçóåìûå íèæå òåðìèíîëîãèÿ è ôàêòû áåðóòñÿ èç [2],[3].
Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Â.Á.Êóäðÿâöåâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è

À.Ñ.Ñòðîãàëîâó çà âíèìàíèå è ïîìîùü â ðàáîòå.

2 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû
Ïóñòü R è N � ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ è íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñîîòâåò-
ñòâåííî; E2 = {0, 1}.

R2 � äâóìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî è Bn � åäèíè÷íûé n−ìåðíûé
êóá, ò.å. Bn ñîñòîèò èç âñåõ âåêòîðîâ (α1, α2, . . . , αn), ãäå ïðè i = 1, 2, . . . , n
èìååò ìåñòî αi ∈ E2, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâà åâêëèäîâà ìåòðèêà.

Ïóñòü U = {u1, u2, . . . , un, . . . } è W = {w1, w2, . . . , wn, . . . } � àëôàâèòû
ïåðåìåííûõ ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ èç R, è èç E2, ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå äëÿ
ïðîñòîòû âìåñòî un è wn áóäåì èñïîëüçîâàòü çíàêè x, y, è X,Y, ñîîòâåòñòâåííî,
âîçìîæíî, ñ èíäåêñàìè.

Ïóñòü X1 ∧ X2, X1 ∨ X2,¬X ñóòü áóëåâû ôóíêöèè, íàçûâàåìûå, ñîîòâåò-
ñòâåííî, êîíúþíêöèåé, äèçúþíêöèåé è îòðèöàíèåì è B � ìíîæåñòâî ýòèõ
ôóíêöèé.

Îáû÷íûì îáðàçîì ââåäåì ïîíÿòèå ôîðìóëû íàä B.
Äëÿ σ ∈ E2 îáîçíà÷èì ÷åðåç Xσ áóëåâñêóþ ôóíêöèþ òàêóþ, ÷òî ¬X, åñëè

σ = 0, è X, åñëè σ = 1.
Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè â íåêîòîðûõ ôîðìóëàõ áóäóò îïóñêàòüñÿ ñêîáêè,

êàê ýòî ïðèíÿòî â àëãåáðå ëîãèêè.
Ïåðåìåííàÿ Xi(1 ≤ i ≤ n) ôóíêöèè F (X1, . . . , Xi−1, Xi, Xi+1, . . . , Xn) íà-

çûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé, åñëè ìîæíî óêàçàòü òàêèå íàáîðû
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∼
αn = (α1, . . . , αi−1, 0, αi+1, . . . , αn) è

∼
βn = (β1, . . . , βi−1, 1, βi+1, . . . , βn), ñîñåäíèå

ïî i−òîé êîîðäèíàòå, ÷òî F (
∼
αn) 6= F (

∼
βn). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåìåííàÿ Xi

íàçûâàåòñÿ ôèêòèâíîé.
Äâå ôóíêöèè F (X1, . . . , Xn) è G(Y1, . . . , Ym) èç P2 íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè,

åñëè ìíîæåñòâà èõ ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ñîâïàäàþò è íà ëþáûõ äâóõ
íàáîðàõ

∼
αn è

∼
βm, ðàçëè÷àþùèõñÿ, ìîæåò áûòü, òîëüêî çíà÷åíèÿìè íåñóùå-

ñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, âûïîëíåíî

F (
∼
αn) = G(

∼
βm).

Ïóñòü ΦB � ìíîæåñòâî âñåõ ôîðìóë íàä B è ΦB(X1, . . . , Xn) (èëè ïðîñòî
ΦB(n)) � ìíîæåñòâî âñåõ ôîðìóë íàä B, ðåàëèçóþùèõ ôóíêöèè, ñóùåñòâåííî
çàâèñÿùèå îò ïåðåìåííûõ X1, . . . , Xn.

Ôîðìóëû A è B èç ΦB íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè ðåàëèçóþò ðàâíûå
ôóíêöèè. Ýòî îòíîøåíèå ðàâåíñòâà ðàçáèâàåò ΦB íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè
D, êîòîðûå ñîäåðæàò òî÷íî âñå ôîðìóëû, êîòîðûå ðåàëèçóþò ðàâíûå ôóíê-
öèè.

Åñëè A ôîðìóëà èç ΦB, òî ÷åðåç Añäíô îáîçíà÷èì ñîâåðøåííóþ äèçúþíê-
òèâíóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó, ðàâíóþ A.

Îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R2 áóäåì íàçûâàòü òàêæå îáëàñòüþ èëè ôèãóðîé.
Ïóñòîå ìíîæåñòâî â R2 áóäåì íàçûâàòü ïóñòîé ôèãóðîé.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî áàçèñíûõ ôèãóð â R2 G = {G1, G2, . . . , Gm}. Êàæ-
äîé ôèãóðå Gi ñîïîñòàâèì ïðåäèêàò pi(x1, x2), îáëàñòüþ èñòèííîñòè êîòîðîãî
ÿâëÿåòñÿ Gi, i = 1, 2, . . . , m.

Ïóñòü P = {p1(x1, x2), p2(x1, x2), . . . , pm(x1, x2)} è A(X1, X2, . . . , Xn) ∈
ΦB(n). Ïîäñòàâèì âA âìåñòî êàæäîé ïåðåìåííîé Xi ïðåäèêàò pj èç P. Äàííóþ
îïåðàöèþ íàçîâåì ïîëíîé ïîäñòàíîâêîé (èëè ïðîñòî ïîäñòàíîâêîé), è ïîëó÷åí-
íîå âûðàæåíèå A(p1, p2, . . . , pm) íàçîâåì P-ôîðìóëîé.

Ïîñêîëüêó îïèñàíèÿ ôèãóðû G êàê â âèäå îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâî ïëîñ-
êîñòè, òàê è â âèäå ïðåäèêàòà p, îáëàñòü èñòèííîñòè êîòîðîãî åñòü ýòî ïîäìíî-
æåñòâî G, ÿâëÿþòñÿ òàâòîëîãè÷íûìè, òî ìû äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðåäè-
êàò p äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ôèãóðû G è áóäåì ãîâîðèòü "ôèãóðà p"íåñìîòðÿ íà òî,
÷òî p � ïðåäèêàò, îïèñûâàþùèé ôèãóðó G.

Ñâÿæåì ñ êàæäîé P-ôîðìóëîé A(p1, p2, . . . , pm) íåêóþ ôèãóðó

FA(p1,p2,...,pm) ⊆ R2

òàê, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â [1], è áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî P-ôîðìóëà
A(p1, p2, . . . , pm) çàäàåò (èëè îïèñûâàåò) ôèãóðó FA(p1,p2,...,pm).

Ôèãóðû F1 è F2 íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè (ïèøåì F1 = F2), åñëè îíè ñîâïàäà-
þò â R2 êàê ìíîæåñòâà.

P-ôîðìóëû A(P) è B(P) íàçîâåì P-ðàâíûìè (ïèøåì A(P) P= B(P)), åñëè
îíè çàäàþò ðàâíûå ôèãóðû.
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Ïóñòü M � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà âñåõ m-ïîäñòàíîâîê Πm.
Ôîðìóëû A è B íàçûâàþòñÿ (M,P)-ðàâíûìè, (ïèøåì A M,P

= B), åñëè ïðè
ëþáîé ñîîòâåòñòâåííî îäèíàêîâîé ïîäñòàíîâêå π ∈ M â íèõ ïðåäèêàòîâ èç P
âìåñòî ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåìûå P-ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ P-ðàâíûìè.

Îòíîøåíèå (M,P)-ðàâåíñòâà íà ìíîæåñòâå ΦB(n) ðàçáèâàåò ýòî ìíîæåñòâî
íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòèDM,P , êîòîðûå ñîäåðæàò òî÷íî âñå òàêèå ôîðìóëû,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ (M,P)-ðàâíûìè.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî áàçèñíûõ ôèãóð P îáëàäàåò M -ñâîéñòâîì,
åñëè îòíîøåíèÿ ðàâåíñòâà áóëåâñêèõ ôîðìóë è (M,P)-ðàâåíñòâà ýêâèâàëåíò-
íû, ò. å. ðàçáèåíèÿ D è DM,P ñîâïàäàþò, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, äëÿ ëþáûõ äâóõ
ôîðìóë A,B ∈ ΦB(n) âåðíî A M,P

= B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A = B.
Ìíîæåñòâî âñåõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê ôèãóðû p íàçîâåì ãðàíèöåé ∂p ôèãóðû

p.
Îòðåçêîì íàçîâåì ÷àñòü ïðÿìîé, çàêëþ÷åííîé ìåæäó äâóìÿ ðàçëè÷íûìè

òî÷êàìè ýòîé ïðÿìîé, ïðè ýòîì ýòè òî÷êè íàçûâàþòñÿ êîíöàìè îòðåçêà. Åñëè
x1, x2 êîíöû îòðåçêà, òî îòðåçîê îáîçíà÷èì ÷åðåç [x1, x2].

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ â R2

[x1, x2][x2, x3] . . . [xi−1, xi]

íàçîâåì ëîìàíîé, è çàìêíóòîé ëîìàíîé, åñëè x1 = xi.
Íå èìåþùóþ ñàìîïåðåñå÷åíèé çàìêíóòóþ ëîìàíóþ, ñîñòîÿùóþ èç n

îòðåçêîâ, íàçîâåì n−óãîëüíèêîì, à îòðåçêè ýòîé ëîìàíîé � ñòîðîíàìè
n−óãîëüíèêà.

Îáëàñòü â R2, ãðàíèöà êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ n−óãîëüíèêîì, íàçûâàåòñÿ
n−óãîëüíîé îáëàñòüþ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåâûðîæäåííîãî
n−óãîëüíèêà ñóùåñòâóåò äâå n−óãîëüíûå îáëàñòè, ãðàíèöåé êîòîðûõ îí ÿâ-
ëÿåòñÿ (âíåøíÿÿ è âíóòðåííÿÿ).

Åñëè p íåêîòîðàÿ ôèãóðà, òî ôóíêöèþ

h(p) =
{

1, åñëè p 6≡ 0
0, åñëè p ≡ 0

íàçîâåì ïðåäèêàòîì ïóñòîòû ìíîæåñòâà p.
Ïóñòü p � íåêîòîðàÿ ôèãóðà. ×åðåç p1 îáîçíà÷èì ôèãóðó p, à ÷åðåç p0 �

äîïîëíåíèå ê ôèãóðå p, ò.å. ôèãóðó p.
Ïóñòü

π =
(

1 2 . . . m
i1 i2 . . . im

)
�

m-ïîäñòàíîâêà èç Πm è P = {p1, . . . , pm} � ìíîæåñòâî áàçèñíûõ ôèãóð. Òîãäà
áóëåâñêóþ ôóíêöèþ

ΩPπ (α1, . . . , αm) = h(pα1
i1
∩ pα2

i2
∩ · · · ∩ pαm

im
)
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íàçîâåì îïðåäåëÿþùåé ôóíêöèåé ìíîæåñòâà áàçèñíûõ ôèãóð P îòíîñèòåëüíî
ïîäñòàíîâêè π.

Ïóñòü M = {π1, . . . , πk} ⊆ Πm è P = {p1, p2, . . . , pm} � ìíîæåñòâî áàçèñíûõ
ôèãóð, òîãäà áóëåâñêóþ ôóíêöèþ

χPM = ΩPπ1
∨ ΩPπ2

∨ · · · ∨ ΩPπk

íàçîâåì îïðåäåëÿþùåé ôóíêöèåé ìíîæåñòâà áàçèñíûõ ôèãóð P îòíîñèòåëüíî
ìíîæåñòâà ïîäñòàíîâîê M .

Òåîðåìà 1 Ïóñòü M ⊆ Πm, òîãäà ìíîæåñòâî áàçèñíûõ ôèãóð P =
{p1, p2, . . . , pm} îáëàäàåò M -ñâîéñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

χPM ≡ 1.

Òåîðåìà 2 Äëÿ ëþáîãî n èç N åñëè M ⊆ Πn è |M | = 1, òî ñóùåñòâóåò òàêîå
ìíîæåñòâî áàçèñíûõ ôèãóð Pn = {p1, p2, . . . , pn}, îáëàäàþùåå M -ñâîéñòâîì,
÷òî äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, 2, . . . , n} ôèãóðà pi ÿâëÿåòñÿ mi−óãîëüíîé îáëàñòüþ,
ãäå

mi =
{

4, åñëè i = 1, 2, 3
2i−1 −mi−1, åñëè i > 3.

(1)

Òåîðåìà 3 Äëÿ ëþáîãî m èç N ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî n â N , ÷òî åñ-
ëè M ⊆ Πn è |M | = 1, òî íèêàêîå ìíîæåñòâî áàçèñíûõ ôèãóð Pn =
{p1, p2, . . . , pn}, ãäå ïðè i = 1, 2, . . . , n êàæäàÿ îáëàñòü pi ÿâëÿåòñÿ ki−óãîëü-
íîé è ki ≤ m, íå ìîæåò îáëàäàòü M -ñâîéñòâîì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ε ñëåäóþùóþ ïîäñòàíîâêó

ε =
(

1 2 . . . m
1 2 . . . m

)
.

Òåîðåìà 4 Äëÿ ëþáîãî n èç N è ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà áàçèñíûõ ôèãóð
P = {p1, p2, . . . , pn} ñïðàâåäëèâî χPΠn ≡ 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà
êàæäîì ñëîå êóáà Bn ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí íàáîð ∼

α òàêîé, ÷òî ΩPε (
∼
α) =

1.

Òåîðåìà 5 Äëÿ ëþáîãî n èç N è ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà áàçèñíûõ ôèãóð
Pn = {p1, p2, . . . , pn}, òàêîãî, ÷òî pn ⊂ pn−1 ⊂ · · · ⊂ p1, ñïðàâåäëèâî, ÷òî Pn

îáëàäàåò Πn-ñâîéñòâîì.
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3 Êðèòåðèé M-ñâîéñòâà
Ïóñòü P = {p1, p2, . . . , pm} � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî áàçèñíûõ ôèãóð è ∼

α=
(α1, α2, . . . , αm) èç Bm, òîãäà ïåðåñå÷åíèå

p
∼
α = pα1

1 ∩ pα2
2 ∩ · · · ∩ pαm

m

áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòàðíîé îáëàñòüþ (ý. î.) (èëè ýëåìåíòàðíîé ôèãóðîé),
ñ êîäîì ∼

α.
Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ìíîæåñòâî áàçèñíûõ ôèãóð P îáëàäàåò M -ñâîéñò-

âîì. Äîêàæåì, ÷òî χPM ≡ 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð ∼
α = (α1, . . . , αm) ∈ Bm, ÷òî

èìååò ìåñòî χPM (
∼
α) = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî π ∈ M ñïðàâåäëèâî

ΩPπ (
∼
α) = 0, ò. å. ïðè ëþáîé ïîäñòàíîâêå π ∈ M ïðåäèêàòîâ èç P âìåñòî ïåðå-

ìåííûõ ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè (ý. ê.) Xα1
1 ∧Xα2

2 ∧· · ·∧Xαm
m ïîëó÷àþùàÿñÿ

ôîðìóëà çàäàåò ïóñòóþ ôèãóðó.
Òåïåðü, åñëè âçÿòü ôîðìóëû A è B èç ΦB(m) òàêèå, ÷òî A 6= B è ôîðìóëû

Añäíô, Bñäíô îòëè÷àþòñÿ èìåííî ïî ý. ê. Xα1
1 ∧Xα2

2 ∧ · · · ∧Xαm
m , òî ïðèõîäèì ê

ðàâåíñòâó A M,P
= B, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî P íå îáëàäàåò M -ñâîéñòâîì.

Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû, ÷òî è äîêàçûâàåò íåîáõîäèìîñòü.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü χPM ≡ 1. Äîêàæåì òîãäà, ÷òî ìíîæåñòâî áàçèñíûõ

ôèãóð P îáëàäàåò M -ñâîéñòâîì.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî P íå îáëàäàåò M -ñâîéñòâîì. Òîãäà ñóùå-

ñòâóþò òàêèå ôîðìóëû A è B èç ΦB(m), ÷òî A 6= B è A M,P
= B.

Ïóñòü ôîðìóëû Añäíô, Bñäíô îòëè÷àþòñÿ ïî ý. ê.

K = Xα1
1 ∧Xα2

2 ∧ · · · ∧Xαm
m .

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ïîëó÷èì, ÷òî ý. ê. K ïðè ëþáîé ïîäñòàíîâêå π ∈ M ïðå-
äèêàòîâ èç P âìåñòî ïåðåìåííûõ K ýòî ôîðìóëà çàäàåò ïóñòóþ ôèãóðó. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî π ∈ M ΩPπ (α1, . . . , αm) = 0, îòêóäà χPM (α1, . . . , αm) =
0. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ, ÷òî è äîêàçûâàåò äîñòàòî÷íîñòü.

Òåì ñàìûì òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

4 Ñëó÷àé îäíîýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ïîä-
ñòàíîâîê

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì òåîðåìû 2 è 3.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2
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Ãîâîðèì, ÷òî äâå ìíîãîóãîëüíûå îáëàñòè p′, p′′ ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè, åñëè
èõ ïåðåñå÷åíèå ïóñòî, à ïåðåñå÷åíèå èõ ãðàíèö ñîäåðæèò íåâûðîæäåííóþ ëî-
ìàíóþ.

Ïóñòü =n = (V,R) íåêîòîðûé ãðàô, ãäå V = {v1, v2, . . . , vn} ìíîæåñòâî âåð-
øèí, à R−ìíîæåñòâî ðåáåð. Åñëè V êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî ãðàô =n íàçûâà-
åòñÿ êîíå÷íûì. Ïðî ðåáðî (vi, vj) áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíî ñîåäèíÿåò âåðøèíû
vi è vj .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåáåð {(vi1 , vi2), (vi2 , vi3), . . . , (vis−1 , vis)} ãðàôà =n íà-
çûâàåòñÿ ïóòåì, ñîåäèíÿþùèì âåðøèíû vi1 è vis . À åñëè vi1 = vis , òî ïóòü
íàçûâàåòñÿ öèêëîì.

Ïóòü íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì, åñëè îí ïðîõîäèò ÷åðåç êàæäóþ âåðøè-
íó ãðàôà =n â òî÷íîñòè ïî îäíîìó ðàçó. Åñëè â ãàìèëüòîíîâîì ïóòè ïåðâàÿ
âåðøèíà ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäíåé âåðøèíîé, òî ïóòü íàçîâåì ãàìèëüòîíîâûì
öèêëîì.

Åñëè {(vi1 , vi2), (vi2 , vi3), . . . , (vin−1 , vin)} ãàìèëüòîíîâ ïóòü, òî äîãîâîðèìñÿ
îáîçíà÷àòü åãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âåðøèí, ÷åðåç êîòîðûå îí ïðîõîäèò, ò. å.
÷åðåç vi1 , vi2 , . . . , vin−1 , vin .

Íàáîðû ∼
α= (α1, α2, . . . , αn) è

∼
β= (β1, β2, . . . , βn) èç Bn íàçîâåì ñîñåäíèìè,

åñëè îòëè÷àþòñÿ ðîâíî ïî îäíîé êîîðäèíàòå.
Åäèíè÷íûé êóá Bn, ïðèíÿòî èçîáðàæàòü â âèäå ãðàôà, â êîòîðîì ìíîæå-

ñòâî âåðøèí ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì Bn, è âñÿêèå äâå âåðøèíû ñîåäèíÿþòñÿ
ðåáðîì, åñëè îíè ñîñåäíèå. Ýòîò ãðàô òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Bn.

Äàëåå äëÿ ïðîñòîòû â çàïèñè íàáîðà ∼
α= (α1, α2, . . . , αm) ∈ Bm áóäåì îïóñ-

êàòü êðóãëûå ñêîáêè è çàïÿòûå è îáîçíà÷àòü ∼
α= α1α2 . . . αm.

Ïóñòü ∼
α= α1α2 . . . αm ∈ Bm è

∼
β= β1β2 . . . βk ∈ Bk, òîãäà íàáîð

α1α2 . . . αmβ1β2 . . . βk ∈ Bm+k, íàçûâàåìûé êîíêàòåíàöèåé íàáîðîâ ∼α è
∼
β, îáî-

çíà÷àåì ÷åðåç ∼α
∼
β.

Èçâåñòíî, ÷òî â åäèíè÷íîì êóáå Bn ñóùåñòâóåò ãàìèëüòîíîâ ïóòü. Ïðèâå-
äåì ïðèìåð íåêîòîðîãî ãàìèëüòîíîâîãî ïóòè â Bn, êîòîðûé îïðåäåëèì èíäóê-
öèåé ïî n.

1) Áàçèñ èíäóêöèè. Ïóñòü n = 2. Ïóòü 00, 01, 11, 10 ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíî-
âûì ïóòåì â B2.

2) Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä. Ïóñòü â êóáå Bn−1 ìû ïîñòðîèëè ãàìèëüòîíîâ
ïóòü, êîòîðûé îáîçíà÷èì

∼
γ1,

∼
γ2,

∼
γ3,

∼
γ4, . . .

∼
γ2n−1−1,

∼
γ2n−1 .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïóòü
∼
γ10,

∼
γ11,

∼
γ21,

∼
γ20,

∼
γ30, . . .

∼
γ2n−1−10,

∼
γ2n−1−11,

∼
γ2n−11,

∼
γ2n−10

ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì â êóáå Bn.
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Îïèñàííûé ãàìèëüòîíîâ ïóòü íàçîâåì îïîðíûì. Ýòîò ïóòü ìû òàêæå áóäåì
íàçûâàòü îïîðíûì ãàìèëüòîíîâûì öèêëîì, ñ÷èòàÿ, ÷òî çà ïîñëåäíèì íàáîðîì
îïÿòü ñëåäóåò ïåðâûé.

Ëåììà 1 Äëÿ ëþáîãî n èç N ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî áàçèñíûõ ôèãóð
Pn = {p1, p2, . . . , pn}, ÷òî äëÿ ëþáîãî ∼

α= (α1, α2, . . . , αn) èç Bn, ý.î.

p
∼
α = pα1

1 ∩ pα2
2 ∩ · · · ∩ pαn

n

íåïóñòàÿ, è êàæäàÿ ôèãóðà pi (i = 1, 2, . . . , n) ÿâëÿåòñÿ ïðè i = 1, 2, . . . , n,
mi−óãîëüíîé îáëàñòüþ, ãäå mi óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (1).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ó íàñ íà ïëîñêîñòè çàäàíà
îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n ≥ 2 îáîçíà÷èì ÷åðåç

∼
γ0,

∼
γ1,

∼
γ2, . . .

∼
γ2n−1 (2)

îïîðíûé ãàìèëüòîíîâ öèêë â Bn

Ïî èíäóêöèè äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Äëÿ ëþáîãî n ≥ 2 ñóùå-
ñòâóåò òàêîé áàçèñ {p1, p2, . . . , pn}, ÷òî

1. Äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, 2, . . . , n} îáëàñòü pi ÿâëÿåòñÿ mi−óãîëüíîé îáëàñòüþ,
ãäå mi óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (1), è ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêîâ pi

ïàðàëëåëüíûì îñÿì êîîðäèíàò.

2. Äëÿ ëþáîãî ∼
α∈ Bn ý. î. p

∼
α � íåïóñòàÿ, îäíîñâÿçíàÿ ìíîãîóãîëüíàÿ îá-

ëàñòü, ñòîðîíû ãðàíèö êîòîðîé ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò.

3. Äëÿ ëþáîãî i ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1} p
∼
γ i è p

∼
γ j (ãäå j = (i + 1)(mod 2n)) ÿâëÿ-

þòñÿ ñîñåäíèìè îáëàñòÿìè.

4. Åñëè ìûñëåííî ââåñòè ëèíèþ, ïåðåõîäÿùóþ îò p
∼
γ0 ê p

∼
γ1 , çàòåì ê p

∼
γ2

è òàê äàëåå âäîëü îïîðíîãî ãàìèëüòîíîâîãî öèêëà, è â êîíöå âåðíóòüñÿ
èç p

∼
γ2n−1 ê p

∼
γ0 , òî ïîëó÷èòñÿ äâèæåíèå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ïðè

ýòîì âíóòðåííîñòü ôèãóðû î÷åð÷åííîé ýòîé ìûñëåííîé ëèíèåé áóäåò
îñòàâàòüñÿ ñëåâà.

5. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî îòðåçêîâ

[x0
1, x

0
2], [x

1
1, x

1
2], . . . , [x

2n−1
1 , x2n−1

2 ],

êîòîðûå ìû íàçîâåì îïîðíûìè, òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî
i ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1} îòðåçîê [xi

1, x
i
2] ïðèíàäëåæèò îáùåé ãðàíèöå ñîñåä-

íèõ îáëàñòåé p
∼
γ i è p

∼
γ j , ãäå j = (i + 1)(mod 2n); ïðè ýòîì îòðåçêè [xi

1, x
i
2]

è [xj
1, x

j
2],
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Ôèãóðà p1¾

Ôèãóðà p2¾

Ðèñ. 1

p10

p00

p11

p01
x1

x5

x4

x3x2

r r r

r

r

• ëèáî ïåðïåíäèêóëÿðíû äðóã äðóãó è èõ êîíöû êàñàþòñÿ, ò. å. (xi
1 =

xj
1) èëè (xi

1 = xj
2) èëè (xi

2 = xj
1) èëè (xi

2 = xj
2),

• ëèáî [xi
1, x

i
2] è [xj

1, x
j
2] âçàèìíî ïàðàëëåëüíû è èìåþò îäèíàêîâóþ

äëèíó è ðàñïîëîæåíû òî÷íî íàïðîòèâ äðóã äðóãà,

è ïðÿìîóãîëüíèê, èìåþùèé â êà÷åñòâå ñòîðîí îòðåçêè [xi
1, x

i
2] è [xj

1, x
j
2]

öåëèêîì ëåæèò âíóòðè îäíîé ý. î.

6. Êîëè÷åñòâî òàêèõ ÷èñåë i ∈ {0, 1, . . . , 2n−1}, ÷òî ïàðà îïîðíûõ îòðåçêîâ
[xi

1, x
i
2] è [xj

1, x
j
2], ãäå j = (i + 1)(mod 2n), ïåðïåíäèêóëÿðíà äðóã äðóãó,

ðàâíî mn+1.

1). Áàçèñ èíäóêöèè.
Ïóñòü n = 2. Ïóñòü p1 è p2 � ôèãóðû, èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå 1. Ëåãêî

âèäåòü, ÷òî óñëîâèÿ 1 è 2 óòâåðæäåíèÿ èíäóêöèè âûïîëíÿþòñÿ.
Èíòåðåñóþùèé íàñ ãàìèëüòîíîâ öèêë èìååò âèä: 00,01,11,10. Ñ ó÷åòîì ýòî-

ãî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ è ïóíêòû 3 � 6, ãäå â êà÷åñòâå îïîðíûõ îòðåçêîâ ìîæíî
âçÿòü ñëåäóþùèå îòðåçêè [x1, x2],[x2, x3],[x2, x4],[x2, x5].

2) Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä.
Ïóñòü n = k, è áàçèñíîå ìíîæåñòâî {p1, p2, . . . , pk} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

óòâåðæäåíèÿ èíäóêöèè äëÿ n = k.
Ïóñòü çàäàíû ý. î.

p
∼
α0 , p

∼
α1 , . . . , p

∼
α

2k−1 , (3)
ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ áàçèñíûõ ôèãóð {p1, p2, . . . , pk}.

Ïîñòðîèì ôèãóðó pk+1 òàê, ÷òîáû áàçèñ {p1, p2, . . . , pk+1} óäîâëåòâîðÿë
óñëîâèÿì óòâåðæäåíèÿ èíäóêöèè äëÿ n = k + 1.

Ïóñòü îïîðíûé ãàìèëüòîíîâ öèêë ïðè n = k èìååò âèä (2).
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Ïîñòðîåíèå ôèãóðû pk+1. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñóùåñòâóåò ìíî-
æåñòâî îïîðíûõ îòðåçêîâ

[x0
1, x

0
2], [x

1
1, x

1
2], . . . , [x

2k−1
1 , x2k−1

2 ]. (4)

Îòìå÷àåì ñåðåäèíû êàæäîãî îïîðíîãî îòðåçêà è ÷åðåç ýòè òî÷êè ïðîâî-
äèì ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå. Êîëè÷åñòâî òàêèõ ïðÿìûõ ðàâíî 2k. Åñëè
ñðåäè îïîðíûõ îòðåçêîâ èìåþòñÿ ïàðàëëåëüíûå îòðåçêè [xi

1, x
i
2] è [xj

1, x
j
2], ãäå

j = (i + 1)(mod 2k), òî äâå ïðÿìûå, êîòîðûå ïðîõîäÿò ÷åðåç ñåðåäèíû ýòèõ
ïàðàëëåëüíûõ îòðåçêîâ, ñîâïàäàþò. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ âìåñòî äâóõ ïðÿìûõ ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ îäíà ïðÿìàÿ. Ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé â íåêîòîðûõ
òî÷êàõ. Â êà÷åñòâå ñòîðîí pk+1−îé ôèãóðû áåðóòñÿ òàêèå îòðåçêè ïðÿìûõ, êî-
òîðûå ïðîõîäÿò ÷åðåç îòìå÷åííûå òî÷êè, è èõ êîíöàìè ÿâëÿþòñÿ òî÷êè ïåðå-
ñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ, ïðîâåäåííûõ ÷åðåç òî÷êè ëåæàùèå â ñîñåäíèõ îïîðíûõ
îòðåçêàõ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ÷èñëî óãëîâ ôèãóðû pk+1 ðàâíî êîëè÷åñòâó òàêèõ ÷è-
ñåë i ∈ {0, 1, . . . , 2k−1 − 1}, ÷òî ïàðà îïîðíûõ îòðåçêîâ [xi

1, x
i
2] è [xj

1, x
j
2], ãäå

j = (i + 1)(mod 2k), ïåðïåíäèêóëÿðíà äðóã äðóãó. Îòêóäà ñîãëàñíî ïóíêòó 6
óòâåðæäåíèÿ èíäóêöèè ÷èñëî óãëîâ ôèãóðû pk+1 ðàâíî mk+1.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, âñå ñòîðîíû ãðàíèöû pk-îé ôèãóðû ïàðàë-
ëåëüíû ê îñÿì êîîðäèíàò. Òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ pk+1-îé ôèãóðû âèäíî, ÷òî
ñòîðîíû ãðàíèöû pk+1-îé ôèãóðû ðàñïîëîæåíû ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ñòîðîíàì
ãðàíèöû ôèãóðû pk. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñòîðîíû ãðàíèöû ôèãóðû pk+1 òàêæå
ïàðàëëåëüíû ê îñÿì êîîðäèíàò, ÷òî îêîí÷àòåëüíî äîêàçûâàåò ïóíêò 1 óòâåð-
æäåíèÿ èíäóêöèè ïðè n = k + 1.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ∼α ∈ Bk+1 ý. î. p
∼
α, ïîëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ

áàçèñíûõ ôèãóð {p1, p2, . . . , pk+1} ÿâëÿåòñÿ íåïóñòîé îäíîñâÿçíîé ìíîãîóãîëü-
íîé îáëàñòüþ, ñòîðîíû ãðàíèöû êîòîðîé ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò.

Ïóñòü
∼
γi ∈ Bk è p

∼
γ i � ý. î. èç (3), ãäå i ∈ {0, 1, . . . , 2k−1 − 1}. Ïî ïðåäïîëî-

æåíèþ èíäóêöèè, ãðàíèöà ∂p
∼
γ i , îáëàñòè p

∼
γ i , èìååò äâà îïîðíûõ îòðåçêà è îíè

ðàñïîëîæåíû ëèáî ïåðïåíäèêóëÿðíî, òîãäà îäèí èç êîíöîâ îòðåçêîâ ñîâïàäàåò,
ëèáî âçàèìíî ïàðàëëåëüíû, òîãäà îíè èìååò îäèíàêîâóþ äëèíó è ðàñïîëîæåíû
òî÷íî íà ïðîòèâ äðóã îò äðóãà.

Êîãäà ãðàíèöà ôèãóðû pk+1 ïðîõîäèò ÷åðåç îáëàñòü p
∼
γ i , òî p

∼
γ i ðàçáèâàåòñÿ

íà äâå îáëàñòè p
∼
γ i0 è p

∼
γ i1 (ñì. ðèñ 2à è 2á), ãäå ñòðåëêà óêàçûâàåò íàïðàâëåíèå

äâèæåíèÿ âäîëü ãðàíèöû ôèãóðû pk+1 ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
Óêàçàíèå íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ âàæíî ïîñêîëüêó ïî ïðåäïîëîæåíèþ èí-

äóêöèè ïðè äâèæåíèè îò îäíîé ý. î. ê äðóãîé âäîëü ãàìèëüòîíîâîãî öèêëà (2)
âíóòðåííîñòü ôèãóðû pk+1 îñòàåòñÿ ñëåâà, òåì ñàìûì ñëåâà îò íàïðàâëåíèÿ
äâèæåíèÿ áóäóò îáðàçîâûâàòüñÿ ý. î. p

∼
γ i1, à ñïðàâà p

∼
γ i0 (i ∈ {0, 1, . . . , 2k − 1}).

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè îáëàñòü p
∼
γ i îäíîñâÿçíàÿ. Ãðàíèöà ∂p

∼
γ i , åñòü

íåêîòîðûé ìíîãîóãîëüíèê, ñòîðîíû êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò.
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Ðèñ. 2á

Ó÷àñòîê ãðàíèöû ôèãóðû pk+1, êîòîðûé ïðîõîäèò ÷åðåç îáëàñòü p
∼
γ i , ïåðåñå-

êàåò òîëüêî äâå ñòîðîíû ãðàíèöû ∂p
∼
γ i . Ïîýòîìó íåïóñòàÿ îäíîñâÿçíàÿ ìíîãî-

óãîëüíàÿ îáëàñòü p
∼
γ i , ýòèì ó÷àñòêîì ãðàíèöû ôèãóðû pk+1, ðàçáèâàåòñÿ íà äâå

íåïóñòûå îäíîñâÿçíûå ìíîãîóãîëüíûå îáëàñòè p
∼
γ i0 è p

∼
γ i1, ñòîðîíû ãðàíèöû êî-

òîðûõ òàêæå ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò. Òåì ñàìûì ïóíêò 2 óòâåðæäåíèÿ
èíäóêöèè ïðè n = k + 1 äîêàçàí.

Îïîðíûé ãàìèëüòîíîâ ïóòü â Bk+1, ïîñòðîåííûé èç ãàìèëüòîíîâîãî ïóòè
(2) èìååò âèä

∼
γ00,

∼
γ01,

∼
γ11,

∼
γ10,

∼
γ20,

∼
γ21, . . .

∼
γ

2k−11,
∼
γ

2k−10. (5)

Ðàññìîòðèì äâà ïðîèçâîëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàáîðà èç (5) (ñ÷èòàåì,
÷òî çà ïîñëåäíèì íàáîðîì ñëåäóåò ïåðâûé).

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñèòóàöèè.
à)

∼
γi0,

∼
γi1 èëè

∼
γi1,

∼
γi0 (i ∈ {0, 1, . . . , 2k−1}). Â îáîèõ ýòèõ ñëó÷àÿõ îáëàñòè

p
∼
γ i0 è p

∼
γ i1 ïîëó÷åíû èç îáëàñòè p

∼
γ i ðàçáèåíèåì íà äâå ÷àñòè ó÷àñòêîì ãðàíèöû

ôèãóðû pk+1, è ýòîò ó÷àñòîê ÿâëÿåòñÿ îáùèì ó÷àñòêîì ãðàíèö îáëàñòåé p
∼
γ i0

è p
∼
γ i1, ñëåäîâàòåëüíî p

∼
γ i0 è p

∼
γ i1 ñîñåäíèå îáëàñòè.

á)
∼
γi0,

∼
γj0 èëè

∼
γi1,

∼
γj1 (i ∈ {0, 1, . . . , 2k − 1} k = (j + 1)(mod 2k)). Â îáîèõ

ýòèõ ñëó÷àÿõ îáëàñòè p
∼
γ i è p

∼
γ j ñîñåäíèå è èõ ãðàíèöû, ñîãëàñíî ïðåäïîëîæå-

íèþ èíäóêöèè, èìåþò îáùèé îïîðíûé îòðåçîê [xi
1, x

i
2]. Ó÷àñòîê ãðàíèöû ôè-

ãóðû pk+1, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ýòîò îòðåçîê, äåëèò åãî ïîïîëàì, îñòàâëÿÿ ïðè
ýòîì ñëåâà îò ñåáÿ (ïðè äâèæåíèè èç

∼
γi â

∼
γj) îáëàñòè p

∼
γ i1 è p

∼
γ j1 è ñïðàâà îáëà-

ñòè p
∼
γ i0 è p

∼
γ j0, òåì ñàìûì ïîëîâèíà îòðåçêà [xi

1, x
i
2], êîòîðàÿ îñòàåòñÿ âíóòðè

ôèãóðû pk+1, ÿâëÿåòñÿ îáùèì ó÷àñòêîì ãðàíèö ôèãóð p
∼
γ i1 è p

∼
γ j1, à âòîðàÿ

ïîëîâèíà îòðåçêà � ôèãóð p
∼
γ i0 è p

∼
γ j0. Òåì ñàìûì p

∼
γ i1 è p

∼
γ j1 � ñîñåäíèå ý. î.

è p
∼
γ i0 è p

∼
γ j0 � òàêæå ñîñåäíèå.
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Ðèñ. 3á

Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè ïóíêò 3 óòâåðæäåíèÿ èíäóêöèè äëÿ n = k + 1.
Äîêàæåì ïóíêò 4 óòâåðæäåíèÿ èíäóêöèè. Ïðîâåäåì ìûñëåííóþ ëèíèþ,

ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ý. î. ñ êîäàìè èç Bk+1 â òîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì öèêëîì (5). Ïîñêîëüêó ýòà ëèíèÿ ïðîõîäèò òàê-
æå ÷åðåç ý. î. ñ êîäàìè èç Bk â òîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ
ãàìèëüòîíîâûì öèêëîì (2), òî ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè äâèæåíèå
âäîëü ýòîé ëèíèè, ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ÷òî è äî-
êàçûâàåò ïóíêò 4 óòâåðæäåíèÿ èíäóêöèè äëÿ n = k + 1.

Òåïåðü ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå îïîðíûõ îòðåçêîâ äëÿ ñëó÷àÿ n = k + 1.
Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, ëþáûå äâà ñîñåäíèõ îïîðíûõ îòðåçêà ìîãóò áûòü

ðàñïîëîæåíû ëèáî âçàèìíî ïàðàëëåëüíî, ëèáî ïåðïåíäèêóëÿðíî. Ïóñòü äëÿ
ïðîèçâîëüíîé òðîéêè îáëàñòåé p

∼
γ i1 ,p

∼
γ i2 , è p

∼
γ i3 (i1 ∈ {0, 2k − 1}, i2 = (i1 +

1)mod 2k, i3 = (i2 + 1)mod 2k,
∼
γi1 ,

∼
γi2 ,

∼
γi3 � ïîñëåäîâàòåëüíûå íàáîðû èç ãà-

ìèëüòîíîâîãî öèêëà (2)) ïàðà îïîðíûõ îòðåçêîâ ðàñïîëîæåíà ëèáî âçàèìíî
ïàðàëëåëüíî, ëèáî ïåðïåíäèêóëÿðíî.

Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ôèãóðû pk+1 îáëàñòè p
∼
γ i1 ,p

∼
γ i2 , è p

∼
γ i3 äåëÿòñÿ íà äâå

÷àñòè è áóäóò âûãëÿäåòü êàê íà ðèñóíêå 3à è 3á.
Çäåñü êàæäàÿ èç òî÷åê x5 è x8 ëèáî óãîë ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè pk+1 (íà

ïîäîáèè òî÷êè x6 ñ ðèñóíêà 3à), ëèáî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ñ îïîðíûì
îòðåçêîì, ïðåäøåñòâóþùèì îïîðíîìó îòðåçêó [x1, x2] (íà ïîäîáèè òî÷êè x6 ñ
ðèñóíêà 3á).

Â ñëó÷àå 3à ïðè n = k + 1 îïîðíûìè îòðåçêàìè áóäóò

• [x4, x5], [x1, x4], [x4, x6] è [x2, x7], åñëè â ãàìèëüòîíîâûì öèêëå (5) íàáîð
∼
γi1 èäåò âñëåä çà

∼
γi0,

• [x4, x5], [x2, x4], [x6, x7] è [x3, x7] â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Â ñëó÷àå 3á ïðè n = k + 1 îïîðíûìè îòðåçêàìè áóäóò
• [x5, x6], [x1, x6], [x6, x7] è [x4, x7], åñëè â ãàìèëüòîíîâûì öèêëå (5) íàáîð
∼
γi1 èäåò âñëåä çà

∼
γi0,

• [x5, x6], [x2, x6], [x6, x7] è [x3, x7] â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Òåì ñàìûì íà ìåñòå äâóõ îïîðíûõ îòðåçêîâ äëÿ ñëó÷àÿ n = k ìû ïîëó÷àåì

÷åòûðå îïîðíûõ îòðåçêà äëÿ ñëó÷àÿ n = k + 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íà ðàññìàò-
ðèâàåìîì ôðàãìåíòå ýòè îòðåçêè óäîâëåòâîðÿþò âñåì òðåáîâàíèÿì ê îïîðíûì
îòðåçêàì.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà èíäåêñà i1, ïðîáåãàÿ ýòèì èíäåêñîì âäîëü
âñåãî öèêëà (5) ïîëó÷èì ñèñòåìó îïîðíûõ îòðåçêîâ óäîâëåòâîðÿþùèõ âñåì
òðåáîâàíèÿì ïóíêòà 5 óòâåðæäåíèÿ èíäóêöèè äëÿ n = k + 1.

×òîáû äîêàçàòü ïóíêò 6 óòâåðæäåíèÿ ëåììû âñïîìíèì, ÷òî ïàðà ïàðàë-
ëåëüíûõ ñîñåäíèõ îïîðíûõ îòðåçêîâ âîçíèêàåò òîëüêî â ñëó÷àå, èçîáðàæåííîì
íà ðèñ. 3à, ò. å. êàæäàÿ ïàðà ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ñîñåäíèõ îïîðíûõ îòðåçêîâ
äëÿ n = k ïîðîæäàåò îäíó ïàðó ïàðàëëåëüíûõ ñîñåäíèõ îïîðíûõ îòðåçêîâ
äëÿ n = k +1. Ñëåäîâàòåëüíî â ñëó÷àå n = k +1 ÷èñëî ïàð ïåðïåíäèêóëÿðíûõ
ñîñåäíèõ îïîðíûõ îòðåçêîâ áóäåò ðàâíî

2k+1 −mk+1 = mk+2,

÷òî äîêàçûâàåò ïóíêò 6 óòâåðæäåíèÿ èíäóêöèè ïðè n = k + 1 è òåì ñàìûì
ïîëíîñòüþ äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå èíäóêöèè.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû 1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïóíêòîâ
1 è 2 äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ. Òåì ñàìûì ëåììà 1 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïóñòü M = {π} è n � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî èç
N . Âîçüìåì ìíîæåñòâî áàçèñíûõ ôèãóð P, îïèñàííîå â ëåììå 1. Òîãäà

χPM (
∼
α) = ΩPπ (

∼
α) = h(p

∼
α).

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî ∼α ∈ Bn ý.î. p
∼
α ñîãëàñíî ëåììå 1 íå ïóñòà, òî χPM (

∼
α) = 1

ïðè ëþáîì ∼
α ∈ Bn. Îòêóäà ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðå-

ìû 2.

Íà ðèñóíêå 4 ïðèâåäåíû ïåðâûå âîñåìü áàçèñíûõ ôèãóð {p1, p2, . . . , p8} (ãäå
ôèãóðà p8 íàðèñîâàíà áîëåå æèðíîé ëèíèåé, ÷åì îñòàëüíûå), ïîñòðîåííûõ ïî
àëãîðèòìó, îïèñàííîìó â ëåììå 1. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî äëÿ óâåëè÷åíèÿ çà-
ïîëíåííîñòè ðèñóíêà ïðîïîðöèè ôèãóð p1 è p2 ñëåãêà äåôîðìèðîâàíû, òî÷íåå
ôèãóðà p3 ïðîõîäèò íå ÷åðåç ñåðåäèíû îïîðíûõ îòðåçêîâ äëÿ ñëó÷àÿ n = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíî k m−óãîëüíûõ ôèãóð. Îíè

çàäàþòñÿ k ·m îòðåçêàìè. Ïîñòðîèì (k + 1)-þ m−óãîëüíóþ îáëàñòü è ïîñìîò-
ðèì, íàñêîëüêî ìîæåò óâåëè÷èòüñÿ ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî ý. î. Îäèí îòðåçîê

243



Ðèñ. 4

p

p

p

p

p

p

p

p

p

pp

p p

p

p

p p

pp

p

p

pp

pp

p p

p p

p

p

p p

p p

pp

pp

p

r
r

r

r

r
r

r

r

rr

r

r

r

r

r

r

r

r

r
rr r

rr r

r rr

rr r
rr r r

r r

rr r
rr rr

rr rr
r r rr

r r

r r
rr r

rr r

r rr

rr r
rr r

r r

r

r

r

r r
rr rr

rr rr

244



(k + 1)-îé m−óãîëüíîé ôèãóðû ïåðåñåêàåò ìàêñèìóì (k · m) îòðåçêîâ, à òà-
êèõ îòðåçêîâ èìååòñÿ m øòóê. Â èòîãå òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ áóäåò íå áîëåå, ÷åì
(k · m2) è, çíà÷èò (k + 1)-ÿ m−óãîëüíàÿ ôèãóðà óâåëè÷èâàåò ÷èñëî ý. î. íå
áîëåå, ÷åì íà (k ·m2). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïîñëå ïðîâåäåíèÿ n m−óãîëüíûõ
ôèãóð ïëîñêîñòü áóäåò ðàçáèòà íà íå áîëåå, ÷åì

2 + 1 ·m2 + 2 ·m2 + · · ·+ (n− 1) ·m2

÷àñòåé. Â èòîãå, ÷èñëî ÷àñòåé, íà êîòîðîå n m−óãîëüíûõ îáëàñòåé ìîãóò ðàç-
áèòü ïëîñêîñòü, íå ïðåâûøàåò 2 + m2(n2−n)

2 .
Ïîñêîëüêó, äëÿ ëþáîãî m ∈ N ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî n ∈ N, ÷òî âûïîë-

íÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

2n > 2 +
m2(n2 − n)

2
,

òî äëÿ ëþáîãî m ∈ N ñ ïîìîùüþ n øòóê m−óãîëüíûõ ôèãóð íåâîçìîæíî
ðàçáèòü ïëîñêîñòü íà 2n íåïóñòûõ ý. î.

Ñëåäîâàòåëüíî, íåêîòîðûå ý. î. áóäóò ïóñòûìè. Îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ ëþáîãî áàçîâîãî ìíîæåñòâà Pn = {p1, p2, . . . , pn}, â êîòîðîì êàæäàÿ ôè-
ãóðà íå áîëåå, ÷åì m−óãîëüíàÿ îáëàñòü, îïðåäåëÿþùàÿ ôóíêöèÿ χPn

M 6≡ 1.
Îòêóäà êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû 1 èìååì óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

5 Ñëó÷àé ïîëíîãî ìíîæåñòâà ïîäñòàíîâîê
Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì òåîðåìû 4 è 5.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü χPΠn ≡ 1. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ñëîé Bn

i ⊆ Bn, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà ∼
α èç Bn

i

âåðíî ΩPε (
∼
α) = 0.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîäñòàíîâêó

π =
(

1 2 . . . n
j1 j2 . . . jn

)

èç Πn è ïðîèçâîëüíûé íàáîð ∼
α = (α1, . . . , αn) ∈ Bn

i .
Ðàññìîòðèì òàêîé íàáîð (β1, . . . , βn) ∈ Bn

i , ÷òî βji = αi, ãäå i = 1, 2, . . . , n.
Òîãäà

ΩPπ (
∼
α) = h(pα1

j1
∩ · · · ∩ pαn

jn
) = h(p

βj1
j1

∩ · · · ∩ p
βjn
jn

) = ΩPε (
∼
β) = 0.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà ∼
α èç Bn

i χPΠn(
∼
α) = 0, ÷òî ïðîòèâî-

ðå÷èò óñëîâèþ. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.
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Äîñòàòî÷íîñòü. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ñëîé i, ãäå i ∈ {1, 2, . . . , n} è ïðî-
èçâîëüíûé íàáîð (β1, . . . , βn) ∈ Bn

i . Ïóñòü ∼
α = (α1, . . . , αn) ∈ Bn

i òàêîé íàáîð,
÷òî ΩPε (α1, . . . , αn) = 1.

Âîçüìåì òàêóþ ïîäñòàíîâêó

π =
(

1 2 . . . n
j1 j2 . . . jn

)
,

÷òî βi = αji , ãäå i = 1, 2, . . . , n.
Òîãäà ΩPπ (β1, . . . , βn) = ΩPπ (αj1 , . . . , αjn) = h(p

αj1
j1
∩· · ·∩p

αjn
jn

) = h(p
αj1
1 ∩· · ·∩

p
αjn
n ) = ΩPε (α1, . . . , αn) = 1. Îòêóäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ñëîÿ i è íàáîðà

(β1, . . . , βn) èìååì χPΠn ≡ 1.
Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5. Ïóñòü i ∈ {0, 1, . . . , n}. Îáîçíà÷èì

∼
αi = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

i

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−i

).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ∼αi ∈ Bn
i è ý.î. p

∼
αi íå ïóñòà. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ΩPn

ε (
∼
αi) =

1 è ñîãëàñíî òåîðåìå 4 Pn îáëàäàåò Πn-ñâîéñòâîì.
Òåîðåìà 5 äîêàçàíà.
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