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1 Ââåäåíèå
Ïóñòü Z - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èç m ýëåìåíòîâ è ôóíêöèè f1, f2, . . . , fk

îïðåäåëåíû îòîáðàæåíèÿìè

fi : X → Z, 1 ≤ i ≤ k, (1)

ãäå X = X(t) = Z × Z × Z - äåêàðòîâî ïðèçâåäåíèå ñ t ñîìíîæèòåëÿìè.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

f1(z1, . . . , zn) = a1

· · · ·
fk(z1, . . . , zn) = at, (2)

ãäå a1, . . . , an ∈ Z çàäàíû, à z1, . . . zn ∈ Z íåèçâåñòíûå, ïîäëåæàùèå îïðå-
äåëåíèþ. Ñèñòåìû òàêîãî âèäà ïðèìåíÿþòñÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ
çàäà÷àõ, íàïðèìåð, ïðè ðàçðàáîòêå èåòîäîâ òåñòèðîâàíèÿ òåõíè÷åñêèõ
óñòðîéñòâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Yi ⊆ X ìíîæåñòâî ðåøåíèé i-ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû
(2) è îïðåäåëèì ìíîæåñòâà Xi ðàâåíñòâàìè

Xi

⋃
Yi, Xi

⋂
Yi = φ, 1 ≤ i ≤ k.

Ñîâîêóïíîñòü ðåøåíèé ñèñòåìû (2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî
X \ (X1

⋃ · · ·⋃ Xk), ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X, íå ïîêðûòûõ
ìíîæåñòâàìè X1

⋃
, · · ·⋃ Xk. Òîãäà ñèñòåìà (2) íåñîâìåñòíà òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà X = (X1

⋃ · · ·⋃ Xk), ò.å. X1, . . . , Xk ÿâëÿþòñÿ ÿâëÿþòñÿ
áëîêàìè ïîêðûòèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè ìíîæåñòâà X. Åñëè êàæäîå óðàâíå-
íèå ñèñòåìû (2) íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåí-
òîâ ôóíêöèé è ëþáàÿ ïàðà óðàâíåíèé èìååò íåñîâïàäàþùèå ìíîæåñòâà



ðåøåíèé, òî èìååì äåëî ñ îáû÷íûì ïîêðûòèåì X = (X1

⋃ · · ·⋃ Xk) ðàç-
ëè÷íûìè áëîêàìè X1, . . . , Xk. Òàêîé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ ñèñòåì ôóíêöè-
îíàëüíûõ óðàâíåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîêðûòèé ìíîæåñòâ áëîêàìè áûë
âïåðâûå ïðåäëîæåí àâòîðîì â ñòàòüå [1] è ïîëó÷èë ðàçâèòèå â ïîñëåäó-
þùèõ ðàáîòàõ.

Òàê, åñëè ÷èñëî ðåøåíèé i-ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2) îãðàíè÷åíî, à
èìåííî, | Yi |=| X | −αi, 1 ≤ i ≤ k, ãäå α1, . . . , αk - çàäàííûå âåëè-
÷èíû, òî ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîêðûòèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè, ó êîòîðûõ áëîêè
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ | Xi |= αi, 1 ≤ i ≤ k.

Â ñòàòüå [1] áûëè ââåäåíû òàêæå íîâûå ïîíÿòèÿ.
Íåñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà âèäà (2) íàçûâàåòñÿ êâàçèñîâìåñòíîé, åñëè îíà

ñòàíîâèòñÿ ñîâìåñòíîé ïðè óäàëåíèè ëþáîãî îäíîãî óðàâíåíèÿ. Òàêîé ñè-
ñòåìå ñîîòâåòñòâóþò ìèíèìàëüíûå ïîêðûòèÿ, â êîòîðûõ ïîñëå óäàëåíèÿ
ëþáîãî áëîêà îñòàâøèåñÿ áëîêè íå îáðàçóþò ïîêðûòèÿ.

Îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ êâàçèñîâìåñòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå t-
êâàçèñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû. Íåñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà âèäà (2) t-
êâàçèñîâìåñòíà, åñëè ïîñëå óäàëåíèÿ ëþáûõ t óðàâíåíèé ñèñòåìà
ñòàíîâèòñÿ ñîâìåñòíîé.

Òàêîé ñèñòåìå ñîîòâåòñòâóåò t-ìèíèìàëüíîå ïîêðûòèå, â êîòîðîì ïî-
ñëå óäàëåíèÿ ëþáûõ t áëîêîâ îñòàâøèåñÿ áëîêè íå îáðàçóþò ïîêðûòèÿ.

Çàäàíèå âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà ñèñòåìå ôóíêöèé (1) èí-
äóöèðóåò âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ñîîòâåòñòâóþùåì êëàññå ïîä-
ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, ÿâëÿþùèõñÿ áëîêàìè ïîêðûòèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ÷èñëî ðåøåíèé ñèñòåìû
ñëó÷àéíûõ óðàâíåíèé âèäà (2), ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì íåïîêðûòûõ ýëåìåí-
òîâ ìíîæåñòâà X ñëó÷àéíûì ìíîæåñòâîì X1

⋃ · · ·⋃ Xk. Îáçîð ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ òî÷íûõ è ïðåäåëüíûõ ðàñïðåäåëå-
íèé ξ áóäåò èçëîæåí íèæå.

Ê ÷èñëó ïðèâîäèìûõ íèæå íîâûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò îòíåñòè èçó-
÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, íàçûâàåìîé èíäåêñîì ïîêðûòèÿ. Åñëè óðàâ-
íåíèÿ ñèñòåìû (2) ïîëó÷àþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ñ ïîìîùüþ ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà äî òåõ ïîð, ïîêà ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà íå ñòàíîâèòñÿ âïåðâûå
íåñîâìåñòíîé, òî ýòîìó ïðîöåññó ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àéíûé âûáîð ïîä-
ìíîæåñòâ X1, . . . , Xχn èç ìíîæåñòâà X äî òåõ ïîð, ïîêà âïåðâûå ìíîæå-
ñòâî X1

⋃ · · ·⋃ Xχn íå ñòàíåò ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà X. Â ýòîì ñëó÷àå
χn ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, íàçûâàåìóþ èíäåêñîì ïî-
êðûòèÿ.

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé òî÷íûõ è ïðåäåëüíûõ
ðàñïðåäåëåíèé èíäåêñà ïîêðûòèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ âàðèàíòàõ çàäàíèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèé íà áëîêàõ ïîêðûòèé.
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2 Ïîêðûòèÿ. Ìèíèìàëüíûå ïîêðûòèÿ
Ñåìåéñòâî íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ X1, X2, . . . , Xk n-ìíîæåñòâà íàçûâà-
åòñÿ ïîêðûòèåì, åñëè X = X1

⋃
X2

⋃ · · ·⋃ Xk. Ïðè ýòîì X1, X2, . . . , Xk

íàçûâàþòñÿ áëîêàìè ïîêðûòèÿ, à ñàìî ïîêðûòèå - k-áëî÷íûì.
Ïîêðûòèå n-ìíîæåñòâà X = X1

⋃
X2

⋃ · · ·⋃ Xk íàçûâàåòñÿ ìèíè-
ìàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî i, 1 ≤ i ≤ k ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x ∈ X,
÷òî x ∈ Xi, íî x 6∈ Xj, j 6= i. Òàêîé ýëåìåíò x íàçûâàåòñÿ îäíîêðàòíî
ïîêðûòûì.

Â ñòàòüå ([2]) áûëà ïðèâåäåíà ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà ìèíèìàëüíûõ k-
áëî÷íûõ ïîêðûòèé n-ìíîæåñòâà ñ j îäíîêðàòíî ïîêðûòûìè ýëåìåíòàìè.

Ln(k, j) =

(
n

j

)
σ(j, k)

(
2k − k − 1

)n−j
, (3)

ãäå σ(j, k) - ÷èñëà Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà.
Â êíèãå [3] ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà ìèíèìàëüíûõ k - áëî÷íûõ

ïîêðûòèé n-ìíîæåñòâà

Ln(k) =
1

k!

k∑
s=0

(−1)

(
k

s

)(
k

2− s− 1

)n

. (4)

Êðîìå òîãî, ïîêàçàíî, ÷òî ïðè n, k → ∞ òàê, ÷òî n
2k−1

− ln k → γ,
èìååò ìåñòî àñèìïòîòèêà

Ln(k) =
(2k − 1)n

k!
e−e−γ

(1 + ◦(1)) (5)

Â òîé æå êíèãå ïðèâåäåíû ôîðìóëû äëÿ ÷èñëà k-áëî÷íûõ è îáùåãî
÷èñëà ïîêðûòèé n-ìíîæåñòâà

Dnk =
n∑

j=0

(−1)j

(
n

j

)(
2n−j − 1

k

)
, k = 1, 2, . . . , 2n − 1 (6)

Dn =
n∑

j=0

(−1)j

(
n

j

)
22n−j − 1, n = 1, 2, . . . (7)

Ôîðìóëà (7) èìååòñÿ òàêæå â êíèãå [4].
Â êíèãå [5] ïðèâîäèòñÿ ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà ïîêðûòèé n-ìíîæåñòâà,

ñîäåðæàùèõ βj áëîêîâ âåëè÷èíû j, j = 1.2. . . . , n

Dn(β1, β2, . . . , βn) =
n∑

k=0

(−1)n−k

(
n

k

) ∑
j≥1

((
k
j

)

βj

)
(8)
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Â ðàáîòå [6] ïðèâåäåíû ôîðìóëû äëÿ ÷èñëà îáû÷íûõ è ìèíèìàëüíûõ
ïîêðûòèé ñ ïîâòîðåíèÿìè n-ìíîæåñòâà X íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûìè
áëîêàìè X1, X2, . . . , Xk äëÿ ÷åòûðåõ ñëó÷àåâ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïî-
ìå÷åíû èëè íå ïîìå÷åíû ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X è óïîðÿäî÷åíû èëè íå
óïîðÿäî÷åíû áëîêè X1, X2, . . . , Xk. Åñëè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èíäåêñàìè
T - ÷èñëî k-áëî÷íûõ ïîêðûòèé, òî ýòè ôîðìóëû èìåþò âèä:

à) X ïîìå÷åíî, X1, . . . , Xk óïîðÿäî÷åíû

T0l(n, k) =
(
2k − 1

)n (9)

M0l(n, k) =
k∑

i=0

(−1)i

(
k

i

)
(2k − i− 1)k (10)

.
á) X íå ïîìå÷åíî, X1, . . . , Xk óïîðÿäî÷åíû

T0u =

(
2k + n− 2

n

)
(11)

M0u =

(
2k + n− k − 2

n− k

)
(12)

â) X ïîìå÷åíî, X1, . . . , Xk íå óïîðÿäî÷åíû

Tdl(n, k) =
n∑

j=0

(−1)n−j

(
n

j

)(
2j + k − 1

k

)
(13)

Mdl(n, k) =
1

k!

k∑
i=0

(−1)i

(
k

i

)
(2k − i− 1)n (14)

ã) X íå ïîìå÷åíî, X1, . . . , Xk íå óïîðÿäî÷åíû

Tdu(n, k) = unk − un−1,k (15)

ãäå

unk =
∑

∑
i αi=n∑
j βj=k

n∏
i=1

1

iαiαi!

k∏
j=1

1

jβjβj!

∏

(i,j)

2(αi,βj),

ïðè÷åì (αi, βj) - íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü αi è βj.
Îòìåòèì ñîâïàäåíèå ôîðìóëû (14) ñ ôîðìóëîé (4).
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3 Ñëó÷àéíûå ïîêðûòèÿ
Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξn, ðàâíîé ÷èñëó áëîêîâ â ñëó÷àéíîì ðàâíîâå-
ðîÿòíîì ïîêðûòèè n-ìíîæåñòâà â ñòàòüå [7] äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðå-
ìû

Òåîðåìà 1 Ïðè n →∞ äëÿ âñåõ x ñ óñëîâèåì, ÷òî x2−n/6 → 0 è 2n−1−
1
2

+ x2
n
2
−1 - íàòóðàëüíîå ÷èñëî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

P

{
ξn − 2n−1 +

1

2
= x2

1
2
−1

}
=

1√
π2n−1

e−
x2

2 (1 + ◦(1)).

Òåîðåìà 2 Ïðè n →∞ äëÿ âñåõ α è β òàêèõ, ÷òî α2−n/6 → 0, β2−n/6 →
0 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

P
{
α(2

n
2 − 1)

} ≤ ξn − 2n−1 +
1

2
≤ β(2

n
2 − 1) ∼ Φ(β)− Φ(α),

ãäå
Φ(x) =

1√
2π

∫ x

−∞
e−

u2

2 du.

Îñíîâíîå âíèìàíèå â ñòàòüå [7] óäåëåíî ìèíèìàëüíûì ïîêðûòèÿì.
Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ Ln - ÷èñëà ìèíèìàëüíûõ ïîêðûòèé n-ìíîæåñòâà ïðè
n →∞ èìåþò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû:

à) åñëè n - ÷åòíîå, òî

Ln =
2(n

2
+1)2− 1

4√
2πn

[2C1 + ◦(1)],

á) åñëè n - ÷åòíîå, òî

Ln =
2(n

2
+1)2− 1

4√
2πn

[2C1 + ◦(1)],

ãäå ïîñòîÿííûå C0 è C1 îïðåäåëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè

C0 =
∞∑

j=1

1

2j2
, C1 =

∞∑
j=0

1

2j(j+1)

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 3 Åñëè ξ̃n - ÷èñëî áëîêîâ â ñëó÷àéíîì ìèíèìàëüíîì ïîêðûòèè
n-ìíîæåñòâà, òî ïðè n →∞

à) äëÿ n ÷åòíîãî

P (ξ̃n − n

2
= ±j) → 2−j2

1 + 2C0

, quadj = 0, 1, . . . ;

á) äëÿ n íå÷åòíîãî

P (ξ̃n − n± 1

2
= ±j) → 2−j(j+1)

1 + 2C1

, quadj = 0, 1, . . . .

Ïðè n →∞ äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ξ̃n èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

Mξ̃n ∼ n

2
,

ïðè ýòîì äèñïåðñèÿ Dξ̃n âñåãäà îãðàíè÷åíà.

Äëÿ îäíîêðàòíî ïîêðûòûõ ýëåìåíòîâ óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ òåîðå-
ìà.

Òåîðåìà 4 Ïðè n → ∞ ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû η̃n, ðàâíîé ÷èñëó îäíîêðàòíî ïîêðûòûõ ýëåìåíòîâ ñëó÷àéíîãî ìè-
íèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ n-ìíîæåñòâà, ñîâïàäàåò ñ ïðåäåëüíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì ξ̃n.

Èç òåîðåì (3) è (4) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ áîëüøèõ n ìèíèìàëüíîå ïîêðû-
òèå, ãðóáî ãîâîðÿ, èìååò ÷èñëî áëîêîâ, áëèçêîå ê n

2
è â êàæäîì áëîêå

èìååòñÿ îäèí îäíîêðàòíî ïîêðûòûé ýëåìåíò.
Â ñòàòüå [7] äàí òàêæå àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî k-

áëî÷íîãî ïîêðûòèÿ n-ìíîæåñòâà íà r áëîêîâ, r ≥ k.
Â ñòàòüå [1] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå t-ìèíèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ è óñòà-

íîâëåíà åãî ñâÿçü ñ ââåäåííûì òàì æå ïîíÿòèåì t-êâàçèñîâìåñòíîé ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé âèäà (2).

Ïîêðûòèå ìíîæåñòâà X = {x1, x2, . . . , xn} áëîêàìè X1, X2, . . . , Xk íà-
çûâàåòñÿ t-ìèíèìàëüíûì, åñëè X = X1

⋃
X2

⋃ · · ·⋃ Xk è äëÿ ëþáîãî
t-ñî÷åòàíèÿ 1 ≤ i1 < · · · < it ≤ k ñóùåñòâóåò òàêîå x ∈ X, ÷òî

x ∈ Xi1 , . . . , x ∈ Xit ; x 6∈ Xj1 , . . . , x 6∈ Xjk−t
,

ãäå

{i1, . . . , it}
⋃
{j1, . . . , jk−t} = {1, 2, . . . , k}; {i1, . . . , it}

⋂
{j1, . . . , jk−t} = ∅
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Ýëåìåíò x â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ t-êðàòíî ïîêðûòûì. ßñíî, ÷òî
ïðè t = 1 ïîíÿòèå t-ìèíèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ ñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèåì ìè-
íèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ.

Íåñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà âèäà (2) íàçûâàåòñÿ t-êâàçèñîâìåñòíîé, åñëè
äëÿ ëþáûõ t óðàâíåíèé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò âåêòîð (z0

1 , . . . , z
0
n) ∈ X òà-

êîé, ÷òî
1) (z0

1 , . . . , z
0
n) íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòèõ t óðàâíåíèé;

2) (z0
1 , . . . , z

0
n) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû èç îñòàëüíûõ k− t óðàâíå-

íèé.
Ïðè t = 1 t-êâàçèñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ êâàçè-

ñîâìåñòíîé.
Äëÿ k = n = 3 ïðèìåð êâàçèñîâìåñòíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

íàä ïîëåì Ãàëóà GF (2) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

x1 + x2 = 1

x2 + x3 = 1

x+ +x3 = 1

Ðàíã ñèñòåìû ðàâåí 2, ðàíã ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ðàâåí 3 è ñèñòå-
ìà íåñîâìåñòíà. Êàæäàÿ ïîäñèñòåìà èç äâóõ óðàâíåíèé èìååò ïî äâà
ðåøåíèÿ.

Ëåììà 1 Åñëè Yi = {(Z1, . . . , Zn) : fi(Z1, . . . , Zn) = ai}, Xi

⋃
Yi =

X, Xi

⋂
Yi = ∅, 1 ≤ i ≤ k, òî ðåøåíèå ñèñòåìû 2 îáðàçóåò ìíîæå-

ñòâî X\(X1

⋃ · · ·⋃ Xk). Ñèñòåìà 2 íåñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà X = X1

⋃ · · ·⋃ Xk, ò.å. X1, X2, . . . , Xk - áëîêè ïîêðûòèÿ X.

Ëåììà 2 Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2) t-êâàçèñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà X1, X2, . . . , Xk ÿâëÿþòñÿ áëîêàìè t-ìèíèìàëüíîãî ïîêðû-
òèÿ ìíîæåñòâà X.

Â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìà (2) êâàçèñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ïîêðûòèå ìíîæåñòâà X áëîêàìè X1, X2, . . . , Xk ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì.

Äëÿ L
(t)
n (k, j) - ÷èñëà t-ìèíèìàëüíûõ k-áëî÷íûõ ïîêðûòèé n-

ìíîæåñòâà ñ j t-êðàòíî ïîêðûòûìè ýëåìåíòàìè - è L
(t)
n (k) - ÷èñëà k-

áëî÷íûõ t-ìèíèìàëüíûõ ïîêðûòèé n-ìíîæåñòâà - ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå
ôîðìóëû

L(t)
n (k, j) =

(
n

j

)
σ(j,

(
k

t

)
)(2k −

(
k

t

)
− 1)n−j,

(
k

t

)
≤ j ≤ n,
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L(t)
n (k) =

1(
k
t

)
!

(k
t)∑

s=0

(−1)s

((
k
t

)

s

)
(2k − s− 1)n.

Äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 5 Ïóñòü γnk(t) = n
2k−1

− ln
(

k
t

)
, k = k(n), t = t(n) è ïðè

n →∞ ñóùåñòâóåò ïðåäåë γnk(t) → γ. Òîãäà ïðè n →∞ èìåþò ìåñòî
ñîîòíîøåíèÿ

(
k
t

)
!

2k − 1)n
L(t)

n (k) →




e−e−γ
, −∞ < γ < ∞

1, γ = ∞
0, γ = −∞

Ïðè t = 1 èç òåîðåìû (5) ñëåäóåò àñèìïòîòèêà äëÿ ÷èñëà ìèíèìàëü-
íûõ k-áëî÷íûõ ïîêðûòèé n-ìíîæåñòâà [3]

Òåîðåìà 6 Ïðè 1 < t < ∞ äëÿ L
(t)
n - ÷èñëà t-ìèíèìàëüíûõ ïîêðûòèé

n-ìíîæåñòâà ïðè n →∞ èìååò ìåñòî àñèìïòîòèêà

L(t)
n =

(
n(
κ
t

)
)

2κ{n−(κ
t)}(1 + ◦(1)),

ãäå κ = [k] è k - ìàêñèìàëüíûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ
(

k

t

)
=

n

1 + t

Òåîðåìà 7 Åñëè íà ìíîæåñòâå t-ìèíèìàëüíûõ ïîêðûòèé n-
ìíîæåñòâà çàäàíî ðàâíîìåðíîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå è
ξ

(t)
n - ÷èñëî áëîêîâ â ñëó÷àéíîì t-ìèíèìàëüíîì ïîêðûòèè, òî ïðè

1 < t < ∞ è n →∞
P (ξ(t)

n = κ) → 1,

ò.å. ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì.

Îòìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 3 ïðè t = 1 ïðåäåëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå íå ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì.
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4 Îãðàíè÷åííûå ïîêðûòèÿ
Äëÿ îãðàíè÷åííûõ ïîêðûòèé ñôîðìóëèðóåì ðÿä íîâûõ ðåçóëüòàòîâ è
ñäåëàåì ññûëêè íà íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, âûòåêàþùèå èç èññëåäîâàíèé
ýêâèâàëåíòíûõ ñõåì.

Ñåìåéñòâî X1, X2, . . . , Xk ïîäìíîæåñòâ n-ìíîæåñòâà X èìååò ñïå-
öèôèêàöèþ

[
1β12β2 . . . nβn

]
, βi ≥ 0, åñëè â ýòîì ñåìåéñòâå βj ïîäìíî-

æåñòâ èìåþò âåëè÷èíó j, 1 ≤ j ≤ n. Ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà ïîêðûòèé
n-ìíîæåñòâà áëîêàìè ñïåöèôèêàöèè

[
1β12β2 . . . nβn

]
èìååò âèä

E(β1, . . . , βn) =
n−1∑
ν=0

(−1)ν

(
n

ν

) n−ν∏
j=1

((
n−ν

j

)

βj

)
(16)

Åñëè íà ñåìåéñòâå ïîäìíîæåñòâ ñïåöèôèêàöèè
[
1β12β2 . . . nβn

]
çàäà-

íî ðàâíîìåðíîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå è η(β1, β2, ..., βn) - ÷èñëî
íåïîêðûòûõ ýëåìåíòîâ X ñëó÷àéíûìè áëîêàìè X1, X2, . . . , Xk èç òàêîãî
ñåìåéñòâà, òî áèíîìèàëüíûå ìîìåíòû η(β1, β2, ..., βn) èìåþò âèä

Bν(β1, . . . , βn) =

(
n

ν

) n−ν∏
j=1

((
n−ν

j

)

βj

) n∏
i=1

((
n
i

)

βi

)−1

, ν = 0, 1, . . . , n− 1. (17)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì òî÷íîå ðàñïðåäåëåíèå η(β1, . . . , βn) èìååò âèä
[3]

P (η(β1, . . . , βn) = r) =
n−1∑
ν=r

(−1)ν−r

(
ν

r

)
Bν(β1, . . . , βr), r = 0, 1, . . . , n− 1

(18)
Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (17) ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó

Òåîðåìà 8 Ïóñòü γn = 1
n

∑n−1
j=1 jβj − ln n. Òîãäà ïðè n →∞

à) åñëè γn →∞
P (η(β1, . . . , βn) = 0) → 1

á) åñëè γn → γ, 0 < γ < ∞ è

βj = ◦
((

n

j

))
, 1 ≤ j ≤ d < ∞; βα+1 = · · · = βn = 0,

òî
P (η(β1, . . . , βn) = r) → λr

r!
e−λ,

ãäå λ = e−γ.
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Èç òåîðåìû (8) â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé âûòåêàþò àñèìïòîòèêè
à) E(β1, . . . , βn) =

∏n−1
j=1

((n
j)
βj

)
(1 + ◦(1)),

á) E(β1, . . . , βn) = e−e−γ ∏n−1
j=1

((n
j)
βj

)
(1 + ◦(1)),

ñïðàâåäëèâûå ïðè óñëîâèÿõ, ñôîðìóëèðîâàííûõ â ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïóíêòàõ à) è á) òåîðåìû (8).

Ðàññìîòðèì òåïåðü îãðàíè÷åííûå ïîêðûòèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè.
Ïîêðûòèå ñ ïîâòîðåíèåì n-ìíîæåñòâà X áëîêàìè X1, X2, . . . , Xk íà-

çûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè | Xi |= αi, 1 ≤ i ≤ k.
Åñëè η

(α)
n , α = (α1, α2, . . . , αk) - ÷èñëî íåïîêðûòûõ ýëåìåíòîâ X ïîä-

ìíîæåñòâàìè X1, X2, . . . , Xk, | Xi |= αi, 1 ≤ i ≤ k, òî òî÷íîå ðàñïðåäå-
ëåíèå η

(α)
n èìååò âèä

P
(
η(α)

n = r
)

=
n∑

k=r

(−1)ν−r

(
ν

r

)
B(α)

νn , r = 0, 1, . . . , n,

ãäå B
(α)
νn - áèíîìèàëüíûå ìîìåíòû ν

(α)
n , âû÷èñëÿåìûå ïî ôîðìóëå

B(α)
νn =

{ (
n
ν

) ∏k
i=1

(n−αi)ν

,
0 ≤ ν ≤ n− ᾱ

0, ν > n− ᾱ

ïðè÷åì ᾱ = max1≤i≤k αi

Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ν
(α)
n ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ÷èñëî ïóñòûõ

ÿ÷ååê ïðè áðîñàíèè ÷àñòèö êîìïëåêòàìè âåëè÷èí α1, α2, . . . , αk â n ÿ÷ååê.
Ïðåäåëüíîå ïóàññîíîâñêîå è íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðè n →∞ â

òàêîé èíòåðïðåòàöèè áûëî ïîëó÷åíî â ñòàòüå [8].
Ìîæíî ïðèâåñòè è íåñêîëüêî èíûå óñëîâèÿ äëÿ ïðåäåëüíîãî ïóàññî-

íîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ν
(α)
n .

Òåîðåìà 9 Åñëè k = k(n), αi = αi(n), αi

n
≤ δ < 1, quad1 ≤ i ≤ k è

ïðè n →∞ âûïîëíåíî óñëîâèå

n

k∏
i=1

(
1− αi

n

)
→ λ, 0 ≤ λ leq∞,

òî
P

(
η

(α)=0
n

)
→ 1 ïðè λ = 0,

P
(
η

(α)
n = r

)
→ λr

r!
e−λ ïðè 0 < λ < ∞, r = 0, 1, . . .

Òåîðåìà 10 Åñëè k = k(n), α = α(n), 1 ≤ i ≤ k è ïðè n → ∞
âûïîëíåíû óñëîâèÿ

α1 ln n

n
→ 0, 1 ≤ i ≤ k,
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1

n

n∑
i=1

αi − ln n → γ, 0 < γ < ∞,

òî
P

(
η(α)

n = r
) → λr

r!
e−λ, λ = e−γ r = 0, 1, . . .

Äëÿ îãðàíè÷åííûõ ìèíèìàëüíûõ ïîêðûòèé ôîðìóëû ñòàíîâÿòñÿ çíà-
÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíûìè. Òàê, åñëè Ln(j; α1, . . . , αk) - ÷èñëî ìèíèìàëü-
íûõ k-áëî÷íûõ ïîêðûòèé n-ìíîæåñòâà X áëîêàìè X1, X2, . . . , Xk òàêè-
ìè, ÷òî | Xi |= αi, 1 ≤ i ≤ k, è ñ j îäíîêðàòíî ïîêðûòûìè ýëåìåíòàìè,
òî

Ln(j1; α1, . . . , αk) =
1

k!

∑
j1+···+jk=j

0≤ji≤αi

(n)j

j1! . . . jk!
Mn−j(α1 − j1, . . . , αk − jk),

ãäå Mn(j; α1, . . . , αk) - ÷èñëî 0,1-ìàòðèö k × m ñî ñòðî÷íûìè ñóììàìè
β1, . . . , βk è ñòîëáöàìè, ñîäåðæàùèìè íå ìåíåå äâóõ åäèíèö. Èìååò ìåñòî
ôîðìóëà

Mm(β1, . . . , βk) =
m∑

s=0

(−1)s

(
m

s

) ∑
γ1+···+γk=s

0≤γi≤βi

s!

γ1! . . . γk!
×Nm(β1−γ1, . . . , βk−γk),

ãäå Nm(β1, . . . , βk) - ÷èñëî 0,1-ìàòðèö k × m ñî ñòðî÷íûìè ñóììàìè
β1, . . . , βk áåç íóëåâûõ ñòîëáöîâ è âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Nm(β1, . . . , βk) =
m∑

ν=0

(−1)ν

(
m

ν

) k∏
i=1

(
m− ν

βi

)

Àñèìïòîòèêè äëÿ Mm(β1, . . . , βk) è Ln(j; α1, . . . , αk) îïðåäåëÿþòñÿ ñëå-
äóþùèìè òåîðåìàìè.

Òåîðåìà 11 Åñëè ïðè m →∞ âûïîëíåíû óñëîâèÿ
à) k

m
→ 0, βi = βi(m) →∞, βi ln m

m
→ 0, 1 ≤ i ≤ k;

á) 1
m

∑m
i=1 βi − ln m− ln ln m → γ, 0 < γ < ∞,

òî èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

Mn(β1, . . . , βk) = e−e−γ
k∏

i=1

(
m

βi

)
(1 + ◦(1)).
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Òåîðåìà 12 Åñëè ïðè n →∞ âûïîëíåíû óñëîâèÿ äëÿ αi = αi(n), 1 ≤
i ≤ k:

à) j√
αi
→ 0, αi ln n

n
→ 0, 1 ≤ i ≤ k;

á) 1
n

∑k
i=1 αi − ln n− ln ln n → γ, 0 < γ < ∞,

òî èìååò ìåñòî àñèìïòîòèêà

Ln(j; α1, . . . , αk) =
1

k!
e−e−γ

(
n

j

) k∏
i=1

(
n− j

αi

) (
k∑

i=1

αi

n− j − αi

)j

(1 + ◦(1)).

Åñëè L̃n(j; α1, . . . , αk) - ÷èñëî ìèíèìàëüíûõ ïîêðûòèé n-ìíîæåñòâà
X áëîêàìè X1, X2, . . . , Xk òàêèìè, ÷òî | Xi ≤ αi, 1 ≤ i ≤ k è j - ÷èñëî
îäíîêðàòíî ïîêðûòûõ ýëåìåíòîâ, òî

L̃n(j; α1, . . . , αk) =
1

k!

∑
j1+···+jk=j

0≤ji≤αi

(n)j

j1! . . . jk!
M̃n−j(α1 − j1, . . . , αk − jk),

ãäå M̃n(β1, . . . , βk) - ÷èñëî 0,1-ìàòðèö k ×m ñî ñòðî÷íûìè ñóììàìè, íå
ïðåâîñõîäÿùèìè, ñîîòâåòñòâåííî, β1, . . . , βk è ñòîëáöàìè, ñîäåðæàùèìè
íå ìåíåå äâóõ åäèíèö. Èìååì ôîðìóëó

M̃m(β1, . . . , βk) =
m∑

s=0

(−1)s

(
m

s

) ∑
γ1+···+γk=s

0≤γi≤βi

s!

γ1! . . . γs!
×Ñm−s(β1−γ1, . . . , βk−γk),

ãäå Ñm(β1, . . . , βk) - ÷èñëî 0,1-ìàòðèö k ×m ñî ñòðî÷íûìè ñóììàìè, íå
ïðåâîñõîäÿùèìè β1, . . . , βk, ñîîòâåòñòâåííî, è áåç íóëåâûõ ñòîëáöîâ è âû-
÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Ñm(β1, . . . , βk) =
m∑

ν=0

(−1)ν

(
m

ν

) k∏
i=1

βi∑
µ=0

(
n− ν

µ

)
.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè α1 = · · · = αk = n, β1 = · · · = βk = m èìååì

Nkm = Ñm(m, . . . , m) = (2k − 1)m

Mkm = M̃m(m, . . . , m) = (2k − k − 1)m

Ln(kij) = Ln(j; n, . . . , n) =

(
n

j

)
σ(j, k)(2k − n− 1)n−j.

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (3).
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5 Èíäåêñ ïîêðûòèÿ
Ââåäåì òåïåðü íîâîå ïîíÿòèå èíäåêñà ïîêðûòèÿ.

Ïóñòü íà íåêîòîðîì êëàññå ïîäìíîæåñòâ n-ìíîæåñòâà X çàäàíî âåðî-
ÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå è X1, X2, . . . , Xk, . . . - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîä-
ìíîæåñòâ, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ñëó÷àéíûõ èñïûòàíèé. Ìèíèìàëüíîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî χn òàêîå, ÷òî X1, X2, . . . , Xχn ÿâëÿþòñÿ áëîêàìè ïî-
êðûòèÿ ìíîæåñòâà X, ò.å. X = X1

⋃
X2

⋃ · · ·⋃ Xχn , íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì
ïîêðûòèÿ.

Íèæå áóäóò ðàññìîòðåíû íåñêîëüêî ñëó÷àåâ çàäàíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ
ðàñïðåäåëåíèé íà áóëåàíå 2X ìíîæåñòâà X ñ öåëüþ îòûñêàíèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû χn.

Ñëó÷àé 1-ûé. Íà áóëåàíå 2X çàäàíî ðàâíîìåðíîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ èíäåêñà ïîêðûòèÿ èìååì ñëåäóþùèå âû-
ðàæåíèÿ äëÿ òî÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

P (χn = k) = (1− 1

2k
)n−(1− 1

2k−1
)n =

n∑
j=1

(−1)j−1

(
n

j

)
2j − 1

2kj
, k = 1, 2 . . . .

(19)
Îòñþäà ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

P (χn ≤ x) =

(
1− 1

2[x]

)n

, x ≥ 0, (20)

ãäå [x] - öåëàÿ ÷àñòü îò x.
Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ χn èìååò âèä:

Pn(t) = t

n∑
j=1

(−1)j−1

(
n

j

)
2j − 1

2j − t
. (21)

Îòñþäà ñëåäóþò ôîðìóëû äëÿ áèíîìèàëüíûõ ìîìåíòîâ

B0n = 1

Bνn =
n∑

j=1

(−1)j−1

(
n

j

)
2j

(2j − 1)ν
=

∞∑
s=0

(
ν + s− 1

s

)[
1−

(
1− 1

2ν+s−1

)n]
,

ν = 1, 2, . . . .(22)

Äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ èìååì ôîðìóëó

Mχn =
n∑

j=1

(−1)j−1

(
n

j

)
2j

2j − 1
=

∞∑
s=0

(
1− (1− 1

2s
)n

)
, n = 1, 2, . . . (23)
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Ïðè n →∞ îòñþäà ñëåäóåò àñèìïòîòèêà äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ
Mχn = lg2 n + C1 − C2 + ◦(1), (24)

ãäå ïîñòîÿííûå C1 è C2 îïðåäåëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè

C1 =
∞∑

j=1

e−2j, C2 =
∞∑

j=0

(
1− e−2−j

)
. (25)

Ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû χn îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-
äóþùåé òåîðåìîé.
Òåîðåìà 13 Ïðè n → ∞ äëÿ ëþáûõ y ≥ 0 è âñåõ y < 0 òàêèõ, ÷òî
| y |= ◦(lg2

√
n) bvttv

P (χn ≤ [lg2 n] + y) = e−2−[y]+δn
(1 + ◦(1)), (26)

ãäå δn = {lg2 n} - äðîáíàÿ ÷àñòü îò lg2 n.
Èç òåîðåìû (13) ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå χn çàâèñèò îò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé, êîòîðûå ïðèíèìàåò n ïðè íåîãðàíè÷åííîì
âîçðàñòàíèè. Åñëè n = 2m, m = 1, 2, ..., òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ χn ïðè m →∞.

Ñëåäñòâèå 1. Ïðè n = 2m è m → ∞ äëÿ ëþáûõ y ≥ 0 è âñåõ y < 0
òàêèõ, ÷òî | y |= ◦(lg2

√
n), èìååì

P (χn ≤ m + y) → e−2−[y] (27)
Èç òåîðåìû (13) ñëåäóåò òàêæå è àñèìïòîòèêà ëîêàëüíîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ χn.
Ñëåäñòâèå 2. Ïðè n → ∞ äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèé j ≥ 0 è

ëþáûõ j < 0 òàêèõ, ÷òî | j |= ◦(lg2

√
n). Èìååì

P (χn = [lg2 n] + j) = e−2−j+δn
(
1− e−2−j+δn

)
(1 + ◦(1)), j = 0,±1,±2, . . . ,

(28)
ãäå δn -äðîáíàÿ ÷àñòü lg2 n.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè n = 2m, òî ïðè m →∞
P (χn = m + j) → e−2−j

(
1− e−2−j

)
, j = 0,±1,±2, . . . (29)

Ñëó÷àé 2-é. Íà âñåõ íåïóñòûõ ýëåìåíòàõ áóëåàíà 2X çàäàíî îàâ-
íîìåðíîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå è χ̃n - ñîîòâåòñòâóþùèé èíäåêñ
ïîêðûòèÿ. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

P (χ̃n = k) =
n∑

m=1

2n−m

2n − 1
P (ηn,k−1 = m), (30)
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ãäå ηnk - ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ ÷èñëó íóëåâûõ ñòîëáöîâ â ìàòðè-
öå èíöèäåíòíîñòè ñëó÷àéíûõ áëîêîâ, èìåþùåé ðàçìåðû k × n. Èç âèäà
ðàñïðåäåëåíèÿ ηnk

P (ηnk = m) =
n∑

j=m

(−1)j−m

(
j

m

)(
n

j

)(
2n−j − 1

2n − 1

)k

(31)

è ñîîòíîøåíèå (30) ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ òî÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ χ̃n:

P (χ̃n = k) =
1

(2n − 1)k

k−1∑
s=0

(−1)s

(
k − 1

s

) [
(2k−s − 1)n − (2k−s − 1)

]
, k = 1, 2, . . .

(32)

Òåîðåìà 14 Ïðè n → ∞ ðàâíîìåðíî äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî

P (χ̃n = k) = P (χn = k)(1 + ◦(1)). (33)

Èç òåîðåìû (14) ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ χ̃n è χn ñîâ-
ïàäàþò è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ χ̃n îïðåäåëÿþòñÿ
ðàâåíñòâàìè (26) è (28). Ñðåäíåå äëÿ χ̃n è ñðåäíåå äëÿ χn ïðè n → ∞
èìåþò îäíó è òó æå àñèìïòîòèêó, îïðåäåëÿåìóþ ôîðìóëîé (24).

Ñëó÷àé 3-é. Çàäàííîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α =
(α1, α2, . . . ), ãäå αi = αi(n), 0 < αi < n, i = 1, 2, . . . , ñòàâèòñÿ â ñîîòâåò-
ñòâèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ïîäìíîæåñòâ X1, X2, . . . ìíîæåñòâà
X òàêàÿ, ÷òî Xi åñòü ïîäìíîæåñòâî, âûáðàííîå ñëó÷àéíî è ðàâíîâåðîÿò-
íî èç ñîâîêóïíîñòè ïîäìíîæåñòâ âåëè÷èíû αi, i = 1, 2, . . . . Îáîçíà÷èì
÷åðåç χ

(α)
n ñîîòâåòñòâóþùèé èíäåêñ ïîêðûòèÿ. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

ñîîòíîøåíèå

P
(
χ(α)

n = k
)

=

αk∑
r=1

(αk)r

(n)r

P
(
ξ

(α)
n,k−1 = r

)
, (34)

ãäå ξ
(α)
nk - ÷èñëî ýëåìåíòîâ n-ìíîæåñòâà X íå ïîêðûòûõ ñëó÷àéíûì ìíî-

æåñòâîì X1

⋃
X2,

⋃ · · ·⋃ Xk, ãäå | Xi |= αi, 1 ≤ i ≤ k.
Â ñîîòâåòñòâèå ñ âûðàæåíèåì äëÿ òî÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ξ

(α)
nk

P
(
ξ

(α)
nk = k

)
=

n∑
ν=r

(−1)ν−r

(
ν

r

)(
n

ν

) k∏
i=1

(n− αi)ν

(n)ν

, ν = 0, 1, . . . , n (35)

311



èìååì òî÷íîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ χ
(α)
n :

P
(
χ(α)

n = k
)

=

αk∑
r=1

(
αk

r

) n−r∑
ν=0

(−1)ν

(
n− r

ν

) k−1∏
i=1

(n− αi)ν+r

(n)ν+r

, k = 2, 3, . . .

(36)
Â ñèëó óñëîâèÿ | αi |< n, i = 1, 2, . . . , èìååì P

(
χ

(α)
n = 1

)
= 0.

Òåîðåìà 15 Ïóñòü k = k(n), αi = αi(n), i = 1, 2, . . . , è ïðè n → ∞
ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

1) αi(n)
n

→ δi, 0 < δi < 1, 1 ≤ i ≤ k;
2)

n

k∏
i=1

(
1− αi

n

)
→ λ, 0 < λ < ∞. (37)

Òîãäà äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèé κ = κ(n), óäîâëåòâîðÿþùèõ
ðàâåíñòâó

n

κ∏
i=1

(
1− αi

n

)
= λ(1 + ◦(1)) (38)

äëÿ ëþáîãî j = 0, 1, . . . èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

P
(
χ(α)

n = κ + 1± j
)

= e−λ±
(
eλ±δκ±j+1 − 1

)
(1 + ◦(1)), j = 0, 1, . . . , (39)

ãäå

λ+ = λ

κ+j∏
i=κ+1

(1 + δi), λ− = λ

κ−1∏
i=κ−j

(1− δi)
−1

è çíàêè + è − âûáèðàþòñÿ îäíîâðåìåííî â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà 39.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 2m, αi = n
2
, i = 1, 2, . . . , èìååì κ = lg2 n =

m, λ = 1, λ+ = 1
2j , λ− = 2j è ïðè m →∞

P
(
χ(α)

n = m± j + 1
)

=
(
e−

1

2±j+1 − e−
1

2±j

)
(1 + ◦(1)), j = 0, 1, . . .

Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñî ñëåäñòâèåì 2 èç òåîðåìû
(13) äëÿ ñëó÷àÿ 1-ãî.
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